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Uvod

Polinom je rije¢ koja se prvi put pojavljuje u 17. stoljecu. Rije¢ polinom spaja dva razli¢ita
korijena: grcki poli, §to znac¢i "mnogo”, i latinski nomen, §to znaci “ime”. Tocnije, to
znaci zbroj mnogih ¢lanova, odnosno mnostvo monoma. Kao §to je polinom zbir mnostvo
monoma, tako je 1 ovaj diplomski rad zbir mnoStvo teorema, korolara i lema kojima ce
se pokusSati pokazati razne tvrdnje za polinome, njihove derivacije te maksimume njihovih
modula na raznim podrucjima.

Glavni cilj ovog diplomskog rada je istraZiti razne varijante Bernsteinove nejednakosti za
polinome. Rad se sastoji od tri poglavlja. Po¢injemo s uvodnim poglavljem u kojem se
navode odredene definicije 1 osnovni teoremi kljucni u proucavanju teme ovog rada. Na-
vode se definicije polinoma, holomorfne funkcije te teoremi principa maksimuma modula,
osnovni teorem algebre, Rouchéov teorem te Gauss-Lucasov teorem.

U drugom poglavlju dokazujemo osnovnu Bernsteinovu nejednakost za polinome te dva te-
orema: Erdds-Laxov i Turdnov teorem. Dok u Bernsteinovoj nejednakosti nema posebnog
uvjeta o poloZaju nulto¢aka promatranog polinoma, u spomenutim teoremima se pojavljuju
dodatni uvjeti o poloZaju nulto¢aka polinoma. U Erd8s-Laxovom teoremu promatraju se
polinomi ¢ije se nultocke nalaze izvan otvorenog jedini¢nog kruga, a u Turdnovom teoremu
se promatraju polinomi ¢ije se nultocke nalaze u zatvorenom jedini¢nom krugu |z] < 1. U
sva se tri teorema uspostavlja nejednakost izmedu maksimuma modula polinoma i maksi-
muma modula prve derivacije tog polinoma na jedini¢noj kruznici. U tom istom poglavlju
dokazali smo i nekoliko teorema koji poboljSavaju ova tri klasi¢na rezultata.

U tre¢em poglavlju dokazali smo niz teorema u kojima se, osim maksimuma modula poli-
noma i njegove derivacije pojavljuje i minimum modula polinoma.



Poglavlje 1

Osnovne definicije i teoremi

U ovom radu prouc¢avamo rezultate koji povezuju maksimum modula polinoma 1 njegove
derivacije. Navedimo osnovne definicije 1 teoreme.

Definicija 1.1. Funkcija P: C — C definirana s

1

P)=a,7" +a,.17" +---+ a2z2 + a1z + ao,

gdje sun € Ny, a, #0, a,,a,_1,...,a,,a;,ay € Cnaziva se polinom n-tog stupnja. Brojeve
ap, Ap-1, - . ., A2, A1, Ay ZOvemo koeficijentima polinoma, a, vodeci koeficijent, a ay slobodni
koeficijent.

Funkciju P : C — C, P(z) = 0, dogovorno smatramo polinom. Njezin stupanj se obi¢no ne
definira. Jedan od najbitnijih rezultata za polinome je osnovni teorem algebre koji glasi:

Teorem 1.2. Svaki polinom P stupnja n > 1 ima nultocku u C.

Neposredna posljedica tog teorema koju ¢emo Cesto koristiti u ovom radu je da se polinom
P stupnja n > 1 moZe napisati u obliku

PR)=a,z-z21)z—22)...(2— ),

gdje su z1, 20, . . . , 7, nultoCke od P i a, je vodeci koeficijent od P.
Bududi da je polinom kompleksna funkcija kompleksne varijable, izre¢i ¢emo definiciju
holomorfne funkcije i nekoliko teorema koje ¢emo rabiti u preostalom dijelu rada.

Definicija 1.3. Za funkciju f : Q — C, pri ¢emu je Q otvoreni podskup u C, kaZemo da
je holomorfna ako je derivabilna i njena derivacija f’ je neprekidna u Q. Za funkciju f
kaZemo da je holomorfna u tocki zy € Q, ako postoji okolina od zy na kojoj je f holomorfna.
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Teorem 1.4 (Princip maksimuma modula). Neka je K € C kompaktan skup, a f : Q — C
holomorfna funkcija koja nije konstantna niti na jednoj okolini niti jedne tocke nutrine
skupa K. Tada modul funkcije f | « poprima maksimum samo u nekoj tocki ruba 0K skupa
K.

Drugim rijecima, ako je nekonstantna funkcija f holomorfna u svim to¢kama kompaktnog
skupa K, tada njezin modul |f| ima maksimum i taj se maksimum postiZze u nekoj tocki
ruba skupa K.

Teorem 1.5 (Rouchéov'! teorem). Neka su funkcije f i g holomorfne na otvorenom skupu
Q, i neka je I' C Q kontura Cije je i unutrasnje podrucje sadriano u Q. Ako za svaki z € I’
vrijedi |g(z)| < |f(2)|, onda I" obuhvaca jednak broj nultocaka funkcija f i f + g (pritom
svaku nultocku treba racunati onoliko puta koliko i njezin red).

Teorem 1.6 (Gauss-Lucasov? teorem). Ako je P nekonstantan polinom, tada sve nultocke
njegove derivacije P’ leZe u konveksnoj ljusci skupa svih nultocaka od P.

Dokazi teorema 1.4 i 1.5 mogu se naci u [7], a ovdje ¢emo dokazati teorem 1.6.

Dokaz
Akosuzi,2,...,2, nultocke polinoma P, tada ga prema osnovnom teoremu algebre moZemo
zapisati kao
P()=cz-2)z—2)...(2— zn).

Deriviranjem dobivamo:
P'(z) = c(z—22)(z—23) . . . = z0)+c(z—20)(z—23) - . . (2=Z0) +. . .+ c(z—21)(2—22) - - . (T—Zn-1)-

Tada je

PR~ 1 2%
P(z)_zz—z _Z -zl
=1 koo k-l

/

P
Ako je z nultocka od P’, tada je 2 = 0 pa vrijedi

P(z)
Z Z -
p= |z z,|

n n
) -2
zZIz—zkl :ZZI‘|Z—Z]’| ,
k=1

=1

lz — Zkl

1Eugéne Rouché (Sommiceres, 1832.-Lunel, 1910.)
2Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 1777.-Gottingen, 1855.)
Edouard Lucas (Amiens, 1842.-Pariz, 1891.)



-2
& |Z_Zj|
2= Z <n 2%
2=t 12— zd

J=1

tj. zje linzearna kombinacija nultocaka z;, 2, . . . , 24, @ bududi da je suma svih koeficijenata
o-af . o
ﬁ jednaka 1, radi se o konveksnoj kombinaciji. [
< — Zk

U cijelom radu umjesto teksta koji u potpunosti objaSnjava polozaj tocke z: ’tocka z pripada
skupu {z € C : |z] = 1} koristimo ili frazu ’tocka z leZi na jedini¢noj kruznici” ili samo
piSemo uvjet |z] = 1. Ovakvo skraivanje teksta uobicajeno je u radovima o polinomima
koje smo koristili pri izradi rada. Analognu terminologiju koristimo kad tocka z pripada
otvorenom jedini¢nom krugu (tj. kad za z vrijedi |z| < 1), odnosno kad z pripada drugim
promatranim podrucjima.



Poglavlje 2

Bernsteinova nejednakost i njezine
varijante

Bernsteinova! nejednakost opisuje vezu izmedu maksimuma modula polinoma i njegove
derivacije na jedini¢noj kruznici. Prije dokaza Bernsteinovog teorema, dokazimo dvije
pomocne tvrdnje.

Lema 2.1. Ako je P polinom stupnja n takav da je |P(z)| < M na kruZnici |z| = 1, onda za
R > 1 vrijedi sljedece:

max |P(z)| < MR".
|lzI=R

Dokaz .
Za polinom P(z) = Z ayz* promatramo polinom
k=0
1 a a - -
r(z) = Z"P(—) = z"(ao + L4y —n) = Zakz” K,
Z Z Z e

1
Po pretpostavci znamo da je |z| = 1, a bududi da je — = 7, tada vrijedi
Z

Il = 1IP1I,

gdje je
|I7|| = rﬁgf(lr(z)l i ||P|l = Ilglg;( |P(2)|.

lSergei Bernstein (Odesa, 1889.-Moskva, 1968.)



Po principu maksimuma modula teorem 1.4, uz uvjet |z| < 1 vrijedi

Ir(2)| < Irll = |IPI| < M.

o

1
Zamijenimo li z s — dolazimo do nejednakosti
Z

Odnosno

<M, za|zl < 1.

1
—P(Z)‘ <Mzald> 1,
Zn

6.
IP(2)| < M |Z]" za |z] > 1.
Ukoliko tocke z pripadaju kruZnici |z| = R, gdje je R > 1, tada prethodna nejednakost
postaje
[P(2)] < MR" za |zl = R,
.
max |P(z)| < MR".
|zI=R

Time je lema dokazana. [

Lema 2.2. Neka su P i Q polinomi istog stupnja takvi da je
P2 < 10()] za |zl =1

i sve nultocke od Q su u krugu |z| < 1.
Tada je |P'(z)| < |1Q'(z)| za |z] = 1.

Dokaz
Neka je 4 bilo koji kompleksan broj takav da je [1] > 1. Primijenimo Rouchéov teorem 1.5
na funkcije f(z) = —10(z) 1 g(z) = P(z). Za konturu y uzmimo jedini¢nu kruZnicu |z| = 1.
Za tocke z s jedini¢ne kruZnice vrijedi

IP(2)] < Q@) < [UQ)] = | = 10(2)],

tj. zadovoljena je pretpostavka Rouchéovog teorema.

Prema Rouchéovom teoremu funkcije —1Q(z) 1 h(z) = P(z) — AQ(z) imaju jednak broj
nultocaka unutar konture, a budu¢i da Q ima sve nultocke u krugu |z| < 1, njih n, gdje je
n = st Q, slijedi da i & ima n nultocaka u |z| < 1. Dakle, sve nulto¢ke od 4 su u |z| < 1,
a onda, prema Gauss-Lucasovom teoremu 1.6 zaklju¢ujemo da i sve nultocke od 4’ leze u



krugu |z| < 1, tj. u tockama izvan kruga je h’'(z) # 0, tj. P'(z) # AQ'(z) za |z| > 1.
DokaZimo tvrdnju da je |P’'(z)| < |Q’(z)| za |z| > 1. Pretpostavimo suprotno, tj. pretposta-
vimo da postoji z; € C, |z;| > 1 takav da je

IP'(@)| > Q' (@)l

Bududi da je z; izvan jedini¢nog kruga |z| < 1, ta tocka nije nultocka od Q" jer prema
Gauss-Lucasovom teoremu sve nultocke od Q" nalaze se u konveksnoj ljusci nulto¢aka od
0, a ta ljuska je podskup skupa |z| < 1. Stoga moZemo definirati broj A ovako:

P
Q'(z1)
Za A vrijedi
P'(z1)
Q'(z1)
Za taj broj A vrijedi P'(z) # AQ’(z) za sve brojeve z, |z| > 1 pa bi ta nejednakost vrijedila 1

za z = 73, tj vrijedilo bi P’(z;) # AQ’(z;). Sto je u suprotnosti s definicijom broja A. Dakle,
dokazali smo da vrijedi

|| = > 1

1P’ < 1Q'(2)l

za |z < 1, a tada ta nejednakost vrijedi i za |z| = 1 ¢ime je dokazana lema. [ |

Dokazimo sad i Bernsteinovu nejednakost o polinomima, [5].

Teorem 2.3. Neka je P polinom stupnja n. Tada vrijedi

max |P'(z)| < nmax |P(z)|.
lzl=1 lzl=1

Dokaz
Prvo uvedimo oznake M = max; |P(z)| te Q(z) definiramo kao Q(z) = Mz". Tada je
|P(z)] £ M na kruznici |z] = 1. Buduci da je |Q(z)] = M - |z|* = M za tocke na kruZnici
lz] = 1 slijedi da je |P(z)] < |Q(z)| za |z] = 1. Osim toga, jedina nulto¢ka od Q je z = 0 pa
mozemo reci da sve nultocke od Q leze u krugu |z| < 1. Dakle, funkcije P i Q zadovoljavaju
pretpostavke leme 2.2.

Prema lemi 2.2 dobivamo |P’(z)| < |Q’(z)| za |z] = 1. 1z toga slijedi

max |P’(z)| < max |Q’(z)| = max |an"_1| = nM = nmax |P(z)|.
|zI=1 lzI=1 |zI=1 lzl=1
Konacno slijedi

max |P’'(z)] < nmax |P(z)|
lal=1 l2l=1
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¢ime je dokazana Bernsteinova nejednakost. [

Dakle, ako je maksimum funkcije |P(z)| na kruznici |z] = 1 jednak 1 pri ¢emu je P po-
linom stupnja n, tada, prema Bernsteinovom teoremu, maksimum funkcije |P’(z)| nije veéi
od stupnja polinoma. Ova se gornja granica moZe poboljSati ukoliko se promatraju poli-
nomi koji nemaju nultocke u krugu |z| < 1. U tom je sluCaju gornja granica jednaka 5 i to je
sadrzaj Erd6s-Laxovog ! teorema. Za dokaz tog teorema trebaju nam neke pomoéne tvrd-
nje iskazane kao leme 2.4 12.5. Leme 2.4 1 2.5 te dokaz Erdds-Laxovog teorema objavljeni
suu [3].

Lema 2.4. Ako je P polinom stupnja n i ako su z,, 2o, ..., 2, hultocke od 7" + a, gdje je a
bilo koji kompleksni broj razlicit od nule i od —1, tada za svaki kompleksni broj t vrijedi,

n l+ax Zk
tP'(t)y= —P(t)+ —— ) P(tz)——. 2.1
() = T —P() mz;(“%rnz 2.1)
Dokaz
Neka je ¢ proizvoljno odabran kompleksni broj. Promotrimo funkciju
P(tz) — P(1)
Fi(z) = ————.
z—1

Funkcija P(tz) — P(t) je polinom s varijablom z stupnja n. Njezina nultocka je z = 1, pa
kad se polinom P(¢z) — P(¢) podijeli polinomom z — 1, opet se dobije polinom stupnjan — 1.
Dakle, F;(z) je polinom stupnja n — 1.

Prisjetimo se Lagrangove interpolacijske formule. U opcenitoj situaciji, imamo zadano
n parova brojeva (21, y1), . - ., (Zs, Y»), g€dje su prve koordinate medusobno razliciti brojevi.
Lagrangeov interpolacijski polinom je polinom 7' stupnja najviSe n — 1 za koji vrijedi
T(z;)) =y, i=1,...,nteje dan formulom

T() = Zyk((z =20 (@ = 2-)@ = Zhs1) - - (2= 20) 2.2)

=l %= 20) (@ = )@k = Zhs1) - (2= 2)

U ovome dokazu ulogu polinoma 7 iz formule (2.2) ima polinom F,(z), vrijednosti y; su
jednake F,(zx), a z1,22,-..,2, SU upravo brojevi iz pretpostavke leme, tj. brojevi koji su
nultocke polinoma 7" + a, a # 0, —1. Dakle,

@@=z . @@ = Zps1) - (2= 20)
(k=21 @ — 2@k = 2ar1) -+ (2= 20)

Paul Erd6s (Budimpesta 1913.-Varsava 1996.)
Peter D. Lax (Budimpesta 1926.)

Fi@) = ) Fiz) (2.3)
k=1
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Upravo koristeci ¢injenicu da su z3, 2, . . . , 2, nultocke od 7" + a, preuredit ¢emo razlomke
koji se javljaju u sumi. Prema osnovnom teoremu algebre polinom z” +a moZemo prikazati
u obliku produkta na sljedec¢i nacin

Z”+a:(Z—Z1)...(Z_Zn)a

pri éemu su 71,25 . . . , 2" nultocke polinoma 7" + a.
Podijelimo gornji izraz sa (z — z;) i dobijemo:

"+a
-z . @)@ = 21) .- (2= 20) = : (2.4)
T — %k
Promatrajmo (z — z1) . . . (z — z,) kao funkciju s varijablom z, tj.
Y@)=@-z1)... (2~ 2n)
Istaknimo na desnoj strani faktor (z — z;), a produkt ostalih oznacimo sa g(z), tj.
Y@) =(z-z) 8k), gdjeje g(2) =(—21)... (2= 2%-1)@ = Z+1) - .. (2= Z0)-
Derivirajmo y i u dobivenu formulu uvrstimo broj z:
V(@) = 8(2) + 8'(2)(z — z).
UvrStavanjem z = z; dobivamo:
Y (@) = g(z) +g'(z) - 0
V' (z) = g(zi)
V(@) = @ —21) -+ (@ = 2@k = Zket) - - - (2 — Zn)- (2.5)
S druge strane, znamo da je y(z) = 7" + a. Kad deriviramo y dobivamo:
y,(Z) — nzn—l
pa uvrStanjem z = z; dobivamo
Y(z) =nz . (2.6)
Izjednacavanjem izraza u (2.5) i (2.6) dobivamo
' = @-2) @ o) @ = 2 - - (@ = Z0)- (2.7)

Kad formule iz (2.4) i (2.7) uvrstimo u (2.2) dobivamo

Fioy =Y Flag—tl
k=1

nZ 'z -z)
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Ovaj se izraz mozZe joS transformirati buduci da znamo da je 7} +a = 0, odakle slijedi da je
a
1 1
. cu+a=0,z7 =——
<k
pa dobivamo

1 ¢ "
F@ =) Fa .
k=1

k— X%
Buduci da je F(z) polinom, on je neprekidan u 1 pa vrijedi
Fi(1) = lim F(2).
—

Tada imamo: p p
1z) — t
F,(1) = lim Ll() = lim

7—1 - z—1

P(tz) -t

= tP'(1),

gdje smo koristili L’Hospitalovo pravilo.
Dobivamo

1 1
P (1) = — Z Fi( k>z"( o)t Z (PUz) = PO) 1

l+a Zk (1 +a)P(r) Zk
na ZP(tzk)(zk -1?  na ;‘ (z — 1D (28)

k=1

Buducdi da je ovaj racun vrijedio za bilo koji polinom P stupnja n, vrijedi i za polinom ¢".
Ako koristimo P(t) = ¢" u izrazu (2.8) dobivamo

L l+4av % (1+a)f" - %

1

t-nt" = E '7} - E .
na k(zk - 1)2 na = (Zk - 1)2

k=1

Podijelimo li gornju nejednakost s ¢ i iskoristimo u prvoj sumi z; = —a dobivamo:

1+a —az, 1+a

Z (- 172 Z (Zk - 1)2
1+a

Z(zk—nz @b

Zk _ —ha
7 ; (m—-1? (+a? -

Kombiniranjem izraza (2.8) i (2.9) dobivamo (2.1), Sto zapravo dokazuje ovu lemu. [ |
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Lema 2.5. Ako je P polinom stupnja n, tada
[P'(2)| + InP(z) — zP'(2)| < nmax |P(z)| za |z] = 1. (2.10)
Z|=

Dokaz

Neka je a bilo koji kompleksan broj razli¢it od —1 1 0 takav da |a| = 1. Tada su nultocke z;

od 7" + a jedinicnog modulaiz, # 1,k =1, 2,..., n. lzizraza (2.1) za |¢f| = 1 dobivamo

latP’(t) + tP'(t) — nP(®)| = (1 + a)tP'(t) — nP(z)|

a+@2"
ZP(zk)( 7

Lk

(1 +a)2

max |[P(0)|

n

2,

k=1

Lk

= max |P(?)| - 17

lf1=1

2
IU;? @2.11)

Dokazimo jednu opcenitu tvrdnju: ako je |z| = 11z # 1, tada je ( Zl)2 negativan realan
Z —

broj. Dokaz provodimo koriste¢i trigonometrijski zapis broja z.
Neka je z = cosg + ising, ¢ € (0,2r). Tada je

Z _ cosp+ising 3 cosp +ising
(z— 1?2  (cosg—1+ising)?

. . . 2
(—2 sin’ % + i2 sin % cos %)

cosp +ising cosp +ising
L 20 (e o 0) gl € ¢ _ Y
4 sin 2( sin 5 + i cos 2) 4 sin 2(sm 21s,1n2csos2 cosS 2)
cosp +ising -1

. . . - . 2

4sin® £ (—cosg —ising) 4sin’* £
pri éemu smo koristili trigonometrijske identitete: sin x = 2sin x cos x, 2 sin”* x = 1—cos 2x,
cos 2x = cos” x — sin” x.

o Z

Dobili smo =
(z=1)*  4sin?

Kad u tu jednakost stavimo z = —a, dobivamo

Sto je ocito negativan realan broj.

[SIaS

1 Z —a a

tj_ ( )

je pozitivan broj.
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Iz toga svega zakljucujemo po (2.9) sljedece

2| 2 n 2
(1+a) Z Zk :_(1+a) Z Zk :(1+a) ~_na o
na | (z - 1)? na (g - 1)? a (1 +a)?
Iz (2.11) slijedi
latP'(t) + tP'(t) — nP(t)| < n rlnla]x |P(1)| (2.12)
t=
zaltl]=1,]al=1,a # —1.
Ako je a = —1, tada za |t| = 1 imamo:
latP'(t) + tP'(t) — nP(t)| = | — nP(¢)|

= n|P(7)|
<n r‘rllalx |P(?)],
tl=

tj. nejednakost (2.12) vrijedi za sve a takve da je |a| = 1.

Razmotrimo sad jedan postupak za proizvoljne brojeve z; 1 zp, a koji ¢emo upotrijebiti u
specijalnom slucaju kad je z; = tP'(t) 1z, = nP(¢t)—tP’(t). Kad broj z; pomnoZimo s brojem
a, la| = 1, tada modul broja az; ostaje jednak modulu od z;, a argument od az; jednak je
argumentu od z; uvecanom za argument od a. Dakle, geometrijski gledano, mnoZenje broja
a, |al = 1 pomice tocku z; po kruznici |z| = |z;|. Odaberimo broj a, |a| = 1, tako da se tocka
71 pomakne u polozaj az; tako da tocke az;, 01z, leZe na istom pravcu pri cemu je ishodiSte
izmedu tofaka az; i z,. Tada je laz; — 22| = |azi| + |zl

Vratimo se u dokaz leme. Prema upravo provedeneoj diskusiji, za tocke z; = tP'(?) i
7o = nP(t) — tP’(t) moZemo izabrati broj a, |a| = 1, takav da je

latP’(t) + tP'(t) — nP(t)| = |P'(¢)| + |[nP(t) — tP' (1),

dobivamo
|P'(2)| + [nP(2) — zP'(2)| < nrlnlafilP(Z)l za |z] = L.
Z:

Time je dokazana lema. [

Leme 2.4 1 2.5 su pomoc¢ne tvrdnje potrebne za dokaz sljedeceg teorema poznatog pod
nazivom Erd&s-Laxov teorem.

Teorem 2.6. Neka je P polinom stupnja n koji nema nultocke u otvorenom krugu |z| < 11
za koji je maxy=; |P(z)| = 1. Tada vrijedi

max |P'(z)| <
lz]=1

NS
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Dokaz
Buduci da polinom P nema nultocaka u otvorenom krugu |z| < 1, moZemo ga zapisati

P@) =c| |@-wy.
j=1

zalw;|>1, j=1,2,...,n, pri Cemu su wy, wy, ..., w, nultocke od P.

Ocijenimo izraz Re pri ¢emu je z s jedini¢ne kruZnice i z nije nultocka. Tada je
=W

z=cosp+ising, ¢ € [0,2r), te uz oznaku w; = r;(cos f; + i sin f;) imamo

tisi
Re—° —Re cos ¢ .zs¥ngo .
=W cos@ —rjcosf;+i(sing — r;sin6;)
_ Re cos ¢ +ising (cos¢ —rcosf;) —i(sing — rsiné;)

cosg —rjcosfj+i(sing —r;sinf;) (cose —rcosé;) —i(sing — rsinb;)
cos @(cos ¢ — r;cos ;) + sinp(sin g — r;sin b))

cos2 g — 2r; cos 9 cos §; + 17 cos? 0, + sin ¢ — 2r; sin g sin 6; + 12 sin’ 6

I —rjcospcosf; —r;jsingpsinb;

1+ 75 = 2rjcos pcos 6, — 2r;sin psin6;

l —rjcospcost;—r;sinpsing; 1

= 2-2rjcospcosf; —2r;singsing; 2’

z 1
< -

Z=w; 2
KoriStenjem formule za derivaciju produkta od n funkcija

pri ¢emu smo iskoristili da je r; > 1. Dakle, Re

o ) =fh ot Aot fifae o Sy
dobivamo da je
PR =clz=—wy)...z=w) +cz—w)z=w3)...(z—=wy,) +...+c(z—=wyi)...c(z2—wWy_1).
Kad taj identitet pomnoZimo sa z i podijelimo s P(z) = c(z — wy) ... (z — w,) dobijemo

P(z) T cXi@=—w) . @=wi)@Z=wi) ... (2= wy)
Pz P(2)
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oo @mw) e @mwiD)@ = wi) (2= wy)
_CZ; P(Z)

CZZ Z=w1)...(z=wiD)@ = Wjs1) ... (2= wy)

Hclz=w) . @ =wi)@ =W = W) . (2= W)

Realni dio svakog pribrojnika u sumi je manji ili jednak % paje

P’ 1 1(1 1 1 1 1
Re® (Z):—Re S i +Re—S <—|z+-+=z|==n-z=—=.
nP(z) n Z—w =W, n\2 2 n 2 2
.. ZP'(2) o 1 . )
OznaCimo sa w = P Vrijedi Re w < 5. Dokazat ¢emo da je tada [w| < [1 — w].
nriz
Kvadriramo li prethodnu nejednakost dobijemo ekvivalentnu:
WP <1 -w? & [Rew)’+(Imw)® < (1l -Rew)’+ (Imw)?
1
& (Rew)’<1-2Rew+ (Rew)? & Rew< 5
Sto je istinito.
Time smo dosli do - P
2P’ (2) S’l—z (2) k=1
nP(z) nP(z)
za sve toCke z koje nisu nultocke od P(z). MnoZenjem sa |nP(z)| dobivamo
|P" (2)| < [nP(z) — zP'(2)] (2.13)

za sve toCke z koje nisu nultocke od P(z). Buduéi da nejednakost (2.13) trivijalno vrijedi
za nultocke z polinoma P na jedini¢noj kruznici, slijedi

P’ (2] < [nP(z) —zP" ()| za |z = 1. (2.14)

Kombinirajuéi nejednakost (2.14) i lemu 2.5 dobivamo
n
IP'(2)| < 5 max|P(z)| za |z] =1,
2 =1
¢ime je 1 dokazan Erd6s-Lax teorem 2.6. [

Polinomi koji se javljaju u Erdés-Lax teoremu imaju nulto¢ke u podrucju |z| > 1, tj. u
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uniji vanjsStine jedini¢nog kruga i jedini¢ne kruZnice.
O polinomima ¢ije se nultocke nalaze u krugu |z| < 1 govori sljedeéi teorem kojeg je 1939.
dokazao P. Turdn' u [6].

Teorem 2.7 (Turdnova nejednakost). Neka je P polinom stupnja n ¢ije nultocke se nalaze
u krugu |z| < 1. Tada vrijedi

n
max |P'(z)| > = max |P(2)|.
2 lz=1

lz|=1
Dokaz
Ukoliko nultoc¢ke polinoma P oznalimo sa wi, Wy, ..., Ww,, tada je |w;| < 1 za svaki j =
1,2,...,n1

P@ =c| |c-wy
j=1
Ve¢ smo pokazali da za brojeve z koji nisu nultocke od P vrijedi
P'(z) i z
P(z) z—w;

J=1

Neka je z broj sa jedini¢ne kruZnice, tj. z = €', ¢ € [0, 2x). Istom metodom kao u dokazu
Erd&s-Laxovog teorema dobiva se da vrijedi

Z
I—w;j

Re

>

N =

/

Sad ¢emo ocijeniti razlomak

‘ gdje je z sa jedini¢ne kruZnice i z nije nultocka od P.

P(2)
P'(2)| |zP'(2) (zP’(z)) Nz < z 1
= > Re =Re = Re 2 =N
|P(Z) P(z) P(z) ;z—wj ; z-w; 2
Dakle, ako z nije nultocka od P, |z| = 1, tada je
1
|P'(z)| = EnIP(z)I. (2.15)

Ako je z nultocka od P, tada je P(z) = 0, pa nejednakost trivijalno vrijedi.
Dakle, za sve toCke z sa jedini¢ne kruznice vrijedi

P'(2)] = gIP(Z)I-

P41 Turdn (Budimpesta, 1910.-Budimpesta, 1976.
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Neka je zy tocka u kojoj se upravo postize maxy,-; |[P(z)|. Tada je

, n n
P o)l 2 5 1P(zo)l = 5 max [P(2)]

2|

Ujedno, vrijedi i [P’ (zo)| < Ilnlaf( |P’(2)|, pa je time dokazana tvrdnja teorema. [ |
Z =

Sljedeci teorem 2.8 nam daje profinjenje Bernsteinove nejednakosti, a objavljen je u [1]
zajedno s teoremom 2.12 i pripadaju¢im lemama i korolarima.

Teorem 2.8. Ako je polinom P stupnja n, tada za svaki realni « vrijedi

max |P'(2)] < g(Ma +M,.,). (2.16)
Z:
gdje je
M, = max |P(e“77) (2.17)
@ 1<k<n ’ )

Do M, u jednakosti (2.17), dolazimo jednostavnom zamjenom « s « + m.

Prije dokaza teorema 2.8 obrazloZimo zasto je (2.16) profinjenje Bernsteinove nejedna-
kosti. s
Bududi da su brojevi z = e »  brojevi na kruznici |z| = 1, skup

i(a+2km)

S :{z:e n :k:1,2,...,n}

je podskup skupa K = {z: |z| = 1}. Tada je masx |[P(w)| < me}(x |P(2)], tj. M, < Ilnlalx |P(2)|.
WE, Z€ 2=

Analogno, M, < rlr}aic |P(z)|, pa iz teorema 2.8 imamo
Z =

max [P’ (7)| < 2 My + Myir)
lz=1 2
< nmax |P(2)|.
lzI=1

Takoder, prije dokaza teorema 2.8 iskazimo i1 dokazimo dvije leme koje ¢e nam biti po-
trebne pri dokazivanju.

Lema 2.9. Neka je P polinom stupnja n i zy,2s, ..., 2, hultocke polinoma 7" + a. Ako je a
bilo koji kompleksni broj razli¢it od nultocaka z,,2, . . ., 2y, tada za svaki kompleksni broj
tit"+a# 0vrijedi

nt""! a+1" < %
P = P(t P 2.18
()= —— P + — ; D (2.18)

1 ©« t "
— X - (2.19)
na k=1 (Zk - t) ((1 + tn)
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Dokaz
Za fiksni broj t € C, 1" + a # 0, definira se funkcija
P(z) — P(1)
Fi(z) = ———.
z—1

Oznacimo brojnik sa B(z). Funkcija 8 je polinom n-tog stupnja u varijabli z 1 vrijedi:

B(t) = P(t) = P(1) = 0

tj. ¢ je polinom (n — 1)-ovog stupnja. Za nju vrijedi

=

1 ¢ "
Fi(z) = > Z Fi (z1) % (2.20)
k=1

F,(2) je polinom, pa je neprekidan u z = ¢, tj. vrijedi

F(t) = lim F,(z) = lim w = P'(t)
-t Fand -

pa kad u (2.20) uvrstimo z = ¢ 1 F(¢) = P’(t) dobivamo:

, _i - Zk(l‘”+a)_i - _ (1" + a)
P = — ; Fla) = — = ; (P(z) P(t))—(Zk — (2.21)

Primijenimo tu formulu na funkciju P(7) = " i iskoristimo 7} = —a:

nlz_z( Zk(f +a)

(-1

Zk(t + a)
=— Y (a-mE=2
Z (zx — 1)

= ——(a+tn) Z (Zk—t)z

Odavde dobivamo

1 - Zk _ l’ltn_l
na &z -1 (2 +a)
Sto je formula (2.20). Kad se (2.20) uvrsti u (2.21) dobije se (2.18). [ |
Lema 2.10. Neka je P polinom stupnja n i neka su zy, 2, . . . , 2, nultocke polinoma 7" + €*,

gdje je B bilo koji realni broj, tada vrijedi

27 (2P'(2) = nP(2) + PP/ ()| < n max [P (zo)l, [z] = 1. (2.22)
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Dokaz
Broj e” ozna¢imo sa a.
Pomnozimo li jednakost (2.18) sa a + ¢* dobivamo

ny2 M
t
@+ P@) = nt P(e) + 95 )EZP@U *
k=1 (Zk - t)
ny2 M
t
(a+l")P'(l)—m"_1P(f):(a+ ) ZP(Zk) & 2
k=1 (Zk - t)
Primijenimo li nejednakost trokuta dobivamo
n\2 n
A
@+ ) P'(5) = nt"™ ()| = @+?) > Py ——
na k=1 (Zk - t)
(a+1)] < Zk
< ) Pl |——
na ; i
@+ < Zk
< . max |P(z;)|
na kzz; (z—1)°
(a+ 1) C Zk
= - max |P(zy)| . (2.23)
na ¢ kZ:; (z — 1)*

U dokazu leme 2.5 dokazali smo da je broj c _Zl)z negativan ako je [z| = 1, z # 1. Kad

umjesto z stavimo < gdje je |z| = |f| = 1, z # ¢ dobijemo

: at

(-1) e

1 to je negativan broj prema tvrdnji iz dokaza leme 2.5.

2
Takoder, u dokazu leme 2.5 dokazano je da je broj @ akojea # 0, —1, |a| = 1, pozitivan.
Kad u taj razlomak umjesto a stavimo % gdje je |a| = 1, |t| = 1, a # 0, —a # t*, dobijemo

[Il
da je broj
] ] 5
(5+1)  @+ry
B at"

a
l)l
takoder pozitivan.
Sad za|t] = |a| = 111" # —a izraCunajmo sumu u (2.23):

n

2,

k=1

n

2,

k=1

(a+ t”)2
nat"

(a + ")?
na

17y
(z—1°

Lk
(2 — f)2

_ (a+1") < 17,

nat" EPV AR
k=1 (Zk t)
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pri ¢emu smo u zadnjoj jednakosti upotrijebili (2.20).
Dakle, kad dobiveno iskoristimo u (2.23) dobijemo:

@+ )P'(0) = nt" P < nmax [P (z)| za | =1.lal = 1.a+1"#0
<K<n

Ta nejednakost vrijedi 1 kad je t = z;, pa kad se preuredi lijeva strana dobije se upravo
nejednakost (2.22) koju je i trebalo dokazati. [

Nakon $to smo dokazali prethodne dvije leme, dokazimo sad teorem 2.8.

Dokaz
Broj 2 |P'(z)| napisat ¢emo tako da moZemo iskoristiti lemu 2.10.
21P' (D)) - [2¢"P'@)| = [P’ (@) + 2" (nP(2) — 2P'(2)) + €"P'(2) — 2" (nP(2) — 2P’ (2))|
<|e"P'@) + 2 (1P2) = 2P’ )| + [P/ (2) = 2! (nP(2) = 2P (D))
27 (nP2) - 2P'(2) + €°P'(2)| + [ (nP(2) — 2P (2)) — € P (2)|
"N (nP(z) — zP'(2)) + e’”P'(z)| + 1"V (nP(z) - zP'(2)) — ei("+”)P’(z)| (2.24)

Prema lemi 2.10 prvi pribrojnik u gornjem izrazu je manji ili jednak od n max |P (z)l, gdje

su z; nultocke od 7" + €.

Dakle, 7} + € = 0, zx = —€™ = €"®™. n-ti korijen broja ¢"“*" ima modul 1, a argument
mu je @’, k=0,1,...,n—1. Ako uzmemo k iz skupa {1, 2, ..., n} dobije se isti skup
korijena.

i(+m+2kn)

Dakle,zz =e » ,k=1,2,...,n, amaksimum skupa

i(a+m+2km)
' P (e e )

:k:L1””%

oznacen je sa M.
Dakle,

27 (nP(2) = 2P'(2)) + €"P'(2)] < nMar.
Prema lemi 2.10, drugi pribrojnik u (2.24) je manji ili jednak n max [P (zi)l, gdje su zi
<k<n
nultocke od 7" + €@, -
Dakle, 7} + €™ = 0, 2 = —/®*™ = ¢'®. n-ti korijen iz € je T k=0.1,....n—1,a
to je isti skup kad se uzme k - 1, ..., n.
Maksimum skupa
i(a+2km)
{|P(e==)

:k:1,2,...,n}

je oznacen sa M,, pa vrijedi

27 (nP(2) - 2P'(2)) = € P (2)| < nM,.
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Konacno,

21P' Q)| < "M, + nMiyer, 1.
n
|P/(Z)| < 5 (Ma + nMa/+7r) .

To znaci da je i rlnlalx |P’(z)| manji ili jednak od 5 (Mg + My.r) Sto je i trebalo dokazati. =
Z =

Ako uzmemo vrijednost @ = 0 u teoremu 2.8, dolazimo do sljedeceg korolara.

p (e(|+ik)m') }

Kao primjena teorema 2.8 slijedi teorem, koji je odgovarajuée poboljSanje izraza iz
leme 2.1:

Korolar 2.11. Ako je P(z) polinom stupnja n, tada vrijedi

n ki
max |P’ (2)| < —{max |P (eT) + max
lz=1 2 1<k<n

1<k<n

max |P(z)| < R" max |P(2)|.
lz|=R>1 lz1=1

Teorem 2.12. Neka je P polinom stupnja n. Za svaki realni a i R > 1 vrijedi

n

max |P(Rz) = P(2)| < (Mo + Moir) , (2.25)

gdje je M, definiran kao izraz (2.17).

Dokaz
Prema lemi 2.1 za polinom P stupnja n vrijedi da ako je |P(z)| < M za |z| = 1, tada je

max < MR", R > 1.
|z|=R

Primijenimo tu nejednakost za polinom P’ koji je stupnjan —1iza R =¢ > 1. Tada je

IP'@] < max Pl < M I = 1,
Z|=

gdje je M = rlnlaf( [P’ (2)|.
Z =
Kad je |z| = ¢, tada z piSemo kao z = te'¥, ¢ € [0, 27) pa gornja nejednakost glasi

n—1

2

|P(te] < ! max |P'(2)] < (Mo + Mosr)
Z|=
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pri ¢emu smo u drugoj nejednakosti koristili tvrdnju teorema 2.8.
" L R, ; .
Racunanjem integrala fl evP’ (te“") dt dobivamo

R
fl ¢“P' (te¥)dt = P(Re) - P(¥).
Sad ocijenimo desnu stranu gornje jednakosti
|P(Re) - P () = ' f S op (re'®) | < f ’ [P (1))
1R o len_l
:fl P (te )‘dtsfl — (M, + My dr

R
n 1 R" -1
== "dt = M,+M,.,),
2f1 — )

a to je i trebalo dokazati. [

Korolar 2.13. Ako je P polinom stupnja n, tada za sve R > 1 vrijedi

n

max |P(z)| <
lz|=R>1

My + M,) + rlr}af( |P(2)|
Z =
gdje je M,, definiran kao izraz (2.17) za sve realne a.

Takoder, joS jedna posljedica teorema 2.12 dobije se primjenom (2.25) na polinom

0) = z"P(i),
Z

uz uvjet |P(z)| = |Q(z)| za |z] = 1. To je upravo sljedeéi korolar.

Korolar 2.14. Neka je P polinom stupnja n. Za sve realne a i r < 1 vrijedi

1_ 7
max |P(r2) = "PQ)| €~ (Mo + Maus) (2:26)
Z:
odnosno jos preciznije
1 -
max [P2)] € —5— (Mo + Masr) + " max | P2 (2.27)
Z|=r< z|=

M, je definiran kao izraz (2.17) za sve a.
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Teorem 2.15. Neka je P polinom stupnja n, koji nema nultocke unutar jedinicnog otvore-
nog kruga |z| < 1. Za svaki realni a vrijedi

n 1
P <= (M +M,) 2.2
max |P'(2)| < 2 (M3 + M) (2.28)

gdje je M, definirana izrazom (2.17) za svaki realni a.
Prije dokaza ovog teorema iskazat éemo i dokazati jednu pomo¢nu lemu.

Lema 2.16. Ako je P polinom stupnja n, tada za |z| = 1 i za svaki realni a vrijedi

2

n
IP@F +1nPR) = 2P @) < = (Mg + M) (2.29)
i(a+2km)
gdje je M, = max P(en).
Dokaz
Uzmemo li 8 = @ u izrazu (2.22) dobivamo
7N (zZP' (2) — nP(z)) + ei“P’(z)| <n max P(eiwlnw) =nM,.,. (2.30)

Zatim uzmemo 8 = @ — m u izrazu (2.22) te dobivamo

N zZP' (2) — nP(z)) — ei“P’(z)| < n max
1<k<n

i(a+2km)
P&Av):an 2.31)
Kvadriramo li (2.30) i (2.31) i zbrojimo ih slijedi

[ (2P () = nP@) + " P @[ + ] (2P () = nP@) - P ()
<n?(MZ2+M.,). (2.32)

Koristeéi identitet
A+ B> +]A - B =2|A +2|BP

zZa
A=7""zP(R)-nP() i B=e"P(2),

u (2.32) dobivamo

2(12P'(2) = nP@F + 1P Q) < n? (M2 + M2,
2

n
<P'Q) = nPQF + P QF < 5 (M3 + M)
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¢ime je lema dokazana. [
Sada dokazujemo teorem 2.15.

Dokaz
Kao Sto smo vidjeli 1 u dokazu teorema 2.6, buduci da polinom P nema nultoCaka unutar
kruga |z| < 1 dobivamo

|P'(2)| < [nP(z) = zP' ()|, lzl = 1. (2.33)
Kombinirajuéi nejednakost (2.33) 1 (2.29) za |z| = 1 dobivamo
2IP'@F <IP'@)| +InP() - 2P ()
2

< % (Mfl + Mfm).

Time je teorem dokazan. [



Poglavlje 3

Rezultati za minimum modula polinoma
i njegove derivacije

U prethodnom poglavlju razmatrali smo gornje granice skupa {|P’(z)| : |z] = 1}. Sad éemo
se pozabaviti donjim granicama tog skupa. Ovi su rezultati objavljeni u [2] i [4].

Teorem 3.1. Ako je P polinom stupnja n kojemu su sve nultocke u krugu |z| < 1 onda
vrijedi

rlrllilll P’ (2)] > nr|r|1_illl|P(Z)| (3.1
min |P(z)| > R" min|P(z)|. (3.2)
lzI=R>1 lz=1

i n

U objema nejednakostima jednakost vrijedi ako je P(z) = me'*Z", m > Q.

Dokaz

Ako P(z) ima bar jednu nultocku na kruznici |z| = 1, tada su nejednakosti (3.1) i (3.2) koje
promatramo trivijalno dokazane. Naime, u tom slucaju je minimum modula polinoma P
na jedini¢noj kruznici (odnosno |z| = 1) jednak 0. Dakle, desna strana u obje nejednakosti
iznosi 0, dok se na lijevoj strani nalazi nenegativan broj. OCito je da tada obje nejednakosti
vrijede.

Preostalo je dokazati slucaj kada su sve nultocke od P u otvorenom krugu |z] < 1. Neka
je a bilo koji kompleksni broj takav da je || < 1. Tada definiramo funkciju g ovako:

g(z) = —amz". Pokazat ¢emo da polinomi P i1 g zadovoljavaju pretpostavke Rouchéovog
teorema. Ustvari, treba samo provjeriti da je
lg()| < |P(2)]

za svaki z na jedini¢noj kruZnici. IzraCunajmo |g(z)|. Vrijedi:

lg(2)| = |[—amZ"| = |a|-m - |Z|" = |alm < m.

24



25

Zadnja nejednakost vrijedi jer je « takav da mu je modul manji od 1. Buduci da je m
minimum od |P| na jedini¢noj kruznici imamo da je m < |P(z)| za svaki |z| = 1, stoga
vrijedi |g(z)] < |P(z)| na jedini¢noj kruznici. Prema Rouchéovom teoremu, funkcije P i
F = P + g imaju jednak broj nulto¢aka unutar jedini¢ne kruznice. Buduéi da je P polinom
stupnja n 1 da su sve njegove nultocke u otvorenom jedinicnom krugu, slijedi da je 1 n
nultoCaka polinoma F(z) = P(z) + g(z) = P(z) — amz" unutar otvorenog jedini¢nog kruga.
A bududi da je F polinom stupnja n, te prema osnovnom teoremu algebre ima n nultocaka,
zakljuCujemo da se sve njegove nultocke nalaze u otvorenom jedinicnom krugu. Prema

Gauss-Lucasovom teoremu polinom
F'(2) = P'(2) — namz™"

ima sve nultocke unutar |z| < 1 za svaki kompleksni broj @ s uvjetom |a| < 1. Ta tvrdnja
povlaci
nmlz"™ < |P'(2)| za |z > 1.

Ako navedeni izraz ne bi bio istinit, tada bi postojala tocka z = zo, |zo| > 1 takva da je
|nng_1| > |P'(z0)] .

Dakle, mozemo uzeti @ = :r;(%_),. Onda je |a| < 11 F'(z9) = 0. Dakle, funkcija F’ ima
0

nultocku zy koja se nalazi u vanjstini jedini¢nog kruga. To bi bila kontradikcija s F'(z) # 0

za |z| > 1. Otuda

|P'(2)| = nmlz]"™" za || > 1.

Ta nejednakost vrijedi i za toc¢ke na jedini¢noj kruznici, tj. vrijedi: |P’(z)| > nm za z takav
daje |z] = 1. No, tada je 1 minimum od |P’| ve¢i ili jednak nm pa dobivamo

min |P’(z)| > nm = nmin |P(z)|.
lzI=1 lzI=1

Time je dokazana nejednakost (3.1). U svrhu dokazivanja izraza (3.2) promatramo funkciju

1

0@ = z”P(:). Q(z) ima sve nultocke u |z| > 1. IzraCunajmo minimum od |Q(z)| na
Z

jedini¢noj kruznici. Za z takav da je |z| = 1 vrijedi:

(o] Ple)

Budui da je |z| = 1, tada je || = L = 1, tj. broj { je takoder broj sa jedini¢ne kruznice,
oznacimo ga s w. Dakle, imamo |Q(z)| = |P(w)|. Prema definiciji broja m, m je minimum

svih brojeva |P(w)| kad w leZi na jedini¢noj kruznici, a iz gornje jednakosti slijedi da je m 1

10@)] = ||
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minimum svih brojeva |Q(z)| kad z leZi na jedini¢noj kruZnici. Dakle, za svaki z s jedinicne
kruznice vrijedi m < |Q(2)|.

Buduci da su sve nultocke od Q u vanjstini zatvorenog jedini¢nog kruga, slijedi da u zatvo-
renom jedini¢nom krugu funkcija Q nema nultocke pa je racionalna funkcija % definirana
na cijelom zatvorenom jedini¢nom krugu, a budu¢i da je Q polinom, slijedi da je funkcija

_m_

()

i‘ < 1zalz| = 1. Stoga po principu maksimuma modula slijedi

analitiCka u [z] < 11 |55

dajem <|Q(z)| za|z] < 1. Zamjenom z s % uocavamo da je 7" Q (%) = P(z) zakljucujemo da
je m|z|" < |P(z)| za |z| > 1. Koriste¢i zapis kompleksnog broja u eksponencijalnom obliku

z=Re",0<6<2r R > 1 dobivamo
‘P (Reie)‘ > mR",
pomocu Cega naposljetku dobivamo

min |P(z)| = min|P(Rz)| > R" min |P(z)|.
lzI=R>1 lzI=1

Ovo dokazuje izraz (3.2), a samim time je potpuno dokazan teorem 3.1. [

Prije iskaza sljedeceg teorema, dokazat cemo jednu pomoc¢nu tvrdnju.

Lema 3.2. Neka su P i h polinomi te neka je R > 0 takav da je |h(z)| > R za |z| = 1. Ako za
svaki a € C takav da je |a| < 1 i za svaki 7 takav da je |z| = 1 vrijedi:
IP(2)| < |h(z) — aRZ, (3.3)

tada je
Pl < |h(2) - R, lz=1 (3.4)

Ako u (3.3) vrijedi drugi znak nejednakosti, tada vrijedi nejednakost
|P(2)| = |h(2)] + R.

Dokaz
Neka je z bilo koji broj s jedini¢ne kruZnice, tj. z je oblika z = ¢ pri Cemu je ¢ argument
od z, tj. broj iz intervala [0, 27r). Broj h(z) zapiSimo u obliku

h(@)le®', @1 €[0,2n),

pri ¢emu je |h(z)] > R. Bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da je ¢; > ¢,
jer ako vrijedi drugi znak nejednakosti, onda u daljnjem racunu zamijenimo uloge ta dva
argumenta.
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Tvrdimo da postoji a iz jedini¢nog kruga takav da su tocke h(z) i @Rz na istom po-

lupravcu kroz ishodiste, tj. imaju jednake argumente. Ako argument tog broja @ oznacimo
S ¢, tada je
@2 = ¢ — (k— 1) (mod 27).

Provjerimo da h(z) i @Rz*"' imaju jednake argumente.

arg(a) + arg(R) + arg(zk_l) (mod 27)
@ + (k— 1) arg(z) (mod 2m)

@2 + (k — 1) (mod 2r)

= ¢ = arg(h(2)).

arg(aRzk_l)

Dakle, tocke h(z) i @Rz*! nalaze se na istom polupravcu kroz ishodiste. Njihova medusobna
udaljenost jednaka je |h(z) — aRz*!|, a one su od ishodista udaljene |A(z)| i |@|R. Bududi da
je la] < 1, slijedi |a|R < R < |h(z)|, te dobivamo da je |@RZ*!| + |h(z) — aRZ*!| = |h(z), 4.

Ih(z) — @RZ"'| = |h(2)| - laIR.
Sad imamo nejednakosti |P(z)| < |h(z) — aRZ*™!| = |h(2)| — |aIR, t.
|P(2)| < |h(2)] - IR
Promijenimo li broju @ modul (tako da i dalje ostane |a| < 1), argument broja aRz*! se

neée promijeniti, tj. totke aRz*"! ée i dalje ostati na polupravcu na kojem je h(z).
Pustimo da || tezi prema 1 i dobivamo da je

|P(2)| < |h(z)| = R,

Sto je i trebalo dokazati.

Za dokaz druge tvrdnje traZimo broj a; (la;| < 1) takav da tocke a;Rz""" 1 h(z) leze na
istom pravcu kroz ishodiste, ali s razli€itih strana ishodiSta. Argument broja @; ozna¢imo
sa @3 1 za njega vrijedi

k—1

w3 =+ ¢ — (k— 1)p (mod 2r).

Naime, za takav ¢; vrijedi

arg(ap) + arg(R) + arg(zk_l) (mod 27)
@3+ 0+ (k—1)arg(z) (mod 2r)

m+ ¢ — (k= 1)@+ (k- 1)¢ (mod 2m)
7+ ¢ (mod 27)

m + arg(h(z)) (mod 27).

arg(a; RZ¥! )
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Dakle, to¢ke a Rz i h(z) nalaze se na istom pravcu kroz ishodiste, a ishodiSte se nalazi
izmedu njih. Zamijetimo da se promjenom modula od a@; ovaj zaklju€ak neée promijeniti
(samo Ce se tocka a|Rz""! pomaknuti duZ tog pravca).
Tada je

|h(@) = 1R | = 1h(@)] + |1 RZ!| = 1h(@)] + e R.

Iz nejednakosti |P(2)| > |h(z) — @1 R slijedi da je
|P(2)] > |h(2)] + || R,
a kad pustimo da |a;| teZi k 1 dobivamo
|P(2)| > |h(z)| + R.
|

Teorem 3.3. Ako je P polinom stupnja n koji nema nultocaka unutar otvorenog kruga
lz| < 1, onda je

max |[P'(z)| < 2 max |P(z)| — min |P(2)|] .

l2=1 2\ =1 lzl=1

Dokaz

Ako definiramo m = miny-; |P(z)|, tada m < |P(z)| za |z] = 1. Po pretpostavci teorema
polinom P nema nultoCaka unutar |z7| < 1, odnosno sve njegove nulticke leze u |z] > 1.
Neka je @ kompleksni broj za koji vrijedi || < 1. Kao i u dokazu prethodnog teorema
definiramo funkciju g(z) = —am. Provjeravamo zadovoljavaju li polinomi g i P Rouchéov
teorem, odnosno tvrdnju |g(z)| < |P(z)|, uz uvjet m > 0. Vrijedi sljedece:

8@ =1—aml =|-al-|ml =lal-m <m=min|P)|.

Prema Rouchéovom teoremu, funkcije P i F = P+ g imaju jednak broj nulto¢aka unutar je-
dini¢ne kruznice. Buduci da je P polinom stupnja n i da su sve njegove nultocke izvan otvo-
renog jedini¢nog krugu, slijedi da je i n nultocaka polinoma F(z) = P(z) +g(z) = P(z) —am
izvan otvorenog jedini¢nog kruga. A bududi da je F polinom stupnja n, te prema osnov-
nom teoremu algebre ima n nultoCaka, zakljuCujemo da se sve njegove nultoCke nalaze
izvan otvorenog jedini¢nog kruga. Odnosno nema nulto¢aka unutar otvorenog jedini¢nog
kruga |z| < 1.

Konacno, znamo da polinom F(z) = P(z) — am nema nultoaka u |z] < 1. Stoga, ako su
21,22, - ., 2o Nultocke od F(z), tada znamo |z;| > 1, j =1,2,...,n1 takoder vrijedi

F'@D) 2
F(z) _Zz—z,-'

J=1
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Ova je tvrdnja detaljno dokazana u dokazu teorema 2.6. [

U istom tom dokazu dokazali smo i ovu tvrdnju:

|F'(2)| < |nF(z) — zF'(z)| za |z| = 1. (3.5)

Ako definiramo Q(z) = P (1) i G(2) = 7"F (1), tada dobivamo G(z) = Q(z) — @mz", a i
pokazat ¢emo da vrijedi

IG'(2)| = InF(2) — 2F'(2)] zalz] = 1.

Dokazujemo te tvrdnje. Krenimo od standardnog zapisa polinoma P, te pokazimo kako
izgleda zapis polinoma Q i1 G. Imamo sljedece:

P() = a, " + a7 + .+ aiz + ag

1 1 1 1
PE :anz—n+an_1ﬁ+...+a1:+ao
Z
1 _ 1 1 _ _
PE :anz—n+an_1zn—_]+...+alg+ao
1 _ el —
Q0@ =7"P z =Gy + a2+ ... +ad" +apd

Buduci da je F(z) = P(z) — am, imamo:

F) =Pk —-am=a,7"+...+ag—am
1 1

F % :an;+...+a0—am
1 1 _ _
F E :anz—n+...+a0—ozm
1 - — a1 — _
G(Z):ZnF E :an+an_lz+...+a1zn1+a0z"—amz"

= Q(z) — am?",
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¢ime je dokazana prva tvrdnja G(z) = Q(z) — amz".

nF(2) — zF'(2) = na,?" + na,.,2"' + ... + na,;z + nag — amn

-z (na,,z”_1 +(n-— l)a,,_lz”_2 + ...+ 2a,7+ al)
= a2 (n—(n— 1)+ a,22"(n— (n - 2))+
..+aizin—-1) + nag — amn

=17 + 20,072 + ...+ (n — Dajz + nag — amn

1 1 1 amn
= z"_l[an_l + 2an_22 +...+ (l’l - l)alzn—_z + I’Laozn—_] - e ]

=7+ [an_l +2a, 07+ ...+ (n— a7 + nay?"" - ang"_l]

=7 + 20,02+ ...+ (n— Da;z"2 + nagz" — amnz""!

=7"'G'(2),

pri ¢emu smo Koristili svojstva konjugiranja i ¢injenicu da ako je |z] = 1, tadajez-z =1,
. 1=z
Dobili smo nF(z) — zF'(z) = 2"'G'(2).

InF(z) — zF'(2)| =

Zn—lG/(Z)| — |Z|n—1 X

G| =1[6@|=1G@)
jer kompleksni broj 1 njegov konjugirani broj imaju isti modul. Pomocu izraza (3.5) slijedi
IP'@)] = |F' ()| <1G'(2)| = |Q'(2) — anmz""| (3.6)

za |z| = 11 za svaki kompleksni broj a takav da |a| < 1. Budu¢i da sve nultocke od Q(z)
leze u |z| < 1, pomocu (3.1) za |z| = 1 dobivamo

10'(2)| > Ilggll Q') = nrllzfllgl |P(2)] = nm.

Stavimo liulemu 3.2 h = Q’, P = P’ i R = nm, dobivamo da je
Pl <1Q' @) —nm za |z = 1. (3.7)
Buducdi da je P polinom stupnja n, tada prema lemi 2.5 vrijedi

IP'(2)| + InP(z) — zP'(2)] < nmax |P(z)] za |z = 1. (3.8)

Buduéi da znamo
|0’ ()| = [nP(z) = 2P’ (2)| zalz] = 1
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iz (3.8) slijedi
P @] +1Q'@)] < nmax |P(z)| za o] = 1. 3.9)
Uz pomoc¢ nejednakosti (3.7) 1 (3.9) dolazimo do
2P @I < P’ +1Q' ()| — nm

< n(rlnaX |P(2)] = r|r|1_illl|P(Z)l) zalzl =1,

zl=1
¢ime je dokazan teorem. [

Teorem 3.4. Ako je P polinom stupnja n koji nema nultocaka u otvorenom krugu |z| < 1,
tada vrijedi

R"+ 1 n )
|ZI|I=113§1|P(Z)|S( 3 )rﬁgf(IP(z)l—( 3 )%lillllP(z)l

Dokaz
Neka je M = maxy,=; |P(z)| 1 m = miny-; |P(z)|. Budu¢i da je P polinom stupnja n i takoder
nema nultocaka unutar |z| < 1, prema teoremu 3.3 znamo

max |P'(2)| < = (M —m).
lz|=1 2

Budu¢i da za svaki polinom P stupnja n vrijedi max -g-1 |P(z)| < R" maxy-; |P(z)|, kad to
svojstvo primijenimo na polinom P’ stupnja n — 1 dobivamo da za z = re®, r > 1 vrijedi:

|P'(z)] < max |P'(z)| < ¥ ' max |P'(z)] < r*! E(M —m),
lzJ=r>1 lzZ=1 2

t.

P (re"")| < g PN M = m) | (3.10)

Takoder, za svaki 8, 0 < 8 < 27 iR > 1 imamo

P (Reig) -P (eie) = fR P (teig) dt.

1

Znajudi da se " nalazi na jedini¢noj kruzniciidaje ¢ € [1,R], j. £ > 1 moZemo primijeniti
(3.10) te dobivamo

p(re) - p(e") < [ (1)
M-m (*

< — " de
S In d

%(R"—l)(M—mx
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za svaki 6 takavda 0 < 6 <271 R > 1. Stoga slijedi
P (Re”)] = |(P(Re") - P (e°) + P(e")
<[P (Re") = ()| + |P(c”)
< 'P(eie)‘ + 3 (M —m) (R~ 1)
sM+%$“JNM—M,

za svaki 0, 0 < 6 < 2z. Bududi da je
R+ 1 R'—1
2 2

Mot S = mR 1) =

slijedi
Ri+1. R -1
IPQI < =—M ~——m, (3.11)

zaz = Re".
Odnosno, iz (3.11) moZemo zakljuciti da vrijedi
R"+1 R"—1
max |P(z)| < M - m,
lel=R>1 2 2

¢ime je dokazan teorem. [ ]

Teorem 3.5. Ako je P polinom stupnja n koji ima sve nultocke unutar podrucja |z| < 1 tada
vrijedi

n .
max |P'(z)| > = [max |P(z)| + min|P(2)|]|.
lzl=1 2\ z=1 lz=1

Dokaz
Neka je m = miny-; |P(2)|, tada je m < |P(2)| za |z = 1. Znamo da sve nultocke od P leze
u |z] < 11 neka je @ kompleksni broj takav da |@| < 1. Definiramo funkciju g(z) = —am

1 provjeravamo vrijedi li pretpostavka Rouchéovog teorema za polinome P i g. Drugim
rijeCima, provjeravamo tvrdnju g(z) < P(z), uz uvjet m > 0. Kao Sto je ve¢ pokazano u
teoremu 3.3 vrijedi

lg(@)| = | —am| = lal - Im| <m = r.i?i‘}'P(Z)"

Dakle polinom F(z) = P(z) — am ima sve svoje nultocke u otvorenom krugu |z] < 1. Stoga,
ako su zy, 2o,..., Z, nultocke polinoma F,tadaje|z;| < 1,j=1, 2,..., nivrijedi

>Zz -,

tQF/

7 (e’ 9) Z Re
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za svaku tocku €, 0 < 6 < 2, koja nije nultocka od F(z). Ovime dolazimo do izraza

F ( ei@) OF ( eia)
F (i) 2

. n
F (e") 2’

za svaku tocku €, 0 < 6 < 2, koja nije nultocka od F(z). Nadalje slijedi da je

1 (6 n i0
)F (e )'EE'F(e )‘
za svaku tocku €, 0 < 0 < 2r. Vrijedi
, , n n
[P (2)| = [F'(2)| = ) |[F(2)| = ) |P(z) —am| za |z] = 1

1 za svaki a, uz uvjet | < 1. Primijenimo li lemu 3.2 uz oznake P = P’, h(z) = 5P(2),
R = 7, k = 1 dobivamo da je

IP'@1 = 5(1P@I+m) za I = 1.

Sto nam daje

max |P'(z)| > n (max |P(z)| + min |P(z)|) .
2\ k=1 lz1=1

|zl=1

Time je gotov dokaz teorema. [

Sad slijedi nekoliko rezultata iz ¢lanka [2] u kojima se takoder pojavljuje minimum funk-
cije |P|.

Teorem 3.6. Neka je P polinom stupnja n, koji nema nultocaka u |z| < k, gdje je k > O.
Tada za 0 < rR < k* i r < R vrijedi

max |P(z)] > ( rrk

P(2)| +
e R+K) max [Pl

zI=R

r+k\"l .

1- (m) ]1&&1 |P(2)|. (3.12)
Dokaz

Po pretpostavci polinom P(z) ima sve nultocke u podrucju |z| > k, k > 01m = miny— |[P(z)],

stoga je m < |P(z)| za |z| < k. Dokazat ¢emo da za bilo koji dani kompleksni broj @ uz uvjet

la| < 1, polinom F(z) = P(z) + am ima sve nultocke u |z] > k. Ako je m = 0, onda je

F(z) = P(z), a za P znamo da nema nultocke u |z] < k. Dakle, ima ih u |z]| > k. Ako je

m > 0, to zna¢i da P nema nultocku u |z| = k, tj. sve su mu nultocke u |z| > k. Stoga je %
m _ )4 v i .o . . .
%‘ < 1 zaz = k. Stovise, P Mije konstanta i stoga po principu

maksimuma modula slijedi

holomorfna za |z < ki '
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m < |P(z)| za |z| < k. (3.13)
Pretpostavimo da F(z) = P(z) + am ima neku nultocku u |z| < k i ozna¢imo ju sa 7y, tada
vrijedi
P(z0) + am = F(z9) = 0, tj. P(z9) = —am.

Odakle dobivamo
|P(z0)| = lam| < m, jerje |a] <1,

Sto je kontradikcija s (3.13). Iz toga zakljuCujemo da F(z) = P(z) + am mora imati sve
nultoc¢ke u podrucju |z| > k. Ako su

R, Re™, ... R,e

nultoCke polinoma F(z) tadaR; > k, j = 1,2,..., n, 1 takoder znamo da vrijedi

F(z)=C 1_[ (z-Rje™).
j=1

Dakle, za svaki 0 < 6 < 2x vrijedi

i n i i0;
F(re.) =[] re" = Rpe | (3.14)
F (Re) o Rei? — R e
, . e are r+R;
Pokazat ¢emo da je modul svakog faktora u produktu (3.14) veci ili jednak od R

J
Prvo brojnik i nazivnik razlomka podijelimo sa ¢ i razliku 6 — 6; ozna¢imo s ¢;, tj. imamo

re — R re®% — R,  re¥i —R,;

Rei® —R;e  Rei®%) —R;,  Re%i —R;’

IzraCunamo modul brojnika:
i; 2 o 2
re'¥l — RJ-| = ‘(rcosgoj - Rj) + zrsm(pj‘

= (r cos @; — R.,-)2 + (r sin (,04,)2 =7’ +R; —2rR;cos ¢;.

Buduc¢i da je cos ¢; > —1, dobivamo

|rel¢j —Rj|2 > r +R§ +2er = (I”+Rj)2.
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Za modul nazivnika na slican nacin dobijemo:

R — R.,-|2 = R* + R — 2RR; cos ¢;

< R* + R} + 2RR;
=(R+R)’
Konac¢no, dobivamo ‘ ‘
re’9 - Rje’ef r+ R/
Reie —Rjeigf R +RJ
Buducidaje R; > k, zasvaki j = 1,2,...,n, iz izraza (3.14) slijedi, akor < R10 < rR <
k2, sljedece
r+R; r+k\"
> 3.15
F(Re“") l_[R+R (R+k) (3.13)

zasvaki 0, 0 < 6 < 2x. Zamijenimo li F(z) s P(z) + am uizrazu (3.15) za svaki 0 < 6 < 2
dobivamo

P(re”) + am P Re’e
e vom = () Pl

Sto daje sljedeci izraz

m0@+amz(;ii)ﬁm&m—mm@zamzl.

Birajuéi argument od «, takav da || = 1, slijedi za |z] = 1

R+k

IP(r2)] > (;”,‘{) IP(R?) +{ (;:IZ) }m

IP(r2)| - (” k ) {IP(RZ)I - m} zald=1.

Odavde slijedi

zalzl =1, paje

r+k\" r+k
max [P(2)| > ( - k) max P + {1 - ( = k)

Sto je zapravo izraz (3.12) ¢ime je i dokazan teorem. [

n

} min|P(o)

Uvrstimo li k£ = 1 u prethodni teorem dobivamo sljedeci korolar.
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Korolar 3.7. Ako je P polinom stupnja n koji nema nultocaka u |z| < 1, tada za0 < rp < 1
i r < pvrijedi

+
max |P(z)| > (r
o+

lzl=r

1 n
) max |P(z)| +
1) 1z=r

1- (u) }mian(Z)l.
Je

+1 2=k

Lema 3.8. Ako je P polinom stupnja n takav da su mu sve nultocke unutar |z| < k, k > 0,
tada za rR > k* i r < R dobivamo

P (R2) > ('j: ,’j ) PO, 12 = 1. (3.16)

Dokaz
Bududi da sve nultocke z; = R;e" polinoma P leZe unutar |z| < k, k > 0, piSemo

Pix)=C ﬁ (Z - Rjeib’_/') ,
J=1

gdiejeR; <k, j=1, 2,..., n. Stoga, za 0 < 6 < 27 dobivamo

1]

J=1

n

1]

J=1

P (reie)
P (Re'?)

rel(-9) — R j

Rei(e—ej) _ Rj

re — R e

—_— . 3.17
Re®? — Rjelej ( )

SadazaR >r, Rr > R? 1 za svaki 0 < 8 < 2z kao u dokazu teorema 3.6 dobivamo
r+ RJ 2
< .
R+ RJ’
BuduéidajeR; <k, j=1, 2,..., n,iz(3.17) slijedidaakor < RirR > k*, onda vrijedi

<ﬁ r+R; - r+k\
- R+R;]  \R+k]

j=1

rei(e_e./) — Rj ?
R ei(e—ej) _ Rj

P (reie)
P (Re'?)

Odakle mnoZenjem s 'P (Reie)‘ dobivamo

Time je dokazana lema. u
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Teorem 3.9. Ako je P polinom stupnja n koji ima sve nultocke unutar |z| < k, k < 1. Tada
za rR > k* i r < R, vrijedi

n(R+ k)" {

P'(z)| =
rlgllggl ()] = 1l

rlnlax |P(z)| + IIIIH? IP(z)I} . (3.18)
zl=r Zl=

Dokaz
Neka je m = minp |P(z)l. Tada je m < |P(z)| za |z|] = k. Bududi da sve nultocke od
P(z) leze unutar |z7| < k < 1, za svaki kompleksni broj «, takav da |a| < 1, slijedi (po
Rouchéovom teoremu za m > 0) da polinom G(z) = P(z) + am ima sve nultocke u |z| < k.
k

Iz svega navedenog zakljuCujemo da H(z) = G(Rz) ima sve nultoCke unutar 7] < £ < 1.

Oznacimo li nultocke od H(z), sa z;, 22, ..., Z,1tadaje|z;| < % <lzasvakij=1,2,...,n
1 vrijedi

H'(2) i Z

H() -z

Dokazimo da za svaku tocku e, 0 < 6 < 27, koja nije nulto¢ka od H vrijedi

)

1
e’ -z, 1+

=&

gdje je z; bilo koja nultocka od H. ZapiSimo z; ovako:

, k
Z; = }’jel‘pj, (FBS [0,27I'>, T < E < 1.

Tada je
i0 i0 &
e e 7 |
Re— = Re— .4:Re_€9iv:Re —,
e —z; e — }"jel‘P./ e’g—r:ée i 1- I"jelﬁ
gdje smo sa 8 oznacili razliku ¢; — 6. Tada imamo
1 1 (1 —rjcos,B)—irjsin,B
Re i Re .
1 =rje (l—rjcosﬁ)+irjsin,8 (1—rjcos,8)—irjsin,8
I —rjcosp

= 2.
1 =2rjcosB+r;

Treba dokazati da je
1 —rjcosp

1
1-2rjcosf+r; 1+
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a to je ekvivalentno sa

k
(1 - rjcosﬁ)(l + 1_3) >1-2rjcosp + rjz-

kK, k
r i +rcos,8(1 _1_3) > 0.

Dakle, trebamo dokazati da je istinita posljednja nejednakost. Buduéi da je cosf > —1 i
1 - £ >0, vrijedi

ko, k
E—rj+erOSﬁ 1—1—e >

Iz uvjetada je |z j| < 1% slijedi da je £ > r; pa je gornji izraz nenegativan i time smo dokazali
traZzenju tvrdnju.
To nam daje

za svaku tocku €, 0 < 4 < 2, koja nije nultocka od H(z). Dobivamo

H ( ei@) Ol ( ei@)
H (ei?) H (i)

nR
TR+ K

za svaku tocku €, 0 < 6 < 2, koja nije nultocka od H(z). Stoga slijedi sljedece

/([ ,i0 nR i0
[# ()] = +k‘H(e )| (3.19)
za svaku tocku €, 0 < @ < 2, koja nije nulto¢ka od H(z). Nejednakost (3.19) je trivijalno
ispunjena za tocke e koje su nultocke od H, pa kona¢no imamo da vrijedi

nR
R+k

|H'(2)| > |H(z)|, zalz] = 1.
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Ako zamijenimo H(z) s G(Rz), dobivamo izraz

nR
R+k

|G’ (R2)| > IG(R?)|, za|z] = 1.

Primijenjujuci lemu 3.8 na polinom G(z) dolazimo do

R+k
IG'(R2)| = —~ ( i

R+k\r+ k) Gra)l, zafd =1,
gdje je r < RirR > k*. Znamo da je G(z) = P(z) + am te slijedi

n(R + k)"
|P'(Rz)| > ((r-i-—k;’llp(rz) +am|, za|z| = 1.

Primjenom leme 3.2 na

r+o0" )
Pp) = —— P (R =P(R = —aiR = =
() DR (Rz), h(z) = P(Rz), a =—aiR=n, k=0
dobivamo R4y
, nR+ k)~ 3
|P (RZ)l > W{|P(l’z)| + m}, |Z| =1

gdje je r < RirR > k*. Konacno, iz toga slijedi

n(R + k)y*!
max |P'(2)] > i{ max |P(2)] + max |P(z)|}
lel=R (r+kyn lzl=r lzl=k
gdje je r < RirR > k*. Time je dokazan teorem. [ ]

Ako uzmemo u teoremu 3.9 r = 1 i k = 1 tada dobivamo sljedecu tvrdnju.

Korolar 3.10. Ako je P(z) polinom stupnja n koji ima sve nultocke unutar |z| < 1, tada za
R > 1 imamo

n(l+R\"" _
max |P'(2)| > = max |P(z)| + min |P(2)| ¢ .
lzI=R 2\ 2 =1 lzl=1

Ocito je da za R = 1 korolar 3.10 postaje izraz

n .
max |[P'(z)| > = {max |P(2)| + min |P(z)|} ,
lZ=1 2 | k=t lz=1

tj. dobili smo tvrdnju teorema 3.5.
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Sazetak

U ovom radu govorimo o poznatom teoremu, Bernsteinovoj nejednakosti za polinome 1
njihove derivacije. Polazeci od definicije polinoma i nekih bitnih teorema za holomor-
fne funkcije dolazimo do Bernsteinove nejednakosti 1 niza njezinih varijacija. Nadalje,
proucavamo Erdds-Laxov 1 Turdnov teorem za polinome, u kojima se pojavljuju uvjeti
na poloZaj nultocaka. Na kraju dokazujemo nekoliko teorema u kojima se, za razliku od
prijasnjih, javlja minimum modula polinoma i njegove prve derivacije.



Summary

In this paper we talk about the famous theorem, Bernstein’s inequality for polynomials and
their derivatives. Starting from the definition of polynomials and some essential theorems
for anayltic functions we obtain Bernstein’s inequality and a number of its variations. Fur-
thermore, we study Erdds-Lax’s and Turdn’s theorem for polynomials, which include con-
ditions at the position of zeros. In the final chapter, we prove theorems in which, unlike
the previous ones, the minimum of the modulus of the polynomial and its first derivation
occurs.
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