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Uvod

Pitagorin poucak jedan je od najpoznatijih i osnovnih teorema geometrije. lako je u nekom
obliku bio poznat jos starim Egipéanima, legenda kaze da ga je Pitagora prvi dokazao.
Osim brojnih dokaza Pitagorinog poucka, poznati su i njegovi analogoni te generalizacije
u ravnini, ali i u prostoru. Siroka primjena Pitagorinog poucka vazna je ne samo u mate-
matici, ve€ 1 u drugim podrucjima, kao na primjer u gradevini 1 arhitekturi.

Rad je podijeljen na tri poglavlja. U prvom poglavlju prikazat ¢emo povijest Pitagore i
Pitagorinog poucka. Istrazit ¢emo u kojem je obliku Pitagorin poucak bio poznat prije
otkrivanja njegovog iskaza i dokaza te ¢emu je sluzio starim Egipéanima. Potom ¢emo
iskazati Pitagorin poucak i iznijeti neke njegove dokaze.

U drugom poglavlju usmjerit ¢emo se na generalizacije Pitagorinog poucka. IstraZivat
¢emo Pitagorine trojke, a zatim promatrati analogone i1 generalizacije Pitagorinog poucka
u ravnini i prostoru.

U treéem poglavlju prikazat ¢emo neke primjere obrade Pitagorinog poucka i njegovog
obrata u nastavi matematike.



Poglavlje 1

Pitagorin poucak i njegovi dokazi

Pitagorin poucak jedan je od osnovnih teorema geometrije. Iako taj poucak nosi ime po
grékom matematicaru Pitagori, on je bio poznat u nekom obliku i prije nego se Pitagora
rodio. No, legenda kaze da ga je on prvi dokazao. Danas postoji ¢ak oko 400 raznih dokaza
Pitagorinog poucka. Dokazivanjem Pitagorinog poucka bavili su se i mnogi matematicari i
fiziCari poslije Pitagore, a za jedan od dokaza zasluzan je i dvadeseti americki predsjednik
James A. Garfield.

1.1 Pitagorin poucak

Pitagorin poucak jedan je od najosnovnijih teorema geometrije. S povijesnog glediSta, on
pripada znacajnijim matematickim otkri¢ima jer je rije¢ o jednom od prvih dokaza neke
opée matematicke tvrdnje. Neki povjesniCari ¢ak smatraju da je to trenutak rodenja su-
vremene matematike. Naime, pocCetak dokazivanja op¢ih matematickih tvrdnji predstavlja
veliki korak u matematici. Prije pojave dokaza Pitagorinog poucka matematika je bila us-
mjerena rjeSavanju konkretnih problema, a upravo je Pitagora dokazom poucka potaknuo
razmatranje apstraktnih svojstava Citavih skupova objekata. Pitagori 1 njegovim ucenicima
bio je poznat teorem u cjelosti, ukljucujuci i njegov obrat.

Teorem 1.1.1 (Pitagorin Poucak). U pravokutnom je trokutu povrsina kvadrata nad hipo-
tenuzom jednaka je zbroju povrsina kvadrata nad katetama. Odnosno, ako su a i b duljine
kateta pravokutnog trokuta, a c duljina hipotenuze, onda vrijedi a> + b* = c*.

Korolar 1.1.2 (Obrat Pitagorina teorema). Ako za stranice a, b i ¢ trokuta ABC vrijedi
a* + b* = ¢, onda je trokut ABC pravokutan s pravim kutom pri vrhu C.
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Slika 1.1: Skica Pitagorinog poucka

1.2 Povijest Pitagorinog poucka

Pitagora iz Samosa (oko 570. pr. Kr - 490. pr. Kr.) roden je na grckom otoku Samosu
kao sin bogatog trgovca Mnezarha 1 Pitaide. Na njegovo obrazovanje utjecali su filozofi
Ferekid, Tales te Talesov u¢enik Anaksimandar, pri ¢emu je Tales vjerojatno najzasluzniji
za Pitagorin interes za matematiku. Putujuci Egiptom upoznao se njthovom matematikom,
a na kraju se nastanio u juznoj Italiji u gradu Krotonu gdje je osnovao Skolu. Danas tu
Skolu nazivamo Pitagorejskom Skolom, a njegove sljedbenike Pitagorejcima.

Pitagorejska Skola bila je tajna zajednica. Pitagori su se pripisivala boZanska svojstva,
a drusStvo se sastojalo od dva kruga: unutarnji krug ¢inili su matematicari 1 ucitelji, a vanj-
ski ucenici. Upravo zbog tajnosti zajednice, teSko je odgonetnuti Sto je rad Pitagore, a Sto
njegovih uc¢enika. Medutim, svakako je Pitagora, svojim djelovanjem, zasluZan za pocetak
deduktivnog dokazivanja tvrdnji u matematici. Zbog toga se ¢esto naziva prvim “pravim”
matematicarom.
Prema pitagorejskoj filozofiji, bit svijeta je u harmoniji brojeva. Pitagora je smatrao da se
cijeli svemir moZe opisati brojevima. Za njih, a i kasnije u starogrckoj matematici, broj
je isklju€ivo prirodan broj, a jedinica ili monada nije broj ve¢ osnova svih brojeva. Pro-
matrali su razna svojstva prirodnih brojeva pa tako i podjelu na parne i neparne. Parni su
brojevi oni koji se mogu podijeliti na dva jednaka dijela dok neparnima pri dijeljenju na
dva jednaka dijela preostaje jedinica. Osim toga, razlikovali su proste 1 sloZene brojeve.
Proucavali su i savrSene brojeve te kvadratne i kubne brojeve (brojeve oblika n? i n®, gdje
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Slika 1.2: Kip Pitagore u Kapitolskom muzeju, preuzeto iz [3]

je n prirodan broj).

Iako su Pitagorejci prvi dokazali Pitagorin poucak, on je ve¢ prije Pitagore i njegovih su-
vremenika bio poznat. Specijalni slucaj Pitagorinog poucka poznavali su jos stari Egipcani.
Dobro je poznato da su Egipcani Zivjeli uz rijeku Nil. Svake godine rijeka Nil b1 popla-
vila, Sto je tlo Cinilo izrazito plodnim i time Egipéanima omogucilo bogatu proizvodnju
hrane. Medutim, poplave bi isprale granice posjeda Egipfana pa bi svake godine morali
isponova postavljati granice. Pritom su mnogo toga naucili o geometriji, Egipat je prozvan
”Majkom geometrije”, a upravo tako je i geometrija dobila ime (geo - Zemlja, metria -
mjerenje). Geometrija je za EgipCane bila osnova rjeSavanja prakti¢nih problema mjerenja
s kojima su se svakodnevno susretali. Egipatski geodet Harpedonapta, vezao je jednako
udaljene ¢vorove na uZetu i time otkrio veliko pomagao u mjerenju. Uz pomo¢ troje ljudi
i uZeta s 12 ¢vorova napravio je sljedece: Harpedonapta bi bio stao na pocetku, na mjestu
prvog ¢vora, a prvi covjek bi hodao ravno dok ne dode do Cetvrtog ¢vora i tamo stao. Zatim
bi drugi doSao na mjesto gdje stoji prvi, okrenuo se desno i hodao do treceg ¢vora. Zatim
bi treci od tog mjesta hodao ravno prema Harpedonapte. Harpedonapta je primijetio da je
treci Covjek hodao do petog Cvora 1 taj peti ¢vor zatvorio bi trokut. Trokut ¢iji je omjer
stranica 3 : 4 : 5, a danas znamo da je trokut kojemu su stranice u navedenom omjeru
pravokutan. Egipcani nisu znali zasto uoceno vrijedi, ali znali su da bez obzira na to koliko
je dugacko uze, mogu koristiti uoc¢eno pravilo ako je 12 ¢vorova na uZetu jednako razmak-
nuto. Zbog toga je pravokutan trokut sa stranicama duljina 3, 4 1 5 dobio ime egipatski
trokut, slika 1.3.

Osim za oznaCavanje posjeda, otkriveni trokut koristili su pri izgradnji hramova. Naime,
starim Egip¢anima bila je jako vazna zemljopisna orijentacija hramova. Smjer sjever-jug
odredili su promatranjem izlaska i zalaska zvijezda na horizontu, a zatim su pomocu uzeta s
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Slika 1.3: Egipatski trokut

¢vorovima i egipatskog trokuta, okomito na smjer sjever-jug, odredivali smjer istok-zapad.

1.3 Dokazi Pitagorinog poucka

Danas je poznato viSe od 400 dokaza Pitagorinog poucka. U prikupljanju dokaza Pitago-
rina poucka najdalje je otiSao Elisha Scott Loomis (1852. - 1940.), matematicar iz Ohija
koji je pocetkom 20. stoljea objavio knjigu The Pythagorean Proposition u kojoj se nalazi
cak 370 dokaza. Proucavanjem dokaza detaljnije, primjecuje se da se oni mogu svrstati u
4 skupine:

1. dokazi koji se zasnivaju na izjednaCavanju povrsina,

2. dokazi pomocu razlaganja povrsina (mozaicki dokazi),

3. dokazi pomodu racunanja,

4. dokazi koji se zasnivaju na sli€nosti geometrijskih likova.

Analizirat ¢emo neke dokaze iz svake skupine.

Izjednacavanje povrSina

Prikazat cemo tri dokaza Pitagorinog poucka koji se temelje na izjednaavanju povrSina. S
obzirom da se u svim trima dokazima koristi sukladnost trokuta, prikladni su za ucenike u
prvom razredu srednje Skole.

Dokaz 1. Neka je trokut ABC pravokutan s hipotenuzom duljine ¢ i katetama duljina a 1 b.
Dopunimo taj trokut do kvadrata CDF H stranice duljine a + b kao na slici 1.4.
Vrijedi

|AD| = |[EF| =|GH| =|BC|=a

|DE| = |FG| = |HB| = |CA| = b.
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Slika 1.4: Slika uz Dokaz 1

S obzirom da je CDF H kvadrat, trokuti ABC, EAD, GEF i BGH su pravokutni s pravim
kutom izmedu sukladnih stranica duljina a i b. Stoga su navedeni trokuti medusobno suk-

ladni prema S-K-S teoremu o sukladnosti trokuta.
Iz toga slijedi da je |AE| = |[EG| = |GB| = |BA| = c1 <EAD = <ABC = B paje

<BAE = 180° — (<CAB + <EAD)
=180° - (a + )
= 180° - 90°
=90°.

(1.1)

ZakljuCujemo, Cetverokut AEGB je kvadrat sa stranicom duljine c¢. Sada je
P(CDFH) = P(ABC) + P(EDA) + P(GFE) + P(BGH) + P(AEGB).

Ve¢ smo zakljucili da su trokuti ABC, EAD, GEF i BGH medusobno sukladni pa su nji-
hove povrSine jednake. 1z toga slijedi

P(CDFH) =4 - P(ABC) + P(AEBG). (1.2)
Stranica kvadrata CDF H duljine je a + b pa vrijedi

P(CDFH) = (a + b)*.



POGLAVLIJE 1. PITAGORIN POUCAK I NJEGOVI DOKAZI 7

Katete pravokutnog trokuta ABC su duljina a i b pa vrijedi

P(ABC) = a_zb’

a kvadrat AEBG ima stranicu duljine ¢, dakle vrijedi
P(AEBG) = ¢*.

Uvrstimo li dobivene povrSine u jednadzbu 1.2, sredivanjem izraza dobivamo

b
(a+b)2:4-%+c2

a® + 2ab + b* = 2ab + ?
=a>+ b
Oa

Sljedeci dokaz najCeSce se pojavljuje u udzbenicima iz matematike za osmi razred,
ali samo u ilustriranom obliku. Argumentacija dokaza moze se pokazati ucenicima na
dodatnoj nastavi matematike u osmom razredu te svakako ucenicima u srednjoj skoli.

Dokaz 2. Cetiri medusobno sukladna pravokutna trokuta s hipotenuzom duljine ¢ i kate-
tama duljina a i b ucrtajmo u kvadrat sa stranicom duljine a + b kao na prvoj slici 1.5.
Preslozimo zatim pravokutne trokute kao na drugoj slici 1.5.

b a a b
b
@ a a c a
a
a b
b b < b
a b a b

Slika 1.5: Dokaz “’preslagivanjem”

Obje slike prikazuju kvadrat sa stranicom duljine a + b. Prvi kvadrat sastoji se od Cetiri
medusobno sukladna pravokutna trokuta, a iz 1.1 slijedi da je bijeli Cetverokut kvadrat sa
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stranicom duljine jednake duljini hipotenuze pravokutnog trokuta, c. Drugi kvadrat sastoji
se od ista etiri pravokutna trokuta kao i lijevi kvadrat te dva etverokuta. Cetverokuti
ocito imaju sve prave kutove (slijedi iz ¢injenice da su upisani u kvadrat sa stranicom du-
ljine @ + b iiz 1.1), Duljine stranica tih kvadrata su a i b.

S obzirom da su obojani dijelovi lijevog 1 desnog kvadrata jednake povrSine, jednake
povrSine moraju biti 1 neobojani dijelovi tih kvadrata. 1z toga zaklju¢ujemo da je povrSina
bijelog kvadrata s lijeve slike jednaka zbroju povrSina dvaju bijelih kvadrata s desne slike,
odnosno

c? =a’+ b
)

Dokaz 3. Neka je trokut ABC pravokutan s pravim kutom pri vrhu C. Nad stranicama tro-
kuta konstruirajmo kvadrate BADE, CBFG 1 ACHK. Nadalje, konstruirajmo okomicu iz
tocke C na stranicu DE pri éemu dobivamo to¢ke M i L redom na stranicama AB i DE.
Duzina ML dijeli kvadrat BADE na dva pravokutnika. DokaZimo da je povrSina pravo-
kutnika ADLM jednaka povrSini kvadrata ACHK te da je povrSina pravokutnika MLEB
jednaka povrsini kvadrata CBFG.

D L

Slika 1.6: Ideja Dokaza 3
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Dokazimo prvo da je povrSina pravokutnika ADLM jednaka povrSini kvadrata ACHK.
Promotrimo trokute CAD i KAB. S obzirom da je BADE kvadrat, vrijedi |[AB| = |AD|.
Analogno, |CA| = |KA]| jer je ACHK kvadrat. Nadalje vrijedi,

<CAD =90° + <CAB i <KAB =90° + <CAB.

Dakle, prema teoremu S-K-S o sukladnosti trokuta, vrijedi da su trokuti CAD i KAB suk-
ladni.

D L

Slika 1.7: Naznaceni parovi trokuta

Promotrimo trokut CAD 1 pravokutnik ADLM. AD im je zajednicka stranica. Nadalje,
DL je druga stranica pravokutnika ADLM, a njena duljina jednaka je duljini visine trokuta
CAD. Dakle, vrijedi

AD|-|DL
P(ADLM) = |AD|-|DL| 1 P(CAD) = %
1z toga zaklju€ujemo

P(CAD) = % . P(ADLM).
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Analogno P(KAB) = % -P(ACHK) jer im je AC zajedni¢ka stranica te imaju visinu jednake
duljine.
Iz sukladnosti trokuta CAD i KAB slijedi da je P(CAD) = P(KAB), odakle je

1 1
5 - P(ADLM) = > - P(ACHK).

1z toga zakljuujemo da je P(ADLM) = P(ACHK).
Potpuno analogno dokazuje se da je P(MLEB) = P(CBFG).
Zbrojimo li dobivene jednakosti

P(ADLM) = P(ACHK) 1 P(MLEB) = P(CBFG)

dobivamo

P(ADLM) + P(MLEB) = P(ACHK) + P(CBFG)
P(BADE) = P(ACHK) + P(CBFG).

S obzirom da je BADE kvadrat nad hipotenuzom pravokutnog trokuta, a ACHK i CBFG
kvadrati nad katetama, pokazali smo da je zbroj povrSina kvadrata nad katetama jednak
povrsini kvadrata nad hipotenuzom ¢ime je dokazana tvrdnja Pitagorinog poucka. O

Razlaganje povrsSina

Dokazi pomocu razlaganja povrSina, takozvani mozaicki dokazi najcesce se pojavljuju
samo u ilustriranim oblicima. Prakti¢ni su za osnovnu Skolu jer se ucenici izrezivanjem
1 preslagivanjem dijelova povrSina mogu uvjeriti u tvrdnju Pitagorinog poucka. Promotrit
¢emo jedan mozaik, opisati kako je nastao te matematicki dokazati koji su dijelovi povrSina
jednaki i zaSto.

Dokaz 4. Neka je ABC pravokutan trokut s pravim kutom pri vrhu C. Neka je AA,B,B
kvadrat nad hipotenuzom, a BB,C,C i ACC,A, kvadrati nad katetama tog trokuta.
To¢kom B; kontsruirajmo paralelu sa stranicom AB i oznaimo sjeciste paralele i stranice
CC, sa B;. Tockom B; konstruirajmo okomicu na stranicu B;Bj; 1 oznacimo sjeciSte By
okomice i stranice BC.

DuZinu AA, produz1mo do sjeciSta A sa stranicom CC,. To¢kom B, konstruirajmo para-
lelu sa stranicom BC 1 oznacimo sjesiSte S paralele i stranice AA,.

Tockama B i A, konstruirajmo okomice na B,S i ozna¢imo sjecista okomice i B,S sa Bs i
A, redom.

Neka su S 1§, sjeciSta pravca AA; te stranica BB, i B_B5 redom. Time dobivamo mozaik
prikazan na slici 1.8.
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Slika 1.8: mozaicki dokaz

Promotrimo Cetverokute BB;B3;B, 1 BsBAS . S obzirom da je BB,C,C kvadrat, a ABC pra-
vokutan trokut s pravim kutom pri vrhu C, slijedi da su tocke A, C, B3 i C; kolinearne,
tj. pripadaju istom pravcu. Sada iz nacina konstrukcije slijedi da je Cetverokut ABB; B3
paralelogram pa vrijedi |AB| = |B3B;|. To¢ke B, By, Bs 1 S, su kolinearne jer je B,S || BC,
BBs L BS i jer je etverokut BB C,C kvadrat. Dakle <BsBA i <BB,B; su kutovi uz
presjeCnicu paralelnih pravaca pa su medusobno sukladni. Nadalje zbog nacina konstruk-
cije oba Cetverokuta imaju dva prava kuta. Iz toga slijedi da su svi kutovi Cetverokuta
medusobno sukladni. Uz sukladnost kutova iz dokazane jednakosti |AB| = |B3B,| slijedi da
su Cetverokuti BB, B3B4 1 BsBAS medusobno sukladni. Zbog toga vrijedi

P(BB,B;B,) = P(BsBAS). (1.3)

Nadalje, promotrimo trokute A, B,A4 1 B3BC;. S obzirom da je BB,C,C kvadrat i vrijedi
BC || B,A4, moZemo zakljuliti da je B,A, || B,;C;. Sada iz nadina konstrukcije slijedi da
je <ByA4A; = <B1CB; = 90°.S obzirom da je AA,B;,B kvadrat, a ABB, B; paralelogram,
slijedi A,B; || B3B) i |A2Bs| = |B3B1|. MoZemo zakljuéiti da su <A,B,A4 i <B3B,C, kutovi
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s paralelnim kracima pa vrijedi <A, B,A; = <B3BC,. Dakle, trokuti A,B,A4 1 B3;B;C su
sukladni po K-S-K teoremu o sukladnosti trokuta. Sukladni likovi jednakih su povrSina pa
vrijedi

P(AyByA4) = P(B3BCy). (1.4)
Analogno bi se pokazalo da je tim trokutima sukladan 1 pocetni trokut ABC.
Promotrimo trokute A,A4S 1 ACA;5. 1z nacina konstrukcije slijedi <A,A4S = <ACA; = 90°.
Osim toga, <SA,A4 i <A3AC su kutovi uz presje¢nicu paralelnih pravaca jer su SA4 i A3C
okomiti na par paralelnih pravaca, osnosno vrijedi <SA;A; = <A3AC. S obzirom da su
trokuti ABC i A,B,A, sukladni, vrijedi |A,A4| = |AC|. 1z toga zakljuCujemo da su trokuti
S AyA4 1 ACAj5 sukladni po K-S-K poucku o sukladnosti pa vrijedi

P(A2A4S) = P(ACA;). (1.5)

Da bismo pokazali sukladnost Cetverokuta BsB,S 1S, 1 AjAA;C, dokazat ¢emo najprije
sukladnost trokuta ABC 1 B,BBs. S obzirom da je BBs L B,S, vrijedi <ACB = <B,BsB =
90°. Nadalje, iz sukladnosti trokuta ABC i A, B,A, slijedi <BsBB, = 90° — <A;B,A4 =
90° — <ABC = <CAB. S obzirom da je AA,B,B kvadrat, vrijedi |AB| = |B,B|. 1z toga
zakljucujemo da su trokuti ABC i B, BBs sukladni po K-S-K poucku o sukladnosti trokuta.
Promotrimo sada Cetverokute BsB,S 1S, 1 A{AA3;C,. 1z naCina konstrukcije 1 Cinjenice da
su tocke Bs, S, B 1 B kolinearne slijedi sa su stranice ¢etverokuta medusobno paralelne iz
¢ega slijedi da su svi kutovi Cetverokuta medusobno sukladni. Iz sukladnosti trokuta ABC 1
B, BBs moZemo zakljuciti da je |BsS ;| = |A1C|, jer je ACC,A, kvadrat. Sada zaklju¢ujemo
da su Cetverokuti BsB,S 1S, 1 A{AA3;C, medusobno sukladni. Sukladni likovi jednakih su
povrsina, odnosno

P(BsB,S 1S,) = P(A|AA3C»). (1.6)

Konacno, promotrimo posljednji par likova, trokute S,S B i CB4B;. 1z nacina konstruk-
cije i Cinjenice da je ABB;B; paralelogram, slijedi B4B; || S|B. S obzirom da su Bs,
S,, B i B; kolinearne tocke, iz nacina konstrukcije zaklju¢ujemo i S,B || CB;. Takoder,
S> 18, pripadaju pravcu A;A (zbog nacina konstrukcije), a tocke B, C, A3 1 C; su ko-
linearne jer je ACC,A; kvadrat, a trokut ABC pravokutan s pravim kutom pri vrhu C.
Sada zaklju¢ujemo da su i stranice S,S, i CB; medusobno paralelne. S obzirom su stra-
nice trokuta medusobno paralelne svi su kutovi trokuta medusobno sukladni. Vrijedi
|CCy| = |B,Cq] jer je je BB;C,C kvadrat. Iz Cinjenice da su B3B,C; i B,BBs sukladni
trokuti, vrijedi |B;C;| = |BsB| pa je |CC,| = |BsB|. Iz sukladnosti trokuta B;B,C; i B,BBs
takoder zakljuCujemo |B3;Cy| = |B,Bs|. 1z sukladnosti Cetverokuta BsB,S 1S, 1 AjAA;C,
1 ¢injenice da je AA3C,A; kvadrat, slijedi |[AA| = |A;Cs| = |B;Bs| = |BsS;|. Odnosno,
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vrijedi |B;C4| = |BsS »|. Sada zaklju€ujemo

|CBs| = |CCy| = |B;Cy|
= |BsB| — |BsS |
=|S,B].

Slijedi da su trokuti S,S51B i CB4B; sukladni prema K-S-K poucku o sukladnosti trokuta

pa je
P(S,51B) = P(CB4B3). (1.7)

Kvadrat AA, B, B sastoji se od Cetverokuta BsBAS 1 BsB,S S, te trokuta Ay B,Ay4, A2A4S 1
S,8 1B pa vrijedi

P(AA;B,B) = P(BsBAS ) + P(B5B,S 1S,) + P(AyByA4) + P(A2A4S) + P(S,S1B).
Zbog dokazanih sukladnosti likova te 1.3, 1.4, 1.5, 1.6 1 1.7 vrijedi:
P(AA,;B,B) = P(BBB3B4) + P(A{AA3C,) + P(B3B,Cy) + P(ACA3) + P(CB4B3). (1.8)
Kvadrat BB,C;C sastoji se od Cetverokuta BB, B;B, te trokuta B;B,C 1 CB4Bj pa vrijedi
P(BBB;B4) + P(B3B,Cy) + P(CB4B3) = P(BB,C,C). (1.9)
Takoder, kvadrat ACC,A; sastoji se od Cetverokuta AjAA;C, 1 trokuta ACA3;, dakle vrijedi
P(A1AA;Cy) + P(ACA3) = P(ACCLA)). (1.10)
Uvrstimo 1.91 1.10 u 1.8 i dobivamo
P(AA,;B,B) = P(ACC,A,) + P(BB,C,C)

S obzirom da je AA,B,B kvadrat nad hipotenuzom, a ACC,A; i BB,;C,C kvadrati nad
katetama pravokutnog trokuta ABC, zapravo smo pokazali da je povrSina kvadrata nad hi-
potenuzom pravokutnog trokuta jednaka zbroju povrsina kvadrata nad njegovim katetama
i time dokazali tvrdnju Pitagorinog poucka. O

Dokazi pomocu racunanja

Dokazi pomodu racunanja temelje se na izravnom racunanju povrsina likova pomocu ko-
jih se potom dokazuje tvrdnja Pitagorinog poucka. Promotrimo jedan dokaz Pitagorinog
poucka pomocu raCunanja.
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A /
CA1 B,

C1

Bs

b 2
r{,’

I\ 7C B

Slika 1.9: Slika uz Dokaz 5

Dokaz 5. Neka je ABC pravokutan trokut s hipotenuzom duljine c¢ i katetama duljina a i b.
Nad hipotenuzom trokuta ABC konstruirajmo kvadrat ABB;A; sa stranicom duljine c, tako
da vrh C bude unutar tog kvadrata kao na slici 1.9. To¢kom A; konstruirajmo paralelu sa
stranicom BC, a to¢kom B paralelu sa stranicom AC. Neka je B; presjek tih dviju kons-
truiranih paralela. DuZinu AC produZimo do presjeka C; s duZinom A, B;.

Promotrimo trokute ABC i BB B,. S obzirom da je <BCA = 90° i AC || B,B, slijedi
da je <BB,B; = 90°. Nadalje, vrijedi
<B,BB; = 90° — <ABC = <CAB.
S obzirom da je ABB,A kvadrat (tako smo konstruirali), takoder vrijedi
|AB| = |BB,| = c.

1z toga zakljucujemo da su trokuti ABC i BB B, sukladni po K-S-K teoremu o sukladnosti
trokuta. Analogno dokazujemo da su trokuti BjA;B3 i A{AC sukladni trokutima BB B, i
ABC. Dakle, trokuti ABC, BB;B,, BjA1B3 1 A;AC medusobno su sukladni.

Promotrimo sada cCetverokut B, B;C,C,. Svakom od unutarnjih kutova tog Cetverokuta,
susjedan kut je pravi. Iz toga slijedi da su svi kutovi Cetverokuta B, B;C;C, pravi. Osim
toga, vrijedi

|CB;,| = |CB| - |Bo:Bl=a—b i |ByBs| = |ByBy| — |B3By| = a - b.

Dakle kvadrat ABB A, sastoji se od Cetiri sukladna trokuta s katetama duljina a i b, a
hipotenuzom duljine c i kvadrata B, B;CC; sa stranicom duljine a — b.
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1z toga zakljuCujemo da je

P(ABB,A,) = P(B,B;C,C) + P(ABC) + P(BB,B,) + P(B,A,B;) + P(A,AC))

P(ABB,A,) = P(B,B;C,C) +4 - P(ABC). (111
S obzirom da je ABB,A kvadrat sa stranicom duljine c, vrijedi
P(ABBA)) = ¢*.
Zatim, B, B;C,C je kvadrat sa stranicom duljine a — b pa je
P(ByB;C,C) = (a - b)".
Konac¢no, ABC je pravokutan trokut s katetama duljina a 1 b pa je
P(ABC) = a_b'
2
Uvrstimo dobivene povrsine u jednakost 1.11 pa slijedi
czz(a—b)2+4-%
=a’ —2ab + b* + 2ab
=a’ + b’
O

Slicnost geometrijskih likova

Najvise dokaza koji se zasnivaju na sli¢nosti geometrijskih likova bazirano je upravo na
sli¢nosti trokuta. Promotrit ¢emo Cetiri takva dokaza koja su prikladna za nastavu matema-
tike u srednjoj Skoli.

Dokaz 6. Neka je ABC pravokutan trokut s hipotenuzom duljine ¢ i katetama duljina a 1 b.
Neka je N noziste visine iz vrha C na hipotenuzu te |[CN| = v, |AN| = q1|NB| = p.

Vrijedi <ANC = <CNB = <BCA = 90°. Nadalje, trokuti CAN i BCN imaju po jedan
zajednicki Siljasti kut s trokutom ABC pa vrijedi <CAN = <CAB i <NBC = <ABC. Dakle,
prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi

AABC ~ ACAN ~ ABCN (1.12)

pa za njihove stranice vrijedi:

ACI _ |AN| . |BC| _ |BN]
|JAB| ~ |AC| ~ |AB|  |BC|’
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Slika 1.10: Slika uz Dokaze 6 i 7

UvrStavanjem duljina stranica dobivamo

b q . a
—_ = =1 — =
b

p
c a

MnoZenjem jednakosti sa bc, odnosno ac slijedi
bV’=c-qid=c-p.
Zbrajanjem dobivenih jednakosti dobivamo

aA+b=c-qg+c-p
=c-(p+q)
=c-c
=2

O

Dokaz 7. Neka je ABC pravokutan trokut s hipotenuzom duljine ¢ 1 katetama duljina a 1 b.
Neka je N noziSte visine iz vrha C na hipotenuzu.
Iz prethodnog dokaza, 1.12 slijedi AABC ~ ACAN ~ ABCN. Koeficijent sli¢nosti trokuta
ABC i CAN je 7, akoeficijent slicnosti trokuta CAN i BCN je <.
Neka su P, P, i P, redom povrSine trokuta ABC, CAN i BCN. Omjer povrsina sli¢nih
trokuta jednak je kvadratu omjera koeficijenta slicnosti tih trokuta. Iz toga zaklju€ujemo
da je:

P:P,=c*:b*i P :Py=0:¢%
odnosno

P:P,:P,=c:b":d%

Sada slijedi
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P:k'Cz,Pl :k'bziPQZk'Clz,

gdje je k > 0 faktor proporcionalnosti.
Kako je P = P; + P», slijedi

k-c*=k-b*+k-a*
Dijeljenjem izraza s k > 0 dobivamo
2 =a*+ b2
]

Dokaz 8. Neka je ABC pravokutan trokut s hipotenuzom duljine ¢ te katetama duljina a1 b.
Stranicu BC produljimo preko to¢ke C za duljinu ¢ i oznagimo to¢ku D. Nadopunimo sliku
do paralelograma ABDE ¢ije su stranice duljina ¢ i a + ¢. To¢kama C i F konstruirajmo
paralele sa stranicom AB, a totkama A i D okomice na stranicu AD. Sjecista nacrtanih
pravaca oznac¢imo sa G, H, K i L kao na slici 1.11.

B a C c D

Slika 1.11: Slika uz Dokaz 8

Vrijedi <BCA = <DGC = <EFD = <AKF = 90°. Nadalje <ABC, <GCD, <KFA
1 <DEF su kutovi uz presjecnicu paralelnih pravaca. Dakle, vrijedi <ABC = <GCD =
<KFA = <DEF. Takoder, vrijedi |AB| = |CD| = |DE| = |FA| = ¢ pa prema K-S-K teoremu
o sukladnosti trokuta vrijedi da su trokuti ABC, CDG, DEF i AF K medusobno sukladni.
Promotrimo trokute ABC 1 CAL na slici 1.12. Vrijedi <BCA = <ALC = 90°.
Nadalje, jer je ACL pravokutan trokut, a trokuti GCD 1 ABC su sukladni, vrijedi

<ACL =90° — <GCD
=90° — <ABC
= «CAB.
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B a C A x L

Slika 1.12: Trokuti ABC i CAL

Dakle, trokuti ABC 1 CAL su sli¢ni prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta. Potpuno ana-
logno dokazalo bi se da je trokut F DH sli¢an trokutu ABC. 1z sli¢nosti trokuta ABC 1 CAL
zakljuCujemo da za duljine njihovih stranica vrijedi

|IBC| _ |AB| . |ICA| _ |AB]

ALl |CA| ~ |LC|  |CAl

Uvrstimo duljine stranica |BC| = a, |AL| = x, |AB| = ¢, |CA| = b1 |LC| = y pa dobivamo

PomnoZimo dobivene jednakosti sa bx 1 by redom:
cx=ab i cy=b"
Izrazimo x iy iz jednakosti, odnosno podijelimo jednakosti sa c:

b P
=L iy=2 (1.13)
C C

Paralelogram ABCD ima stranicu duljine a + ¢ 1 visinu duljine b pa je njegova povrsina
P=(a+c)-b. (1.14)

Takoder, povrSina paralelograma sastoji se od Cetiri medusobno sukladna trokuta s kate-
tama duljina a i b, dva medusobno sukladna pravokutna trokuta s katetama duljina x i y
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te Cetverokuta GHKL. S obzirom da je <ALC = <DHF = <FKA = <CGD = 90°, onda
je Cetverokut GHKL pravokutnik jer su i njegovi unutarnji kutovi pravi. Za duljine nje-
govih stranica vrijedi |GH| = b — x 1 |[HK| = y — a. Pomocu navedenih likova, povrSinu
paralelograma moZemo izraziti i na sljedeci nacin:

ab
2
=2ab+xy+(b—-x)-(y—a)

P=4-T42-Z4(b-0-0-0)

Sredimo dobiven izraz za povrSinu uvrStavanjem izvedenih xiy u 1.13

. ab Xy
P=4 2+2 2+(b x)-(y—a)

=2ab+xy+(b—-x)-(y—a)

c c
»y b b3 2ph
=2ab+ 2+ = —ab- 2+ L2
c? c c? c
b’ 2p
—ab+ = +22
C C
b2 2
:b(a+—+a—).
C C

Izjedna¢imo dobivenu povrSinu paralelograma s 1.14 i dobivamo

bZ 2
(a+c)~b:b(a+—+a—).
c ¢
Podijelimo izraz sa b
»* a
a+c=a+—+ —.
C C

Oduzmemo a cijeloj jednakosti pa ju pomnoZimo sa c:

b2
+_
c
A =a’+ b

P
c=—
c

U nastavku slijedi dokaz koji, osim sli¢nosti trokuta, koristi svojstva kruznice i tetive.



POGLAVLIJE 1. PITAGORIN POUCAK I NJEGOVI DOKAZI 20

Slika 1.13: Slika uz Dokaz 9

Dokaz 9. Zadan je pravokutni trokut ABC s katetama duljina a i b te hipotenuzom duljine
c. Oko vrha B opiSemo kruZnicu polumjera ¢ = |AB|. Produzimo katete trokuta do sjeciSta
D, E i F s kruznicom kao na slici 1.13.

Promotrimo trokute ABC i1 ACF. Kutovi ACF i DCE su vrs$ni pa vrijedi <ACF = <DCE.

Nadalje, <AFC i <EDC su obodni kutovi nad istim kruznim lukom, AE. Iz toga za-
kljucujemo da je <EDC = <AFC jer su obodni kutovi nad istim kruZnim lukom medusobno
sukladni. Dakle trokuti ABC 1 ACF su sli¢ni po K-K poucku o sli¢nosti trokuta pa za du-
ljine njihovih stranice vrijedi:

AC| _ [CE]
|[FC| |CD| (1.15)
|AC| - |CD| = |CE| - |FC|.

S obzirom da je EF promjer kruznice, a EF 1 AD jer je pri vrhu C pravi kut, vrijedi
|AC| = |CD| = b. Osim toga, BE i BF su polumjeri kruznice jer je B njeno srediSte pa
vrijedi |BE| = |BF| = c¢. Iz navedenoga zaklju¢ujemo |CE| = |BE| - |BC| = ¢ —a i
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|FC| = |BF| + |BC| = ¢ + a. Uvrstimo dobiveno u 1.15 i sredimo dobiveni izraz:

b-b=(c—-a)-(c+a)
B2 = 2 — 2

=d + b

21



Poglavlje 2

Generalizacija Pitagorinog poucka

Prilikom potrage za odgovorom na neko pitanje, u matematici se vrlo esto postavlja pi-
tanje poopc¢enja neke tvrdnje. Poopcenjima Pitagorinog poucka bavili su se brojni mate-
maticari. Dokazivanjem Pitagorinog poucka i njegovog obrata, postalo je jako zanimljivo
traZiti uredene trojke brojeva za koje vrijedi Pitagorin poucak. U ovom poglavlju re¢i ¢emo
nesto o Pitagorinim trojkama te promatrati generalizacije Pitagorinog poucka u ravnini, a
potom i u prostoru.

2.1 Pitagorine trojke

Pravokutan trokut Cije su duljine stranica prirodni brojevi nazivamo Pitagorin trokut. Ako
uredena trojka (a, b, ¢) zadovoljava jednadZbu a®> + b*> = ¢?, nazivamo ju Pitagorinom troj-
kom. Ukoliko su uz to a, b i c relativno prosti, onda kaZemo da je (a, b, ¢) primitivna Pita-
gorina trojka. ProuCavanje Pitagorinih trojki usko je vezano s rjeSavanjem diofantskih jed-
nadzbi, a njihova geometrijska interpretacija dobra je motivacija u¢enicima za rjeSavanje
ovakvih problema. Vazan korak u pronalazenju Pitagorinih trojki je odredivanje formule
koja daje sva rjeSenja jednadzbe a® + b> = 2, odnosno, rjesavanje te diofantske jednadZbe.
Prije rjeSenja te diofantske jednadZzbe, pokazimo sljedeci korolar.

Korolar 2.1.1. U svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojki (a, b, c) tocno jedan od brojeva a i
b je neparan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka su a i b parni brojevi. Onda a 1 b nisu relativno
prosti, te imaju barem jednog zajednickog djelitelja, broj 2. To je kontradikcija jer u pitanju
nije primitivna trojka.

Pretpostavimo sada da su a i b oba neparni. Tada ih moZemo napisati u obliku

a=2k+1,keN1b=2[+1,leN.

22
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Sada je

a+b*=Qk+ 1)+ Q2L+ 1)}
=4k* + 4k + 1 +4PF +41+1
=4k +k+P+1)+2.
Odnosno, a*> + b? pri dijeljenju s 4 daje ostatak 2. Medutim ¢? pri dijeljenju s 4 ne moZe
dati ostatak 2 jer ne postoji ¢ takav da je ¢> = 4m + 2, m € N. Opet dolazimo do kontradik-

cije. Zaista, u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojki (a, b, ¢) tocno jedan od brojeva a i b je
neparan. o

Teorem 2.1.2. Sve primitivne Pitagorine trojke (a, b, c) u kojima je b paran, dane su for-

mulama
2

a=m*-n*b=2mnc=m+n
gdje je m > n te su m i n relativno prosti prirodni brojevi, razlicite parnosti.

Dokaz. S bzirom da je (a, b, ¢) primitivna Pitagorina trojka, vrijedi a*> + b* = ¢?, pri ¢emu
su a, b i c relativno prosti. Izrazimo li iz te jednadZbe b, dobivamo

=t — g
odnosno, primjenom razlike kvadrata,
b* = (¢ + a)(c — a).

Broj b je paran pa ga moZemo zapisati u obliku b = 2z,z € N. Brojevi ¢ + a i ¢ — a moraju
biti iste parnosti jer je u pitanju zbroj i razlika istih brojeva c i a. Kad bi oba bila neparna,
onda bi i umnoZak (¢ + a)(c — a) bio neparan, §to nije moguce jer je b* paran (kao kvadrat
parnog broja). Dakle, ¢ + a 1 ¢ — a su parni pa postoje prirodni brojevi x 1y takvi da je

c+a=2x1c—a=2y.
Uvrstimo b = 2¢,c+a = 2xic—a = 2yub* = (¢ + a)(c — a) pa dobivamo:
(22)* = 2x- 2y
47% = 4xy.
Dijeljenjem jednadzbe brojem 4 dobivamo:

= xy.

RijeSimo sada sustav
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c+a=2x
c—a=2y.
Zbrajanjem jednadzbi dobivamo 2¢ = 2x + 2y pa dijeljenjem brojem 2 slijedi
c=x+Yy.
Uvrstimo dobiveni ¢ u jednadzbu ¢ + a = 2x pa slijedi
X+y+a=2x,
odnosno
a=x-y.

S obzirom da su a i b relativno prosti jer je (a, b, ¢) primitivna Pitagorina trojka, onda i x i
y moraju biti relativno prosti. Uz to je z> = xy pa postoje prirodni, relativno prosti brojevi
min takvi da je x = m? iy = n%. UvrStavanjem u z> = xy slijedi

Kako su z, m i n prirodni brojevi, korijenovanjem dobivamo
I=m-n.

UvrStavanjem u b = 2z dobivamo b = 2mn. Takoder, a = x —yic = x + y, odnosno

a =m?—n*ic=m?>+ n®. Dakle, dobili smo

a=m*-n* b=2mn, c=m*+n.

S obzirom da je po pretpostavci teorema b paran, prema prethodnom korolaru, a i ¢ moraju
biti neparni jer u protivhom nisu relativno prosti s b ve¢ imaju zajednickog djelitelja 2.
Nadalje, kad bi m i n bili iste parnosti, onda bi @ = m?> — n? bio paran, a ve¢ smo pokazali
da je neparan. Dakle, m i n razliCite su parnosti. Lako se provjerava da brojevi

a=m*—-n* b=2mn, c =m*+n’

zaista zadovoljavaju jednadZbu a® + b*> = ¢?, odnosno da su oni Pitagorine trojke. Provjeru
vr$imo uvrStavanjem:
a* +b* = (m2 - n2)2 + 2mn)?
=m* = 2m’n® + n* + 4m*n?
m* + 2m*n* + n*
(m2 + n2)2

c?.
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Preostalo je joS provjeriti da su a i ¢ relativno prosti. Pretpostavimo suprotno, da a i ¢ nisu
relativno prosti. Tada postoji d > 1 kojim su a i ¢ djeljivi. Ve¢ smo zakljucilidasuaic
neparni pa i d mora biti neparan. S obzirom da su a i ¢ djeljivi brojem d, njihov zbroj i
njihova razlika takoder je djeljiva brojem d. Dakle, imamo

d|a-+c,

odnosno, uvritavanjem a = m*> — n? i c = m* + n?

d|m*—n*+m?>-n?
d|2m’.

Analogno, uvrStavanjem a = m*> —n?ic = m*> + n* ud | ¢ — a dobivamo

d|m*+n*—m*-n®
d|m?* +n*—m?+n?
d|2n’.

Kako je d neparan, d | 2m? i d | 2n? je u kontradikciji s pretpostavkom da su 72 i n (pa time
i m? i n?) relativno prosti. Time smo dokazali sve tvrdnje teorema. O

Pronalaskom jedne primitivne Pitagorine trojke
(m? = n?, 2mn, m* + n?),

mnoZenjem proizvoljnim prirodnim brojevima ve¢im od 1, dobivamo beskonac¢no mnogo
Pitagorinih trojki. MoZemo zakljuciti da su sve Pitagorine trojke dane identitetom

[dm> = 2] + @dmn)? = [dom® + )| .d € .

2.2 Ravnina

Vrlo je jednostavno pokazati kako Pitagorin poucak nece vrijediti za trokut koji nije pra-
vokutan, odnosno da zbroj kvadrata nad kra¢im stranicama nije jednak kvadratu nad naj-
duljom stranicom. Medutim, promatramo li pravokutni trokut 1 neke druge likove konstru-
irane nad njegovim stranicama, nai¢i ¢emo na brojne analogone Pitagorinog poucka.

Teorem 2.2.1. Ako nad stranicama pravokutnog trokuta konstruiramo jednakostranicne
trokute, onda je povrsina trokuta nad hipotenuzom jednaka zbroju povrsina trokuta nad
katetama.
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Slika 2.1: Analogija na jednakostrani¢ne trokute nad stranicama

Dokaz. S obzirom na to da je trokut pravokutan, za duljine njegovih stranice vrijedi:

a’ +b* =

Pomnozimo li tu jednakost sa ﬁ, dobit ¢emo

V3, V3, V3,
4 4 4

Povrsina jednakostrani¢nog trokuta stranice duljine x ra¢una se po formuli

V3
P=—"x
1 X
pa je dobivenom jednakoS¢u 2.1 zapravo pokazano da je zbroj povrSina jednakostrani¢nih
trokuta nad katetama jednaka povrSini jednakostrani¢nog trokuta nad hipotenuzom pravo-

kutnog trokuta i time je dokazana tvrdnja teorema. O

(2.1)

Krenemo li korak dalje i promotrimo pravilne peterokute, Sesterokute ili bilo koje druge
medusodno sli¢ne (ne nuzno pravilne) likove konstruirane nad stranicama pravokutnog tro-
kuta, do¢i ¢emo do istog rezultata. Dakle, Pitagorin poucak moZemo generalizirati na bilo
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koje medusobno sli¢ne likove konstruirane nad stranicama pravokutnog trokuta. Uoc¢imo
da smo i u prethodnom teoremu zapravo promatrali sli¢ne likove nad stranicama pravo-
kutnog trokuta jer su svi jednakostrani¢ni trokuti medusobno sli¢ni. Dokazimo izreCenu
generalizaciju u sljedeCem teoremu.

Slika 2.2: Generalizacija Pitagorinog poucka

Teorem 2.2.2. Ako nad stranicama pravokutnog trokuta konstruiramo slicne likove, onda
Jje povrsina lika nad hipotenuzom jednaka zbroju povrsina likova nad katetama.

Dokaz. Neka su a 1 b duljine kateta 1 ¢ duljina hipotenuze pravokutnog trokuta. Neka
su P, i P, povrSine likova konstruiranih na katetama, a P, povrSina lika nad hipotenu-
zom 1 neka su sva tri lika medusobno slicna. Likovi nad katetom a i hipotenuzom c
medusobno su sli¢ni, s koeficijentom sli¢nosti % Takoder, likovi nad katetom & i hipo-
tenuzom ¢ medusobno su sli¢ni, s koeficijentom sli¢nosti %. Omjeri povrSina sli¢nih likova
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jednaki su kvadratu koeficijenta slicnosti. Dakle, vrijedi:

P, (a\¥ . P, (bY
=)= ()
Pa_a2 ) Pb_b2

2P "

P.
PomnoZimo li obje jednakosti s ¢? dobivamo:

P
a=-=-c*ib
P. P.
Kako je u pitanju pravokutan trokut s katetama a i b te hipotenuzom duljine ¢, za duljine
stranica vrijedi a®> + b* = ¢*. Konacno, uvrstimo izvedene izraze za a* i b* te dobivamo:
P P
_a.cz_i__b.czzcz_
P. P,
MnoZenjem jednakosti sa P. (povrSina lika nad hipotenuzom koja je sigurno pozitivna)
slijedi

Py
:—~c2

P,-c?+Py-c?=P.- ¢
a dijeljenjem s ¢* dobivamo
P,+P,=P..

Time smo dokazali tvrdnju teorema. O

Iako Pitagorin poucak ne vrijedi za trokut koji nije pravokutan, postoje generalizacije
poucka koje su primjenjive na trokutu koji nije pravokutan. Jedna od njih je djelo Trana
Quanga Huanga, vijetnamskog matematicara.

Teorem 2.2.3. Dan je siljastokutni trokut ABC i konstruirane su njegove visine s noZistima
Ay, By i Cy. Nad duzinama AB, BA, i AB, konstruirani su Jednakostranicni trokuti kao na
slici 2.3. Tada je

P(ADB) = P(ACF) + P(CBE).

Vjerojatno inspiriran prethodnom tvrdnjom Huanga, Alexander Bogomolny dokazao
je sljedece:

Teorem 2.2.4. Dan je_§iljastokutni trokut ABC i konstruirane su visine s noZistima A,, B,
i Cy. Nad duZinama AB, BA| i AB, konstruirani su kvadrati, kao na slici 2.3. Tada je

P(ADEB) = P(ACHK) + P(CBFG).
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Slika 2.3: Tlustracije teorema 2.2.31 2.2.4

Za dokazivanje ovih dvaju teorema koristit ¢emo tvrdnju:

Teorem 2.2.5. Ako tockom T izvan kruzZnice konstruiramo dva pravca koji danu kruznicu
sijeku u tockama M i N, odnosno P i Q, onda vrijedi jednakost |TM|-|TN| = |TP|-|TQ|.

Dokazimo sada teoreme 2.2.312.2.4.

Dokaz teorema 2.2.3 i 2.2.4: Nacrtajmo trokut ABC. OpiSimo kruZnice nad stranicama
BC i AC tog trokuta kao nad promjerima. Prema Talesovom teoremu o obodnom kutu
nad promjerom kruZnice slijedi da kruZnica nad promjerom BC prolazi to¢kama B, i Cy, a
kruZnica nad promjerom AC prolazi tockama A, i C;. Sada, prema Teoremu 2.2.5 slijedi

|JAC\| - |AB| = |ABy| - |AC| 1 |BCy|-|BA| = |BA,| - |BC]. (2.2)
Pokazimo da vrijedi teorem 2.2.3. Trokut ABD je jednakostrani€an pa je njegova povrsina:
V3
4
V3

= —I|AB| - |AB.
4

P(ABD) = |ABJ?
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Slika 2.4: Pomoc¢na slika za dokaz Teorema 2.2.312.2.4

Primijetimo sa slike 2.4 da vrijedi |[AB| = |AC,| + |C, B| pa slijedi:

V3
— [ABI- (AG | +]C,B))

V3 V3
TIABI |AC| + TIABl -|CyBl.

P(ABD) =

Sada iz jednakosti 2.2 dobivamo:

V3 V3
P(ABD) = —= - |AB\| - |AC| + —= - |BA)| - |BC]

Uvrstavanjem |[AC| = |AB,| + |B1C| 1 |BC| = |BA| + |AC] slijedi

V3 V3
P(ABD) = al |AB,| - (ABy| + |B,C|) + al |BAi| - (IBA| + 1A, C))
V3 1 V3 V3 1 V3
:T'|ABl|2+§'7'|A31|'|31C|+T'|BA1|2+§'T'|BA1|'|A1C|-
(2.3)

Trokuti AB; F' 1 B;CF imaju istu visinu, a s obzirom na ¢injenicu da je trokut AB; F' jedna-
kostrani€an, duljina te visine je g - |AB;|. Zbog toga je povrsina trokuta B;CF jednaka

1 V3



POGLAVLIJE 2. GENERALIZACIJA PITAGORINOG POUCKA 31

Analogno, trokuti CA{E 1 A; BE imaju istu visinu i njena duljina je g -|A1 B| pa je povrsina
trokuta CA E jednaka

1 V3
Trokuti AB| F 1 A BE su jednakostrani¢ni pa su njihove povrsine:

V3 V3

3 .
P(AB\F) = T|ABl|2 i P(A\BE) = T|BA1|2

UvrStavanjem dobivenih povrSina u 2.3 slijedi

P(ABD) = P(AB,F) + P(B,CF) + P(A, BE) + P(CA,E)
= P(ACF) + P(CBE).

Time je dokazan teorem 2.2.3.
Sli¢no dokazujemo teorem 2.2.4. ADEB je kvadrat pa je njegova povrSina

P(ADEB) = |AB)?
= |AB| - |AB.

Vrijedi |AB| = |AC4| + |C B| pa moZemo pisati

P(ADEB) = |AB| - (|ACy| +|C, B))
= |AB| - |ACi| + |AB| - |C, B|

Koristeci jednakost 2.2 dobivamo
P(ADEB) = |ABy| - |AC| + |BA4| - |BC]|. (2.4)

Vrijedi |ABy| = |B1B,| = |CH| jer je ABB,K kvadrat, a za stranicu CH pravokutnika
ACHK vrijedi |CH| = |B1B,| = |AB;|. Zbog toga za povrSinu pravokutnika ACHK vrijedi:

P(ACHK) = |AC| - |CH]
= |AC| - |ABy|.

Potpuno analogno zakljucuje se da je
P(BFGH) = |BA,| - |BC|.
UvrStavanjem dobivenih povrSina u 2.4 slijedi
P(ADEB) = P(ACHK) + P(BFGC)

Time je dokazan 1 teorem 2.2.4. m|
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Jo§ jedan matematicar koji se bavio poopc¢enjima Pitagorinog poucka je Pappus Alek-
sandrijski (oko 290. - 350.). Upravo on zasluZan je za jedno od najpoznatijih poopéenja
Pitagorinog poucka u ravnini.

Teorem 2.2.6. Neka je ABC bilo koji trokut. Nad proizvoljnim dvjema stranicama (primje-
rice BC i CA) konstruirajmo paralelograme BCFG i ACKL. Neka je M sjeciste pravaca
LK i FG. Paralelno s MC nacrtajmo duZine AD i BE tako da je |AD| = |BE| = |[MC|.
Na ovaj nacin je odreden paralelogram ADEB koji je povrsinom jednak zbroju povrsina
paralelograma ACKL i BFGC.

Dokaz. Neka su H i N to¢ke u kojima pravac MC sijete duzine AB i DE. Time smo
paralelogram ADEB podijelili na paralelograme ADNH i HNEB. Pokazat ¢emo da je
povrsina prvog paralelograma jednaka povrSini paralelograma ACKL, a povrSina drugoga
jednaka povrsini paralelograma BFGC.

D N E

Slika 2.5: Slika uz dokaz teorema 2.2.6

Neka AD sije¢e LK C u tocki R. Tada je P(ACKL) = P(ACMR) jer paralelogrami imaju
zajednicku stranicu AC te visine na tu stranice jednake duljine. Kako je |MC| = |AD| = |AR)|
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i paralelogrami ACMR i ADNH imaju visine na stranice AD i AR jednake duljine, a uz to,
njihove nasuprotne stranice pripadaju medusobno paralelnim pravcima. Dakle, imaju i
jednake povrSine pa vrijedi

P(ADNH) = P(ACMR) = P(ACKL).

Neka BE sije¢e FG u tocki S. Tada je P(BFGC) = P(BS MC) jer paralelogrami imaju
zajedni¢ku stranicu BC te imaju visine na stranicu BC jednake duljine. S obzirom da
IMC| = |BE| = |BS| i paralelogrami BS MC 1 HNEB imaju visine jednake duljine nad
stranicama BS i BE, a uz to im nasuprotne stranice pripadaju medusobno paralelnim stra-
nicama, onda imaju i jednake povrSine, Dakle, vrijedi

P(HNEB) = P(BSMC) = P(BFGC).
Sada ocito slijedi

P(ADEB) = P(ADNH) + P(HNEB)
= P(ACKL) + P(BFGC).

O

Jos$ jedan zanimljiv primjer poopcenja Pitagorinog poucka u ravnini je poucak o kosi-
nusu. Zapravo je Pitagorin poucak poseban slu¢aj poucka o kosinusu. Iskazimo i dokazimo
taj poucak:

Teorem 2.2.7 (Poucak o kosinusu). Ako su a, b i ¢ duljine stranica trokuta te o, iy redom
kutovi nasuprot stranica a, b i ¢, onda je

a> = b> +c¢* = 2bccosa

b* = a* + ¢* — 2accosf

c* =a* +b* —2abcosy.

Dokaz. Dovoljno je dokazati samo prvu jednakost jer se sve ostale dokazuju potpuno ana-
logno. Promatramo tri slucaja:

Slucaj 1: pretpostavimo da je « Siljasti kut (lijeva slika na 2.6):

Iz vrha C nacrtajmo visinu na stranicu AB i ozna¢imo njeno noZiste s D. Trokuti ADC i
CDB su pravokutni pa za duljine njihovih stranica vrijedi

2

P*=x*+v2 i a*=v'+(c—x)7,

odnosno

VvV =b'—x* i vi=d*—(c—-x)?
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Slika 2.6: Slika uz dokaz Poucka o kosinusu

Izjednatavanjem izraza za v> dobivamo:

b= x* =a* = (c - x)*

a’ =b*+c* - 2cx.

U pravokutnom trokutu ADC Kkoristeci trigonometriju pravokutnog trokuta dobivamo

Uvrstimo x u jednakost a®> = b + ¢*> — 2cx i dobivamo

a’> = b* + ¢* - 2bccos a,

Sto smo trebali pokazati.

Slucaj 2: pretpostavimo da je « pravi kut:

Tada je trokut ABC pravokutan s pravim kutom pri vrhu A pa vrijedi a> = b*> + ¢%. Kako je
a = 90° vrijedi da je cosa = 0 pa je

a* = b* + c* - 2bccos a.

Slucaj 3: pretpostavimo da je « tupi kut (desna slika na 2.6):

Nacrtajmo visinu iz vrha C i ozna¢imo njeno noziste s D. Trokuti CDA i BCD su pravo-
kutni pa za duljine njihovih stranica vrijedi

2_ 2, 2 2 _ 2 2
b*=vi+x"1a =v.+(c+x),

odnosno,

vV=b-x*ivi=a"—(c+x)7”
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IzjednaCavanjem izraza za v> dobivamo:

b* = x> =a* - (c + x)*

a’ = b* + % + 2cx.

U pravokutnom trokutu ACD koristeci trigonometriju pravokutnog trokuta dobivamo

cos(180° — @) = %.

Primjenom redukcijske formule za kosinus, cos(180° — @) = —cos a slijedi
X
—cosa = —.
b

MnoZenjem jednakosti s b dobivamo
x=-b-cosa,
a uvrStavanjem u jednakost a® = b* + ¢* + 2cx slijedi
2

a’ = b* + ¢ = 2bccos a,

Sto smo htjeli pokazati.

2.3 'Trodimenzionalni prostor

35

Mnogi poucci geometrije ravnine, pa tako i Pitagorin poucak, imaju svoja poopcenja u
geometriji prostora. Ona su utemeljena na usporedbi odgovarajucih objekata u ravnini i
prostoru. Tako je, primjerice, sfera analogna kruZnici, kocka kvadratu, a tetraedar trokutu.
Usporedimo pravokutnik i kvadar. Spajanjem nesusjednih vrhova pravokutnika Cije su
stranice duljina a 1 b dobivamo dijagonalu duljine d pa prema Pitagorinom poucku vrijedi

d* = a* + b*.

PokuSamo 1i sli¢an postupak na kvadru i promotrimo prostornu dijagonalu kvadra, dobi-

vamo svojevrsnu generalizaciju Pitagorinog poucka:

Teorem 2.3.1. Neka je ABCDEF trostrana prizma dobivena dijagonalnim presjekom kva-
dra i neka je |CA| = a, |BC| = ¢, |CF| = ¢, |AB| = d, i |AE| = d. Tada vrijedi

& =a*+b*+
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Slika 2.7: Trostrana prizma dobivena dijagonalnim presjekom kvadra

Dokaz. Promotrimo sliku 2.7. Stranice kvadra su pravokutnici pa je trokut ABC, kao dio
stranice kvadra, pravokutan. Zbog toga za duljine njegovih stranice vrijedi

d? = a* + b’ (2.5)

Trokut ABE takoder je pravokutan s pravim kutom u vrhu kvadra B i hipotenuzom duljine
d pa za duljine njegovih stranica vrijedi

d*=c*+d. (2.6)
Uvrstavanjem 2.5 u 2.6 dobivamo
&> =a* + b* +
Sto smo 1 trebali pokazati. O

Ve¢ smo zakljudili da je tetraedar prostorni analogon trokuta. Specijalizirajmo situaciju
na pravokutni trokut. Naime, pravokutni trokut moZemo dobiti odsijecanjem od kvadrata
pravcem tako da taj pravac zahvaca dvije susjedne stranice kvadrata. Uzmemo li kocku i
presijeCemo je ravninom koja prolazi trima tockama na bridovima koji se sastaju u jednom
vrhu kocke, u pitanju je postupak analogan onome prethodno opisanom u ravnini. Od
kocke dobivamo tetraedar koji moZemo nazvati pravokutnim jer su njegove tri stranice
pravokutni trokuti ¢iji se pravi kutovi sastaju u istom vrhu. Zajednicki vrh tim stranama je
vrh kocke pri kojem su sva tri kuta prava. Taj je tetraedar prostorno analogan pravokutnom
trokutu. Za povrsine Cetiriju strana pravokutnog tetraedra vrijedi sljedeci teorem:
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Teorem 2.3.2. Neka je OABC tetraedar kojemu su plosni kutovi kod vrha O pravi. Tada je
kvadrat povrsine strane nasuprot vrha O jednak zbroju kvadrata povrsina preostalih triju
stranica:

P*(ABC) = P*>(OAB) + P*(OBC) + P*(OAC).

Slika 2.8: Pravokutni tetraedar

Dokaz. Neka su duljine bridova koji izlaze iz vrha O redom a, b i ¢, a ostalje duljine
bridova ozna¢imo s p, g i r. Neka je v, visina trokuta ABC iz vrha C, a v visina trokuta
OAB iz vrha O na stranicu AB. Vrijedi

P(ABC) = %pvl.
Kvadriranjem pa mnoZenjem jednakosti brojem 4 dobivamo
4 - P*(ABC) = p*v}.
Za duljine stranica vy, v i ¢ vrijedi vi = v* + ¢ paje

4 - P*(ABC) = p*(v* + %)

— p2v2 +p2C2.
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Trokut OAB je pravokutan pa za duljine njegovih stranica vrijedi p* = a® + b*. Uvrstimo
p*u4- P2(ABC) pa dobivamo:
4 - P*(ABC) = p*V* + (a* + b*)?
= p"V? +a*c® + b*c?
= (pv)* + (ac)* + (bc)?
=4.P*(OAB) + 4 - PP(OAC) + 4 - P>(OBC).

Iz dobivene jednakosti o€ito vrijedi
P*(ABC) = P*(OAB) + P*(OAC) + P*(OBC).
O

Osim generalizacije na pravokutni tetraedar, Pitagorin pou¢ak mozemo generalizirati
na jos$ jedan tip tetraedra.

Teorem 2.3.3. Neka je ABCD tetraedar kojemu su bridovi AC, BC i BD u parovima oko-
miti. Ako su Py, Pg, Pc i Pp redom povrsine strana tetraedra nasuprot vrhova A, B, C i D,
onda vrijedi

Pi - P-+ Py —P; =0.

b C

Slika 2.9: Tetraedar
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Dokaz. Neka je |AC| = a, |BC| = b, |BD| =v,|AB| =c,|CD| =di|AD| = f. Trokuti ABC
1 ACD su pravokutni s pravim kutovima pri vrhu C, a trokuti ABD i CBD su pravokutni s
pravim kutovima pri vrhu B. Dakle, za duljine njihovih stranica vrijedi

A =a®+ b

P=d+d
2= 2
d*=v+ b
Odredimo P3, P;, P%1 P3:
1V o1
P = Ebv) = 7
1\
P%, = Ead) = Za2d2
1\
P. = ECV) = é—tczv2
1V
P} = Eab) = 4a2b2.
Sada je
P:-PL+Pi-P = lbzv2 — lczv2 + 1azdz - 1c12b2
A C B D 4 4 4 4 *
S obzirom da je d> = v* + b? i ¢® = a* + b?, vrijedi
> o 2 Lo 1oy gy Ly s s Loy
Py, —P.+Py—Pp==bVv—=(@+bWw +-a(v+b")—--ab
4 4 4 4
1 1 1 1 1 1
= szvz - L—Lazv2 - szvz + A—ta2v2 + L—Lazb2 - Zazbz.

Odnosno,
Pi - Pz + P;— P} =0,

a to smo trebali pokazati. O



Poglavlje 3

Pitagorin poucak u nastavi matematike

Svakom obrazovnom programu cilj je razviti kompetencije. Kompetencija podrazumi-
jeva dinamicku kombinaciju kognitivnih i metakognitivnih vjeStina, znanja i razumijeva-
nja, meduljudskih i prakti¢nih vjeStina te etickih vrijednosti. Razlikujemo genericke kom-
petencije (prenosive u razlicita podrucja djelovanja) te podru¢no specificne kompetencije
(svojstvene odredenoj disciplini ili struci).

Matematicka kompetencija je sposobnost razvoja i primjene matemati¢kog misljenja 1
uvida kako bi se rijeSio niz problema u svakodnevnim situacijama. Zasnovana je na ¢vrstoj
ovladanosti raCunanjem (tzv. numerickoj pismenosti), a naglasak je na procesu i aktiv-
nosti, kao i na znanju. Matematicka kompetencija ukljucuje, na razli¢itim stupnjevima,
sposobnost i spremnost za koristenje matematickih nacina misljenja i prikazivanja (formu-
lama, modelima, konstrukcijama, grafovima, grafikonima itd.). Suvremena nastava ma-
tematike orijentirana je ucenicima. U srediSte zbivanja stavlja uCenike koji planiranim i
organiziranim aktivnostima rade matematiku. Zadaca je nastavnika stvoriti okruZje u ko-
jem se ucenike potiCe na istrazivanje i primjenu matematickih ideja i koncepata te suradnju
i ucenje jednih od drugih.

Prema Kurikulumu za nastavni predmet matematike za osnovne Skole i gimnazije u Repu-
blici Hrvatskoj, Pitagorin poucak smjeSten je u 8. razred osnovne Skole. Osim iskaza Pi-
tagorinog poucka njegovog obrata te primjene na pravokutni trokut, istraZuje se i primjena
Pitagorinog poucka na kvadratu, pravokutniku, jednakostrani¢nom i jednakokra¢nom tro-
kutu te rombu. Pritom se naglasak stavlja na ucenicko logicko razmisljanje i sposobnost
analize problema umjesto na tehniku racunanja.

Sljedece su aktivnosti neki od primjera istraZzivanja Pitagorinog poucka s uenicima u nas-
tavi matematike.
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Aktivnost: Otkrivanje Pitagorinog poucka

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e, radom u CetveroClanim skupinama, otkriti Pitagorin poucak.
Za zadane trokute ucenici trebaju prvo ustanoviti da su trokuti pravokutni, a potom im
mjeriti duljine njihovih stranici, popuniti tablicu s dobivenim vrijednostima i doc¢i do za-

kljucka. Trokuti na slici 3.1 su smanjeni, ali omjeri stranica ostali su ocuvani.

Zadatak 1: Promotrite zadane trokute na slikama. Kakvi su trokuti s obzirom na ku-

\F//\

Slika 3.1: Zadani pravokutni trokuti

Zadatak 2: Mjerenjem stranica trokuta pomocu ravnala, ispunite sljedecu tablicu.

trokut AABC| ADEF| AGHI | AJKL | AMNO| APQOR

duljina krace katete (cm)

duljina duZe katete (cm)

duljina hipotenuze (cm)

povriina kvadrata nad kra¢éom katetom (cm?)

povrsina kvadrata nad duZzom katetom (cm?)

povrsina kvadrata nad hipotenuzom (cm?)
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Zadatak 3: Sto ste primijetili? Zapisite svoja opaZanja.

RjeSenja i diskusija:
Zadatak 1: S obzirom na kutove, svi zadani trokuti su pravokutni.

Zadatak 2:
trokut AABC| ADEF| AGHI | AJKL | AMNO| APQOR
duljina krace katete (cm) 3 2.5 3.5 10 4.5 4
duljina duZe katete (cm) 4 6 12 105 |6 7.5
duljina hipotenuze (cm) 5 6.5 125 | 145 |75 8.5
povrsina kvadrata nad kra¢om katetom (cm?) | 9 6.25 12.25 | 100 20.25 | 16
povriina kvadrata nad duZom katetom (cm?) | 16 36 144 110.25| 36 56.25
povrsina kvadrata nad hipotenuzom (cm?) 25 42.25 | 156.25| 210.25| 56.25 | 72.25

Zadatak 3: Zbroj vrijednosti iz 5. i 6. retka tablice podudara se s vrijednostima iz po-
sljednjeg retka, odnosno povrsina kvadrata nad hipotenuzom jednaka je zbroju povrsina
kvadrata nad katetama.

Razrednom diskusijom provjeravamo rjeSenja zadataka i sluSamo ucenicke zakljucke. U-
¢enici metodom pokuSaja i promasaja uoce da se zbroj vrijednosti iz 5. 1 6. retka tablice
podudara se s vrijednostima iz posljednjeg retka, a s obzirom na to da su istraZivali samo
pravokutne trokute, zakljuCuju da za svaki pravokutan trokut vrijedi da je povrSina kvadrata
nad hipotenuzom jednaka zbroju povrsina kvadrata nad katetama, Sto je tvrdnja Pitagori-
nog poucka.

Prije otkrivanja obrata Pitagorinog poucka, prikaZimo na jednostavnom primjeru obrat
neke istinite tvrdnje. Promotrimo tvrdnju: Ako pada kisa, onda je oblacno. Ta je tvrd-
nja ocito istinita 1 prikazana je ilustracijom na slici 3.2.
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Slika 3.2: Tlustracija tvrdnje
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Obrat promatrane tvrdnje glasi: Ako je oblacno, onda pada kisa. Medutim, ta tvrdnja nije
nuzno istinita. MoZe se dogoditi da kiSa ne pada iako je obla¢no. Dakle, obrat neke istinite
tvrdnje nije nuZno istinit.

Slika 3.3: Ilustracija obrata tvrdnje

Vratimo se na zakljuCak prve aktivnosti, odnosno Pitagorin poucak i napiSemo ga u
obliku ”ako, onda”. Tada tvrdnja Pitagorinog poucka izgleda ovako: Ako je trokut pravo-
kutan, onda je povrsina kvadrata nad hipotenuzom jednaka zbroju povrsina kvadrata nad
katetama. Tvrdnju moZemo i izre¢i simboli¢no:

Ako su a i b duljine kateta pravokutnog trokuta, a c duljina hipotenuze, 3.1
onda vrijedi ¢* = a* + b*. '

Prethodnom aktivnoSéu uvjerili smo se da je ta tvrdnja istinita, a sljedeCom ucenici is-
traZuju njen obrat.

Aktivnost: Obrat Pitagorinog poucka

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce, u SeteroClanim skupinama, otkriti obrat Pitagorinog poucka.

U Najprije za zadane trokute sa zadanim duljinama stranica ispunjavaju tablicu. Potom
konstruiraju zadane trokute, popunjavaju drugu tablicu i iznose zakljucke.

Zadatak 1: Za zadane trokute ispunite tablicu.
AABC: 2 cm, 3 cm, 3 cm;

ADEF: 4 cm, 3 cm, 5 cm;

AGHI: 6 cm, 5 cm, 2 cm;

AJKL: 4.5 cm, 7.5 cm, 6 cm;

AMNO: 3 cm, 5 cm, 7 cm;

APQR: 8.5 cm, 4 cm, 7.5 cm.
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trokut

AABC

ADEF

AGHI

AJKL

AMNO

APOR

duljina najkrace stranice a (cm)

duljina srednje stranice b (cm)

duljina najduze stranice ¢ (cm)

a2

b2

C2

a + b?

Zadatak 2: Promotrite posljednja dva retka tablice 1 zapiSi opaZanja.

Zadatak 3: Konstruirajte zadane trokute.

Zadatak 4: Koristeci konstruirane trokute i tablicu iz zadatka 2, ispunite tablicu:

trokut | ¢? a* + b* | veli¢ine unutarnjih kutova

vrsta (s obzirom na kutove)

AABC

ADEF

AGHI

AJKL

AMNO

APOR

Zadatak 5: Sto primjecujete?

RjeSenja i diskusija:
Zadatak 1:

trokut

AABC

AJKL

APOR

duljina najkrace stranice a (cm)

4.5

duljina srednje stranice b (cm)

6

7.5

duljina najduZze stranice ¢ (cm)

7.5

8.5

Cl2

20.25

16

b2

36

56.25

CZ

56.25

72.25

a* + b?

=0 O & W Wb

3

56.25

72.25

Zadatak 2: Za trokute DEF, JKL i POR posljednja dva retka tablice jednaka su.
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Zadatak 3:

Slika 3.4: Primjer konstruiranih trokuta
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Zadatak 4:
trokut | ¢? a’* + b* | veli¢ine unutarnjih kutova | vrsta (s obzirom na kutove)
AABC |9 13 38°,71°171° Siljastokutni
ADEF | 25 25 90°, 53°137° pravokutni
AGHI | 36 29 18°,51°1111° tupokutni
AJKL | 56.25 | 56.25 90°, 37°153° pravokutni
AMNO | 49 34 38°,22°1 120° tupokutni
APQR | 72.25| 72.25 90°, 28°1 62° pravokutni

Zadatak 5: Trokuti DEF, JKL i PQOR, za Cije stranice vrijedi ¢t = a* + b pri cemu
je ¢ najdulja stranica trokuta, su pravokutni.

Diskusijom provjeravamo ucenicka rjeSenja i zakljucke. Ucenici su ispunjavanjem tablice

u 2. zadatku uodili da postoje trokuti za &ije stranice vrijedi ¢* = a®> + b>. Konstrukcijom

svih trokuta 1 mjerenjem unutarnjih kutova pomoc¢u kutomjera, ustanovili su da su trokuti
za koje vrijedi jednakost pravokutni. Drugim rije€ima, vrijedi tvrdnja: Ako za stranice a,
b i c nekog trokuta vrijedi ¢* = a* + b%, pri emu je ¢ duljina najduZe stranice tog trokuta,
onda je taj trokut pravokutan s katetama duljina a i b te hipotenuzom duljine c. Prisjetimo
li se tvrdnje Pitagorinog poucka 3.1, uocavamo da je zakljucak ove aktivnosti upravo obrat
Pitagorinog poucka.
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Ve¢ smo spominjali tzv. mozaicke dokaze Pitagorinog poucka i jedan smo dokazali. U
sljedecoj aktivnosti koristimo ih kako bismo zorno prikazali tvrdnju Pitagorinog poucka.

Aktivnost: Razrezi i preslozi!

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce, radeéi u parovima, otkrivati tvrdnju Pitagorinog poucka.

Prikazat ¢emo primjere dvaju mozaika. Opisat ¢emo kako su nastali, a dokaz sukladnosti
istaknutih likova ne¢emo dokazivati jer je u ovom dijelu naglasak na aktivnosti za ucenike.

Mozaik 1

OpisSimo za pocetak kako je nastao mozaik na slici na 3.5. Neka je trokut ABC pravoku-
tan s pravim kutom pri vrhu C. Neka je ADEB kvadrat nad hipotenuzom, ACJK kvadrat
nad kracom katetom te BCFG kvadrat nad duljom katetom. Neka je N noZiSte visine

iz vrha C na stranicu AB. Translatirajmo kvadrat ACJK za vektor J_])V . Time dobivamo
kvadrat NLMO unutar kvadrata nad hipotenuzom. ProduZimo li stranice NO i OM re-
dom do stranica BE i DE, kvadrat nad hipotenuzom podijelili smo na jedan kvadrat, dva
pravokutna trokuta te dva Cetverokuta. Nadalje, produZimo stranicu BE i konstruirajmo
paralelu to¢kom C sa stranicom AB. Time smo kvadrat nad duljom katetom podijelili na
dva Cetverokuta i dva pravokutna trokuta. Tako nastaje mozaik na slici na 3.5.

Zadatak: Razrezite likove unutar kvadrata nad hipotenuzom i presloZite ih u kvadrate
nad katetama.

E

Slika 3.5: Mozaik 1 - zadatak
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RjeSenje i diskusija:

Slika 3.6: Mozaik 1 - rjeSenje

Izrezivanjem likove na koje je podjeljen kvadrat nad hipotenuzom, ucenici uocavaju da
svaki od njih ima sukladnog para unutar jednog od kvadrata nad katetama. PresloZe sve
likove unutar kvadrata nad katetama 1 uoCavaju kako su ti kvadrati u potpunosti ispunjent,
nema praznog prostora, a niti jedan od likova nije ostao neiskoriSten, odnosno, dobivaju si-
tuaciju prikazanu na slici 3.6. 1z toga zakljucuju da je povrSina kvadrata nad hipotenuzom
pravokutnog trokuta jednaka zbroju kvadrata nad njegovim katetama, $to je upravo tvrdnja
Pitagorinog poucka.

Mozaik 2:

OpisSimo kako je nastao mozaik sa slike 3.7. Neka je trokut ABC pravokutan s pravim
kutom pri vrhu C. Neka je ADEB kvadrat nad hipotenuzom, a ACJK i BCGF kvadrati
nad katetama. Kvadratima BCGF i ACKJ nacrtajmo dijagonale CF i CK. Stranicu EB
produzimo do dijagonale CF i tockom G nacrtajmo paralelu sa stranicom EB do dijagonale
CF. Time smo kvadrat BCGF podijelili na &etiri trokuta, odnosno, dva para medusobno
sukladnih trokuta. Analogno, stranicu AD produZimo do dijagonale CK i to¢kom J nacr-
tajmo paralelu sa stranicom AD do dijagonale CK. Time smo i kvadrat ACKJ podijelili na
dva para medusobno sukladnih likova. Na taj nac¢in dobili smo lijevu sliku 3.7.

Pristup razmjestaja likova ovog mozaika malo je otvoreniji. Ovog puta kvadrati nad kate-
tama razdjeljeni su na opisan nacin, a kvadrat nad hipotenuzom je prazan. Ucenici razreZu
oznacene likove te metodom pokuSaja i promasaja pokuSavaju sve likove smjestiti u kva-
drat nad hipotenuzom.

Zadatak: Razrezite zadani mozaik (slika 3.7) te dobivene likove presloZite u kvadrat nad
hipotenuzom.
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Slika 3.7: Mozaik 2 - zadatak

RjeSenje i diskusija: Promatramo ucenicka rjesenja. Sva su rjeSenja ucenika sukladna, a
neka su mozda zarotirana. Jedan od primjera nalazi se na slici 3.8. Primjecuju da su svi
likovi izrezani od kvadrata nad katetama iskoriSteni i da unutar kvadrata nad hipotenuzom
nema praznog prostora. Prema uocenome zakljuCuju da je zbroj povrSina kvadrata nad
katetama pravokutnog trokuta jednak povrsini kvadrata nad hipotenuzom tog trokuta, Sto
je tvrdnja Pitagorinog poucka.

D E

Slika 3.8: Mozaik 2 - rjeSenje
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Sazetak

U ovom radu proucavali smo dobro poznat Pitagorin poucak. Poucak koji, prema nekim
matematicarima, predstavlja pocetak suvremene matematike.

U prvom dijelu istrazili smo povijest Pitagore, Pitagorejske Skole 1 Pitagorinog poucka te
prikazali neke od preko 400 dokaza. Pritom smo razmatrali razlicite pristupe dokazivanju
poucka.

U drugom dijelu proucavali smo formulu kojom su odredeni prirodni brojevi koji zado-
voljavaju Pitagorin poucak, takozvane Pitagorine trojke. Potom smo poucak generalizirali
na bilo koje medusobno sli¢ne likove nad stranicama pravokutnog trokuta, a zatim smo se
bavili joS nekim generalizacijama poucka u ravnini 1 prostoru.

Na kraju se predlaze moguca realizacija Pitagorinog poucka i njegovog obrata u nastavi
matematike.



Summary

In this thesis we studyed well known Pythagorean theorem. Theorem which, according to
some mathematicians, represents the beginning of modern mathematics.

The first part consist of the history of Pythagoras, Pythagoreanism, Pythagorean theorem
and analysis of some of over 400 proofs of the theorem. Also, we studyed different appro-
aches to prooving the theorem.

The second part beggins with the formula that determines natural numbers that satisfy Pyt-
hagorean theorem, so called Pythagorean triples. Then we generalized the theorem to any
similar figures on the sides of the right triangle and then we studyed another generalizati-
ons of the theorem in plane and in space.

The final chapter suggests the possible realisation of Pythagorean theorem while teaching
mathematics.
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