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Poglavlje 1

Uvod i motivacija

Austrijsko-kanadski matematiCar Leo Moser 1966. godine je postavio pitanje u uglednom
matematickom Casopisu Drustva za industrijsku i primijenjenu matematiku (naziv na iz-
vornom jeziku: The Society for Industrial and Applied Mathematics - SIAM) koje glasi:
Koja je najveca povrsina skupa koji se moZe kretati kroz prugu Sirine 1?

Slika 1.1: Originalna slika problema (slika preuzeta iz [13]).

Iako nije eksplicitno zadano, iz slike 1.1 vidimo da je Moser mislio na prugu u obliku
slova L, odnosno ravnu prugu koja u jednom trenutku ima rotaciju za kut od 90°. To pitanje
kasnije je postalo poznato pod nazivom Problem premjestanja kauca (eng. Moving sofa
problem), gdje se dana pruga zamisljala kao hodnik (eng. hallway), a traZeni skup kao kauc
(eng. sofa).

Ovaj naizgled jednostavan problem pokazao se znatno sloZeniji nego Sto se ocekivalo,
pa je time privukao i veliku pozornost u primijenjenoj matematici i raCunalnoj geometriji.
O njegovoj sloZenosti najvise nam govori Cinjenica da joS uvijek nije formalno rijeSen.
Cilj ovog diplomskog rada je pruziti dublji uvid u razli¢ite aspekte i metode rjeSavanja
ovog problema, s naglaskom na teoretskim pristupima.

Za pocetak, razmotrit ¢emo prve pokuSaje rjeSavanja problema, s fokusom na defini-
ranje najvece moguce povrsine koja moze proci kroz hodnik te na Hammersleyev model
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kauca, koji smatramo prvim pravim kandidatom za rjeSenje. Ovi rani pristupi pruZaju nam
uvid u ograni¢enja i moguénosti problematike.

Zatim ¢emo se posvetiti Gerverovom modelu kauca koji je postavio novi standard u
razumijevanju ovog problema. Naime, Joseph Gerver je u svom radu On moving a sofa
around a corner [3] 1992. predstavio oblik kauca koji 1 danas smatramo najboljim. Njegov
pristup bit ¢e analiziran i objaSnjen.

Preostala poglavlja fokusirat ¢e se na recentne pokusaje rjeSavanja, pri cemu poseban
naglasak stavljamo na doprinos Dana Romika. Predstavit ¢emo njegov rad, Differential
equations and exact solutions in the moving sofa problem [11], u kojem je poopc¢io Gerve-
rovo rjeSenje. Takoder ¢emo analizirati ambideksterni problem pomicanja kauca kao jednu
od inacica originalnog problema, te ¢emo razmotriti Romikovog kandidata za rjeSenje koji
je predstavio u istom radu.

Rad je proZet s viSe ilustracija koje su ili preuzete iz izvornih referenci ili napravljene
u programu Geogebra. Za numercko raCunanje koristen je program MATLAB.



Poglavlje 2
PokusSaji rjesavanja

Krenimo redom od najjednostavnijih oblika. Prvi oblik kauca koji sigurno moze proci kroz
hodnik Sirine 1 je kvadrat duljine stranice a = 1.

(a) Kauc (b) Pomicanje kauca

Slika 2.1: Kauc u obliku kvadrata.

Njegova povrSina iznosi
2
Pryagras = a” = 1.

Moze 1i bolje? Sljedeci jednostavniji moguci oblik kauca je polukrug radijusa 1.
Po formuli za povrSinu kruga imamo:

Pirug = rr= T,

odnosno za polukrug

T

Ppolukrug = ~ 1.570796.

0|

Vidimo da smo uspjes$no povecali povrSinu.
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(a) Kauc (b) Pomicanje kauca

Slika 2.2: Kauc u obliku polukruga.

Iako je konstrukcija kauca u obliku polukruga relativno jednostavna, ovaj dizajn je
znatno zanimljiviji od kvadratnog kauca zbog sloZenijeg nacina prolaska kroz kut hodnika.
Za razliku od kvadratnog kauca koji se samo translatira, polukruzni kauc se rotira. Ova
razlika u mehanizmu kretanja inspirirala je matematicare da razmisle o dizajnu kauca koji
kombinira translaciju i rotaciju dok se krece duz pruge.

2.1 Najveca moguca povrsSina kauca

S obzirom na predodredenu Sirinu hodnika za pretpostaviti je da ¢e 1 povrSina kauca biti
ogranicena. Postoji, dakle, najve¢i moguci kau¢ koji moze pro¢i kroz zadani hodnik.
Kvadrat ¢ija je duljina stranice 1 predstavlja najveéi kvadrat koji moze pro¢i kroz hod-
nik Sirine 1. Znacajno je napomenuti da ga nije moguce rotirati, ve¢ samo translatirati duz
hodnika, Sto ga Cini jedinim geometrijskim oblikom s takvim svojstvom te ¢e se daljnji
pokusSaji rjeSavanja temeljiti na oblicima koji kroz hodnik prolaze translacijom i rotacijom.

Najveci pravokutnik

Jedini¢ni kvadrat takoder moZe posluZiti kao osnova za konstrukciju najveceg pravokutnika
koji moZe prolaziti hodnikom. Rastavimo kvadrat na Cetiri sukladna pravokutna trokuta,
oznacimo ih razli€ito radi raspoznavanja. U ovom slucaju dva svjetlosiva i dva tamnosiva
(slika 2.3). Katete sva Cetiri trokuta iznose g, a hipotenuze 1. Preslozimo trokute tako da
spojimo hipotenuze. Duljina nastalog pravokutnika odgovara zbroju dviju kateta trokuta,

odnosno V2, a §irina je jednaka jednoj kateti, odnosno V2

~-- To je ujedno i najveci pravo-
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Slika 2.3: Dimenzije najveceg pravokutnika.

kutnik koji se moZe rotirati za 90° unutar hodnika Sirine 1 i njegova je povrSina jednaka
povrsini jedini¢nog kvadrata.

Regija najvece povrsine

James D. Sebastian [13] svoj je odgovor na problem dao tako $to je dokazao da je gor-
nja granica najveée moguce povrine kauca 2 V2. To je napravio na nadin da je najprije
postavio blage restrikcije na klasu dopustenih kauceva, a zatim iz njih izvukao potrebne
zakljucke. Te restrikcije su bile sljedece:

1. kau¢ ima os simetrije
2. kada kauc nije u kutu, simetrija moZe biti okomita na smjer hodnika
3. kako se kauc krece oko ugla, simetrija kauca podudara se sa simetralom kuta

Posljedica prvog 1 drugog uvjeta je da kau¢ ima maksimalnu Sirinu u smjeru osi simetrije.
Uzimajuéi u obzir i treéi uvjet vidimo da kau¢ mora u potpunosti lezati unutar presjeka
hodnika i jedini¢ne pruge okomite na simetralu kuta. Kada se kau€ nalazi unutar presjeka,
okomicu, odnosno najvecu udaljenost izmedu vrha kuta hodnika 1 kau¢a oznatavamo s
d. Da bi presjek bio neprazan mora vrijediti 0 < d < V2, odnosno mora biti manji od
dijagonale jedini¢nog kvadrata.

Razmotrimo situaciju kada je kauc rotiran za 45° u odnosu na kut hodnika. Da bi stao
u ravni dio hodnika, kau¢ se mora nalaziti i unutar osjen¢anog podrucja koji predstavlja
presjek izmedu zadanog hodnika i ravnog hodnika Sirine 1 (oznacenog ravnim iscrtkanim
linijama na ilustracijama u nastavku).
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Sa d, dakle, ozna¢imo udaljenost izmedu vrha kuta hodnika 1 dijela kauca koji stane
u ravni hodnik. Pomoéu d moZemo parametrizirati razliite poloZaje kauca u odnosu na
hodnik.

Sada ¢emo izracunati koja je najveca moguéa povrsina kauca. Za pocetak definirajmo
trokut kuta hodnika kao dio hodnika omeden kracima i okomicom simetrale unutarnjeg
kuta hodnika.

Slika 2.4: Trokut kuta hodnika.

Primijetimo da je visina trokuta kuta hodnika jednaka dijagonali jedini¢nog kvadrata 1
iznosi V2. Sto se ti¢e odnosa izmedu kauca i trokuta kuta hodnika imamo dvije moguénosti:

1. Kauc stane u trokut kuta hodnika
To vrijedi kadaje 0 <d < V2 — 1.

Slika 2.5

Na ilustraciji vidimo da imamo dva sukladna jednakokraCna trokuta sa osnovicama
redom 2d 12d + 21 visinama d i d + 1. Sve veliCine dobivamo direktno iz konstrukcije.
PovrSina manjeg, bijelog trokuta iznosi

2d-d

Ptl(d) = T = dz,
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a povrsina veceg trokuta koji se sastoji od manjeg trokuta i osjen¢anog dijela iznosi

Qd+2)d+1) _
. -

P, (d) = d*+2d + 1.

Oduzimanjem tih dviju povrSina dobivamo povrSinu kauca. Ona je jednaka

P(d):Ptz_Ptl
=d>+2d+1-d°
=2d+ 1.

Dakle,
Pd)y=2d+1, 0<d< V2-1.

Funkcija postiZe svoj maksimum za d = V2 — 1, stoga najve¢a moguéa povrsina kauc¢a koji
stane u kut hodnika iznosi:

P(d) =2V2 -1 ~ 1.828427.

2. Kauc¢ ne stane u trokut kuta hodnika
To vrijedi kadaje V2—-1<d < V2.

Slika 2.6

Primijetimo da je povrSina trokuta iznad ruzi€aste linije jednaka

2V2-(V2-d+d) av3. 3

P,(d) = 2 2

2.

Povrsina bijelog trokuta jednaka je

2d -d
P, (d) = —— = d*.
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I naposljetku, povrSina svakog paralelograma ispod ruZi€aste linije iznosi
P,(d) = (1 - \/§+d) V2=V2-2+ V2d.
Sada moZemo izracunati povrSinu kauca na sljedeéi nacin

P(d):Ptl_Pt2+2PP
:2—d2+2(\/§—2+ \/Ed)
=2V2-2+2V2d - 4>

Funkcija postize svoj maksimum za d = V2, stoga najve¢a moguca povriina kauca koji
stane u kut hodnika iznosi:

P(d) = 2V2 ~ 2.828427.

Primijetimo da bi se za d > V2 kau¢ podijelio na dva dijela prilikom prolaska kroz kut
hodnika, a to ne bi bilo prikladno rjeSenje. Kada d iznosi to¢no V2 tada je kau¢ u sredini
jos uvijek povezan beskonacno malim dijelom. Da sumiramo, maksimalna povrSina kauca
iskazana kao funkcija od d je

oy - J24+ 1 0<d<V2-1
@) = 2V2-2+42V2d-d?, V2-1<d< V2

Maksimalna povriina regije koju kau¢ moZe zauzeti iznosi 2 V2 i moZzemo ju vidjeti na
sljedecoj ilustraciji.

Slika 2.7

Primijetimo da smo ovime pokazali da najveca moguca povrSina kauca koji moze proci
kroz hodnik u obliku slova L iznosi 2 V2, no ne i da takav kau¢ eksplicitno postoji.
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2.2 Hammersleyev kauc

Prvi ozbiljniji pokusSaj rjeSavanja problema dao je John Michael Hammersley 1968. godine

[7].

On je primijetio da ako se polukrug podijeli na dva dijela, a prostor izmedu njih

ispuni pravokutnikom, dobivamo veci oblik kauca. Taj kau¢ mogao se rotirati oko kuta
pod uvjetom da se iz pravokutnika ukloni manji polukruzni dio. Vizualni prikaz takvog
kauca vidimo na sljedecoj ilustraciji.

Slika 2.8: Hammersleyev kauc.

Sada ¢emo rigoroznije definirati Hammersleyev kau€ i pokazati da on prolazi kroz
hodnik. Takoder ¢emo i odrediti njegovu povrsinu.

Definicija 2.2.1. Za R € (0, 1) odgovarajuc¢i Hammersleyev kau¢ omeden je sa sljedecih
sest krivulja

1.

6.

Kruzni luk polukruga radijusa r € [0, ] s centrom u (0, 0). Polukrug pocinje u (R, 0)
i zavrsava u (—R, 0)

DuZina izmedu tocaka (R,0) i (R + 1,0)

Kruzni luk Cetvrtine kruga s centrom u (R,0). Cetvrt kruga pocinje u Siide u 0.
Cetvrtina kruga pocinje u (R + 1,0) i zavrsava u (R, 1)

DuZina izmedu tocaka (R,1) i (—R, 1)

Kruzni luk Cetvrtine kruga s centrom u (—R, 0). Cetvrt kruga pocinje u , a zavriava
u 5. Cetvrtina kruga pocinje u (—R, 1) i zavrsava u (-R - 1,0)

DuZina izmedu to¢aka (-R — 1,0) i (=R, 0)

Gornje krivulje oznacavamo redom Hy, H,, .. ., Hg.

Vidimo da je ovdje zapravo rije¢ o familija skupova koji predstavljaju kau¢. Pokazimo
da je tako definirana krivulja dovoljno dobra i odredimo za koji R kau¢ poprima najvecu
povrsinu.
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(ﬁRal) !Lj (Rl)

1, H;

(-R-1,00 H (-R0) (0,00 (o) H2 (R+1,0)

Slika 2.9: Krivulje Hammersleyevog kauca.

Propozicija 2.2.2. Hammersleyev kauc¢ radijusa R € [0, 1] moZe se pomicati unutar hod-
nika koji sadrZi pravi kut.

Dokaz. Obzirom da imamo radijus R, sve tocke na rotacijskoj putanji su oblika R(— cos @, — sin @),
za « € [0, r]. Budu¢i da kauc pri rotaciji jedino dira gornji zid, desni zid i kut izmedu njih

za dokaz propozicije dovoljno je dokazati da su ta tri dijela kauca tangencijalna kutu 1 pri-
mijeniti Talesov teorem. Time ¢emo osigurati da prilikom rotacije ne dolazi do kolizije
izmedu kauca i hodnika.

N
" "“‘c\\
A g/zg/’\ﬁ \

T~

Slika 2.10: Rotacija Hammersleyevog kauca za 6 = « (slika preuzeta iz [14].)

Da bismo pokazali da je krivulja Hj iz definicije 2.2.1 tangencijalna na kut dovoljno je po-
kazati da je tocka O poloviste duZine AB. Koordinate to¢aka A i B su redom (—2R cos «, 0),
(0, -2Rsin@). « predstavlja kut rotacije kauca oko centra rotacije O, odnosno oko kuta
hodnika. Neka je C tocka u kojoj krivulja H3 dodiruje unutarnji kut hodnika. Tada vri-
jedi LOAC = (ACO = a jer su OA i OC radijusi polukruga s lukom AB. Analogno
i za OA. Sada po formuli za poloviste duZine imamo da su koordinate to¢ke O upravo
R(-cosa, —sina).

Preostaje nam provjeriti tangencijalnost krivulja H, i H, prethodne definicije. Budu¢i
da su te dvije krivulje simetricne dovoljno je pokazati tangencijalnost za jednu od njih.
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Krivulja H; predstavlja Cetvrt kruga radijusa 1 koji se rotira oko to¢ke A. Istovremeno se
A translatira duZ hodnika po donjem zidu. Buduéi da smo ve¢ dokazali da uvijek postoji
duzina tangencijalna kutu dovoljno je primijeniti Talesov teorem da bismo potvrdili da se
Hammersleyev kauc zaista moze kretati duz hodnika s pravim kutom. |

Povrsina Hammersleyevog kauca

Vidimo da se skup koji predstavlja kauc sastoji od dvije Cetvrtine jedinicnog kruga i pra-
vokutnika duljine 2R i Sirine 1. Medutim, da bi se kau¢ mogao rotirati oko kuta hodnika,
morali smo ukloniti polukruzni dio radijusa R iz pravokutnika. Dakle, povrSina Hammers-
leyevog kauca je oblika

Rnr n 2

n R
P—2'Z+2R'1—T—§+2R—T, R e [0,1].

Preostaje nam odrediti radijus R za koji funkcija povrSine poprima svoj maksimum.
o e v, v . . .. 2
Propozicija 2.2.3. Povrsina Hammersleyevog kauca poprima najvecu vrijednost za R = =.

Dokaz. Neka je

R’n

7,

gdje je P povrSina Hammersleyevog kauca i R € [0, 1]. Sada ¢emo izraCunati derivaciju
povrsine P po parametru R kako bismo pronasli kriticne tocke i eventualne ekstreme,

P="142R-
2

dP
=% -2_rn
dR d

Izjednac¢imo derivaciju s nulom i rjeSavamo za R,
0=2-Rn.

Dakle,

2
R=—-.
V4

PokaZimo jo$ da je rije¢ o maksimumu. Za to nam je potrebna druga derivacija pocetne
funkcije za povrSinu. Ona iznosi
P’ = —nm.

Posto je druga derivacija funkcije P negativna, to znaci da je P konkavna i da je rije€ je o
maksimumu.
Time potvrdujemo da se za R = 7% postiZze maksimum.
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Naravno, kako je P = P(R) kvadratna funkcija Ciji graf je parabola s otvorom prema
dolje, jasno je da se u tjemenu parabole (Sto upravo odgovara toc¢ki R = 7—2r) postize globalni
maksimum funkcije P. UvrStavanjem R = 7—2; u formulu za P imamo

P 7T+2 2
= — - =7
2 T 2
_7r+4 22
T2 d 22
T 4 2
= — 4+ — — —
2 nmor
_7r+2
T2

Dakle, maksimalna povrSina Hammersleyevog kauca jednaka je

P=" 42 £ 220741609916.
2

U nastavku rada ¢emo pod terminom Hammersleyev kauc¢ podrazumijevati to¢no ovaj za
_2
R - 7_1’ . . . . . . . .
Medutim, Hammersleyev kauc¢ nije optimalno rjeSenje zato Sto se uglovi na krajevima
polukruga mogu dodatno zaokruziti, Sto omogucuje dodavanje viSe povrSine na vanjske
lukove. Time je problem ostao otvoren i uslijedili su novi pokusaji njegovog rjeSavanja.



Poglavlje 3

Gerverov kauc

Hammersleyev kau¢ smatran je najvecim sve do 1992. godine kada Joseph L. Gerver u
svom radu, On moving a sofa around a corner [3], daje inovativno rjeSenje za postavljeni
problem. Rad zapocinje definicijom kojom postavlja uvjet za mnogokute koje ¢e proma-
trati.

Definicija 3.0.1. Mnogokut je uravnotezZen ako, za svaku danu stranicu, ta stranica i svaka
druga stranica paralelna s njom leZe na jednom od dva pravca, gdje je udaljenost izmedu
pravaca 1 i ukupna duZina stranica koje leZe na svakoj od dva pravca je jednaka.

Glavna ideja Gerverovog rada je da je skup koji ima maksimalnu povrSinu zapravo li-
mes uravnotezenih mnogokuta, odnosno, tvrdi da do skupa najvece povrSine mozemo doci
ako gledamo sve sloZenije uravnoteZene mnogokute. U nastavku rada, Gerver predstavlja
svoje rjeSenje preko dva teorema; prvi daje Cvrsti uvjet koji mora vrijediti za barem jedan
oblik maksimalne povrSine, a drugi daje oblik kauca koji zadovoljava taj uvjet. Oba te-
orema dokazana su na nacin da je hodnik taj koji se translatira i rotira oko fiksiranog skupa
koji predstavlja kau¢. Najveca povrsina tako dobivenog skupa iznosi ~ 2.21953166....

Slika 3.1: Gerverov kau¢ (slika preuzeta iz [14]).

13
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Iako Gerverov kau¢ izgledom nalikuje na Hammersleyev, uz manje preinake oko ku-
tova skupa, njegova je konstrukcija daleko kompliciranija. Omeden je s 18 analitickih
funkcija koje moZemo vidjeti na slici 3.1.

Krivulje 5, 13, 18 su duZine, 1, 6, 12, 17 su kruzni lukovi, 2,3,7, 11, 151 16 su evolvente
kruznice, a 4 1 14 su evolvente evolvenata kruznice. Evolventa krivulje (eng. involute) je
krivulja dobivena tako Sto se na zadanu krivulju postavi zamiSljena zategnuta nit Ciji se
slobodni kraj prati dok se ono namotava ili, obratno, odmotava po krivulji.

Gerver skup krivulja koji odreduju kau¢ nije zadao eksplicitno, nego je svaka pojedina
krivulja izrazen u terminima Cetiri numericke konstante, A, B, ¢ i 6, koje su implicitno
zadane kao rjeSenja sljedeceg sustava nelinearnih jednadzbi

A(cos@ —cosp)—2Bsing + (0 —¢—1)cosf —sinf + cosp + singp = 0,
A@Bsinf +sing) —2Bcosg +3(0 — ¢ — 1)sinf +3cosf —singp + cosp = 0,
Acosg - (singp + 1 — 1 cosp + Bsing) = 0,
A+im—9—60) - ((B-30-9)(1+4)-{0-¢?)=0.

Jednadzbe ¢emo rijesiti u MATLAB-u tako da najprije definiramo jednadzbe:

function F = jednadzbe(x)

A = x(1);
B = x(2);
phi = x(3);

theta = x(4);

F(1) A*(cos(theta)-cos(phi)) -2*B*sin(phi)+(theta-phi-1)*cos(theta)

-sin(theta)+cos(phi)+sin(phi);

F(2) = A*(3*sin(theta)+sin(phi))-2*B*cos(phi)+3*(theta-phi-1)*
sin(theta)+3*cos(theta)-sin(phi)+cos(phi);

F(3) = A*cos(phi)-(sin(phi)+1/2-(cos(phi)/2)+B*sin(phi));
F(4) = (A+pi/2-phi-theta)-(B-(theta-phi)*(1+A)/2-(theta-phi) "2/4);
end

a zatim ih rijeSimo pomocu MATLAB-ove funkcije fsolve.

% Pocetni uvjeti
x0 = [0, 0, 0, 0];

options = optimset('Display', 'off', 'TolFun', le-12, 'MaxIter', 1000);
x = fsolve(@jednadzbe, x0®, options);

% Rjesenja

fprintf('A = %f\n', x(1));
fprintf('B = %f\n', x(2));

fprintf('phi = %f\n', x(3));
fprintf('theta = %f\n', x(4));
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RjeSenja ovih jednadZbi zaokruZena na pet decimala su redom:

A = 0.09443,
B = 1.39920,
¢ =0.03918
9 = 0.68130,

1 ona optimiziraju kruvulje od kojih je konstruiran Gerverov kauc.

Iako Gerverov kau¢ nalikuje na Hammersleyev, on ima drugaciji nacin prolaska kroz
hodnik. Taj prolazak, koji ukljucuje translaciju i rotaciju za « € [0, 5], odvija se na sljedeci
nacin. Najprije kau¢ dodiruje gornji i donji zid hodnika duzinama pod oznakama 18,5 i
13 na slici 3.1 i nastavlja se translatirati dok ne dotakne desni zid hodnika tockom F. Prva
faza rotacije odvija se za 0 < a < ¢ gdje kauc doti¢e hodnik krivuljama 12 1 17. Ne
mijenjajuci kut rotacije, kau¢ se translatira horizontalno dok ne dotakne hodnik tockom F
ili krivuljom 7. Ova faza rotacije zavrSava kada @ = ¢ i time kau¢ doti¢e hodnik u tocki
G 1 tangencijalan je na desni zid hodnika u tocki F. U drugoj fazi rotaciji, kau¢ se rotira
za 0 < a < 61 dodiruje hodnik s Cetiri krivulje, 11,8,4 1 16. Tada je udaljenost izmedu
tocke G 1 zida veca od 0.0012. Ova faza rotacije zavSava kada G” dotakne hodnik. U trecoj
1 posljednjoj fazi rotacije, kauc se rotira za 6§ < @ < 7 i tri puta dodiruje hodnik krivuljama
15,31 9. Zavrs$ne dvije faze rotacije dobivamo zrcaljenjem druge i prve faze. Prolazak
kroz hodnik zavrSavamo translatacijom duz desnog hodnik.
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Na sljedecim ilustracijama moZemo vidjeti i vizualnu reprezentaciju prethodno objaSnjenog
postupka.

—

/ g ‘\\ N y /— \ / d_::_-“'“--hq_
."J I.'/ \'\I \.\ f ff \ \ / ; / “\\\ \
)
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Slika 3.2: Rotacija Gerverovog kauca (slike preuzete iz [14]).

Gerverov je kau¢ opcCenito prihvacen kao najveci, ali je vazno napomenuti da to jo§
uvijek nije formalno dokazano. Naime, Gerver je u svom istrazivanju uspio konstruirati
kauc vece povrsSine od bilo kojeg prethodno poznatog, ali nije matematicki dokazao da je
on i najvec¢i moguci. Bez obzira na to, njegova analiza 1 izvedeni skup postali su referentna
tocka za daljnje istraZivanje.



Poglavlje 4

Poopcenje Gerverovog rjesenja

Kao $to smo vidjeli u prethodnom poglavlju, Gerverov rad je oznacio prekretnicu u rjeSavanju
problema pomicanja kauc¢a. Njegovi uvidi 1 analiticke metode postavili su temelj za dalj-
nje istrazivanje, uvodeéi klju¢ne koncepte kao $to je uravnoteZeni poligon. Iako je rad
bio revolucionaran u identificiranju specificnog skupa s najveCom povrSinom, imao je i
neke mane. Matematicari su smatrali da su njegovi izracuni situacijski 1 ¢esto usmjereni
iskljucivo izvodenju jednog specifi¢nog oblika. U kontrastu s tim, Dan Romik u svome se
radu pod nazivom Differential Equations and Exact Solutions in the Moving Sofa Problem
[11] bavi razvojem novog pristupa na dani problem i generalizacijom Gerverovih ideja.
Proces stvaranja novog pristupa problemu bio je sljedeci:

e Prvo je definirao novu terminologiju i notaciju koja parametrizira skupove oblika
kauca u smislu rotacijske putanje, odnosno krivulje koja predstavlja put kojim unu-
tarnji kut hodnika prolazi dok se translatira i rotira oko fiksnog skupa. Pritom, kao
i Gerver, ima dualni pogled na problem u kojemu se hodnik translatira i rotira oko
fiksiranog skupa koji predstavlja kau¢. Romik daje eksplicitan opis ove parametri-
zacije izvodeéi formule za granicu skupa povezanog danom putanjom rotacije. Ova
ideja opisana je u potpoglavlju 4.1.

e Nakon toga, Gerverovu ideju da skup koji se krece oko ugla moZe imati maksi-
malnu povr$inu samo ako je limes uravnotezZenih mnogokuta analizira iz novog ugla.
Preoblikuje Gerverov uvjet ravnoteze u familiju od Sest obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi. Na kraju pokazuje da je to, uz odredene pretpostavke, nuZan uvjet koji rota-
cijska putanja, povezana s oblikom kauca koji maksimizira povrSinu, mora zadovo-
ljiti. ODJ-ovi su izvedeni i raspravljeni u potpoglavlju 4.3.

Nakon §to je definirao novi pristup problemu iskoristit e ga za novi izvod Gerverov
rjeSenja. Ono Ce se sastojati od rjesenja pet od Sest prethodno spomenutih obi¢nih diferen-

17
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cijalnih jednadzbi (potpoglavlje 4.4). Kao glavni dio rada, Romik predstavlja konstrukciju
svog rjeSenja za jednu od varijanti problema premjestanja kauca (poglavlje 5).

U sklopu rada, Romik je objavio i prate¢i Mathematica softverski paket [1] koji sadrZzi
sve izraCune detaljno opisane u samom radu.

4.1 Rotacijska putanja, kontaktne toCke i putanje
ZapiSimo hodnik oblika slova L u terminima koordinata na sljedeéi nacin:

Lhoriz = {(x, ) eR* :x < LO<y < 1},
Lvert = {(X,y) ERz :y < 1,0<x < 1},

te je tada
L= Lhoriz U Lvert'

U kontekstu ovog rada gledat ¢emo skupove koji se pomocu rotacija i translacija nepre-
kidno krecu iz Ly, U Lyere pritom ostajuci unutar L. Radi jednostavnosti ogranicit ¢emo se
na oblike koji se tijekom translacije monotono rotiraju za kut izmedu 0 i 7 radijana. lako
jos nije eksplicitno dokazano, smatra se vjerojatnim da optimalni oblik kauca koji se moze
pomicati duz hodnika oblika L zadovoljava gore navedena svojstva.

U ovom dijelu rada problem ¢emo promatrati na malo drugaciji nacin. Sada e se
hodnik translatirati i rotirati u odnosu na fiksni kauc. S tog gledista vidimo da se kau¢ S, u
ostatku rada skup S, moze pomicati duz hodnika ako zadovoljava

S € Lnoris 1 ] (X(0) + R(L)) 0 (x(g) ¥ R;(Lvm)), 4.1)

P
OSZ‘SQ

gdje s R, oznacavamo rotacijsku matricu za kut ¢ u pozitivnom smjeru:
cost —sint
Rt = . .
sint cost

X : [0, g] — R? je neprekidna vektorska funkcija koja opisuje kretanje unutarnjeg kuta
hodnika (0, 0), pa time zadovoljava x(0) = (0,0)", a parametar ¢ predstavlja kut rotacije
hodnika. Krivulja x naziva se rotacijskom putanjom.

Primijetimo, uz danu rotacijsku putanju x u (4.1) zelimo gledati jednakost, jer u suprot-

nom ne bismo dobili optimalan skup, tj. skup najvece povrsine s trazenim svojstvom.
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Slika 4.1: Konstrukcija skupa S iz rotacijske putanje x (slika preuzeta iz [11]).

Definiramo

Svi= sy 0[] () + RAD) N (x (5)+ R;(Lvero) , 42)

2
0<t<%

kao skup povezan s rotacijskom putanjom x (slika 4.1). Sy predstavlja kauc¢, odnosno
rjeSenje problema je skup Sy maksimalne povrSine.

Postavlja se pitanje kako opisati preslikavanje x — S, odnosno kako povezati skupove
i rotacijske putanje. Potpun eksplicitan opis €ini se zahtjevnim upravo zbog suptilnih efe-
kata koje lokalne promjene rotacijske putanje imaju na razli¢itim djelovima skupa Sy. Za
jednostavnije rotacijske putanje, kao Sto je nasa, dovoljno je dati parcijalni opis.

Ideja je, uz pradenje pozicije x rotiraju¢eg ugla hodnika pratiti i kontaktne, odnosno
tangencijalne tocke izmedu Cetiri zida hodnika i naSeg skupa S. OznaCavat ¢emo ih s
A,B,C iD gdje su A i B kontaktne to¢ke vanjskih zidova hodnika, a C i D kontaktne
tocke unutarnjih zidova (v. sliku 4.2). Kako se hodnik rotira oko kauca tako pojedine
kontaktne tocke stvaraju Cetiri putanje koje nazivamo kontaktne putanje i oznacavamo ih
s A(1), B(1), C(¢) 1 D(¢). Pozicija rotirajuceg ugla hodnika, x, takoder se smatra kontaktnom
tockom ako dodiruje skup Sy. Tada se njena pripadajuca kontaktna putanja oznacava se s
X(#). Oznacimo s I'y(¢¥) skup kontaktnih to¢aka. U nasem slucaju I'y(?) = {x, A, B, C, D}.

Slika 4.2: Konstrukcija kontaktnih tocaka i putanja (slika preuzeta iz [11]).



POGLAVLIJE 4. POOPCENJE GERVEROVOG RJESENJA 20

Primijetimo da kontaktne tocke B i D ne moraju postojati za svaki #. Takoder, za neke
rotacijske putanje i vrijednosti  unutarnji zidovi mogu imati viSe od jedne kontaktne tocke.
U tom slucaju ne vrijedi nas izbor tocaka B i D, pa ¢emo u ovom radu izostaviti takve
slucajeve.

Kako bismo si olakSali daljnja racunanja definiramo ortonormirani koordinatni sustav

cost 1 —sint 0
”f_(sint)_Rt(O)’ v’_(cost)_R’(l)'
Nas sljedeci rezultat eksplicitno opisuje kontaktne putanje A, B, C, D u terminima rotacij-

ske putanje x.

Teorem 4.1.1. [11, teorem 1] Imamo relacije

A = x(0) + (X (0.1, ) v + 1, 4.3)
B(1) = x(t) + (X'(1). 1, ) V. (4.4)
Ct) =x(t) = {X'(1), vy, + vy, (4.5)
D) = x(t) = (X'(0), vi) (4.6)

koje su dobro definirane kada su dobro definirane i odgovarajuce kontaktne tocke i kada
su odgovarajuce kontaktne putanje neprekidne u t, a X je diferencijabilna u t. Ovdje, i u
ostatku rada, s {.,.) oznacavamo skalarni produk na R>.

Dokaz. Dokazimo prvu relaciju. Kontaktna to¢ka A(¢) leZi na pravcu
(= {p : <p,y,> = <X(t),y,> + 1}.
Naime, koristeci (4.1), o¢ito imamo
t= {p = X(0) + Riq : (a. ko) = 1}
={p: (R0 - x0).p10) = 1}
= {p :(p = X(0), Rity) = 1} ,
pri emu smo koristili da je R;' = R = R_,.

Neka je s = t + 9, gdje je o proizvoljno mali pozitivan broj. Neka je p(z, s) sjeciSte
pravaca ¢, i {;. Budu¢i da je A(-) neprekidna u ¢t znamo da vrijedi

A@®) = imp(z, 5).
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Takoder, p(¢, s) zadovoljava
(p(t, ). 1.} = (x(0), 1) + 1, (4.7)
(p(t.5).p1,) = (x().pa,) + 1. (4.8)
Koristeci adicijske formule za sinus 1 kosinus za g, imamo
cos § cos(t + 9) cOoStcosd — sintsinod cost ) —sint
M= . =1 . =1 . =coso| . +sind .
s sin s sin(t + 0) sinfcos o + costsind sin ¢ cost
—— |
Hy Vi

Dakle,
M, =COSO - i, +sInd - v,.

Uvrstimo izraz za p u (4.8),
<p(t, §),c080 - 4, +sino - v,> = <X(S), COSO - {, +sinod - v,> + 1.
Po linearnosti skalarnog produkta slijedi
Cos o <p(t, s),/.t,> +sin 6 {p(t, 5), v;) = cos & <X(s),/,t,> + sin § (x(s), v,) + 1.
Sada iskoristimo (4.7):
cos (<x(t),pt> + 1) +sin 6 (p(t, 5), v,) = cos§ <X(s),;1,> +sin 6 (X(s), v;) + 1
cosd <X(t),u,> + cosd + sind {p(t, 5), v;) = cOs & <X(s),,u,> + sin § (x(s), v,y + 1
cosd — 1 +sind{p(t,s),v,) = cos5<x(s) - X(t),/.t,> + sin § (x(s), ;) .
Nadalje, podijelimo prethodnu jednadzbu s ¢, pa puStanjem limesa 6 — O dobivamo,
(MA@, v,y = (X (0.1, + (x(0). ).
cos -1

pri ¢emu smo koristili limg_,o == = 01 lims_,¢

sind __
L 1.

I
S druge strane, iz A(¢) € £, imamo

(A1) = (xO.p1,) + 1.

Prethodne dvije linearne jednadzbe daju nam ortogonalne projekcije od A(f) u smjerovima
M, 1v,, pa dobivamo

A() = (A@. ) 1, + (AD, V) v,
= <x(t),ut>/,l, + 4+ <x’(t),u,> v, + (x(1), V) v,
=x(1)+p, + <x’(t),y[> V.

Preostale relacije, (4.4-4.6), dokazuju se analogno. m|
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Za 0 <t < Z kazemo da se x dobro ponasa u ¢ ako je x dva puta neprekidno diferenci-
jabilna u ¢ 1 ako vrijede sljedeci uvjeti:
1. Ako je x(¢) kontaktna tocka, onda (x’(¢),v;) > 0 i <x’(t), ,ut> <0
2. Ako je A(f) dobro definirana, onda (A’(¢),v;) > 0
3. Ako je B(#) dobro definirana, onda (B’(¢),v;) < 0

4. Ako je C(t) dobro definirana, onda <C’(t), ,u,> <0
5. Ako je D(¢) dobro definirana, onda <D’(t), ,u,> >0

Komentirajmo prethodne uvjete. Na primjer, uvjet 1 govori da u slu€aju da je unutrasnji
kut kontaktna tocka, ona mora i1 gore i lijevo kad se gleda iz donjeg hodnika.

Jako je vjerojatno da Ce rotacijska putanja povezana s oblikom najvece povrSine auto-
matski biti dobro definirana osim u kona¢nom broju vrijednosti od ¢ gdje nece vrijediti
druga diferencijabilnost, ali time se ionako ne¢emo baviti u ovom radu.

4.2 Poopcenje Hammersleyjevog kauca

Sada ¢emo poop¢iti Hammersleyjevo rjesenje koriste¢i novouvedene termine. Fiksirajmo
radijus 0 < r < 11 definirajmo rotacijsku putanju u obliku polukruga

b

x(t) = r(cos(2f) — 1.sin(2), te€ [o,g

gdje se vrijednost rotacijske putanje krece od (0,0) do (—2r,0). Sada moZemo preko re-
lacija (4.3)-(4.6) izraCunati i kontaktne putanje A7 (¢), B"(r), C”(r), D (r). Umjesto da
ra¢unamo rucno, napisat ¢emo kod u MATLAB-u za kontaktnu putanju A"(7). Kod iz-
gleda ovako:

% Definirajmo varijable
syms t r real;

% Definirajmo x(t) i x'(t)
x_t = [r*cos(2*t) - r; r*sin(2*t)];
x_t_der = diff(x_t, t);

% Definirajmo matrice mu_t i nu_t
mu_t = [cos(t); sin(t)];
nu_t [-sin(t); cos(t)];
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% Izracunajmo skalarni produkt
dot_product = dot(x_t_der, mu_t);

% Izracunajmo A(t)= x(t)+(x'(t) dot mu_t)nu_t + mu_t
A_t = x_t + dot_product * nu_t + mu_t;

% Pojednostavimo rjesenje
A_t = simplify(A_t);

Kona¢no rjesenje je kontaktna putanja A”(¢) dana s
AD(1) = (cost,sin?)T.

Uocimo da je A" (f) = u,. Za preostale kontaktne putanje koristimo isti MATLAB kod i
korigiramo potrebne izraze. Preostale kontaktne putanje su

B"(1) = (0,07)
C(t) = (-2r,0)7,
D(s) = (-2r — sint, cos 1)T.

Vidimo da su B i C fiksirane u kutovima polukruga, a A i D crtaju Cetvrtine jedini¢ne
kruZnice koje predstavljaju bo¢ne dijelove Hammersleyevog kauca. Skup S = S.m,
odnosno kauc, sastoji se od dvije Cetvrtine jedinicnog kruga razdvojenih pravokutnikom sa
stranicama duljine 2r i 1. Taj pravokutnik nije pun, nego smo iz njega maknuli polukrug
radijusa r. Prisjetimo se, Hammersleyev kau¢ imao je najvecu povrSinu za radijus r, =
7%, a ovako definiran skup S odgovara skupu koji je Hammersley predstavio kao svoje
rjeSenje.

4.3 Familija obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Kao $to smo ve¢ ranije napomenuli, Gerverov je rad bio revolucionaran u identificiranju
specifi¢nog skupa s najve¢om povrSinom, ali je ostao fokusiran na taj konkretan slu¢aj. U
kontrastu s tim, Romik je otiSao korak dalje, proSiruju¢i Gerverovu teoriju na opcenitije
uvjete. Romikova metoda ukljucuje modifikaciju Gerverovog kriterija ’uravnotezenosti”
1 predstavlja se kroz teorem sa Sest diferencijalnih jednadzbi koje skup mora zadovoljiti u
razli¢itim fazama kretanja.

Teorem 4.3.1. [11, teorem 2] Neka je X(t) rotacijska putanja s pripadajucim skupom S,
skupom kontaktnih tocki Iy i kontaktnim tockama A,B,C i D. Neka je t € (O, g) tocka
gdje se X(t) dobro ponasa. Pretpostavimo da je I' = T’y konstantan u okolini od t i da je
dan s jednom od 6 dolje navedenih mogucnosti. Tada je nuZan uvijek da S x bude rjesenje
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problema pomicanja kauca da X u trenutno t zadovoljava jednu od sljedecih Sest diferenci-
Jjalnih jednad?bi, ovisno o razli¢itim mogucnostima za skup kontaktnih tocaka.

o [. slucaj: Ty = {A,C,D}

X"(f) = R, ((j) + (2 sint —2cos t) x’(t)) (ODJ1)

3 2cost 2sint

e 2. slucaj: T = {x,A, C,D}

X'(1) = R, ((j) +( it cos ’) X’(t)) (ODJ2)

3 3o
3 ECOSl Esmt

e 3. slucaj: Ty = {x,A,C}

X(f) = R, [(:i) ¥ (Sm oo t) x’(t)) (ODJ3)

cost sin ¢

e 4. slucaj: Ty = {x,A,B,C}

3 3
X"(t):Rt((:%)+(§ s _E.COS’)X'(t)) (ODJ4)

cost sint

e 5. slucaj: Ty = {A,B,C}
_1 ; _
X(f) = R, [(—f) + (25“” 2 cos t) X’(Z)) (ODJ5)

e 6. slucaj: Ty = {A,B,C,D}

1
{@=&U}
2

Dodatno, u 1. slucaju imamo A’(t) = 0, sto znaci da je kontaktna tocka A fiksna. Slicno
imamo i u petom slucaju gdje je fiksna tocka C.

%sint —%cost ,
)+ 3 5 . x'(1) (ODJ6)

Dokaz. Dokaz ¢emo zapoceti s trec¢im sluajem gdje ¢emo do (ODJ3) doci tako da pogle-
damo utjecaj lokalnih perturbacija

Fiksirajmo mali pozitivan broj ¢ i ozna¢imo ¢ = t + ¢. Ideja je zamijeniti kretnje
hodnika oblika slova L (istovremena rotacija i translacija), koje su uvjetovane rotacijskom
putanjom X, sa sljede¢im nizom operacija:
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1. Za vremensku varijablu s u [0, f], povucimo unutarnji vrh kuta (0, 0) hodnika duz
rotacijske putanje x(s) istovremeno rotirajuci hodnik oko kuta. Kut rotacije jednak
je vremenskoj koordinati s.

2. Translatiraymo hodnik, bez rotiranja, za udaljenost 6 u smjeru vektora p,.

3. Za s € [t,¢'] pozicija unutarnjeg vrh kuta je x(f) + ou,. Nastavljamo rotaciju tako da
je za svaki s kut rotacije jednak onom u originalnom nacinu kretanja i istovremeno
translatiramo unutarnji kut duZ x(s) + oy,.

4. Translatirajmo hodnik, bez rotiranja, za udaljenost 6 u smjeru vektora —p,.

i

5. Nastavimo rotacijuza s € [t’, 2] prateci originalnu rotacijsku putanju x, sli¢no prvom
koraku.

Sa §'; oznaCimo skup koji se nalazi u presjecima svih kopija hodnika koje nastaju kada
ga translatiramo 1 rotiramo na gore opisan nacin. S; je oblika:

S; = Lhoriz N (X (g) + R’;(Lvert))

N () (x(s) + Ry(L))

0<s<t

n ﬂ (x(t) + rpt, + R(L))

0<r<é

n ﬂ (X(s) + 6, + R(L))

t<s<t’

N ﬂ (X() + rpt, + Ro(L))

0<r<é

N () &) +R(L).

I o< T
1'<s<3

Kada usporedimo S 1 S vidimo da u tranziciji iz jednog skupa u drugi gubimo dio
povrsine u okolini to¢ke x(7), medutim, istovremeno i dobivamo dio povrSine u okolini
kontaktne tocke A(¢). Dio skupa oko kontaktne tocke C ostaje isti, buduéi da je za svaki
s € [t, '] vanjski zid hodnika paralelan s p, tangencijalan s kontaktnom putanjom C(s) kao
1 u originalnom kretanju hodnika.

Zbog pretpostavke da je x diferencijabilna u ¢, oblik skupa ¢iju smo povrSinu izgubili
je priblizno paralelogram ¢ije su stranice dane s vektorima X + 0x'(¢) 1 X + Oy, tj. vektori
0x'(t) 1 6p, s poCetnom tockom u x(7). PovrSina paralelograma je dana s

6% (1) x 61| = & [[(x @, vy v x )| = 6 (X (D, v
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Dakle, povrSina izgubljene povrsine je za proizvoljno mali 6 dana s
X0, v)8* +0(6?) (6 0). (4.9)

Sli¢an racun imamo i za skup ¢iju smo povrsinu dodali, takoder je rijeC o paralelogramu,
sada sa stranicama na vektorima 6A’(?) i oy,. Analogno, zbog pretpostavke da se x dobro
ponasa u f imamo

(A'().v) 6" +0(6°) (5 0). (4.10)

Budu¢i da Zelimo da skup Sy ima maksimalnu povrSinu, oduzimanjem prethodna dva iz-
raza slijedi da mora vrijediti
') -A'@),v) =0.

Medutim, prisjetimo se kako smo definirali modificiranu kretnju hodnika. U drugom ko-
raku smo translatirali hodnik u smjeru vektora y,, a u cetvrtom za —p, i izgubili dio skupa
oko x(#), a dobili dio skupa oko A(#). Zamijenimo li u definiciji te dvije kretnje, odnosno
ako prvo translatiramo hodnik u smjeru —y,, a zatim u smjeru y,, dobit ¢emo obratnu situ-
aciju: najprije ¢emo dobiti dio skupa oko x, a izgubiti dio oko A(z). Tada bi izrazi (4.9),
(4.10) i dalje vrijedili, ali sa zamijenjenim znacenjima. Dakle, moralo bi vrijediti i

X'(t)—A'(t),v) <0.

Iz dane dvije nejednakosti mozZemo zakljuciti da zbog pretpostavke o maksimalnosti rota-
cijska putanja mora zadovoljiti diferencijalnu jednadzbu

X' -A'@®),v,)=0. 4.11)
Analogno moZemo pokazati da x zadovoljava jo$ jednu sli¢nu diferencijalnu jednadZbu

(X(t) - C'(0).p,) = 0. (4.12)

To je bilo i za oCekivati buduéi da kontaktne putanje A i C predstavljaju slicne kretnje,
dok se to formalno moZe objasniti zamjenom smjera vektora kretanja u drugom i ¢etvrtom
koraku gdje umjesto vektora paralelnih g, biramo vektore paralelne v,. Prisjetimo se izraza
za kontaktnih putanja dobivenih u teoremu 4.1.1:

A(®) = x(0) + (X (0.1, ) vi + 1,
Ct) =x@) — X'(1), vy, + v,.
Deriviranjem obje jednadzbe dobivamo
A =X (1) + <x”(t), /,lt> v, + <X'(t), p;> v, + <X’(t), pt> v+,
C'(1) = X)) = (X" (0, vy, = (X OV, p, = (X O, v,y i, +V,.
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1z definicija vektora g, 1 v, lako se uoCava da vrijedi y; = v, 1 v, = —u, pa imamo

A() =X+ <x”(t),,ut> v+ (X' (), v,)v: — <x’(t),,u,>u, + v,
C'(1) =X (1) = (X", vy, + (X O, p1,) o, = (X O, v) v — .

Uvrstimo sada izraze za A’(¢) 1 C'(f) u (4.11) i (4.12), pa sredivanjem slijedi

(X", 1,) = = (X (O, vy - 1,
X',y = (X)) - 1.

(ODJ3) je zapravo matri¢ni zapis ovog para jednadzbi.

Za drugi slucaj ¢emo primijeniti slicnu logiku s tim da ¢emo sada uzeti u obzir do-
datni efekt lokalnih perturbacija na skupu Sy u okolini kontaktne tocke D(¢). I u ovom
slucaju vrijedi (4.11) jer je rijec o istim skupovima koje smo dobili i izgubili, ali ne vrijedi
(4.12), odnosno nepotpuna je. Trebamo jo$ uzeti u obzir ponaSanje u okolini D(7). Kada
pogledamo razliku izmedu Sy i S, vidimo da (4.12) u ovom slucaju izgleda ovako:

(X(t)-C'()-D'(®).p,) = 0. (4.13)

Sada kao i prije uvrstimo (4.10) i (4.13) u izraze za C(¢) i D(¢) i dobivamo (ODJ2). Cetvrti
slucaj potpuno je analogan drugome, s time da vrijedi (4.12), a (4.11) modificiramo na
nacin kao i prije, odnosno dodamo utjecaj perturbacija oko kontaktne tocke B(?).

(X(1) = A'() - B'(t).1,) = 0. (4.14)

Sada na standardnim naciom dolazimo do (ODJ4). Sesta obi¢na diferencijalna jednadzba
slijedi kombinacijom dviju modificiranih jednadzbi za drugi i Cetvrti slucaj, odnosno (4.13)
1 (4.14). Preostaje nam joS pokazati prvi i peti sluaj. Oni su simetri¢ni, pa je dovoljno
pokazati jedan od njih. Pokazat ¢emo prvi slucaj koji ujedno moZemo shvacati i kao de-
generativni drugi slucaj. Bududi da sada x nije kontaktna toc¢ka, pa time i nema promjene
oko x(¢), translacije za u, 1 —u, daju drugaciju jednadZbu:

(A'(1),v;) = 0. (4.15)
Takoder, druga jednadzba drugog slucaja je zamijenjena s
(C'()+D'(0).1,) = 0. (4.16)

Standardnim procesom dolazimo do (ODJ1).
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Jos je preostalo pokazati da u prvom slucaju imamo A’(f) = 0. PokaZimo najprije da
je A’(¢) paralelna s v,. Prvo derivirajmo A’(¢), a zatim iskoristimo u; = v, 1 v, = —pu,, te
X'(t) = (X'(t), Vi) v, + <x’(t), y,> 4,, ¢ime dobivamo

A'(6) = X0 + (X (0. 1,) v, + 1,

= <X’(t), Vt> Vi + W - W +V

=(X'(1),V:) vV, + V..

Sada jednakost A’(f) = 0 izravno slijedi iz (4.15). ZakljuCujemo da je A fiksna kontaktna
tocka u prvom slucaju.
]

Uz supstituciju y(#) = X'(¢), diferencijalne jednadzbe (ODJ1)-(ODJ6) se svode na neho-
mogeni linearni sustav prvog reda, Sto nije teSko egzaktno rijeSiti (v. [2]). RjeSenje sustava
bit ¢e baza za ponovno izvodenje Gerverovih rezultata i za Romikovu konstrukciju rjeSenja
za ambideksternu verziju problema pomicanja kauca.

Teorem 4.3.2. [11, teorem 3] Opca rjesenja obicnih diferencijalnih jednadzbi (ODJI)-
(ODJ6) dana su s

ajcost+a;sint — 1
xi(f)=R| "] 20 _1)”1 (RI1)
»COSt+ apsint >
—‘—l‘l‘2 +bit+ b,
X,(t) = R, o1 TR (RJ2)
2 1
_ cr—t
x3(t) = R; e + t) + K3 (RJ3)
=R —%t+d1—1 RI4)
Xy(f) = + K
! ' —il2+d1t+d2 !
_ elcost+ezsint—%
xs(1) = Ry —e,Cc0st + e sint — 1) “ (RJ5)
ficos(%)+ fosin(L)—1
X6(f) = R, (2? . (2? + Ke, (RJ6)
—f> cos (5) + fi sm(E) -1

gdje je kj = (kj1,kj2)" (j = 1,...,6), a a;,b;,c;,d;, e, f; (i = 1,2) proizvoljne realne
konstante.
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4.4 Izvod Gerverovog rjesenja

Nakon $to smo objasnili kretanje hodnika 1 kau€a u terminima Sest obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi (ODJ1)-(ODJ6), sada ¢emo 1 najbolje dosadasnje rjeSenje problema, ono Ger-
verovo, prikazati na sli¢an nacin. Ovdje i dalje pratimo [11]. Cilj je pronaéi rotacijsku
putanju x koja zadovoljava odredene pretpostavke. Te pretpostavke su pomno odabrane
tako da osiguraju da traZeni x stvara Zeljeni skup Sy koji predstavlja Gerverov kauc. One
glase:

1. Putanja x je klase C'.

2. Putanja x, a time i skup Sy, je simetricna s lijeva na desno s obzirom na okomiti
pravac koji prolazi kroz poloviSte putanje, x (;—r)

3. Pridruzena kontaktna putanja A(¢) zadovoljava

A=(1,0)T.
4. Skup kontaktnih toCaka prolazi kroz pet razlicitih faza

{A,C,D} za O<t<yp

{x,A,C,D} za p<t<6,

I'v(t) =<{x,A,C} za 6<t<3-0, 4.17)
{x,A,B,C} za 7-0<t<3-og,

{A,B, C} za T—e<t<i.

gdje su 0 < ¢ < 0 < 7 kutovi gdje se odvijaju tranzicije i koje trebamo izraCunati.

5. Rotacijska putanja se dobro ponasa u svakoj od pet faza iz prethodne tocke (u smislu
koji smo definirali u dijelu 4.1.

Da bi skup S« imao maksimalnu povsinu, rotacijska putanja mora u svakoj fazi rotacije
zadovoljiti odgovarajucu obicnu diferencijalnu jednadzbu (ODJ1)-(ODJ5) iz familije dane
u teoremu 4.3.1. Odnosno, rotacijska putanja mora biti oblika

x|(1) za 0<t<ogp

X() za p<t<é,

X(?) = 4x3(t) za O<t<7-0, (4.18)
x4(1) za $-0<t<3-o

X5(f) za S-ep<t<?,
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gdje su funkcije x; (j = 1,2, 3,4,5) dane teoremom 4.3.2. Sada je problem reduciran na
raCunanje vrijednosti parametara ¢, 0,«; (j = 1,...,5),1a;, b;, ¢, d;i, e; (j = 1,2). Medutim,
ti parametri nisu nezavisni, nego zadovoljavaju sustav restrikcija koje nastaju iz pretpos-
tavki o svojstvima rotacijske putanje x. Takoder, svojstvo simetrije iz druge pretpostavke
moze se izraziti kao relacija

AT N (1 0\
X(5-1)= (0 _l)x(t). (4.19)
Time dobivamo linearne jednadzbe koje povezuju parametre, konkretno:
ey =a, (420)
€ = —ay, (421)
dy = g — by, (4.22)
Vs Vs
dy =by + —2b) — — 4.2
2 2+ 4( 1 4), (4.23)
/s
Cr=C1— Z (424)

Pretpostavka o kontaktnoj putanji, A(r) = (1,0)7, zajedno s x(0) = (0,0)T daje tri
linearne jednadzbe,

1
kip=1l-a, kp=5—-a, Ka=-—d.
2
Iz posljednje dvije jednadzbe dobivamo
1
a) = —Z, (425)
stoga su
ki1 =1-ay, (4.26)
1
Kip = ——. (427)

4
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Zatim, pretpostavka da je x € C! daje sljedeée uvjete ,,spajanja”
Xi(p) = X2(9), (4.28)
X1() = X3(¢), (4.29)
x(0) = x3(6), (4.30)
x5(0) = x5(6), (4.31)
V4 V4
x(3-0)=x(3-9). (4.32)
’ T ’ 4
%(5- 9) - x, (E - 9), (4.33)
bis Vs
% (3-¢)=xs(5-9) @39
’ T ’ 4
x4(§ - (p) = x, (5 - ) (4.35)

Primijetimo da su jednadzbe (4.33)-(4.35) viska jer slijede iz (4.28)-(4.30) i uvjeta si-
metrije. [ za kraj, pretpostavka o strukturi skupa kontaktnih toc¢aka (4.17) bit e zadovoljena
ako vrijede sljedece dvije vektorske jednadzbe

xi(0) = B (g - 9), (4.36)
x5 (g - 9) — D). (4.37)

Ponovno vidimo da je zadnja jednadZba viska jer slijedi iz predzadnje i pretpostavke o
simetriji. Jednadzbe (4.20)-(4.37) daju nam ukupno 28 jednadZzbi (primijetimo da su jed-
nadzbe (4.28)-(4.37) vektorske i imaju dvije koordinate) s 22 varijable. Medutim, zakljucili
smo kako je 6 jednadzbi viska Sto nas ostavlja s jednakim brojem jednadzbi i varijabli.

Ovaj sustav jednadZzbi ima jedinstveno rjesenje i mozemo ga rijeSiti numericki pomocu
Mathematice ili MATLAB-a. Kod iz Mathematice moZemo vidjeti u Romikovom paketu
MovingSofa [1]. Drugi nacin rjeSavanja je preko simbolickog programiranja. Prvo iza-
beremo 20 jednadzbi koje rijeSimo kao linearan sustav i kao rezulatt dobimo simbolicke
izraze 20 parametra u terminima ¢ i . Zatim uvrstimo te izraze u preostale dvije jednadzbe.
Tako dobivamo dvije nelinearne jednadZbe koje rjeSavamo numericki.
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¢ 0039177364790083641... 6 0.681301509382724894. ..
K, —021032242207268875l... a, 1210322422072688751...
K, 14 a, —1/4

Ky, —0919179292771593322... b, —0.527624598 026784 624. ..
Ky, 0472406619750805465... b, 0.920258385160637622. ..
Ky, —0613763220430251668... ¢, 0.626 045522 848 465 867. ..
Ky, 0889626479003221860... ¢, —0.944750803946430751...
Ky, —0308347166088910014... d, 1313022761424232933...
Ky, 0472406619750805465... d, —0525382670414554437. ..
Ks, —1017204036787814585... e, 1210322422072688751...
Ks, 1/4 e, 1/4

Slika 4.3: Numericka vrijednost konstanti za Gerverovo rjeSenje (slika preuzeta iz [11]).

4.5 PoboljSanje gornje granice

Trenutno najbolje rjeSenje problema pomicanja kauca je konstrukcija koju je predloZio
Gerver davne 1992. PovrSinu njegova skupa jo$§ nazivamo i Gerverovom konstantom,
Uc = 2.21953166. .., 1 ona predstavlja donju granicu povrSine rjeSenja. U drugom poglav-
lju ovog rada pokazali smo da je gornja granica povriine rjeSenja jednaka 2 V2.

Sada vidimo da, iako je Gerverov kauc¢ najbolje rjeSenje koje trenutno imamo, ono za-
uzima samo oko 78% od pretpostavljane najvece moguce povrsine. Ova razlika izmedu
donje i gornje granice intrigirala je mnoge istrazivace, ukljucuju¢i Dana Romika, koji je u
svom radu, Improved upper bounds in the moving sofa problem [12], zajedno sa suradni-
kom Y. Kallusom doSao do znac¢ajnog pobosljanja gornje granice.

Neka je konstanta pomicanja kauca, 1,,s, maksimalna povrSina koju rjesenje pro-
blema pomicanja kauca moZe poprimiti. Zanima nas postoji li ps takva da

pe < pims < 2V2.
Romik u svom radu predstavlja i dokazuje sljedeci teorem.
Teorem 4.5.1. [12, teorem 1] Konstanta pomicanja kauca puys zadovoljava
Hus < 2.37.

Primijetimo da sada nase najbolje rjeSenje, Gerverov kau¢, zauzima oko 93% moguce
povrsine, Sto znaci da, i da nije pravo rjeSenje, svakako nije daleko od njega.

Vazno je napomenuti da se Romik koristio naprednim raCunalnim resursima kako bi
proveo svoje simulacije i analize. KoriStenje visokoucinkovitih algoritama i mo¢nih ra¢unalnih
klastera omogucilo mu je da izvede niz eksperimenata koji bi bili previse sloZeni ili vre-
menski zahtjevni za ru¢no raCunanje.
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Konkretno, razvio je napredan algoritam koji je implementirao u programskom jeziku
C++. Do dokaza teorema doSao je nakon Sto je algoritam radio neprekidno 480 sati na
jednoj jezgri 2.3GHz Intell Xeon E5-2630 procesora.

Ovo je dodatno naglasilo vaznost interdisciplinarnog pristupa u rjeSavanju kompleks-
nih matematickih problema, gdje kombinacija analiticke matematike i raCunalne znanosti
mozZe dovesti do znacajnih otkrica.

Uz pomo¢ ovih tehnoloskih resursa, Romik je ne samo poboljSao gornju granicu, veé
jeirazvio niz alata i metoda koje Ce biti korisne za buduca istrazivanja. Njegovo koriStenje
napredne racunalne tehnologije postavlja novi standard u pristupu ovom i slicnim geome-
trijskim problemima, ¢ime se dodatno produbljuje nase razumijevanje matematickih gra-
nica i moguénosti.

4.6 Otvoreni problemi

U 57 godina koliko postoji ovaj problem matematicari su napravili znacajan pomak u
smjeru njegovog rjesavanja. Medutim, neki njegovi dijelovi joS su uvijek otvoreni:

1. Preostaje dokazati da je Gerverov skup lokalni maksimum funkcionala povrSine u
terminima problema premjestanja kauca.

2. Postavlja se pitanje postoje li drugi skupovi maksimalnih povrSina? Na primjer,

e Postoji li asimetri¢na verzija Gerverovog kauca koja ima istu rotacijsku putanju
(4.18) i istih pet faza kretanja (4.17) kao i originalna, samo $to se prijelazi
izmedu razlicitih faza odvijaju u kutevima ¢, 6, n, T za koje vrijedi

O<go<9<;—r<n<1<g,
in#5-0,7#5-¢?

e Postoji li Gerverov skup za koji je, u tre€oj fazi rotacije, skup kontaktnih to¢aka
I'k(®) = {x, A, B, C,D} umjesto I'y(¢¥) = {x, A, C}?

3. Moze li pretpostavka teorema 4.3.1 da se rotacijska putanja dobro ponasa biti oslab-
ljena ili uklonjena?

4. Postoje li neke druge varijante problema premjesStanja kauca Cija rjeSenja generiraju
skupove koji mogu biti iskazani u zatvorenoj formi i/ili su po dijelovima algebarske?

5. Sto ako gledamo probleme s nepravim kutom? Kako tada izgledaju rjeSenja i u kojoj
mjeri oblik kauca ovisi o veli€ini kuta? Takvim i slicnim pitanjima bavi se N. Song
u svom diplomskom radu pod imenom A Variational Approach to the Moving Sofa
problem [14].
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Ambideksterni problem pomicanja
kauca

U vrijeme kada je problem pomicanja kauca prvi put postao poznat javnosti, matematicari
John H. Conway i Geoffrey C. Shephard zajedno su s kolegama analizirali taj problem i
njegove razliCite verzije na jednoj geometrijskoj konferenciji. Svaki je istraziva¢ dobio
svoju varijantu problema. Jedna od tih varijanti traZila je rjeSenje za oblik s najveCom
moguéom povrSinom koji moZe pro¢i kroz hodnik Sirine jedan, skrecuci i desno 1 lijevo
pod pravim kutom. Ta varijanta nazvana je Ambideksterni problem pomicanja kauca.

Prvi pokusaji rjeSavanja Conwaya i suradnika rezultirali su dvjema grubim pretpos-
tavkama o obliku rjesSenja, koje su dobile nadimke Conwayov auto (eng. Conway car) 1
Shephardov klavir (eng. Shephard piano).

(a) Conwayov auto (b) Shephardov klavir

Slika 5.1: Prvi pokusaji rjesenja (slike preuzete iz [15])
U 1973. godini, Maruyama [8] ponovno je otvorio istraZivanje ovog problema, uvodeci

numericku metodu za njegovo rjeSavanje. Njegov rad postavio je temelje za kasnije is-
trazivanje. Zatim, u 2014. godini, Gibbs [4] koristi inovativnhu numeri¢ku strategiju i

34
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uspjeva identificirati oblik sli¢an Maruyaminom, ali s preciznije izraCunatom povrSinom
od 1.64495.

(a) Maruyamino rjesenje (b) Gibbsovo rjesenje

Slika 5.2: Nurmericka rjesSenja (slike preuzete iz [8], [4]).

Dan Romik je takoder napravio znacajan iskorak u istraZivanju ove varijante problema.
Iako su njegove prvotne inicijative bile usmjerene na prosirenje Gerverovih rjeSenja, klju¢na
vrijednost njegovog rada nalazi se u njegovom pristupu prema ambideksternom problemu.
Romik je uspio primijeniti tehnike koje su bile uspje$ne u Gerverovom slu¢aju na mnogo
kompleksniji ambideksterni problem.

Usporedba njegovog skupa s onim §to je Gibbs napravio pokazuje zanimljive sli¢nosti.
Iako je Gibbs doSao do rjeSenja kroz numericke aproksimacije, Romikov pristup pruza
dublje uvide u problematiku.

Slika 5.3: Prikaz Romikovog rjeSenja (slika preuzeta iz [11]).

Romikovo rjeSenje omedeno je s 18 razlicitih krivulja od kojih je svaka dana odvo-
jenom eksplicitnom jednadzbom. Stovise, skup koji predstavlja rjeSenje i svi pripadajuéi
parametri dani su u zatvorenoj formi, a krivulje koje ga omeduju dijelovi su algebarskih
krivulja. PovrSina tako dobivenog skupa iznosi:

A:i/3+ \/§+i/3—2\/§—1+arctan[%(i/\/§+l—i/\/z—l)] (5.1)

~ 1.644955218425440,
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Sto se poklapa s prijaSnjim predikcijama do kojih je doSao Gibbs. Udaljenost izmedu kraj-
njih toCaka skupa algebarski je broj Sestog stupnja i iznosi

2 3
1:5\/4+i/71+8\/§+\/71—8\/§ (5.2)
~ 2.334099633100619.

5.1 Egzaktno rjeSenje ambideksternog problema
pomicanja kauca

Nakon Sto je izveo Gerverovo rjeSenje na novi nacin, Romik ¢e uz male modifikacije doci
1 do skupa koji je moguéi kandidat za rjeSenje ambideksterne verziju zadanog problema.

Ideja iza nove konstrukcije je pronadi rotacijsku putanju x s pripadaju¢im skupom S
koja zadovoljava modificirane pretpostavke koje smo koristili za novi izvod Gerverovog
kauca. Pretpostavimo:

1. Putanja x je klase C'.

2. Putanja x, time i skup Sy, je simetri¢na s lijeva na desno s obzirom na okomiti pravac
koji prolazi kroz poloviste putanje, x (i)

3. PridruZena kontaktna putanja A(¢) zadovoljava

1T
A=(1,=] .
[-3)

4. Skup kontaktnih toCaka prolazi kroz tri razliite faze (umjesto u pet)

{A,C,D}, za 0<t<p
I'i@® =4{x,A,B,C,D}, za B<t<3i-B (5.3)
{A,B, C}, za S-p<t<?,

gdje je 0 < B < 7 kut koji trebamo izraCunati.
5. Rotacijska putanja se dobro ponaSa u svakoj od tri faze iz prethodne tocke.

Primijetimo da, ako imamo bilo koju rotacijsku putanju x i pripadajuci skup S, taj skup

mozemo jednostavno pretvoriti u skup koji se moze kretati oko kutova i ulijevo i udesno

tako da uzmemo presjek izmedu njega samog 1 njegove osne simetrije preko pravcay = %
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Slika 5.4: Ambideksterni kauc iz skupa S (slika preuzeta iz [11])

Upravo je zbog toga pretpostavka o simetriji izrazito bitna. Nadalje, kako bi takav
novonastali oblik imao maksimalnu povrSinu, svakako bi trebao biti lokalni maksimum
povrsine, 1 posebno, njegova povrsina bi se trebala smanjivati samo ako ga izmijenimo na
nacine opisane u dokazu teorema 4.3.1. Iz tog razloga 1 dalje moraju vrijediti pretpostavke
teorema 4.3.1, a navedene pretpostavke zajedno s pretpostavkom o maksimizaciji povrsine
tada upucuju da rotacijska putanja x mora biti oblika

x(1), za O<t<p
X(t) ={x6(t), za B<tr<i-p (5.4)
xs(f), za F—p<t<j}

gdje su funkcije x(7), X¢(?) 1 X5(¢) dane s (RJ1), (RJ6) i (RIS).

Sada ¢emo pretpostavke za x pretvoriti u konkretan sustav jednadzbi na slican nacin kao
1 u prethodnom dijelu. Najprije, uvjet simetri¢nosti (4.19) moze se prikazati kroz sljedece
tri jednadzbe

e =da, (55)
€ = —ay, (56)
fr = (1= V2)f. (5.7)

Sljedece, jednadzbe x(0,0) = (0,0)7, A(0) = (1, 1) ekvivalentne su s

K11 = 1 —ai, (58)

a, =0, (5.9)
1

Kip = (510)

5.
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Zatim, pretpostavka da je x € C! daje sljedeée uvjete ,,spajanja”:

x1(B) = x6(B), (5.11)
X, (B) = x5(B), (5.12)
-9
xg(g —ﬁ) - x, (’—2r —/3). (5.14)

Primijetimo da jednadzba (5.14) slijedi iz (5.12) i uvjeta simetrije. I za kraj, pretpos-
tavka o strukturi skupa kontaktnih tocaka (5.3) bit e zadovoljena ako vrijede sljedece dvije
vektorske jednadZbe

x1(B) = B(B) (5.15)
R

Takoder moZemo primijetiti da druga jednadzba slijedi iz primjene simetri¢nost na prvu
jednadzbu. Prva jednadZzba je ekvivalentna skalarnoj jednadzbu

(xi®).,) = 0. (5.17)

Procedura za rjeSavanje jednadzbi vrlo je sli¢na onoj u prethodnom dijelu, ali s bitnom
razlikom - u ovom sluc¢aju jednadZzbe su rjeSive i u zatvorenoj formi.
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Teorem S5.1.1. [11, teorem 4] JednadZbe (5.5)-(5.17) imaju jedinstveno rjeSenje koje je

dano preko 13 parametara 3, Ky ;, Ke i, Ksi» Qs fise; (i = 1,2). Ti parametri su sljedeceg
oblika:
1
ﬁ:arctan[i{i/\/i+l—i/\/§—l)], (5.18)
1 1
alzeI:ZCSCB:Z\/4+i/71+8\/§+\3/71—8\/§, (5.19)
a, = e, =0, (5.20)
1

K12 = Keo = Ksp = 5 (5.21)
K11 = 1- a, (522)

4
Keg = 1— 3% (5.23)

5
Ksg =1- §Cl1, (5.24)

1

3 3 4
(83 + 420619 + 15104 V2 + /420619 — 15104 x/i)

342(2- V2) ’
fz:—(‘/i—l)fl. (5.26)

Dokaz. Prethodno izveden sustav jednadZbi sastoji se od 13 nezavisnih skalarnih jednadzbi
s 13 varijabli. Jednadzbe su linearne za 12 parametara « ;, kg, Ks.i, @i, fi»€; (i = 1,2), od-
nosno za sve osim za . Koristeci softver za raCunanje, npr. Mathematica, mozemo rijesiti
linearan sustav sacinjen od prvih 12 jednadzbi 1 tako dobiti izraz za 8 preko preostalih para-
metara. Sve izraze naposlijetku uvrstimo u preostalu jednadzbu i tako dobivamo nelinearnu
jednadzbu za 8. Nakon pojednostavljenja ta jednadZzba glasi:

3sin (g) + sin (37'8) ¥ (\5 - 1) (—3 cos (g) +cos (%ﬁ)) =0,

Ova je jednadzba algebarska za Z = tan(8) pa imamo

tan(B):%(i/\@+l—i/\/§—l).

Znamo da je 0 < B < 7, pa primjenom arkus tangensa na prethodnu jednadzbu dobivamo,

ﬁ:arctan[%[i/\@+l—i/\/§—l)].

fi= (5.25)
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Sada izraz za 8 uvrstimo u preostalih 12 jednadZzbi, koje su sve racionalne funkcije za

1 1
algebarske izraze cos (@) =1+ ——) isin (é) (- ) 1z toga zakljucujemo
2 2" iz 2 2T Vi)
da su i parametri algebarski brojevi. Za provjeru tocnosti svih formula mozemo koristiti
neki od softvera za raCunanje. O

Sljedeci teorem objedinjuje sve dosadasnje rezultate.

Teorem 5.1.2. [11, teorem 5] Neka je X (5.4) rotacijska putanja s pripadajucim numerickim
parametrima zadanih s (5.18)-(5.26). Oznacimo X = S N p(Sx) gdje je p afina refleksija u
ravnini preko pravca 'y = % Tada je X skup koji se moZe kretati duZ pravog kuta i ulijevo
i udesno. X je jedina rotacijska putanja koja zadovoljava pretpostavke 1-5 s pocetka ovog
poglavlja. Takoder zadovoljava i nuZne uvjete iz teorema 2 (4.3.1) za t € (O, g) {,8, 5 ,8}.
Povrsina skupa, A, dana je sa (5.1), a udaljenost izmedu krajnjih tocaka skupa, A, sa (5.2).

Dokaz. Do sada smo ve¢ objasnili sve tvrdnje osim onih koje su vezane za povrsinu i
udaljenost izmedu krajnih tocki. Krenimo s udaljenoS¢u. Krajnje to¢ke skupa X su, s lijeva

na desno, C (’—5) = (C1 (%) , %) 1A0) = (1, %) Sada imamo:

5 8
ﬂzl—cl(g)=1+al—l<5,1:1+a1—(1—§a1)=§a1

:g\/4+i/71+8\/§+i/71—8\/§,

kao $to smo i tvrdili.
Sto se tice povrsine, gledajuci simetriju s lijeva na desno i od gore prema dolje, vidimo
da se povrSina A moZe prikazati kao suma integrala

A=4 [f2 (l —Al(t))A’z(t)dt + f2 (l - Bl(t)) Bi(t)dt + f4 (xl(t) - l) x’z(t)dt],
s \2 s \2 [ 2

gdje je x(t) = (x1(2), x2(D))7, A1) = (A1(1), A2(1))T 1 B(1) = (B1(1), B2(1))". Preostaje nam
izraCunati gornji integral, za Sto moZemo koristiti neki od softvera za rjeSavanje. Konacno,
povrsina skupa X jednaka je

A:i/3+ \/§+i/3—2\/§—1+ﬁ,

gdjejeB:arctanl%(i/\/i+l—\3/\/5—1)}. O
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5.2 Geometrijska i algebarska svojstva rjesenja

Osim matematickih svojstava koja smo ve¢ razmatrali, skup £ ima i dodatne gemeotrij-
ske 1 algebarske karakteristike. Geometrijska svojstva prikazana su na slici 5.5. Vi-
dimo da se viSe puta pojavljuje kut S8 i da dijelovi ruba skupa, krivulje 0, 03, 0716, 0717 1
07,08,0711, 0712, imaju oblik kruznih lukova koji leze na krugovima radijusa % oko fokus-
nih toCaka F, i F;. To znaci da se parovi segmenata o, 0,1, za svaki j = 2,7,11, 16 mogu
smatrati dijelovima istih analiti¢kih krivulja ¢ime bismo smanjili broj krivulja uklju¢enih u
konstrukciju s 18 na 14. Medutim, za potrebe ovog rada ¢emo ih i dalje gledati odvojeno.
Jo§ jedno zanimljivo geometrijsko svojstvo je da je udaljenost izmedu fokusnih tocaka
jednaka polovini ukupne duljine skupa.

Slika 5.5: Geometrijska svojstva skupa X (slika preuzeta iz [11]).

Osim algebarskih krivulja na kojima lezi svih 18 krivulja ruba skupa postoje joS tri
algebarske krivulje Sestog stupnja koje su analiticki nastavci rubnih krivulja. Za zapis tih
novih krivulja koristit ¢emo nove koordinate, X i Y zadane na sljede¢i nacin

X — Ke,1 Y = Y — Ke2

12~ \/ifl’ i 12— \/Efl’

gdje su x,y koordinate iz originalnog zapisa skupa X, a fi, kg1, ks> su konstante dane u
teoremu 5.1.1. MoZe se pokazati da krivulje o5 1 0 leZe na algebarskoj krivulji P(X,Y) =
0,04na Q(X,Y) =01i0s5naR(X,Y) = 0. Sve tri algebarske krivulje su polinomi definirani
S

X =

PX,Y) = (X*+Y*-8)’ - 216(Y — X)*,
X, Y) = (X* +Y?)’ — 12y1(X* + YH)? = 216 2 (X* + YH)(Y — X)
— 12y3(X? + Y?) — 432 \/ya(Y — X) + 432XY — 32ys,
RX,Y) = (X* + Y?)? = 240, (X* + Y)? + 48a,(X* + Y?) + 13824 \Ja3Y + 4096q,,
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gdje suy;, a;, i = (1,2,3,4) kubicni algebarski brojevi koji izrazeni u terminima konstante

Z= \"/4 +2V2+ \"/4 — 2 V2 imaju sljede¢i oblik

Y1 = -3Z + 14, ) = -3Z + 16,

Y, = -7 + 4, @, = 277% - 240Z + 592,
vs = =277% + 156Z — 190, as = 127% — 547 + 56,
vs = 8Z% —26Z + 8, ay = —9Z + 28,

vs = 972 = 20.

Na sljedecoj ilustraciji imamo vizualne reprezantacije gore navedenih algebarskih krivulja

(@) P(X,Y) (b) (X, Y) (O R(X,Y)
Slika 5.6: Algebarske krivulje (slike preuzete iz [11]).
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Sazetak

U ovom radu dublje istrazujemo problem pomicanja kauca, matematicku enigmu koju je
prvi put postavio austrijsko-kanadski matematicar Leo Moser 1966. godine. Pocevsi od
ranih pokuSaja rjeSavanja, kao Sto je Hammersleyev model, prelazimo na revolucionarni
Gerverov pristup koji je znatno utjecao na daljnje istrazivanje u ovom podrucju. Suvre-
mene perspektive, predstavljene kroz rad Dana Romika, uvode nove koncepte i metode,
ukljucujudi rotacijske putanje i kontaktne toCke, koji dodatno kompliciraju problem, ali
istovremeno nude nove pravce za rjeSenje. Osim toga, rad se bavi i ambideksternom va-
rijantom problema, koja predstavlja dodatni sloj izazova 1 komplikacija. Kroz detaljnu
analizu geometrijskih i algebarskih svojstava, rad pruza sveobuhvatan pregled ovog fasci-
nantnog i joS uvijek nerjeSenog problema, s fokusom na otvorena pitanja i moguénosti za
buduca istraZivanja.



Summary

In this thesis, we delve deeply into the Moving Sofa Problem, a mathematical enigma
first posed by Austrian-Canadian mathematician Leo Moser in 1966. Starting with early
attempts at solving the problem, such as Hammersley’s model, we transition to the groun-
dbreaking approach by Gerver, which has significantly influenced further research in this
field. Contemporary perspectives, represented through the work of Dan Romik, introduce
new concepts and methods, including rotational paths and contact points, that both compli-
cate the issue and offer fresh avenues for resolution. Additionally, the paper explores the
ambidextrous variant of the problem, adding an extra layer of challenges and complexities.
Through a detailed analysis of geometric and algebraic properties, this paper provides a
comprehensive overview of this fascinating yet unsolved problem, with a focus on open
questions and avenues for future research.
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