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Uvod

U svijetu koji je sve viSe orijentiran prema digitalnim medijima, koli¢ina vizualnih poda-
taka koja se svakodnevno generira je ogromna. To donosi nove izazove, ali i prilike za
napredak u polju racunalne vizije, posebno u kontekstu klasifikacije slika. Klasifikacija
slika je slozen zadatak koji zahtijeva sofisticirane metode kako bi se postigla visoka toc-
nost 1 efikasnost. Medu razliCitim pristupima, metode temeljene na tenzorima pokazuju
obecavajuce rezultate. Slike prirodno zamiSljamo u obliku matrice, no ako Zelimo video,
to jest niz slika, prikazati na slican nacin, potrebna nam je nesSto opCenitije od matrica.
Tenzori, kao opcenitija verzija vektora i matrica, omogucuju bolje koristenje viSedimenzi-
onalnih svojstava slika. Pomocu njih lako moZemo reprezentirati razne viSedimenzionalne
stvari te koristeCi operacije nad njima, lako i manipuliramo s takvim podatcima.

U poglavlju [T] éemo nesto viSe reci o tenzorima opéenito te navesti neke od operacija
koje moZemo provoditi nad njima. Zatim, u poglavlju [2] opisujemo dekompoziciju matrice
poznatu kao SVD te ju primjenjujemo za kompresiju crno-bijelih slika, ali i slika u boji.
Kasnije, u poglavlju[3|ce biti opisane dvije vrste tenzorskih dekompozicija, SVD viseg reda
(HOSVD) te tensor train dekompozicija u kojem takoder dajemo primjer kako kompresi-
rati slike te pomocu toga klasificirati slike. Na kraju, u poglavlju[4] bavimo se problemom
klasifikacije rukom pisanih znamenaka te dajemo rezultate koje smo dobili klasificirajuéi
set podataka. Problem rijeSavamo koristeci dva pristupa. U prvom pristupu primjenjujemo
HOSVD, a u drugom pristupu primjenjujemo fensor train dekompoziciju kako bi raspoz-
nali o kojoj znamenci se radi na slici. Baza podataka slika koji koristimo se naziva MNIST
baza podataka koja sadrzi sveukupno 70000 raznovrsnih slika rukom pisanih znamenaka.
Takvu bazu podataka je prvo potrebno razdvojiti na bazu za treniranje i bazu za testiranje
te zatim primijeniti spomenute algoritme kako bi dostigli §to vecu tocnost.

U radu se koristi programski jezik Python koji ima raznovrsnih pomoénih funkcija koje
mozemo iskoristiti kao pomo¢ u klasifikaciji te je njegovo znanje poZeljno ali ne i nuzno
za shvacanje ovog rada.



Poglavlje 1

Tenzori

U ovom poglavlju ¢emo opisati neke osnovne stvari o tenzorima 1 uvesti notaciju kojom
¢emo se sluziti kroz Citavi rad. Kao 1 matrice, tenzori su joS jedan matematicki objekt po-
mocu kojih opisujemo fizicke pojave i oni nam olakSavaju opisivanje raznih svojstava nad
tim pojavama. Tenzore mozZemo shvatiti kao viSedimenzionalne nizove, odnosno, tenzori
generaliziraju koncept matrica i vektora u viSe dimenzija. Zbog toga, poZeljno je dobro
znanje iz podrucja linearne algebre kao Sto su baze vektorskih prostora ali 1 opCenito ope-
racije s matricama kako bi se rad razumio §to bolje. Svrhu tenzora mozemo bolje razumjeti
na sljedeem primjeru. Zamislimo slike kao matrice ili tablice, gdje svaka ¢elija sadrZi broj
koji oznacava intenzitet boje za svaki piksel na ekranu. No video na drugu ruku ne mo-
Zemo tako lako prikazati matricom - trebamo viSe dimenzija. Video mozemo prikazati
kroz viSe slika, gdje svaka slika predstavlja trenutak u videu. Kada te slike postavimo u
niz, dobivamo niz matrica. Drugim rije¢ima, dobivamo nesto sli¢no kao na slici[I.2] gdje
su prikazani frontalni odsjecci tenzora. Ako Zelimo zamisliti tenzore s jo§ viSe dimenzija,
mozemo razmisliti o nizu video zapisa, Sto bi rezultiralo tenzorom reda 4.

Da bi lakse razlikovali o kojem matematickom objektu je rije¢, skalare ¢emo oznaca-
vati malim tiskanim slovom (a, b, ... ), vektore ¢emo oznacavati malim podebljanim slo-
vom (a,b,...), realne matrice oznacavamo podebljanim velikim slovima (A, B, ...), dok
tenzore oznacavamo velikim pisanim slovima (A, B, . ..). Red tenzora oznacava dimenziju
tenzora, tako je naprimjer tenzor A € R¥3*°, tenzor reda 3. 1z ovoga slijedi da je skalar
tenzor reda 0, vektor je tenzor reda 1, dok je matrica tenzor reda 2. Tenzori koji su reda 3
ili viSe nazivamo tenzori viSeg reda, ali ovdje ¢emo se najviSe fokusirati na tenzore koji su
upravo reda 3 za bolje shvacanje nekih pojmova i lakSu vizualizaciju. Sli¢no kao 1 kod ma-
trica, elemente tenzora A € R/™2"*I¥ ¢emo oznacavati s a;, ;,._;, ili ponekad A(iy, ..., iy)
za lakSu asocijaciju u programiranju pri cemu je 1 <i, < Il,,n=1,2,...,N.

Neke od operacija koje ¢emo primjenjivati u radu s tenzorima su ve¢ poznate od prije
kao $to su skalarni produkt ili norma i te operacije se analogno mogu definirati nad ten-
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zorima. Ostale operacije, poput matricizacije tenzora, bit ¢e definirane kasnije u ovom
poglavlju.

1.1 Osnovni koncepti

U svrhu razumijevanja operacija nad matricama, ¢esto smo koristili pojmove redova i stu-
paca. Medutim, s obzirom na to da su tenzori viSedimenzionalni objekti, takve definicije
nisu primjenjive. Stoga, kako bismo mogli raditi s tenzorima, uvodimo koncept moda.
Mod kod tenzora se odnosi na fiksiranje jednog od indeksa tenzora. Analogno moZemo
definirati vektor u modu n, odnosno nit u modu 7, tako da fiksiramo sve indekse osim 7-
tog od nekog tenzora A € RI™2*Iv  Tako moZemo reci da su stupci matrice ustvari isto
§to 1 nit u modu 1, dok su retci isto $to i nit u modu 2. Ako imamo tenzor A reda 3 tada
¢emo nit u modu 1, 21 3 oznaCavati S a.j, a; 1 a;;. respektivno.

Sli¢no, mozemo definirati odsjeCke kao dvodimenzionalne presjeke tenzora tako da
fiksiramo sve osim dva indeksa. Opet, ako imamo tenzor A reda 3, njegove odsjeékeﬂ
¢emo oznacavati s A(i, :,:), A(:, j,:) 1 A(, :, k). Primjere takvih vrsta podtenzora moZemo
vidjeti na slikama|[I.1]i[T.2]
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\E\E
\B\B\
\\E\
\\a
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]

\E\E\E
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Slika 1.1: Nitumodu 1, 21 3 tenzora reda 3

Definicija 1.1.1. Za tenzor A € R IV kaZemo da je dijagonalan ako a,;,. ;, # 0 samo
ak0i1 = iz = :iN.

Matricizacija (eng. unfolding) je koncept koji se Cesto koristi kod tenzora 1 vrlo je
koristan jer sluzi da se tenzor prikaZe u obliku matrice i time se olakSaju neke operacije.
Na primjer, ako imamo tenzor dimenzija 3 X 4 X 2, tada se takav tenzor moze prikazati kao

'Odsjecke tenzora reda 3 razlikujemo na horizontalne, lateralne i frontalne
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Slika 1.2: Horizontalni, lateralni i1 frontalni odsjecci tenzora reda 3

1
Ly,
4

=y

Slika 1.3: Dijagonalni tenzor dimenzija I X I X I s jedinicama po dijagonali

matrica dimenzija 6 X 4 ili mozda pak kao matrica dimenzija 3 X 8. Matricizaciju tenzora
A € RN po modu n definiramo kao matricu koja se dobije tako da niti u modu
n posloZimo kao stupce te takvu matricu oznacavamo A,. Element tenzora na poziciji

(i1, 1o, ...,1y) se tada mapira u element matrice na poziciji (iy, j), pri emu je
N k-1
j=1+ Z(ik - 1)J;, pricemuje J;= H L,.
k=1 m=1,m#n
k#n

Na prvi pogled, formula za izraCunavanje elementa matrice dobivena matricizacijom
izgleda komplicirano, ali je jednostavnije ovaj koncept shvatiti pomocu primjera.
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Primjer 1.1.2. Neka je A € R¥*? neki tenzor kojemu su frontalni odsjecci:

ainn appr air dia ajz Aarpp Az dig
AC, 1) =laon ant apm au|, A(,5L2) =|axy axny Gy dun
aszyr dsz1 dszszr Adsgn aszip Az a4z dz4

Jer je tenzor A reda 3, imat éemo 3 moguce matrizacije moda n:

aiir darpr Az dial drz Are Az Adj4
A(1) = |d211 Q1 d231 dz41 A212 dpxp A3 A4,
aspy dszr dsz;p ds4l Az Aszpz 4szzpy 434

aiilr dzi1 dsinr diiz a2 Adsne
A = djp; Az dsp) Qi dypp a4z
2 =

apzp a1 dsz;p Az A3 A4Aszp

ai4) Q41 Asza) 4142 A242 4342

Aar = apnn azir dsr; Apzr del ... A3zl Ai41 d41 434
(€) .
aip 42 Asly A Az ... A3z A4y Ay 434

Bitna stvar za napomenuti je da poredak kojim preslikavamo niti u modu # u stupce nije
bitan dok god smo konzistentni u daljnim izracunima s takvim poredkom. Zanimljivo je
primjetiti da matritizaciju moZemo i obrnuti, odnosno, matrice bi mogli pretvarati u tenzore
obrnutim postupkom. Takav proces pretvorbe matrice u tenzor se zove tenzorifikacija (eng.
folding).

1.2 Operacije s tenzorima

Kao i kod matrica, norma 1 skalarni produkt su veoma Ceste operacije koje primjenjujemo
nad tenzorima. Takve funkcije nam omogucuju da izraCunamo udaljenost izmedu dva
tenzora 1 koristimo ih kako bismo procijenili koliko dobro jedan tenzor aproksimira drugi.
Sto je manja udaljenost, to zna&i da je aproksimacija bolja. Njihova definicija je sli¢na kao
1 kod matrica, jedino $to ovdje moramo generalizirati takve operacije.

Definicija 1.2.1. Neka je A € RI>*2*Iv proizyoljni tenzor reda N. Norma od A je tada
Jjednaka:

I V63 Iy
— 2
M= D> > a2,
i1=1 ip=1 in=1

Definicija je analogna Frobeniusovoj normi za matrice koja se oznacava s ||A||g.
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Definicija 1.2.2. Neka su A, B € RI*2*Iv dyq tenzora jednakog reda. Njihov skalarni
produkt je tada jednak

I b Iy

(A, B) = Z Z > Giisiybiis.iy-
1

i1=1 =1 iN=

1z ovoga slijedi direktno (A, A) = A~

Prirodno se postavlja pitanje moZemo li tenzore medusobno mnoZiti kao $to to moZemo
s matricama ili mozZemo li tenzore i matrice mnoziti medusobno, i ako da, kako? Odgovor
na to pitanje je potvrdan, a ovdje ¢emo definirati mnoZenje u modu n gdje mnozimo tenzore
s matricom.

Definicija 1.2.3. MnoZenjem u modu n tenzora A € RN ¢ matricom U € R y
oznaci A X, U dobivamo tenzor dimenzija I} X - - - X I,_y X J X I,;1 X - - X Iy Ciji su elementi:

1)1
(A X, Ui oitjineroin = E Qi iy...ig Wjii, -
in=1

Ovakva ideja se moZe prikazati 1 matri¢no kao
H =X Xn U = Y(n) = UX(,,).

Zanimljiva Cinjenica je da ako imamo ulancano mnoZenje s razli¢itim modovima, tada
je redoslijed mnozenja nebitan. Odnosno vrijedi:

AXx,Px,R=AX%X,Rx,P zan+m.
Ako su modovi isti u ulancanom mnoZenju, odnosno ako imamo n = m, tada vrijedi
Ax,Px,R=AXx,(RP).

Moguce je tenzore mnozit i s drugim tenzorima, naravno, samo u odredenim slucaje-
vima. Imamo sljedecu definiciju.

Definicija 1.2.4. (’;’)-produkt tenzora A € RIXXIV g tenzorom B € R/ gdje
vrijedi I, = J,, je definiran kao:
C=AXx] B,

gdje je © € RIV< X ln-tXlysx XIyx i3 X1 ImeiXxIu - Elementi od © su jednaki:

In
§ 'A(ila""in—l’iain+la"~aiN)B(j1a""jm—l’ivjm+l""9jM)~
i=1
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Podsjetit ¢emo se takoder i definicije Kroneckerovog produkta za matrice jer ¢e nam

biti potrebna u dokazu u kasnijim poglavljima.

Definicija 1.2.5. Ako su A € R™" | B € RP*? dvije matrice, tada je Kroneckerov produkt
matrica A i B, oznacen s A ® B, matrica dimenzija (mp X nq) definirana kao:

ClllB e al,,B
A®B = : :
auB - a.,B

Navest ¢emo neka od svojstava Kroneckerovog produkta.
Teorem 1.2.6. Za matrice A i B vrijedi
A®B) =A"®B".
Dokaz. Neka je A matrica dimenzija m X n. Tada vrijedi

ayB --- alnBT anBT amlBT ar
(A®B)T: — : : —

T T
amlB e amnB alnB T amnB A

Teorem 1.2.7. Ako su matrice A i B ortogonalne tada je i matrica A ® B ortogonalna.

Teorem 1.2.8. Za matrice A, B, C i D vrijedi

(A®B)(C®D)=AC®BD.
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Dekompozicija matrice

Dekompozicija matrica, a tako i tenzora, ima puno svrha, medu kojima je i klasifikacija
slika. Za pocetak ¢emo reci nesto o takozvanoj dekompoziciji na singularne vrijednosti
(eng. Singular Value Decomposition) ili skraCeno SVD, a zatim ¢emo tu ideju proSiriti i
na tenzore te cemo takvu dekompoziciju zvati HOSVD (eng. Higher Order Singular Value
Decomposition).

SVD ¢e nam omoguditi aproksimaciju niZeg ranga te pomocu njega moZemo kompre-
sirati slike. Za pocetak ¢emo dokazati teorem koji nam kaZze da se svaka matrica moze
faktorizirati kao produkt viSe matrica.

2.1 Osnovni teorem SVD-a i aproksimacija

U ovom dijelu ¢emo reci nesto vise o egzistenciji SVD-a te o aproksimacijama koristeci
SVD. Dokazi sljedecih tvrdnji se takoder mogu pronaci u [3]]. Prije teorema, podsjetimo
se definicije norme za matrice, poznatiju kao i 2-norma.

Definicija 2.1.1. Matricna 2-norma matrice A jednaka je

Ax
141 = max I AR,

x#0 |||

gdje je A* adjungirana matrica matrice A, dok je Ayn.x(A*A) maksimalna svojstvena vri-
Jjednost matrice.

Teorem 2.1.2. Neka je A € R™" proizvoljna realna matrica i neka vrijedi m > n. Tada
postoje ortogonalne matrice U € R™" i V € R™™ i postoji dijagonalna matrica X =
diag(oy,05,...,0,) eR™ " teg| >0y > -+ = 0, = 0, takve da vrijedi:

A =UxV’,
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Napomena 2.1.3. Uvjet m > n nije nikakva restrikcija, ako to ne vrijedi tada teorem
moZemo primijeniti na AT,

Dokaz. Ako je A nulmatrica, odnosno A = 0, tada za X moZemo takoder stavitidaje X = 0,
a U1V mogu biti proizvoljne ortogonalne matrice i tvrdnja e vrijediti. Pretpostavimo sada
da je A # 0. Ostatak dokaza provodimo indukcijom po 7.

Baza indukcije je n = 1 te tada imamo matricu A dimenzije m X 1. Definiramo jedini¢ni

vektor u kao
A

Al

Sada ga proSirimo matricom U tako da je matrica dimenzija m X m ortogonalna. Odnosno
dobijemo da je U jednak

U= [u, ﬁ] .
Preostale matrice V € R™! i ¥ € R™*! definiramo kao
IA]]>
0
x=| |, v=1
0

i tvrdnja Ce vrijediti za svakim > 1in = 1.
Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za svaku matricu dimenzije (m — 1) X (n — 1).
Neka je v jedini¢ni vektor za kojeg vrijedi
Al = max IAXIl> = [|AV]],.
h=1
Odnosno, vektor v je takav vektor na kojem se dostiZze maksimum 2-norme. Sada defini-

ramo vektor
Av

AV
Kao i prije, nado[)unlmo sada upravo definirane vektore u i v, matricama U i V na nacin

da matrice Uy = |u U] 1Vy = [v V] budu ortogonalne. Dimenzija matrice Uy ¢e tada biti
m X m, a dimenzije matrice Vy je n X n. Raspisivanjem dobijemo

2.1)

T T TAV
T _|u <1 _|uAv u'AV
Vo AV = M Alv.¥]= [fJTAv fJTAV]'

Izracunajmo sada neke elemente ove matrice. Zbog definicije vektora u i v dobijemo da je
prvi element ove matrice jednak
viAT lAv]13

2
= llAV]l2 = [|A]l2 = 1.

T
u Av = vV =
l|Av/||> |AV]|>
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Zbog ortogonalnosti matrica Uy i V, znamo da je UTu = 0. Zbog ortogonalnosti i jedna-
kosti 2.1] slijedi
U”Av = UTu||Av|, = 0 - [|Av]||, = 0.

Neka je sada A definirano kao

T
A =Up AV, = [O(-)l v;; ] ,

gdje je:
w' =u’AV, B=U"AV.
Unitarna invarijantnost nam daje
o1 = [|All, = [UGAVoll2 = [|A 2 (2.2)

Za proizvoljni ne nul vektor z vrijedi

1A _ 1AL

IA]l, = max > :
x20  [[X]|> llzll>
QOdnosno,
ALzl > (1A ],
Ako je z jednak
4
Z= ,
w
slijedi

2
s8]
w 2

2 2
2 T 2 2 2
= (oF + w'w) +BwIB > (o + IIwl3) "

2 2 2 2 2 2
IAIBIZI3 = IA1B (oF + Iwl3) = [1A, 213 = |

Znaci da imamo nejednakost
2 2 2 2)?
1A (o} + IWIB) > (o + IIwl3) "

Dijeljenjem dobijemo

A > o + [Iwll.
1z[2.2)slijedi da je

ol > ol + w2,
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Pokazali smo da je ||W||§ =0, to jest w = 0. Vidimo da vrijedi

U,"AV, = ["1 0] .

0 B
Po pretpostavci indukcije matrica B se moZe zapisati kao
B=Ux V.

Uvrstavanjem dobijemo

T _ o 0 |1 0]lor Ol O
UOAVO‘[O Ulzlvf]‘[o U1HO |0 VI
1z Cega slijedi tvrdnja.
Da bi pokazali kako su singularne vrijednosti u padaju¢em poretku, sjetimo se permu-

tacijskih matrica koje su takoder ortogonalne. Time moZemo dobiti poredak singularnih
vrijednost kakav Zelimo jer ortogonalne matrice ¢ine multiplikativnu grupu. O

Definicija 2.1.4. Stupce uy,u,,...,u, matrice U zovemo lijevi singularni vektori, stupce
Vi, Va,..., Vv, matrice V zovemo desni singularni vektori, a realne brojeve o; zovemo singu-
larne vrijednosti.

U prakti¢noj primjeni SVD ¢emo Cesto imati da je m > n pa promotrimo pobliZe takav
slu¢aj. Ako raspiSemo matrice U, V 1 X dobijemo

o, 0 - 0]
0 o --- 0
. . . . T
ul .. um 0 0 .« e O-I’l vl o« .. Vn
0 O 0
0 0 --- 0]

Primijetimo da ¢e nakon n koraka svaki ¢lan u mnozenju biti jednak O jer £ samo na
dijagonali ima pozitivne vrijednosti. Zato ima smisla uzeti samo prvih n ¢lanova, a ostale
nije potrebno mnoZiti. Time ¢emo smanjiiti vrijeme izvrSavanja, a takav proces se onda
zove tanki SVD. Ako definiramo k kao k = min(n, m) tada moZemo zapisati matricu A kao

A =UXLV,.
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gdje Uy, V] znaci da sadrzavaju samo prvih k stupaca matrice Uy i V! dok X sadrZi samo
prvih k singularnih vrijednosti. Matricu A moZemo zapisati i kao zbroj matrica ranga 1:

k

_ T

A= E OiUv; .
i=1

Buduci da su singularne vrijednosti sortirane silazno, to implicira da su prvih nekoliko vri-
jednosti znacajno veée od ostatka, pa stoga ima smisla aproksimirati matricu A uzimajuéi
u obzir samo prvih nekoliko singularnih vrijednosti.

Teorem 2.1.5. Neka je A € R™" proizvoljna matrica i njen rang oznacimo s r = rang(A) <
min(n,m). Za

k
_ T
A, = E ouv;, k<r,
=1

pri cemu k oznacava da smo uzeli prvih k lijevih i desnih singularnih vektora i prvih k
singularnih vrijednosti, vrijedi

min A -], = A - Adl, = 7

rang(X)<k
Dokaz. Potrebno je dokazati nekoliko stvari. Prvo, da vrijedi
|A = Akl|, = okt (2.3)
Drugo, da za proizvoljnu matricu B ranga najvise k, vrijedi
1A = A|, <[] - B, 24)
Kako bi dokazali jednadzbu [2.3] jednostavnim raspisivanjem dobijemo
n k n
A - Ak = Z O'il/t,'ViT — ZO’,’M,’VZ-T = Z O'iI/tiViT,
i=1 i=1 i=k+1
Sto znadi da vrijedi
|A = Al|, = ||Udiag 0.....0,0%1.....00) V7|, = Tar

pri ¢emu zadnja jednakost vrijedi jer su singularne vrijednosti poredane silazno. Doka-
Zimo sada nejednakost Neka je matrica B € R™" proizvoljna matrica takva da je
rang(B) < k. Tada prema teoremu o rangu i defektu slijedi da je jezgra netrivijalna, od-
nosno nul-potprostor od B je veci ili jednak n — k. Ozna¢imo dimenziju jezgre s d < n — k.
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Nul-potprostor od B je tada razapet vektorima xi, ..., x;z, u oznaci span{xy, ..., xz}. Jer je
potprostor razapet vektorima vy, vy, ..., Vx4 dimenzije k + 1, tada vrijedi
span{xi, ..., xg} N span{vy, ..., v} # {0}

Znaci da postoji neki vektor z, pa tako i jedini¢ni vektor, takav da pripada presjeku. Jer je

Bz=01
k+1

Az = Z o (viTz) u;,
i=1

tada vrijedi
k+1

A - Bl = [la - B} = f[ad]} = 307 (v/2) 2 0.
i=1
O

Svrhu teorema [2.1.5| moZemo dobro vidjeti na primjeru kompresije crno-bijelih slika
jer njih moZemo lagano prikazati pomocu matrica. Crno-bijele slike se mogu prikazati po-
mocu matrica tako da svaki element u matrici predstavlja broj izmedu 0 1 255 te predstavlja
intenzitet crne boje u svakom pikselu.

Uzmimo za primjer sliku [2.1]i programski jezik Python. Za pocetak, u¢itamo sliku koja
ima originalne dimenzije 1917 X 1515, odnosno 2904255 piksela, ali smo je ovdje umanjili
radi preglednosti.
from matplotlib.image import imread
import os

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

imglLoad = r’bear.png’

X = imread(imgLoad)

img_org = plt.imshow(X)

X = np.mean(X, -1); # Convert RGB to grayscale

img = plt.imshow(X)
img.set_cmap(’gray’)
plt.axis(’off’)
plt.show()

Zatim, u Pythonu vrlo laganu mozemo dobiti SVD od matrice koja predstavlja nasu
sliku koristeci funkciju svd iz biblioteke numpy. Koristit ¢emo tanki SVD te napisati funk-
ciju koja prima k i pomocu njega aproksimira matricu X. Uzimamo k X k podmatricu
matrice U, X i V7.

Napomena 2.1.6. Varijablu S je potrebno pretvoriti u dijagonalnu matricu s np.diag.
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Slika 2.1: Originalna slika u boji i crno-bijela s 2904255 piksela

U, S, VT = np.linalg.svd(X, full_matrices=False) #za tanki SVD
postavljamo full_matrices = False
S = np.diag(S) #pretvori S u dijagonalnu matricu

def approxMatrix(k):
Xapprox = U[:,:k] @ S[0:k,:k] @ VT[:k,:]
plt. figure()
img = plt.imshow(Xapprox)
img.set_cmap(’gray’)
plt.show()

Na kraju, funkciju koju smo upravo definirali moZemo pozvati sa parametrima k = 5,
k =20, k = 50 te k = 100 i kao rezultat dobijemo sliku[2.2]

for k in (5,20,50,100):
approxMatrix (k)

MoZemo primjetiti da kada postavimo k na mali broj, kvaliteta slike znacajno padne,
ali za dovoljno veliki k£ skoro pa ni ne razlikujemo aproksimaciju od originalne slike.

Na slici[2.3lmoZemo vidjeti graf singularnih vrijednosti na logaritamskoj skali i vidimo
kako singularne vrijednosti na poCetku znacajno padaju. Odnosno, prvih 20-ak vrijednosti
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(a) veli¢ina: 1917-5+5+45-1515 = 17165 px, (b) velic¢ina: 1917-20+20+20-1515 = 68660,
omjer kompresije: 2904255/17165 = 169.20 omjer kompresije: 2904255/68660 = 42.30

(c) veli¢ina: 1917-50+50+50-1515 = 171650 (d) veli¢ina: 1917 - 100 + 100 + 100 - 1515 =
px, omjer kompresije: 16.92 343300 px, omjer kompresije: 8.46

Slika 2.2: Aproksimacija slike s (a) k = 5, (b) k = 20, (c) k = 50, (d) k = 100

15
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(a) Singularne vrijednosti (b) Odnos sume prvih k singularnih vrijednosti i
sume svih singularnih vrijednostima dobivene po-
mocu formule

Slika 2.3: Analiza singularnih vrijednosti crno-bijele slike[2.1]

su znacajno bitnije od ostalih vrijednosti te zato ve¢ s k = 20, slika je dobro vidljiva i
veé tada prepoznajemo o kojoj slici je rije¢. Takoder, moZemo vidjeti odnos sume prvih
k singularnih vrijednosti 1 svih singularnih vrijednosti, odnosno, ako je n < m za matricu
A € R™" onda iz grafa moZemo iSCitavati:

k
zbzlaﬁ

n
i=1 O

(2.5)

Opet, vidimo da za k ~ 30, aproksimacija je vrlo dobra, a kako k raste dobivamo bolju
aproksimaciju ali greSka se ne smanjuje toliko brzo kao na pocCetku. U Pythonu, graf bi
nacrtali sljedec¢im kodom:

plt. figure (1)

plt.semilogy(np.diag(S))

plt.title(’Singularne vrijednosti’)

plt.show()

plt. figure(2)

plt.semilogy(np.cumsum(np.diag(S))/np.sum(np.diag(S)))

plt.title(’0dnos prvih $k$ singularnih vrijednosti sa svim singularnim
vrijednostima’)

plt.show()

Slike u boji bismo isto mogli kompresirati koriste¢i SVD, ali uz malo komplikacija.
Postoje 3 kanala koja tvore sliku u boji: crveni, zeleni 1 plavi. Za svaki taj kanal moramo
posebno napraviti SVD dekompoziciju gdje je svaki kanal reprezentiran kao matrica Ciji
su elementi izmedu 0 1 255 i1 oni predstavljaju intenzitet odredene boje na slici. Nakon $to
smo napravili kompresiju pomoéu SVD-a, sva 3 kanala potrebno je spojit da stvore novu,
kompresiranu sliku.
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(d) k=100

Slika 2.4: Kompresirane slike, veli¢ina i omjer kompresije su kao i na slici[2.2]

17



Poglavlje 3

Dekompozicije tenzora

U ovom poglavlju opisat ¢emo neke dekompozicije tenzora. Za pocetak opisujemo HO-
SVD, proSirenu verziju SVD-a, a zatim ¢emo opisati tensor train dekompoziciju te dati
par primjera gdje se takve dekompozicije koriste.

3.1 HOSVD

SVD viseg reda (eng. Higher order SVD), ili skraéeno HOSVD, poznatija je jo$ kao i
specijalni sluc¢aj Tuckerove dekompozicije u kojem su podtenzori ortogonalni te proSiruje
koncept SVD-a kod tenzora. Svrha HOSVD-a je da dekompozira tenzor na nacin gdje se
takozvani jezgreni tenzor mnoZzi matricama po svakom modu. Odnosno, ako na primjer
imamo tenzor A € R™/>X reda 3 tada éemo imati

A =8 x; UV x, U? x; U,
Ovakvu dekompoziciju moZemo bolje shvatiti promatrajudi sliku [3.1]
Napomena 3.1.1. Matrica je tenzor reda 2, pa SVD matrice A se moZe zapisati i kao
A=Xx,Ux, V.

Koriste¢i svojstva mnozZenja moda n i Kroneckerovog produkta, za neki tenzor A reda
3 vrijedi da se moZe matri¢no zapisati po modovima:

Ag = U08, (U0 0 U?)
A(3) = U(3)8(3) (U(Z) ® U(l))T .

18
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s

A U S U@

Slika 3.1: Primjer HOSVD-a za tenzor reda 3

Primijetimo da ako su matrice UV € R, U® € R/*2, U® € RE*R te tenzor § € RF¥*K,
odnosno 8§ € RP*PR tada je na primjer matrica A, dobro definirana jer dobijemo da je
dimenzija od UVS;, jednaka IXOR, a dimenzija Kroneckerovog produkta UY®@U® je tada
KJ X RQ pa transponirana matrica ima dimenzije QR X KJ. Znaci da desna strana nakon
svih mnoZenja ima dimenziju / X JK Sto je dimenzija matrice A;). Vrijedi i openitija
verzija ovakvog mnoZenja koja je pokazana u dokazu teorema[3.1.2u jednadzbi[3.4]

Vise o ovakvom prikazu matriciziranih tenzora moZete procitati u [7] gdje je takoder
dan dokaz iduceg teorema.

Teorem 3.1.2. Svaki tenzor A dimenzija I, X I, X - - - X Iy se moZe faktorizirati kao:
A =8x UV x, UP x5 xy UM, (3.1)

i vrijedi

o UM = (u(ln), ul”,. ., u;:)) su ortogonalne matrice dimenzija I, X I, gdje je vektor u\"”

i-ti singularni vektor u n-tom modu

o Tenzor 8, dimenzija I, X I X - -+ X Iy jo§ zovemo i jezgreni tenzor, podtenzori 8; —,
su dobiveni fiksiranjem n-tog indeksa koji je jednak « i za njega vrijedi sljedece:

1. Ortogonalnost: dva podtenzora 8; -, i 8 - su ortogonalni u smislu skalarnog
umnoska, za sve moguce vrijednosti n:

(Si-0-8ip) =0 Va #p.
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2. Redoslijed:
I18,=1ll 2 I8;,=2ll = - -+ 2 [I8;,=,[l =0 Vn=1,...,N.

Odnosno, ako singularne vrijednosti definiramo kao:

o = 118;,=ll
tada vrijedi:
o’ >0 > >0 VYn=1,...N. (3.2)

Dokaz. Dokaz pokazuje vezu izmedu HOSVD od A i SVD od njegovih matricizacija.
Neka je A € RI*E2X*Iv proizyoljni tenzor. Definiramo tenzor § € RI2%xIv kao

8 = A x; UD" x, U x5+ UM (3.3)
Pri ¢emu su U™ ortogonalne matrice. J ednakost mozemo zapisati u matricnom obliku:
Aw=U"-8S, (U eU"? e .. e UV eU"eU@ - U"").  (34)

Razmotrimo mod n matricizaciju od A, A, 1 njegov SVD:

T

Ay =U"Z™ (VO (3.5)
dje je ™ = dia (0'(”) ol 0'(")) i za tu matricu znamo da vrijedi ¥ > o0 > ... >
gJJ - 8 1 Y2 20V, J 1 =V, = =

0'5") > 0 i matrice U™, V® su ortogonalne. To moZemo napraviti za svakin = 1,..., N.

S r, ozna¢imo najmanji indeks takav da je 0'5;') > (. Usporedujuéi jednadzbe i i
s obzirom da su matrice ortogonalne, dobijemo da je:

Sw=Z" -V (U gU"? ... e UV eU" e U e -0 U"").

Iz &ega slijedi da za proizvoljne ortogonalne matrice UV, U@, ..., ==Y uw=b g™
vrijedi
(8i=0»8i,5) =0, Vo #,
te
18,1l = " 2 181,20 = o3l = -+ 2 18,1l = 7" 2 0,

1, ako je r, < I, tada:

)
I8i=r1ll = 0y = = I8y, = o = 0.

Konstruirajuéi matrice UV, U@, ..., U®-D, U@D UM na sli¢an na¢in kao §to smo
to napravili s U™, 8 se moZe konstruirati tako da budu zadovoljeni svi zahtjevi iskaza
teorema. Takoder, kao §to vidimo iz jednakosti[3.5] sve matrice UV, U®, ..., UM i tenzor
8 koji zadovoljavaju uvjete se mogu pronaci pomocu SVD od A(), Ap),....Aw), gdje 8
slijedi iz[3.3] |
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Slika 3.2: Singularne vrijednosti jezgrenog tenzora u svim modovima

Uzmimo tenzor iz MNIST baze podataka od nasumi¢no odabranih 1000 slika zname-
naka. Takav tenzor je dimenzija 1000 x 28 X 28, pri cemu 28 X 28 oznacava dimenzije
slika. Primijenimo li HOSVD nad takvim tenzorom uzimajuci rang {100, 28, 28} u funkciji
tucker iz tensorly biblioteke, moZzemo prikazati singularne vrijednosti u svim modovima
jezgrenog tenzora kao §to moZemo vidjeti na slici[3.2] Singularne vrijednosti su u padaju-
¢em poretku bas kao $to je istaknuto u iskazu teorema[3.1.2]

Dokaz teorema [3.1.2]i jednadzba [3.5] nam ujedno daje i algoritam kojim moZemo iz-
racunati HOSVD nekog tenzora A reda N. Lako moZemo dobiti singularne matrice moda
n, U™, kao lijeva singularna matrica od matricizacije tenzora u modu n. Znaci, moramo
izraCunati N razli¢itih SVD matrica dimenzija I, X 11, ... I,_11,41 ... Iy gdjeje 1 <n < N.
Zatim, jezgreni tenzor S se dobije izraCunavanjem:

S=Ax, UD %, U?" x3...xy UM, (3.6)

Algoritam moZemo prvo napisati u pseudokodu za lakSe razumijevanje.
U Pythonu, HOSVD funkcija bi se mogla realizirati na sljedeci nacin:
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Algorithm 1 HOSVD

Require: Tenzor A € RI<>Iv
inicijaliziraj praznu listu U_lista
forn=1to Ndo
A, < Matriciziraj tenzor A u modu n
izratunaj SVD od A,), A(,y = UXV?
spremi U u listu U_lista
end for
Izradunaj 8 = A x; UD" 5, UY" x5 - - xy UM gdje U™ dobijemo iz varijable U_lista
return U_lista, S

from tensorly.tenalg import mode_dot

def hosvd(tensor):
U_matrices = []

for mode in range(tensor.ndim):
# matricizacija tenzora u modu n
unfold = np.moveaxis(tensor, mode, 0)
unfold = unfold.reshape(unfold.shape[0], -1)

# izracunaj svd matrice i U stavi u listu matrica
U, S, Vt = np.linalg.svd(unfold, full_matrices=False)
U_matrices.append(U)

S_tensor = tensor
for mode, U in enumerate(U_matrices):
# izracunaj jezgreni tenzor formulom iz dokaza
S_tensor = mode_dot(S_tensor, U.T, mode)
return U_matrices, S_tensor

Funkcija hosvd prima tenzor kao argument te vraéa listu matrica U% i jezgreni tenzor S.
Na pocetku funkcije definiramo varijablu U_matrices koja predstavlja listu matrica koje
¢emo koristiti u izraCunavanju jezgrenog tenzora. Zatim prolazimo po svim modovima
tenzora 1 matriciziramo tenzor u mod n. Nakon §to izracunamo SVD matrice, spremamo
varijablu U u listu matrica. Nakon §to smo dobili sve potrebne matrice, tenzor racunamo
po formuli i spremamo ga u varijablu S_tensor, pri tome smo koristili funkciju mode_dot
iz biblioteke tensorly. Na kraju funkcije vracamo listu matrica i izracunati tenzor. U bi-
blioteci tensorly se nalazi napravljena funkcija za izracunavanje Tuckerove dekompozicije,
odnosno HOSVD dekompozicije koju pozivamo kao:

import tensorly as tl
from tensorly.decomposition import tucker
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S_tensor, U_matrices = tucker(tensor, rank=tensor.shape)

Takoder vraca jezgreni tenzor i listu matrica. U funkciju moramo proslijediti tenzor
koji zelimo dekomponirati, u naSem slucaju je to varijabla tensor, te dimenziju tog tenzora
koju mozZemo dobiti pozivajuéi tensor.shape. Usporedimo li implementaciju iz tensorly
biblioteke i nase implementacije hosvd funkcije pomocu time funckije, primjetit ¢emo da
na primjer za izvrSavanje dekompozicije tenzora dimenzija 5 X 5 X 5 X 5 X 5 X 5, tensorly
biblioteka radi otprilike 3 puta brZe nego naSa implementacija. Zbog toga, u daljnjem radu
¢emo Kkoristiti funkciju iz tensorly biblioteke.

Jedinstvenost singularnih vektora u HOSVD-u je do na predznak ako su elementi realne
vrijednosti.

Da bi provjerili radi li nam funkcija kako ocekujemo, moZemo probati pomnoZiti ma-
trice 1 tenzor koji nam funkcija vraca i usporediti ga s originalnim tenzorom. Kako bi to
napravili, piSemo funkciju reconstruct_tensor koji prima 2 argumenta. Koriste¢i funkciju
multi_mode_dot, naSa funkcija bi izgledala ovako:

from tensorly.tenalg import multi_mode_dot

def reconstruct_tensor(S_tensor, U_matrices):
# rekonstruiraj tenzor
reconstructed_tensor = multi_mode_dot(S_tensor, U_matrices,
transpose=False)

return reconstructed_tensor

Kao $to smo to napravili kod matrica, tako i tenzore mozemo aproksimirati koristeci
HOSVD. Iz teorema slijedi da se tenzor A € R/"™2*53 reda 3 onda moZe zapisati
pomodu singularnih vektora i matrica kao:

I3
A= Aixsu, Ay =850 x U x, U2,
i=1

gdje suu” stupci matrice U®), a A; su matrice dimenzija I, x I, odnosno tenzori dimenzija
I, X I x 1. Takoder vrijedi:

(AuA)) = tr [U<2>8(:, L) (UO) U0SC, s ) (U<2>)T] = 1r[8C,5 08 (. )] = 0,

jer je tr(AB) = tr(BA), pri ¢emu tr(A) oznaCava trag matrice A koji je definiran kao

n

tr(A) = Z a;;.

i=1
Odnosno, vidimo da svaki odsjeCak u modu 3 tenzora A bi mogli zapisati u ortogonal-

noj bazi (A));, gdje smo s r3 oznacili broj pozitivnih singularnih vrijednosti u modu 3.
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Dobivamo:

3
A, )= Y 2PA,, (3.7)
i=1
pri cemu je zﬁj ) J-ta komponenta vektora u?) te

A; =83, ) %, UD x, UP,

Primijetimo da jezgreni tenzor nema svojstvo da je opCenito dijagonalni tenzor kao $to
smo imali slu¢aj kod SVD-a, ali, promatrajuci[3.2] vidimo da su ipak sortirani nekako. Ako
promatramo tenzor reda 3 tada im je najveca energija sadrZana u gornjem lijevom kutu 1
kako se pomic¢emo prema donjem desnom kutu, vrijednost im opada.

Zato, kao 1 prije, moZemo se ograniCiti na prvih k baznih matrica A, te prvih k singu-
larnih vektora u modu 3. Aproksimaciju niZeg ranga tenzora A tada dobijemo kao:

k
A= Z A,‘ X3 lll(.3), A,’ = 8(!, o Z) X1 U(l) X U(z).
i=1
Greska koja nastaje je ogranicena sljede¢im izrazom:

K]
M-Al< Y (@)

i=k+1

Koriste¢i HOSVD, odnosno Tucker dekompoziciju i funkciju iz tensorly-a, opet mo-
Zemo aproksimirati sliku. Sljede¢im programom moZemo proizvoljnu sliku kompresirati.

import matplotlib.pyplot as plt

import tensorly as tl

import numpy as np

from tensorly.decomposition import tucker

# ucitaj sliku
image = imread(imgLoad)
image = tl.tensor(image, dtype=’'float64’)

def to_image(tensor):
im = tl.to_numpy(tensor)

im -= im.min(Q)
im /= im.max()
im *= 255

return im.astype(np.uint8)

# rank of the Tucker decomposition
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tucker_rank = [25, 25, 3]

# tucker dekompozicija

core, tucker_factors = tucker(image, rank=tucker_rank, init=’random’,
tol=10e-5)

tucker_reconstruction = tl.tucker_to_tensor((core, tucker_factors))

# prikazi kompresiranu sliku

fig = plt.figure(figsize=(10, 10))

ax = fig.add_subplot(l, 3, 3)
ax.set_axis_off()

ax.imshow(to_image (tucker_reconstruction))
ax.set_title(’Tucker’)

plt.show()

Pri ¢emu je varijabla imgLoad ime slike te koristimo pomo¢nu funkciju to_image kako
bi iz tenzora dobili sliku. Varijablu tucker_rank koristimo da bi definirali koliko Zelimo
aproksimirati jezgreni tenzor. Jer je slika u boji, broj 3 oznacava da aproksimiramo koris-
teci sve boje.

Dobivena aproksimacija se moZe vidjeti na slici[3.3]

3.2 Tensor Train

Tensor train dekompozicija (TT dekompozicija) je uvedena kako bi se pokusali izbjeci
nedostatci u HOSVD dekompoziciji, a poznatija je 1 kao "matrix product state" dekompo-
zicija u svijetu fizike. Kako smo i prije spomenuli, za HOSVD tenzora A je bilo potrebno
Cuvati jezgreni tenzor istih dimenzija kao A te smo morali racunati i N matrica. Za veliki
N, ovakvo spremanje podataka je sporo i nije efikasno. Zato, da bi se izbjegla ovisnost o di-
menziji, tensor train dekompozicija dekompozira tenzor reda N u produkt tenzora reda 3.
Isto tako, koriste¢i algoritme temeljenim na SVD-u, izraunamo faktore u dekompoziciji.

Definicija 3.2.1. Neka je A € RI*IV tenzor reda N. KaZemo da je tenzor A u TT-formatu
ako se njegovi elementi mogu zapisati u obliku:

A, .. iv) = G, D520, 02, 0) - Gn-1Cy iv-1, DGR (S i), (3.8)
pri tome:
o G, e R Gy e RV-1*Ivj G e Rl zq k= 1,..., N se nazivaju TT-jezgre.
e rnnzak=1,...,N senazivaju TT rangoviiry =ry = 1.

e 7 = max ry se naziva maksimalni TT-rang.
1<k<N
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(a) varijabla tucker_rank = {25,25,3}; veli¢ina: (b) varijabla tucker_rank = {50, 50, 3}; veliCina:
86437 piksela; omjer kompresije: 33.59 179109 piksela; omjer kompresije: 16.21

Slika 3.3: Kompresirane slike dobivene pomo¢u HOSVD dekompozicije

G S G;
ilal @ a’lizag @ a’2i2

Slika 3.4: Tenzor train koriste¢i indekse za tenzor reda 3

JednadZzbu [3.8 moZemo napisati pomocu indeksa na sljedeci nacin:

Ay, ... iy) = Z Gi(i1, 1)92(ai, i, a2) ... Gy(an-1, in), 3.9

te se takva tensor train dekompozicija zapisana koristeéi indekse vizualizira pomocu slike

Sa slike moZemo zakljuciti sljedeée. Pravokutni ¢vorovi sadrZe indekse iz izvornog
tenzora 1 barem jedan pomo¢ni indeks. Kruzni ¢vorovi sadrze samo jedan pomo¢ni indeks.
Dva pravokutna ¢vora su povezana ako i samo ako imaju zajednicki pomoc¢ni indeks a.
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A G, S,

Slika 3.5: Primjer tenzor train-a za tenzor reda 3

1z slike takoder vidimo zasto se ovakva dekompozicija zove tensor train (hrv. tenzorski
vlak), ovakvo mnoZenje upravo moZemo interpretirati kao vagone, odnosno kao vlak.
Koriste¢i definiciju (’;’)—produkta tenzora, jednadZbu mozemo zapisati i kao

A =Gy x5 G2 x5 G5 X5 -+ X3 Gy.
Ako imamo tenzor A reda 3 tada je njegova fensor train dekompozicija jednaka
A =G, x; G| x3 G, (3.10)
zbog toga Sto je

Ay, i, 13) = Gi(i1, 1) X Ga(yia, 1) X3 G3 (s, 13)
= Z Gi(i1, a1)92(ay, iz, @2)G3(az, i3)

ay,a2

= Z (92 X1 Gl) (ila i2, a’Z)G3(a29 l3)

= (92 Xl Gl X3 Gg) (il’ i27 i3)'

Jednadzbu takoder mozemo vizualizirati slikom

Svaki faktor u TT dekompoziciji se dobije pomo¢u SVD-a od pojedine matricizacije u
modu n tenzora A. Tako na primjer, prvi ¢lan je izra¢unat pomoéu SVD od Ay = G1Z, V1.

Kao i prije, pomoéu TT dekompozicije je takoder moguce aproksimirati tenzore. Raz-
matramo samo prvih k stupaca od G; i takvu novu matricu oznacimo s G Posljedicno,
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postavimo G, € R¥"*™ kao tenzor od prvih k mod 1 elemenata od G,. Aproksimirani
tenzor je tada jednak
A =G, %1 G XgGg.

Najcesce ¢emo razmatrati aproksimacije tenzora u TT formatu sa preciznos¢u €. Tako
¢emo originalni tenzor A zamijeniti tenzorom B u TT formi za koju vrijedi

A = Bllr < €llBllF.

Za pocetak, napomenimo da mozemo dobiti granicu za rang r. Svaki @, se pojavljuje dva
puta u jednadZzbi 3.9|pa je odozdo omeden rangom matricizacije od A:

Aw = Awr, - s i igr - - in) = A, .. 0y, (3.11)

gdje prvih k indeksa predstavljaju redove u matrici A ), a zadnjih N — k indeksa predstav-
ljaju stupce. Takoder, veli¢ina ovakve matrice je

(11

Sljedeci teorem 1 dokaz nam daju konstruktivni nain kako dobiti TT dekompoziciju
nekog tenzora.

Teorem 3.2.2. Ako za svaku matricizaciju Ay, koja je zapisana u formi[3.11} N dimenzi-
onalnog tenzora A vrijedi
rang Ag) = 1y,

tada postoji TT dekompozicija s TT rangovima ne vecim od ry,

Dokaz. Razmotrimo matritizaciju A(;y. Rang te matrice je jednak r;. Takoder, moZe se
zapisati kao:
A(]) = UVT,

ili, koriste¢i indekse:

r
A(l)(il;iz, condy) = Z UG, a)V(aysia, ..., in).

)

Matrica V se moZe zapisati kao:

V=ALU(UTU) = AL W,
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ili koristeci indekse:
I
V(ag;ia, ..., iy) = Z‘A(il, L IW3L ap).
i=1

Matrica V se moze gledati i kao (N — 1) dimenzionalni tenzor V gdje je (a,i,) jedan pro-
duZeni indeks:
V(Qliz, i3,...,iy) = V(ay; i, ..., 10y).

Promotrimo matricizacije V(y), ..., V). Pokazujemo da vrijedi rang (V) < ri. Za k-ti
mod, TT rang je jednak r, pa moZemo zapisati

Tk
Aw(r, . i gty .-, N) = Z FGi,...,i;:BGB; ikets - - -5 In).
p=1
Iz ovoga dobijemo

Iy
Vot ooy ipsts a2y - o o5 IN) = Z A ity .5 ik Tkrts - - i)W, @)
i=1

= > D K, i G B ik -, i) Wi, an)
ii=1 p=1
Tk

= Z H(ali29 sy ik;ﬁ)G(ﬂ; ik+]’ ceey iN)’
B=1

gdje je
Iy
H(ibs, ., iB) = ) F(ir,...,i; BIW(ir, ).
i1=1

Razdvojili smo indekse od V) 1 rang (V) < rr. Ovaj proces nastavimo indukcijom.
Razmotrimo matricu V) i razdvojimo indeks (a, i»):

n
V(aiz, i3, .. ., in) = Z Salay, iy, @)V (@2is, by, - - -, iN),
ar=2
te time dobijemo idu¢i jezgreni tenzor G,. Ovaj proces ponavljamo do Gy. O

U dokazu teorema[3.2.2]opisali smo algoritam kako dobiti TT dekompoziciju proizvolj-
nog tenzora i taj algoritam se naziva TT-SVD algoritam.
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Kao $to smo rekli, zbog efikasnosti, Cesto ¢emo htjeti raditi s aproksimacijama. Zato
¢emo imati aproksimaciju niZzeg ranga:

A(k) = R(k) + E(k), rang(R(k)) = Ik, ||E(k)|| = €, k= 1, RN ,N - 1. (312)

Teorem 3.2.3. Neka matricizacije Ay, tenzora A zadovoljavaju Tada TT-SVD izra-
cunava tenzor B u TT formatu sa TT rangovima ry. i vrijedi:

N
M - Blir < 4| D &
k=1

Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom. Za N = 2, tvrdnja vrijedi zbog svojstva SVD-a.
Neka je N > 2. Tada je matricizacija A, dekomponirana kao:

Agy =UnEV() + Eq) = UyBa) + Eqy,

gdje je U; dimenzija I; X r; te ima ortogonalne stupce 1 ||[E|| = €. Matrica B je
prirodno povezana s tenzorom B, reda N—1 s elementima B(«, i, i3, . . ., iy) 1 bit e kasnije
dekompozirana s TT-SVD algoritmom. Znaci da je B(;, aproksimirana nekom matricom
B(;). Pomocu SVD-a slijedi da je U(TI)EU) = 0 pa je:
A = Bl = 1Aq) — UnyByllz = 1Ay — UayBay + By = Byl
Daljnim raspisom dobijemo da je to jednako:
A0y = UayBay +Bay =Bl = A0y — Uy Bll7 + Uy By — Bay)llz-
Zbog toga Sto U(;) ima ortogonalne stupce vrijedi i iz pretpostavke teorema imamo:
A — Bl < € + By — Byllz. (3.13)
Takoder, matricu B(;) moZemo izraziti kao

_ T
B = UyAw.

Iz ortogonalnosti stupaca matrice Uy, slijedi da je udaljenost od k-te matricizacije tenzora
B, reda N — 1 do r;-tog ranga matrice ne moZe biti veéi od €, pa indukcijom slijedi da je:

N—-

D 2 2
By — Bayllp < Z €-

k=

—_

Zajedno s [3.13|dokaz je zavr3en.
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Korolar 3.2.4. Za tenzor A i rangova ogranicenih s ry najbolja aproksimacija za A u
Frobenisiovoj normi sa TT rangovima ograniceni s r, uvijek postoji (oznacimo je s A%') i
TT aproksimacija dobivena s TT-SVD algoritmom je kvazi-optimalna:

IA = Bllr < VN = 1|4 = A"||p.,

ViSe o dokazima ovih tvrdnji se moZe pronaci u [8]. NapiSimo sada pseudokod za
TT-SVD uz pomoc¢ prethodnih dokaza kako bi bolje razumjeli tensor train dekompoziciju.

Algorithm 2 TT-SVD

Require: Tenzor A € RV trazena preciznost €

inicijaliziraj potrebne varijable
SR
1zr'acunaj 5 = mllAll F
privremeni tenzor C = A, ry = 1
fork=1toN-1do

_ numel(C)

C= reshape((‘?, [rk_lnk, . ])

provedi SVD s § aproksimacijom matrice C, C = UXV? +E, |[E||r < 6, r; = ranks(C)

Nova jezgra: Gy = reshape(U, [ri_1, ng, r¢])
C=xVv’

end for

GN = C

return G,...,Gy

Implementaciju TT-SVD-a algoritma moZemo napraviti koristeci sljedeci kod u Pyt-
honu:

| def tt_svd(A, epsilon):

" nuan

3 Izracunaj TT dekompoziciju koristeci TT-SVD algoritam
4

5 Arguments:

6 - A: numpy array, tenzor koji zelimo dekompozirati.

7 - epsilon: float, preciznost.

8

9 Returns:

10 - G: list of numpy array, jezgreni tenzori.

12 # inicijalizacija
13 N = A.ndim
14 # delta oznacava granicu do koje dozvoljavamo gresku i izracunava se

po formuli iz korolara
15 delta = epsilon / np.sqrt(N - 1)

*

np.sqrt(np.sum(A**2))
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16

17 C=A

18 # lista rangova

19 r = [1]

2

21 # lista jezgrenih tenzora

22 G = []

24 for k in range(l, N):

25 # koristimo -1 da automatski odredi broj stupaca

26 # r_{k-1}*1I_k je dimenzija retka

27 C = C.reshape(r[k-1] * A.shapelk-1], -1)

28

29 # provedi SVD za matricu C

30 U, S, Vt = la.svd(C, full_matrices=False)

31 # izracunavamo rang r_k,

32 # min osigurava da r_k nije veci od ranga S

33 r_k = min(np.sum(np.cumsum(S[::-1]**2)**0.5 <= delta), len(S))

34 # r_k mora bit barem 1

35 r_k = max(1l, r_k)

36 Uu, S, Vvt = U[:,:r_k], S[:r_k], Vt[:r_k,:]

37 # stavi r_k u listu rangova

38 r.append(r_k)

39

40 # odredi novi jezgreni tenzor G_k i stavi u listu jezgrenih
tenzora

41 G_k = U.reshape(r[k-1], A.shapelk-1], r_k)

42 G.append (G_k)

43

44 # Izracunaj novi C

45 C = np.diag(S) @ Vt

46

47 # Zadnji jezgreni tenzor

48 G_N = C.reshape(r[-1], A.shape[-1])

49 G.append (G_N)

5(

51 # vrati tenzor u TT formatu

52 return G

Bitno je napomenuti da za manje epsilone funkcija nece raditi dobro kao Sto oCeku-
jemo, ali ovdje smo napisali za bolje shvacanje algoritma. Zato je bolje koristiti ve¢ bolje
istestirane funkcije s veCom preciznoscu iz biblioteke tensorly. Biblioteka tensorly sadrzi
funkciju

| matrix_product_state(input_tensor, rank)

koja odradi TT dekompoziciju nad tenzorom i vraca listu faktora u dekompoziciji. Funk-
ciju pozivamo tako da proslijedimo vlastiti tenzor umjesto varijable input_tensor te za
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rank moZemo staviti input_tensor.shape kojom dohva¢amo dimenzije naseg tenzora. Kao
Sto vidimo, moZemo Koristiti tanki SVD (truncated_svd). Takoder, nakon §to dobijemo
jezgrene tenzore od tenzora, njih mozemo iskoristiti da dobijemo originalni tenzor. Na
primjer ako imamo:

cores = matrix_product_state(input_tensor, rank)

Tada pozivom:

original_tensor = tt_to_tensor(cores)

dobijemo originalni tenzor iz jezgrenih tenzora. Funkcija iz tensorly biblioteke je ta-
koder za otprilike trostruko brza nad tenzorima reda 3 pa ¢emo iz tog razloga koristiti veé
gotovo napravljene funkcije.

Kao i prije, pomocu tensor train dekompozicije moZemo dobiti aproksimaciju slika.
Sljede¢im kodom proizvoljnu sliku moZemo kompresirati:
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import tensorly as tl
from tensorly.decomposition import matrix_product_state

image_path = ’flower. jpg’
image = plt.imread(image_path)

normalized_image = image / 255.0

# TT rang za dekompoziciju
rank = [1, 30,30, 1]

compressed_image = matrix_product_state(normalized_image, rank)
reconstructed_image = tl.tt_to_tensor (compressed_image)
plt.imshow(reconstructed_image, cmap=’'gray’)

plt.axis(’off’)
plt.show()

Pokretanjem ovog koda dobit ¢emo sliku [3.6]
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. F = h—.-n--. X i
(a) rank = {1,25,25, 1}; veli¢ina: 161559 piksela; (b) rank = {1, 50, 50, 1}; velic¢ina: 323109 piksela;
omjer kompresije: 17.98 omjer kompresije: 8.99

Slika 3.6: Kompresirana slika dobivena pomocu tensor train dekompozicije

34



Poglavlje 4

Primjer Kklasifikacije slika pomocu
Pythona

Sada ¢emo klasificirati slike koriste¢i HOSVD i tensor train dekompozicije. Za klasifika-
ciju rukom pisanih znamenki koristit éemo prvo HOSVD metodu, a zatim ¢emo opisati i
postupak klasifikacije znamenki pomocu tensor train algoritma. Oba algoritma su imple-
mentirana koriste¢i programski jezik Python.

4.1 Klasifikacija znamenki pomoc¢u HOSVD algoritma

Kao primjer klasifikacije slika pomocu tenzorskih metoda, uzet éemo MNIST bazu po-
dataka u kojoj se nalazi viSe desetaka tisuca slika rukom pisanih znamenaka od 0 do 9.
Primjer slika znamenaka nula, jedan i pet iz baze podataka moZemo vidjeti na slici 4.1}
Primijetimo, nisu sve znamenke "lijepo" prikazane pa neki postotak greske ¢e uvijek biti
prisutan. Dimenzija svake slike je 28 x 28 te ¢emo njih predstavljati pomoc¢u matrice istih

Slika 4.1: Primjer slika iz MNIST baze podataka

35
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dimenzija. Takoder, za svaku znamenku ¢emo uzeti samo prvih 100 slika te znamenke za
testiranje pa ¢emo za svaku znamenku imati tenzor dimenzija 28 x 28 x 1000.

Za Kklasifikaciju znamenki pomoc¢u HOSVD metode ¢emo provoditi sljedeéi postupak.
Za svaku sliku znamenke provodimo HOSVD te novu sliku znamenke zapiSemo u bazi
koriste¢i [3.7] 1 izratunamo gresku. Promatrajuéi singularne vrijednosti znamenaka vidjet
¢emo da je dovoljno uzeti 10 baznih matrica znamenaka umjesto 100 za dosta veliku toc-
nost 1 manju koli¢inu racunanja. Ukratko receno, za nepoznatu znamenku Z racunat ¢emo
minimizaciju greske prikaza u bazi:

min
Z

Z—ZZJAJ-
J

2

Ako definiramo funkciju G kao:

2
Z-) A, :%<Z—ZZJAJ-,Z—ZZ,A,->.
j ) j j

Baza (A,)L, je ortogonalna pa dobijemo da je funkcija G(z) jednaka

1
G(z) = )

1 1
G@) = HLL) = ) (LA +5 ) THALA).
J J

Tada to¢ku minimuma dobijemo pomocu derivacije:

oG
8_z~ = —(Z, Aj> + ZJ'(AJ‘, Aj> =0,
J

pa koeficijente nepoznate znamenke racunamo formulom:

(Z.A)
Zj= ALAy

Za dohvacanje baznih matrica koristit ¢e se funkcija get_base_matrices() koja vraéa 10
baznih matrice pojedine znamenke. Napomenimo da je dohvacanje podataka iz MNIST
baze podataka te razdvajanje iste te baze na testne 1 trening podatke vrlo jednostavna i
obavljamo ju prije definicije funkcije.

import numpy as np

from tensorly.decomposition import tucker

import tensorly as tl
from keras.datasets import mnist
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6 (train_images, train_labels), (test_images, test_labels) = mnist.
load_data ()

7k =10

8

9 def get_base_matrices(digit):

10 # odaberi 1000 slika znamenki "digit"

11 digits = train_images[train_labels == digit][:1000]

12 digits = np.transpose(digits, (1, 2, 0))

13

14 A = digits.reshape (28, 28, -1)

15

16 # izvedi HOSVD i rang odaberemo na onoliko koliko imamo baznih
matrica i ovisno koliko su slike velikih dimenzija

17 core, factors = tucker(A, rank=[28, 28, k]) #

18

19 # lista baznih matrica

20 A_list = []

21 for i in range(k):

22 S = np.zeros((28, 28, k))

23 S[:, :, i] = corel[:, :, i]

24 A = tl.tucker_to_tensor((S, factors))

25 # pretvori u matricu tako da odaberemo i-tu matricu u modu 3

26 A = A[:, :, 1i]

27 A_list.append(A)

28 return A_list

Takoder, definiramo funkciju calculate_error() koja izraCunava koeficijente znamenke
1 traZi najmanju greSku s baznim matricama. Funkcija je vrlo jednostavna, a moZemo ju
definirati na sljede¢i naCin:

| def calculate_error(Z, A_list):

2 # kopiraj originalni tenzor

3 error = Z.copy().astype(np.float64)

4 # prodi po cijeloj listi i izracunaj koeficijente i gresku
5 for A in A_list:

6 z = np.sum(Z * A) / np.sum(A * A)

7 error -= z * A

8

9 error = np.sqrt(np.sum(error * error))

11 return error

Sada koristimo ove dvije funkcije kako bismo za svaku znamenku izracunali njegove
bazne matrice 1 izracunali greSku za svaku od znamenaka kako bi odredili koju znamenku
nepoznata slika predstavlja.

| def accuracy():
2 # bazne matrice za svaku znamenku
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base_matrices_list = [get_base_matrices(dig) for dig in range(10)]

# Traverse the test set
n = len(test_labels)
estimate = np.zeros(n)
error = [0] * 10

for i in range(n):
# slika Z iz testnog seta podataka
Z = test_images[i]

for j in range(10):
error[j] = calculate_error(Z, base_matrices_list[j])

# Classification of the image ’'Z’
estimate[i] = np.argmin(error)

# Overall accuracy of the algorithm

res = np.column_stack((test_labels, estimate))
accuracy = np.sum(res[:, 0] == res[:, 1]) / n * 100
print (accuracy)

Deklariramo niz error duljine 10 koji predstavlja znamenke od 0 do 9 te je na pocetku
inicijaliziramo na 0. Zatim prolazimo po slikama iz testnog seta podataka i za svaku sliku
izraCunavamo greSku svih znamenki i spremamo tu greSku u niz error. Na kraju, progla-
Savamo da je znamenka ona kod koje je dosegnuta najmanja greska.

4.2 Klasifikacija znamenki pomocu tensor train
algoritma

Sada slijedi opis algoritma pomocu kojeg ¢emo klasificirati rukom pisane znamenke. Svaka
slika je dimenzija 28 x 28. Kako bi mogli pomodu tensor train algoritma klasificirati isti
set podataka, moramo prvo pametno odabrati broj dimenzija te preoblikovati originalni
tenzor nad kojim éemo trenirati podatke. Umjesto da imamo tenzor A € R¥®*2¥" odje je
n broj slika, razvuéi ¢emo broj piksela u jednu dimenziju te ¢emo svaku znamenku pisati
u drugoj dimenziji. Odnosno, imat éemo tenzor A € R’ pri ¢emu n, oznacava broj
slika pojedine znamenke, a n; oznacava broj znamenaka, odnosno on je jednak 10 u nasem
slu¢aju jer postoji 10 znamenaka. Za zadanu sliku z € R" nepoznate znamenke, Zelimo
odrediti kojoj od znamenaka je taj vektor najblizi. Ovdje ve¢inom koristimo oznake sli¢ne
kao u radu [2] gdje je napravljena klasifikacija osoba.

Koristeci jednakosti jer je tenzor A reda 3, matricu A(:, e, ) moZemo zapisati kao:

A, e,) = G5 X Gy X4 G,
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pri ¢emu je G5 = G(:, e, :) matrica. Time dobijemo da je e-ta znamenka p jednaka
A, e, p) = GiGgl,
gdje je g5 = G(:, p). Odnosno, ako stavimo da je € = G, x; G, onda dobijemo
A(: e, p) = Cgl,
pri cemu je C* = C(:,e,:) = GG

Ovdje, g% predstavlja p-ti stupac od Gj te sadrzava koordinate znamenke p u toj bazi.
Za nepoznatu sliku z nepoznate znamenke, Zelimo odrediti koordinate e, od z u svakoj

od n, baza {C},-; __,, 1 usporediti svaki a, zae = 1,...,n, s koordinatama od n, zname-
naka u istoj bazi koje su predstavljane stupcima od G3. Odnosno, za svaki e = 1,...,n,
racunamo:

min|C*a, -z,
te ondaiza svaki p = 1,...,n, raCunamo
Drr(e.p) := lla, — g5l
Udaljenost izmedu z 1 znamenke p je tada dana jednadZbom
dist(z, AC,:, p)) = mein Drr(e, p).

Kako bi ovaj algoritam implementirali u Pythonu, potrebno je prvo dobiti tenzor A, a
to moZemo napraviti na sljedeci nacin:

(train_images, train_labels), (test_images, test_labels) = mnist.
load_data ()

train_images = train_images.T

train_images = train_images.reshape (784, -1)
print(train_images[:, train_labels == 0][:,2].shape)
ne = 1000

num_digits = 10

tensor_digits = np.zeros((784, ne, 10))
for d in range(10):
for i in range(ne):
tensor_digits[:,i,d] = train_images[:, train_labels == d][:,i]

Gl, G2, G3 = tensor_train(tensor_digits, rank=[1, 10, 100, 1])
Gl = np.squeeze(Gl)
G3 = np.squeeze(G3)
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Ovim kodom dobijemo tenzor A dimenzija n; X n, X 10. Na pocetku, training_images
preoblikujemo tako da spojimo dimenzije slika u jednu te kasnije punimo tensor_digits
varijablu kako bi dobili traZeni tenzor.

Sada moZemo implementirati algoritam koji ¢e za zadani ulaz z koja predstavlja ne-
poznatu sliku i za jezgrene tenzore G, G, te Gs, klasificirati sliku z kao znamenku p
primjenjujuci postupak koji smo prethodno opisali. Takav algoritam je jo§ poznat i kao
TT3D algoritam jer se primjenjuje za tenzore reda 3.

def tt3d(z, Gl, G2, G3):
z_prime = np.dot(Gl.T, z)
D_TT = np.full((ne, num_digits), np.inf) # initialize array with
infinity values
for e in range(ne):
alpha_e = np.linalg.solve(G2[:, e, :], z_prime)
for p in range(num_digits):
g3p = G3[:, pl
D_TT[e, p] = np.linalg.norm(alpha_e - g3p)

# find the minimum
e_prime, p_prime = np.unravel_index(np.argmin(D_TT, axis=None), D_TT
.shape)

# classify z as digit p’
return p_prime

Na pocetku ra¢unamo 2 = Gz te za svaki ne rijeSavamo linearnu jednadzbu Ga, = 2
za a,. Nakon toga, za svaku znamenku racunamo udaljenost, odnosno raunamo ||, — gg Il
pri ¢emu je g5 = G3(:, p). Na kraju svega toga, moramo pronaci minimum u D77, odnosno
trazimo argmin, ,(Drr). Kako bi to pronasli, na poCetku funkcije je potrebno deklarirati
dvodimenzionalno polje koje na pocetku sadrzi beskonacne vrijednosti. Znamenku p’ vra-
¢amo kao rezultat. Na slican nacin izra¢unamo to¢nost ovakvog algoritma.

def acc2(Q):
n = len(test_labels)
estimate = np.zeros(n)
for i in range(n):
# image ’'Z’ from the test set
Z = test_images[i].swapaxes(0,1).reshape(-1)

# classification of the image ’'Z’
estimate[i] = tt3d(Z, G1, G2, G3)

# overall accuracy of the algorithm

res = np.column_stack((test_labels, estimate))
accuracy = np.sum(res[:, 0] == res[:, 1]) / n * 100
print (accuracy)
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Pozivom funkcije acc2 ispisujemo tocnost algoritma.

4.3 Rezultati

U ovom dijelu poglavlja, odradit ¢emo evaluaciju toCnosti ova dva algoritma nad istim
setom podataka. Za pocetak ¢emo obraditi to¢nost HOSVD algoritma. Za odredivanje
tocnosti smo koristili skup od 10000 testnih slika znamenaka. Ako promjenimo varija-
blu k u algoritmu, tada ¢e se i promjeniti broj baznih matrica koje uzimamo u funkciji
get_base_matrices za svaku pojedinu znamenku te samim time, to¢nost ¢e biti veca ili
manja.

k 2 5 10 15 20
Tocnost | 86.71% | 91.7% | 94.38% | 94.67% | 95.18%

Tablica 4.1: To¢nost HOSVD algoritma

Povecanjem baznih matrica s k = 15 na k = 20 nismo dobili preveliko poveéanje
toCnosti a vrijeme izvrSavanja bi se produZzilo. Takoder, ve¢ sa k = 2 dobivamo dosta
veliku to¢nost od 86.71%.

Sli¢no tako, u tensor train algoritmu za klasifikaciju moZemo mijenjati varijablu ne
koja uvjetuje koliko prolazimo u for petlji u t#3d funkciji te se ujedno koristi i u stvara-
nju tenzora nad kojim vr§imo tensor train dekompoziciju. Samim time ¢e se i dimenzije
tenzora G, 9, 1 G; razlikovati.

ne 100 500 1000 2000 4000
Tocnost | 65.77% | 70.87% | 80.88% | 83.17% | 85.98%

Tablica 4.2: Tocnost tensor train algoritma

Odmah ¢emo primjetiti da je to¢nost pomo¢u HOSVD-a puno bolja nego pomocu
tensor train. Najveci skok u toCnosti se dogodi s ne = 500 na ne = 1000 gdje je algo-
ritam skoro ¢ak i za 10% toCniji.

Vidimo da to¢nost u HOSVD algoritmu raste kako raste i varijabla k, odnosno broj
baznih matrica. No, ako napravimo graf koji prikazuje odnos tocnosti i broj baznih matrica
primijetit ¢emo da situacija nije takva. Algoritam najbolje radi kada postavimo k ~ 38 te
ako je k iznad 40 algoritam ¢e raditi sa sve manjom to¢nos¢u. Razlog zbog ¢ega dobivamo
sve manju toc¢nost je zato Sto pove¢anjem baznih matrica zahtijevamo sve ve¢u podudara-
nost slika s baznim matricama. S druge strane, varijablu ne moZemo povecati onoliko puta
koliko imamo slika pojedinih znamenaka. U ovom slucaju, svaka znamenka ima otprilike
6000 slika, ali povecavanjem varijable ne ne bi dobili drastican skok u tocnosti.
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Slika 4.2: Graf to¢nosti HOSVD algoritma s obzirom na k

Takoder, kao $to smo spomenuli i na pocetku ovog poglavlja, nismo ocekivali to¢nost
od 100% jer su neke znamenke cudno zapisane. Tako na primjer, znamenku 6, algoritmi
mogu prepoznati kao znamenku O ili obratno, ako su znamenke napisano loSe. Na slici
K.3] vidimo neke od znamenaka koje su algoritmi krivo prepoznali. Ocekivano je neke
znamenke kao Sto je 6 ili 9 prepoznao kao 0 jer sve te znamenke izgledaju slicno ako je
rukopis nepregledan. Takoder, znamenke 7 i 1 izgledaju slicno u dosta slucajeva pa je
ocekivano da e algoritmi ponekad i takve slucajeve krivo klasificirati.

Uzmimo sada ne = 1000 te k = 10. Kao Sto je prije spomenuto, neke znamenke e
biti ¢esce krivo klasificirane od drugih. Na primjer, znamenka jedinice je jednostavno za
zapisati dok na primjer znamenku osmice je ipak malo kompliciranije zapisati. Samim
time Ce algoritmi teZe klasificirati takve znamenke pa ¢e tocnost cjelokupne baze podataka
za testiranje biti manja.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
98.4% | 99.5% | 92.5% | 93.6% | 94.7% | 92% | 96.1% | 91.2% | 91.9% | 92.6%

Tablica 4.3: ToCnost pojedinih znamenaka HOSVD algoritma s k = 10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
88.3% | 99.6% | 81.3% | 75.3% | 73.9% | 77.3% | 88.4% | 83.4% | 710% | 68.9%

Tablica 4.4: To¢nost pojedinih znamenaka tensor train algoritma s ne = 1000

Ako bolje promotrimo to¢nost algoritma na pojedinim znamenkama odmah uo¢avamo
da je zaista znamenka osmice medu najteze prepoznatim znamenkama dok je znamenka
jedinice prepoznata u vise od 99% slucajeva $to je izuzetno visoka tocnost. U tensor train
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(a) 4 prepoznao kao 9 (b) 7 prepoznao kao 1 (c) 6 prepoznao kao 1
(d) 6 prepoznao kao 0 (e) 9 prepoznao kao 0 (f) 7 prepoznao kao 1

Slika 4.3: Neke od pogreSno prepoznatih znamenaka

algoritmu, znamenka devetke ima najmanji postotak to¢nosti. Razlog tomu je vjerojatno
Sto algoritam pomijeSa znamenku devetke s znamenkom nule jer u viSe slucajeva znaju
izgledati identi¢no.
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Sazetak

U ovom radu su opisani pojmovi i operacije usko vezane uz multilinearnu algebru i objekte
koje nazivamo tenzori. Opisane su osnovne operacije koje provodimo nad tenzorima te
opisujemo matricnu dekompoziciju SVD te taj koncept proSirujemo na tenzore. Zatim,
promatramo jo$ jednu tenzorsku dekompoziciju pod nazivom tensor train dekompozicija
koja ne ovisi toliko o redu tenzora koliko HOSVD ovisi.

Dekompozicija tenzora pomo¢u HOSVD-a i fensor train-a su takoder implementirane
u ovom radu kako bi se njihov algoritam S§to bolje razumio. Oba algoritma zasnivana su
na dokazima tvrdnji koje daju konstruktivan nacin njihove egzistencije. Pomocu tih algori-
tama moZemo tenzore aproksimirati vrlo dobro. Samim time i zbog toga Sto slike mozemo
takoder reprezentirati pomocu tenzora, koristimo ta dva algoritma kako bi aproksimirali
slike.

RjeSavamo problem klasifikacije rukom pisanih znamenaka koristeéi ove dvije dekom-
pozicije pri ¢emu su se tenzori pokazali izuzetno korisnim. Prvi nacin rjeSavanja problema
klasifikacije znamenaka smo rijesili pomoéu HOSVD metode. Zatim, isti taj problem rje-
Savamo pomocu fensor train dekompozicije. Oba rijeSenja pokazala su se efikasnima te
su sve implementacije radene u programskom jeziku Python. Ipak, pomo¢u HOSVD algo-
ritma smo dobili malo vecu preciznost nego s tensor train algoritmom. Takoder, biramo
razli¢ite parametre kako bi dostigli razliCite tocnosti. Bitno je vrlo pazljivo birati takve
parametre kako bi dostigli Sto veéu preciznost algoritma jer ponekad nije najbolji pristup
birati §to vece parametre kao Sto smo to vidjeli na primjeru klasifikacije uz pomo¢ HOSVD
algoritma. Na kraju rada takoder moZemo vidjeti koje znamenke su algoritmi krivo pogo-
dili. Oc¢ekivano, neke jednostavnije znamenke imaju veéu to¢nost pogadanja od drugih.



Summary

This paper describes concepts and operations closely related to multilinear algebra and
objects known as tensors. It explains basic operations performed on tensors and extends
the concept of matrix decomposition through SVD to tensors. Additionally, it explores
another tensor decomposition method called tensor train decomposition, which is less
dependent on tensor rank compared to HOSVD.

Tensor decompositions using HOSVD and tensor train are implemented in this study
to better understand their algorithms. Both algorithms are based on proofs that provide
constructive ways of obtaining them. These algorithms are effective for approximating
tensors, especially given that images can also be represented as tensors. Therefore, both
methods are used to approximate images.

The problem of classifying handwritten digits is addressed using these two tensor de-
compositions, and tensors have proven to be exceptionally useful in this context. The first
approach to digit classification is solved using the HOSVD method. Subsequently, the
same problem is tackled using tensor train decomposition. Both solutions are efficient,
and all implementations are carried out in the Python programming language. However,
the HOSVD algorithm yields slightly higher accuracy compared to the tensor train algo-
rithm. Additionally, different parameters are chosen to achieve varying levels of accuracy.
Careful parameter selection is essential for achieving high algorithm accuracy, as demons-
trated in the digit classification example using the HOSVD algorithm. Finally, the paper
presents the misclassified digits, where it is expected that simpler digits have higher accu-
racy in classification than others.
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