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Uvod

Teorija dimenzije grana je topologije koja proucava definicije i svojstva dimenzija za
razne klase topoloskih prostora. Pocetak razvoja datira u rane dvadesete godine proslog
stoljeca kada se teorija razvijala iskljucivo u okviru separabilnih metrickih prostora. Pocetkom
pedesetih godina otkriva se moguénost poopéenja mnogih rezultata dobivenih za separa-
bilne metricke prostore na vece klase topoloskih prostora, ¢ime se nastavlja razvoj teorije
dimenzije sve do danas.

U ovom radu upoznat ¢emo se s tri moguca nacina definiranja dimenzije prostora te
ispitati njthova osnovna svojstva.






Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Prije no Sto krenemo razvijati teoriju dimenzije, u ovom poglavlju prisjetit ¢emo se
vaznih definicija i rezultata koji ¢e nam biti nuzni za daljnje razumijevanje. Napomenimo
da je dokaze svih rezultata koji nisu navedeni u ovom poglavlju moguce naci u ([1]) 1 ([S]).
Definicija 1.0.1. Metrika na skupu X je svako preslikavanje d : X X X — R za koje vrijedi:

1. d(x,y) >0

2.dx,y) =0 x=y
3. d(x,y) = d(y, x)

4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),

za sve x,y,z7 € X.
Uredeni par (X, d) zovemo metricki prostor.

Napomena 1.0.2. Za (X, d) metricki prostorte Y C X, Y # 0, lako se vidi da je
d|Y><Y :YXY >R

metrika na Y.
Za uredeni par (Y, d|yxy) kaZemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Primjer 1.0.3. Euklidska metrika d : R X R — R definirana je s
d(x,y) = |x—yl.

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJIMOVI

Definicija 1.0.4. Neka su (X, dx) i (Y, dy) metricki prostori. Za funkciju f : X — Y kaZemo
da je neprekidna u tocki x € X ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za sve y € X
vrijedi

dx(x,y) <6 = dy(f(x), f(y) <€
Kazemo da je funkcija f neprekidna na X ako je neprekidna u svakoj tocki x € X.

Definicija 1.0.5. Neka je (X, d) metricki prostorte nekasu A C X, A # 0ix € X. Udaljenost
tocke x i skupa A definiramo na sljedeci nacin:

d(x,A) =1inf {d(x,a) : a € A}.

Napomena 1.0.6. Po svojstvu infimuma skupa, jasno je da za S C T vrijedi d(x,T) <
dx,S).

Lema 1.0.7. Za (X, d) metricki prostor te A C X, A # 0, vrijedi da je funkcija f : X — R
dana s f(x) := d(x, A) neprekidna, pri cemu na R podrazumijevamo Euklidsku metriku.

Dokaz. Zelimo pokazati da za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da za sve x,y € X vrijedi
d(x,y) <6 = |f(x) = fO)I = ld(x,A) —d(y,A)| < €.
Neka je € > 0 proizvoljan. Pokazemo li da za sve x,y € X vrijedi
ld(x,A) — d(y, Al < d(x,y), (1.1)

uzimanjem ¢ = € direktno Ce slijediti traZena tvrdnja. Neka su x,y € X proizvoljno oda-
brani i fiksni te neka je a € A proizvoljan. Pozivajuéi se na osnovna svojstva metrike,
zakljuCujemo da vrijedi

d(x,A) =inf{d(x,b) : b € A} < d(x,a) < d(x,y) +d(y,a)
= d(x,A) —d(x,y) <d@,a),

Sto zbog proizvoljnosti vrijedi za sve a € A. ZakljuCujemo da je
d(x,A) —d(x,y)
donja meda skupa {d(y,a) : a € A}, stoga vrijedi da je
d(x,A) —d(x,y) <inf{d(y,a) : a € A} = d(y,A),

tj. imamo da je

d(x,A) —d(y,A) < d(x,y). (1.2)
Zamjenom uloge x iy u (1.2) dobivamo
d(ya A) - d(-x’ A) < d(-x’ y) (13)

Iz (1.2) i (I.3)) zakljucujemo da vrijedi (I.1)), ¢ime je tvrdnja dokazana. m|



Definicija 1.0.8. U metrickom prostoru (X, d) definiramo otvorenu kuglu radijusa r > 0
oko tocke x € X kao skup

Kx,r)={yeX:dy,x)<r}.

Definicija 1.0.9. U metrickom prostoru (X, d) definiramo zatvorenu kuglu radijusa r > 0
oko tocke x € X kao skup

K(x,r)={yeX:d(y,x)<r}.

Definicija 1.0.10. U metrickom prostoru (X, d) skup U C X je otvoren ako za svaki x € U
postoji r > 0 takav da je
K(x,r) C U.

MoZe se pokazati da je skup otvoren ako i samo ako se moZe prikazati kao unija neke
familije otvorenih kugala datog metrickog prostora. Posebno, svaka otvorena kugla je
otvoren skup u metrickom prostoru (X, d).
Skup je zatvoren ako je njegov komplement otvoren. Posebno, svaka zatvorena kugla je
zatvoren skup u metrickom prostoru (X, d).

Lema 1.0.11. Neka je (X, d) metricki prostor te M C X zatvoren. Tada vrijedi

xeEM o dx,M)=0.

Definicija 1.0.12. Neka je X skup. Za familiju T podskupova od X koja zadovoljava
svojstva:

1. 0,XeT
2. Unija proizvoljno mnogo elemenata iz I je element iz T~
3. Presjek konacno mnogo elemenata iz T je element iz T,

kaZemo da je topologija na X. Par (X,7") zovemo topoloski prostor. Elemente topologije
T zovemo otvoreni skupovi, dok njihove komplemente zovemo zatvoreni skupovi.

Napomena 1.0.13. Neka je (X, T") topoloski prostor te ¥ familija svih zatvorenih skupova
u X. Uoc¢imo da iz prethodne definicije, primjenom de Morganovih zakona, slijedi da je

1. 0,XeF

2. Presjek proizvoljno mnogo elemenata iz F je element iz &
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3. Unija konacno mnogo elemenata iz F je element iz F.

Napomena 1.0.14. U metrickom prostoru (X, d) familija svih otvorenih skupova (opisanih
u definiciji c¢ini topologiju na X. Drugim rije¢ima, svaki metricki prostor ujedno je
i topoloski, pri cemu pripadnu topologiju nazivamo topologijom induciranom metrikom d
na X. Napomenimo da ¢emo u nastavku podrazumijevati opisanu identifikaciju metrickog
prostora kao topoloskog tj. podrazumijevat ¢emo da sve tvrdnje iznijete za metricke pros-
tore ujedno vrijede i za njima identificirane topoloske prostore.

Propozicija 1.0.15. Neka je (Y,d") potprostor metrickog prostora (X,d). Tada je (Y, T )
potprostor topoloskog prostora (X, T ), pri cemu su T4 i Ty topologije inducirane metri-
kamadid'.

Definicija 1.0.16. Neka je (X, T) topoloski prostor. Za skup V C X kaZemo da je okolina
tocke x € X ako postoji otvoren skup U takav da je x € U C V.
Ako je V otvoren skup takav da x € V, tada kaZemo da je V otvorena okolina tocke x.

Definicija 1.0.17. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je x € X i M familija okolina
od x u X. Kazemo da je M baza okolina tocke x ako za svaku N C X okolinu od x u X
postoji V € M tako da vrijedi V C N.

Lema 1.0.18 (Karakterizacija otvorenog skupa). Neka je (X, 7T") topoloski prostorte V C X.
Tada vrijedi:

V je otvoren < Vx €V, AU C X otvoren, t.d. x€ U C V.

Dokaz. Pretpostavimo li da je V otvoren skup te x € V, uzimanjem U = V direktno slijedi
tvrdnja.
Obratno, pretpostavimo da za svaki x € V postoji U, C X otvoren, takavdajex e U, C V.

Tada vrijedi
v=Jmc|Ju.cvs| o=V
xeVv xevV xevV
stoga je V otvoren skup po definiciji(1.0.12 O

Definicija 1.0.19. Za familiju P podskupova skupa X kaZemo da je pokrivac od X ako
vrijedi X = | Jgep S.
Pokrivac koji se sastoji od otvorenih skupova naziva se otvoreni pokrivac.

Definicija 1.0.20. Neka je (X,7") topoloski prostor. Familija B C T je baza topologije T
ako se svaki otvoreni skup moZe prikazati kao unija elemenata iz B.

Drugim rije¢ima, familija B C T je baza topologije T ako i samo ako za svaki V € T te
svaki x € V postoji B € B takav da je

xXeBCV.



Napomena 1.0.21. Baza topologije T na X ujedno je i pokrivac od X.

Napomena 1.0.22. Baza topologije T na X nije jedinstvena, o cemu govori sljedeci pri-
mjer.

Primjer 1.0.23. Topologija inducirana Euklidskom metrikom na R naziva se Euklidska
topologija na R. Primjer baze za tu topologiju je familija

By ={{a,b) :a,b e R}.
Familija

B, ={{a,b) : a,b € Q)}

takoder je baza za Euklidsku topologiju na R.
Iz definicije otvorenog skupa u metrickom prostoru (R,d), gdje je d Euklidska metrika,
direktno slijedi da za proizvoljan otvoren skup U te proizvoljnu tocku x € U postoji r > 0
takav da je

(x=nrx+ryCcu,

stoga uzimanjem a = x — r i b = x + r zakljucujemo da je By baza Euklidske topologije na
R. Nadalje, koristenjem gustoce skupa Q u R, zakljucujemo da postoje q,,q, € Q takvi da

je
X € <CI1a612> c <a7b> c U’

cime je dokazano da je B, takoder baza Euklidske topologije na R.
Napomena 1.0.24. Familija svih otvorenih kugli ¢ini bazu svakog metrickog prostora.

Lema 1.0.25 (Karakterizacija otvorenog skupa pomocu baze). Neka je (X,T") topoloski
prostor, B C T baza od T te V C X. Tada vrijedi:

Vjeotvoren & ¥VxeV, AU e Btd. xe U C V.

Definicija 1.0.26. Neka je (X,T") topoloski prostor te A C X. Definiramo interior skupa A

u X kao skup
mA= [ ] U

UCA,U otvoren

Uocimo da je Int A najveci otvoreni skup kojeg skup A sadrZi.
Lema 1.0.27. Neka je (X, T") topoloski prostor te A C X. Vrijedi:

A C X je otvoren & IntA = A.
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Definicija 1.0.28. Neka je (X, T) topoloski prostor te A C X. Definiramo zatvarac¢ skupa A

u X kao skup
as= () F

F2A,F zatvoren

Uocimo da je Cl A najmanji zatvoreni skup koji sadrZi skup A.
Lema 1.0.29. Neka je (X, T") topoloski prostor te A C X. Vrijedi:
A C X je zatvoren & ClA = A.
Lema 1.0.30. Neka je (X, T") topoloski prostor. Vrijedi:
1. ACB=ClACC(IB,
2. ClAUB) =ClIAUCIB.

Lema 1.0.31. Neka je (X,T") topoloski prostor te A C X. Tada je:
x € ClA & za svaku otvorenu okolinu U od x vrijedi U N A # 0.
Napomena 1.0.32. Ako je B baza topologije T na X, tada vrijedi:

x€ClA & zasvaki Be Btd. x € Bvrijedi BN A # (.

Lema 1.0.33. Neka je (X, d) metricki prostor te A C X, A # 0. Tada vrijedi
xeClA & d(x,A) =0.
Dokaz. Prema napomeni znamo da je
xeClAo Ve>0,K(x,e)NA 0.
Drugim rijeCima,
x€ClA o Ve>0,dac Atd. d(x,a) < €
o d(x,A) = inf {d(x,a) : a € A} = 0.
O

Definicija 1.0.34. Neka je (X, T") topoloski prostor te A C X. Definiramo rub skupa A u X

kao skup
FrA=CIANCI(X\ A).



Napomena 1.0.35. Prema prethodnoj definiciji te lemi|1.0.31| jasno je da vrijedi sljedece:

x € FrA & za svaku otvorenu okolinu U od x je
UNA#0teUN(X\A)+#0.

Lema 1.0.36. Neka je X topoloski prostor te A C X. Tada vrijedi:

A je otvoren i zatvoren skup u X ako i samo ako je FrA = ().

Dokaz. Pretpostavimo da je A € X otvoren 1 zatvoren skup. Posljedicno, isto svojstvo
vrijedi i za skup X \ A, stoga je

FrA =CIANCI(X \ A)
=AN(X\A) =0.

Obratno, pretpostavimo da je Fr A = 0 te da skup A nije otvoren ili nije zatvoren. Ako A
nije otvoren, tada X \ A := V nije zatvoren, stoga postoji

xeClVx¢gV=xeClVNX\V)=ClVNACCIVNCIA =FrA,

Sto vodi na kontradikciju sa pretpostavkom da je skup FrA prazan. Analogni racun u
slucaju kada A nije zatvoren takoder vodi na kontradikciju, stoga zakljucujemo da je skup
A otvoren i zatvoren u X. O

Definicija 1.0.37. Neka su (X, Tx), (Y, Ty) topoloski prostori. Za preslikavanje f : X — Y
kaZemo da je neprekidno obzirom na topologije Tx i Ty ako za svaki U € Ty vrijedi
FNU) e T

Drugim rijecima, f je neprekidno preslikavanje ako je praslika svakog otvorenog skupa u
kodomeni otvoren skup u domeni.

Napomena 1.0.38. Lako se pokaZe da se prethodna definicija neprekidnog preslikavanja
izmedu topoloskih prostora podudara s definicijom [1.0.4 u slucaju neprekidnog preslika-
vanja izmedu metrickih prostora. Takoder vrijedi da je zbroj i razlika neprekidnih presli-
kavanja f,g : X — R ponovo neprekidno preslikavanje sa X u R.

Definicija 1.0.39. Neka je (X, T") topoloski prostorte Y C X, Y # 0. KaZemo da je familija
definirana s

S={UnY:UeT}

relativna topologija na Y obzirom na topologiju 7. KaZemo da je topoloski prostor (Y, S)
potprostor topoloskog prostora (X, T).
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Napomena 1.0.40. Koristenjem definicije |1.0.12| lako se vidi da je za sve Y C X, Y # 0,
familija S zaista topologija na Y. Takoder vrijedi da je

1. U C Y otvoren u'Y ako i samo ako postoji V C X otvoren takav dajeU =V NY
2. F CY zatvoren u Y ako i samo ako postoji G C X zatvoren takav da je F =G NY

Napomena 1.0.41. Odnos zatvaraca skupa u potprostoru i samom prostoru bit ¢e nam
bitan u daljnim proucavanjima; za (X,7") topoloski prostor, Y # 0 potprostor od X, iz
same definicije zatvaraca lako se vidi da za U C Y vrijedi

ClyU = Cle nY.

Definicija 1.0.42. Neka su (X, Tx), (Y, Ty) topoloski prostori. Za preslikavanje f : X — Y
kaZemo da je homeomorfizam prostora X i Y ako je f neprekidna bijekcija kojoj je inverzna
funkcija takoder neprekidna.
U tom slucaju pisemo X ~ Y.

Napomena 1.0.43. Svojstva topoloskih prostora koja ostaju ocuvana djelovanjem home-
omorfizma nazivaju se topoloske invarijante.

Definicija 1.0.44. Neka su (X, Tx), (Y, Ty) topoloski prostori. Za preslikavanje f : X — Y
kaZemo da je otvoreno (zatvoreno) ako je slika svakog otvorenog (zatvorenog) skupa u X
otvoren (zatvoren) skup u Y.

Napomena 1.0.45. Vrijede sljedece ekvivalencije:

1. Neprekidna bijekcija f : X — Y je homeomorfizam ako i samo ako je f otvoreno
preslikavanje.

2. Neprekidna bijekcija f : X — Y je homeomorfizam ako i samo ako je f zatvoreno
preslikavanje.

Definicija 1.0.46. Neka je (X, T") topoloski prostor. Kazemo da je (X, T ) Ty prostor ako
Vx,yeX,x#y, AU €T td xeU,y¢UiliyeUx¢U

Definicija 1.0.47. Neka je (X, 7") topoloski prostor. KaZemo da je (X,T") T, prostor ako
Vx,yeX,x#y, AUVeT td xeUy¢UiyeV,x¢V

Propozicija 1.0.48. Topoloski prostor (X, T") je Ty ako i samo ako je za svaki x € X, skup
{x} zatvoren.
Posljedicno, svaki konacan podskup T, prostora je zatvoren.



11

Definicija 1.0.49. Neka je (X, 7") topoloski prostor. KaZemo da je (X,T") T, prostor ako
Vx,yeX,x#y, AU,VeT td xeUyeViUNV=0.
Definicija 1.0.50. Neka je (X, T") topoloski prostor. KaZemo da je (X,T") T5 prostor ako
YF C X zatvoren Nxe X,x¢ F, AU, Ve T td xe U FCViUNV=40.

Lema 1.0.51 (Karakterizacija T3 prostora). Neka je (X,7") topoloski prostor. Vrijedi:
(X,T) je Ts prostor ako i samo ako za svaki x € X i svaku otvorenu okolinu U C X
od x, postoji V C X otvoren, takav da je

xeVcClVcU
Definicija 1.0.52. Neka je (X, 7") topoloski prostor. KaZemo da je (X,T") T4 prostor ako
VF,G C X zatvoreni i disjunktni, AU,V € T td. FCU,GCV, UNV = 0.

Lema 1.0.53 (Karakterizacija T, prostora). Neka je (X,7") topoloski prostor. Vrijedi:
(X,T) je Ty prostor ako i samo ako za svaki F C X zatvoren i svaki U C X otvoren,
takav da je F C U, postoji V C X otvoren takav da je

FCVcClVCU

Napomena 1.0.54. Pomocu karakterizacije T4 prostora pokaZimo da za takve prostore
vrijedi i jace svojstvo separiranja zatvorenih disjunktnih skupova, kojeg navodimo i doka-
zujemo u nastavku.

Lema 1.0.55. Neka je (X,T) Ty prostor te F,G C X zatvoreni i disjunktni. Tada postoje
U, W C X otvoreni, takvi da je

FCUGCWCIUNCIW =0.
Dokaz. Po definiciji T, prostora znamo da postoje V, W C X otvoreni, takvi da je
FCV,GCW, VvnWw=0.
Pozivajuéi se na karakterizaciju znamo da postoji U C X otvoren, takav da je
FCcUCCIUCV.
Nadalje, kako je W € X'\ V te X \ V zatvoren, zakljuCujemo da je
GCWCCIWCX\V
Naposlijetku, imamo da je
ClUNCIWCCIUNnX\CIU =0,

¢ime je tvrdnja dokazana. m|
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Definicija 1.0.56. Neka je (X, T") topoloski prostor. Kazemo da je (X, T") regularan prostor
ako je T, i T5 prostor.

Definicija 1.0.57. Neka je (X, T") topoloski prostor. KaZemo da je (X, T") normalan prostor
ako je T, i T, prostor.

Napomena 1.0.58. Svojstva Ty, Ty, T>, T3 i T4 nazivaju se aksiomi separacije.

Lema 1.0.59. Svojstva Ty, Ty, T, i T3 su nasljedna; ako je (X,T) T; prostor, zai =0, ...3,
tada je svaki njegov potprostor takoder T; prostor.

Dokaz. Prepostavimo li daje (X,7) T prostorte Y C X, tadaza x,y € Y, x # y vrijedi

x,yeX, x#y=>AUeT td xelU,y¢UiliyeUx¢ U
=>xeUnYy¢eUnYiliyeUnNnY,x¢UNY
=>xeV,y¢gViliyeV,x¢V

gdje je V. = U N Y otvoren u Y po definiciji potprostorne topologije. Time smo pokazali
da je Ty nasljedno svojstvo; na sli¢an nacin se pokaze da su svojstva T, T, 1 T3 takoder
nasljedna. o

Lema 1.0.60. Svaki zatvoreni potprostor T4 prostora je T4 prostor.

Dokaz. Neka je (X,7) T, prostor te ¥ C X zatvoren u X. Neka su Fy,G; C Y zatvoreni i
disjunktni skupovi u Y. Tada postoje Fy, Gy € X zatvoreni, takvi da je

F] :F()mY
G, =GygNY

iz Cega zakljuCujemo da su F; 1 G| zatvoreni (i disjunktni) u X, stoga postoje Uy, Vo) € X
otvoreni i disjunktni, takvi da je

FicUy, G cV
ﬁFlgUoﬁY,GlgV()ﬁY.

Kako su skupovi UyNY := U;1VyNY :=V; otvoreni i disjunktni u Y, zakljuCujemo da je
Y T, prostor. |

Napomena 1.0.61. Opcenito, proizvoljan potprostor T4 prostora ne mora biti T, prostor.
U oznakama prethodnog dokaza, kada Y ne bi bio zatvoren, tada skupovi Fy i G| ne bi
nuzno bili zatvoreni i disjunktni u X pa ih kao takve ne bi bilo moguce razdvojiti otvorenim
skupovima koristeci svojstvo T4 prostora X.
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Napomena 1.0.62. Svaki metricki prostor je T; prostor, za svei = 0,...,4.

Definicija 1.0.63. KaZemo da topoloski prostor (X, T") zadovoljava prvi aksiom prebroji-
vosti ako svaka tocka x € X ima prebrojivu bazu okolina u X.

KaZemo da topoloski prostor (X,7) zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti ako postoji
prebrojiva baza B za topologiju T .

Definicija 1.0.64. KaZemo da je topoloski prostor (X, T ) separabilan ako postoji A C X
prebrojiv, takav da je C1A = X.

Napomena 1.0.65. Opcenito vrijedi da drugi aksiom prebrojivosti povlaci svojstvo sepa-
rabilnosti tj. ako topoloski prostor (X, T") zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, tada je
on i separabilan. Za svaki metricki prostor vrijedi i vise; ako je (X,d) metricki prostor,
tada su drugi aksiom prebrojivosti i separabilnost ekvivalentna svojstva.

Nadalje, svaki potprostor topoloskog prostora koji zadovoljava prvi (drugi) aksiom pre-
brojivosti i sam zadovoljava prvi (drugi) aksiom prebrojivosti, dok isto ne vrijedi za pot-
prostor separabilnog prostora. Naime, potprostor separabilnog prostora opcenito ne mora
biti separabilan. Kao posljedicu ekvivalencije svojstava separabilnosti i drugog aksioma
prebrojivosti, za metricke prostore vrijedi da je svaki potprostor separabilnog prostora i
sam separabilan.






Poglavlje 2

Mala induktivna dimenzija

U ovom poglavlju, za regularni topoloski prostor X uvodimo pojam male induktivne
dimenzije od X (u oznaci ind X). U drugom dijelu poglavlja posebnu ¢emo paznju posve-
titi slucaju kada je X separabilan metricki prostor i rezultatima koji u tom slucaju vrijede.
Sva teorija koju iznosimo u ovom poglavlju nastala je dvadesetih i tridesetih godina proslog
stoljeca, dok su samu definiciju male induktivne dimenzije formulirali Urysohn i Menger,
1922. tj. 1923. godine, objavljujuéi dva neovisna rada, kojima su privukli interes mate-
maticke zajednice te potakli razvoj teorije dimenzije.

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 2.1.1. Induktivno definiramo niz klasa regularnih topoloskih prostora (I,),, n €
Ny U {—1}, na sljedeci nacin:

1. 1, =1{0}
2. Pretpostavimo da smo za neki n € N definirali I,,_,
3. Definiramo I, na sljedeci nacin:
Xel, oVxe X)(VV C X otvorenu okolinu od x) (AU C X otvoren)

td xeUCV, FrUe€l,,.

Napomena 2.1.2. Uocimo da je I, C 1,1, za sve n € Ny U {—1}.
Tvrdnju pokazujemo indukcijom po n € Ny U {—1}.

1. Baza: Za n = —1, trivijalno vrijedi da je I, = {0} C I.

15
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2. Pretpostavka: Pretpostavimo da za n € N vrijedi inkluzija I, C ;.

3. Korak: PokaZimo da je 1,1 C I,,,.

Neka je X € I,,,,. Tada je X regularan topoloski prostor takav da za svaki
x € X te za svaku otvorenu okolinu V C X od x, postoji
U C X otvoren takav da je x € U C Vte FrU € I,
Prema pretpostavci znamo da je I, C I, stoga je FrU € I, C 1,1,
iz Cega zakljucujemo da je X € I,,,.
Definicija 2.1.3. Za X regularan topoloski prostor definiramo malu induktivnu dimenziju
indX =min{frn e NgU{-1}: X € [,}.
Ako za X ne postoji n € Ny U {—1} takav da je X € I, tada definiramo ind X = co.
Propozicija 2.1.4. Neka je X regularan topoloski prostor te n € Ny U {—1}. Tada vrijedi:
l.indX<ne Xel,
2. indX=neindX<niindX £n-1
3. indX =c0 &indX > n, Vn e Ny U {-1}

Dokaz. Pokazat ¢emo prvu tvrdnju propozicije, ostale tvrdnje trivijalno vrijede. Pretpos-
tavimo da je n € Ny U {—1} te ind X < n. Tada imamo da je

min{m e NgoU{-1}: X € [,} <n,

iz Cega zakljuCujemodaje X e [,ili X € [, zak € {-1,0,1,...,n — 1}. No, kako je I; C I,
slijedi da je X € I,.
Obratno, za X € I,, direktno iz definicije[2.1.3]slijedi da je ind X < n. O

Propozicija 2.1.5. Neka su X,Y regularni topoloski prostori takvi da je X ~ Y. Tada
vrijediind X = ind Y.
Drugim rijecima, mala induktivna dimenzija je topoloska invarijanta.

Dokaz. Neka je n € Ny U {—1}. Najprije ¢emo pokazati sljedecu tvrdnju:
Akoje X ~ Y te ind X <n,ondaje indY < n. 2.1)

Dokaz provodimo indukcijom po n € Ny U {—1}.
Kako je X ~ Y, to postoji f : X — Y homeomorfizam tih dvaju prostora.
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1. Baza: Zan = —1 imamo da je ind X < —1. No, opCenito znamo da je ind X > -1
stoga zakljuCujemo dajeind X = -1 & X = 0.
Kako homeomorfizam f ¢uva kardinalitet, zakljucujemo da je Y = 0, iz Cega slijedi
tvrdnja.

2. Pretpostavka: Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi tvrdnja (2.1).

3. Korak: PokaZimo da tvrdnja vrijedi za n + 1; pretpostavimo da je ind X < n + 1. Cilj
jepokazatidajeindY <n+1,t. Y € [,44.
Neka je y € Y te U, otvorena okolina od y u Y. Kako je f : X — Y homeomorfizam
pa posebno i neprekidna bijekcija, znamo da postoji x € X takav da je f(x) = y te
postoji U, € X otvoren takav da je x € U, te f(U,) = U,. Naime, uzmimo da je
Ux = f_l(Uy)-
Prema pretpostavci znamo da je ind X < n + 1, stoga za x € U, postoji

V. C X otvoren, takavdajex € V, C U, te ind(FrV,) < n. (2.2)

Kako je V, C Uy, slijedi da je f(V,) C f(U,) = U,. Takoder vrijedi da je f(FrV,) =
Fr(f(V,)), iz ¢ega zakljuCujemo da su FrV, i Fr(f(V,)) homeomorfni preko restrik-
cije homeomorfizma f na Fr V.. Koriste¢i pretpostavku te zakljuCujemo da je
ind Fr(f(V,)) < n, Sto zajedno sa Cinjenicom da je f(V,) C U, otvorena okolina od y
u Y daje traZeni zakljucak, tj. vrijediind Y <n + 1.

Pokazimo sada tvrdnju propozicije. Neka je X =~ Y; cilj je pokazati jednakost njihovih
malih induktivnih dimenzija. Dokaz provodimo indukcijom po ind X € Ny U {—1}.

1. Baza: Znamo da vrijedi ind X = —1 & X = (. Kako su X i Y homeomorfni prostori,
nuzno slijedi Y =0 & indY = —1.

2. Pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € Ny U {—1}. Drugim
rijeCima, ako su X i Y homeomorfni topoloski prostori te ako je ind X = n, tada je
indY = n.

3. Korak: NekajeindX = n+ 1. TadajeindX < n+ 11indX £ n. Po prethodnoj
diskusiji, zakljuCujemo da je ind Y < n + 1, stoga jos treba vidjeti da je ind Y £ n.
Kada bi vrijedilo da je ind Y < n, tada bi zakljucili da je ind X < n, ¢ime dolazimo
do kontradikcije. Dakle, ind Y = n + 1 = ind X, Sto je trebalo pokazati.

Naposlijetku ostaje vidjeti da propozicija vrijedi i u slu¢aju beskona¢ne dimenzije; pret-
postavimo da je X ~ Y te ind X = oco. Drugim rije¢ima, vrijedi da je

indX >n,¥n e NyU {-1}.
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Obratom po kontrapoziciji implikacije (2.1]) zakljucujemo da za homeomorfne prostore X
1Y teneNyU{-1} vrijedi:
indX >n=indY > n,

iz Cega direktno slijedi da je ind Y = oo. O

Znamo da je svaki potprostor regularnog topoloskog prostora i sam regularan, stoga
ima smisla proucavati odnos male induktivne dimenzije potprostora obzirom na malu in-
duktivnu dimenziju cijelog prostora; StoviSe, odnos spomenutih dimenzija je u skladu s
intuitivnim o¢ekivanjem, o ¢emu govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.1.6. Neka je X regularan topoloski prostor. Za svaki M potprostor od X vrijedi:

ind M <ind X.

Dokaz. Tvrdnja je ofita za ind X = oo, stoga pretpostavimo da je ind X < oo. Dokaz
provodimo indukcijom po ind X € Ny U {—1}.

1. Baza: Znamo da je ind X = -1 & X = (0. U ovom slucaju, jedini potprostor je
M = 0, stoga vrijedi
—1=indM <indX = —1.

2. Pretpostavka: Neka je n € N te pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zaind X <n — 1.

3. Korak: Neka je ind X = nte M # 0 potprostor od X. Uzmimo x € M i V otvorenu
okolinu od x u M. Tada postoji

Vi € X otvoren, takavdaje V =V, N M.
Kako jeind X <nte x € M C X, za otvorenu okolinu V; od x u X znamo da postoji
U, C X otvoren, takavda x € U; C Vjte indFryU; <n-—1.
Sada imamo da je M N U, := U otvoren u M te je x € U C V. Nadalje, raCunamo:

Fry,U = Cly,U N Cly (M \ U)
= (ClyU N M) N (Clx(M \ U) N M)
= ClyU N Cly(M \ U) N M.

Jasno je da vrijedi

M\U=M\MNU)=MnMnU)" =M\ U,,
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stoga je
FryU =Clx(MNU,)NClx(M\ U))N M.

Znamo da je
FrxU, = ClxU, NClx(X \ U,) 2 Clx(M N U,) N Clx(M \ U)),

iz Cega zakljucujemo
FrMU c Ferl NMC Ferl.

Koristeci pretpostavku, slijedi da je

indFry,U <indFryU; <n-1=ind M <n =ind X.

O

Definicija 2.1.7. Neka je X topoloski prostor te A i B disjunktni podskupovi od X. KaZemo
da je L particija izmedu A i B ako postoje otvoreni skupovi U, W C X za koje vrijede uvjeti:

ACUBCWUNW=0,X\L=UUW.

Napomena 2.1.8. Ocito je L zatvoren skup u X. Takoder, za x € X, identificiranjem tocke
x i jednoc¢lanog skupa {x}, moZemo smatrati da je s definicijom dobro definirana i
particija izmedu dvije tocke te particija izmedu tocke i skupa.

Propozicija 2.1.9. Neka je X # () regularan topoloski prostor te n € Ny. Tada je ind X < n
ako i samo ako za svaki x € X te svaki B C X zatvoren takav da x ¢ B, postoji particija L
izmedu x i B za koju jeind L < n — 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je ind X < n. Uzmimo proizvoljni x € X te B C X zatvoren takav
da x ¢ B. Tada vrijedi da je x € X \ B, pri ¢emu je skup X \ B otvoren. Kako je X regularan
topoloski prostor (pa posebno i T3 prostor), po karakterizaciji[I.0.51imamo da za otvorenu
okolinu X \ B od x postoji V C X otvoren, takav da je

xeVcClVCX\B. (2.3)

Nadalje, prema pretpostavci znamo da je ind X < n, stoga za V C X otvorenu okolinu od x
postoji U C X otvoren takav da

xeUCVte indFrU <n-1.

Definiramo L := Fr U. Cilj je pokazati da je L traZena particija izmedu x 1 B. Jasno je da
je x € U, tj. {x} C U. Nadalje, iz (2.3) imamo da je

ClVCX\B=BCcX\CIVCX\CIU,
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pri ¢emu smo posljednju inkluziju dobili iz sljedeéeg:
UCcV=CIUCCIV=X\CIU2X\ClV.

Dakle, imamodajexe€ U, BC X\ClUte UN(X\CIU) = 0.
Ostaje pokazatidaje X \ L= U U (X \ Cl1U). Vrijedi sljedece:

X\L=X\FU
=X\ (CIlUNCIX\U)=XN(ClUNCIX\ U))°
=XN(CIU) UCX\U))=X\ClU U (CI(X\ U))F.

Kako je U otvoren skup, posljedi¢no je X \ U zatvoren, stoga vrijedi
CIX\U)=X\U,
iz ¢ega dobivamo da je
X\L=X\ClUUX\U‘ =X\ClUUU,

¢ime je pokazana traZena tvrdnja.

Obratno, pretpostavimo da za X # 0 vrijedi: za svaki x € X te za svaki B C X zatvoren
takav da x ¢ B, postoji particija L izmedu x i B za koju vrijedi ind L < n — 1.

Zelimo pokazati da je ind X < n. U tu svrhu, uzmimo proizvoljni x € X te V C X otvorenu
okolinu od x. Tada je X \ V zatvoren te x ¢ X \ V. Prema pretpostavci, postoji particija L
izmedu xi X \ V takva da je ind L < n — 1, tj. postoje otvoreni skupovi

UWCXtakvidajexe UX\VCW,UNW=0,X\L=UUW. (2.4)

Iz (2.4) dobivamo da je
xeUCX\WCV

Sada je

FrU =ClU N CI(X \ U)
=ClU N (X \ V)
CX\W)NX\U)=X\(UUW)=L.

Koristeci teorem zakljucujemo sljedece:

indFrU <indL<n-1=indFrU<n-1=indX <n.
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Korolar 2.1.10. Neka je n € Ny. Za X # 0 regularan topoloski prostor vrijedi da je
ind X < n ako i samo ako X ima bazu B takvu da je

indFrU <n-1, zasve U € B.

Dokaz. Pretpostavimo da je ind X < n. Definiramo
B ={U C Xotvoren :indFrU <n-1}.

Da bismo pokazali da je B zaista baza, koristit cemo definiciju Neka je x € X te
V C X otvorena okolina od x; prema pretpostavci, znamo da postoji U C X otvoren takav
da je

xeUcVte FrU <n-1. (2.5)

Iz (2.5) direktno slijedi da je U € B, §to je trebalo pokazati.
Obratan smjer slijedi direktno iz svojstva baze B. O

Prethodni korolar posebno je zanimljiv u sluaju kada je X separabilan metricki prostor;
prije iskaza tvrdnje u tom slucaju, navodimo opceniti rezultat za topoloSke prostore koji
zadovoljavaju drugi aksiom prebrojivosti (stoga posebno vrijedi i u slucaju separabilnog
metrickog prostora).

Lema 2.1.11. Ako topoloski prostor X ima prebrojivu bazu, tada svaka baza B od X sadrZi
prebrojivu familiju By koja je baza od X.

Dokaz. Nekaje D = {V; : i € N} prebrojiva baza od X te neka je B neka druga, proizvoljno
odabrana, baza od X.
Za svaki par (i, j) € N x N definiramo skup

B,y={UeB:V,cUCV,.
Za svaki takav B, ; (koji nije prazan) odaberemo po jedan element i na taj nacin definiramo
skup By; skup By je ocito prebrojiv te vrijedi By € B. Ostaje pokazati da je By baza od X.
Neka je x € W, W C X otvoren. Kako je D baza od X, postoji

j€NtakavdajexeV; C W.
Nadalje, kako je B takoder baza od X, postoji B € B takav da je

XEBQV]'.
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Naposlijetku, za nadeni skup B, imamo da postoji i € N takav da je
xeV,CBCYV, (2.6)
Iz (2.6) direktno slijedi da je za dobivene (i, j) € N x N, skup B; ; neprazan, stoga postoji
U € B;j takav da je U € B,.

Dakle, imamo da je x € V; € U C V; € W, iz Cega, pozivanjem na definiciju [1.0.20}
zaklju€ujemo da je By baza od X. O

Teorem 2.1.12. Neka je n € Ny. Za separabilan metricki prostor X # 0 vrijedi da je
ind X < n ako i samo ako X ima prebrojivu bazu B takvu da je

indFrU <n-1, zasve U € B.

Dokaz. Tvrdnja teorema direktno slijedi iz korolara [2.1.10| te prethodne leme. O

2.2 Prostori dimenzije 0

Pozivajuci se na dosad dobivene rezultate, u nastavku pobliZe izu¢avamo svojstva pros-
tora za koje je mala induktivna dimenzija jednaka nuli.

Propozicija 2.2.1. Neka X # () regularan topoloski prostor. Tada je ind X = 0 ako i samo
ako za svaki x € X te svaku V C X otvorenu okolinu od x, postoji U C X otvoren i zatvoren
takav daje x € U C V.

Dokaz. Pretpostavimo da je ind X = O te neka x € X te V C X otvorena okolina od x. Tada
postoji
U C X otvoren, takavdajex € U C Vte indFrU <0 - 1.

Zaklju¢ujemo da je Fr U = 0, iz ¢ega, koristenjem leme[1.0.36] slijedi da je skup U otvoren
1 zatvoren u X. Obratno, uzmimo x € X te V C X otvorenu okolinu od x. Tada postoji
U C X otvoren i zatvoren takav da je

xeUcCV
Prema lemi [I.0.36]slijedi da je
FrU=0=indFrU =-1 = ind X =0,

Sto je trebalo pokazati. m|
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Propozicija 2.2.2. Ako je X regularan topoloski prostor takav da je ind X = 0, tada je
ind M = 0, za svaki M # () potprostor od X.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz teorema [2.1.6] i

Propozicija 2.2.3. Za X # 0 separabilan metricki prostor vrijedi da je ind X = 0 ako i
samo ako X ima prebrojivu bazu sacinjenu od otvorenih i zatvorenih skupova.

Dokaz. Tvrdnja direktno slijedi iz teorema [2.1.12]i leme [1.0.36] ]
U nastavku navodimo primjere prostora ¢ija je mala induktivna dimenzija jednaka nuli.

Primjer 2.2.1. Neka je skup X prebrojiv skup te (X, d) metricki prostor. Tada je ind X = 0.
Da bismo se u to uvjerili, uzmimo proizvoljni x € X te V C X otvorenu okolinu od x. Tada
znamo da postoji

r > 0 takav da je K(x,r) C V.

Takoder, postoji t € 0, r) takav da je d(x,y) # t, Vy € X. Naime, neka je za odabrani x € X
definirana funkcija f na sljedeci nacin:

[ X =R () =dxy).
Kada ne bi postojao t € {0, r) takav da je d(x,y) # t, za svaki y € X, vrijedilo bi da je
0,r) C Imf,

Sto nije moguce jer je X prebrojiv skup, stoga je i Imf prebrojiv.
Nadalje, definiramo U := K(x,t). Sada je

xeUCK(x,r)CV,
te je
FrU=ClUNCI(X\U)

CClK(x,n)N(X\U)

ClreX:dxy) <tin{yeX:dxy 21

={yeX:dx,y)=t}=0

=FU=0
Zakljucujemo da je skup U otvoren i zatvoren u X, stoga traZena tvrdnja slijedi direktnom
primjenom propozicije[2.2.1]

Primjer 2.2.2. Koriste¢i prethodni primjer, vidimo da za skup racionalnih brojeva Q C R
vrijedi ind Q = 0, pri cemu na Q podrazumijevamo Euklidsku metriku.



24 POGLAVLIJE 2. MALA INDUKTIVNA DIMENZIJA

Primjer 2.2.3. Promotrimo sada skup iracionalnih brojeva 1 C R; znamo da je
By = {{a,b) : a,b € Q}
baza Euklidske topologije na R, stoga je
By ={a,b)nl:a,beQ}

baza Euklidske topologije na 1. Posebno, svi skupovi oblika {a,b) N1, za a,b € Q, otvoreni
su ul. Nadalje, kako su a,b € Q, vrijedi da je

(a,b) N1 =a,b] NI
Znamo da su, za a,b € Q, skupovi [a, b] zatvoreni u R, stoga su skupovi
[a,b] N1

zatvoreni u 1. Zakljucujemo da je By sacinjena od otvorenih i zatvorenih skupova, stoga
prema propoziciji[2.2.1] slijedi da je indI = 0.

2.3 Teoremi separacije za prostore dimenzije 0

Teorem 2.3.1 (Prvi teorem separacije). Ako je X separabilan metricki prostor takav da je
ind X = 0, tada za svaka dva disjunktna zatvorena podskupa A i B od X vrijedi da je L = ()
particija izmedu A i B. Drugim rijecima, postoji U C X otvoren i zatvoren takav da je
ACUteBCX\U.

Prije dokaza gornjeg teorema navodimo rezultat koji ¢emo koristiti u daljnjim razma-
tranjima.

Lema 2.3.2. Neka je X separabilan metricki prostor. Tada za svaki otvoreni pokrivac
postoji prebrojiv potpokrivac.

Dokaz. Oznacimo sa V = {V; :i € N} prebrojivu bazu od X te pretpostavimo da su svi
elementi baze neprazni skupovi. Nadalje, neka je

W ={W,:acA}
proizvoljan otvoreni pokriva¢ od X. Za n € N definiramo

(Wn:{Wa:Vn(;Wa}-
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Neka je C := {n e N : ‘W, # {0}} . Sada definiramo familiju
U={U,:neC}

na nacin da za svaki n € C uzmemo po jedan element iz ‘W, te ga oznac¢imo s U,. Dakle,
zasvakin € C vrijedidaje U, = W,, zaneki @ € A. Jasno je da je U € W te da je familija
U prebrojiva. Takoder vrijedi da je

UUnQUWC,:X,

neN a€A

UU,,QX.

Ostaje pokazati da vrijedi i obratna inkluzija tj. da je X C U,y U, Za x € X znamo da
postoji W, € W takav da je x € W, te postoji n € C takav daje x € V, C W,. Prema
gornjoj konstrukciji slijedi da je x € U,ay U,. Zaklju€ujemo da je X = |J U, ¢ime je
tvrdnja dokazana. O

odnosno

Dokazimo sada teorem

Dokaz. Neka su A i B dva disjunktna zatvorena podskupa od X. Najprije uocimo da vrijedi
sljedece:

za svaki x € X, postoji W, C X otvoren i zatvoren
takavdaje ANW,=0ili BN W, =0.

Naime, za x € X vrijedida x ¢ Aili x ¢ B.
Ako x ¢ A, tada je x € X \ A, pri ¢emu je X \ A otvoren skup, stoga prema propoziciji[2.2.]
slijedi da postoji W, C X otvoren i zatvoren takav da je

xeW, CX\A=>ANW,=0.

Analogno, u slucaju kada x ¢ B zakljucujemo da postoji W, C X otvoren i zatvoren takav
da je
xeW, CX\B=>BnWwW,=0.
Familija {W, : x € X} ¢ini otvoreni pokriva¢ od X, stoga po prethodnoj lemi postoji prebro-
jivi potpokrivad
{(W,, 1ieN}.

Nadalje, za i € N definiramo

U= W\ W,

j<i
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Vrijedi da je

Ui=w,\|w,,

Jj<i
=W, ﬂ[ﬂX\ ij].
J<i

Znamo da su skupovi W, 1 X \ W, otvoreni za sve i € N, stoga su prema prethodnom
racunu 1 skupovi U;, i € N otvoreni kao konacni presjeci otvorenih skupova. Takoder je
jasno da za sve i € N vrijedi da je U; C W,, te da familija

{U;:ieN}
¢ini pokriva¢ od X. Posljedi¢no, za svaki i € N vrijedi da je
ANU;=0iliBNU; =0.
Definiramo

‘LI:U{Ui:AmUi;t(D},
(W:U{Ui:AmU,-:(D}.

Jasno je da su U i ‘W otvoreni skupovi. Nadalje, za x € A znamo da postoji i € N takav da
je x € U,, stoga je

xeANU,=2ANU;#0=>U;CU=>xcU.

Drugim rijeCima, vrijedi da je A C U.
Sli¢no se pokaze da je B € ‘W. Naime, za x € B znamo da postoji j € N takav daje x € U;
stoga je
BNU;j#0=ANU;=0=xeW.
Takoder vrijedi da su skupovi U; u parovima disjunktni, tj. za i, j € N, i # j, vrijedi da

je UinU; = 0. Pokazimo tu tvrdnju tako da pretpostavimo suprotno; kada bi za neke
i,j €N,i# j,postojao x € U; N U;, tada bi vrijedilo

xEUi:Wx,.\Uka,

k<i

er,-:ij\UWx,.

I<j

2.7)
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Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je j < i, pa iz (2.7) zakljuCujemo da je
x € W, ix¢ W,, Sto vodi na kontradikciju. Nadalje, vrijedi da je U N ‘W = 0; kada bi
postojao x € U N W tada bi postojali i, j € N takvi da je

xEUi,UiﬁA=0

(2.8)
X € Uj,UjﬂA?&(D.

No tada bi vrijedilo da je x € U;NU|, tj. U;NU; # 0, Sto je prema gornjoj diskusiji moguce
ako i samo ako je i = j, ¢ime dolazimo do kontradikcije s (2.8)). Naposlijetku ostaje vidjeti
daje UUW = X. Jasno je da vrijedi U UW C X, stoga ostaje pokazati obratnu inkluziju.
Kako je {U; : i € N} pokriva¢ od X, to za proizvoljni x € X postoji i € N takav da je x € U,.
Prema definiciji skupova U 1 ‘W slijedi da je U; € U ili U; € W, iz Cega zakljuCujemo da
je
xeUUillixeW=xeUUW.

Kakoje U N W =0 te U UW = X, zakljuCujemo da je W = X \ U, stoga je U traZzeni
otvoreni 1 zatvoreni skup za kojeg vrijedi da je

ACUteBCW=X\U,
¢ime je teorem dokazan. O

Iduéi cilj je dokazati drugi teorem separacije za prostore dimenzije 0; u tu svrhu uvo-
dimo pojam separiranih skupova te dokazujemo dvije leme iz kojih ¢e onda lako slijediti
dokaz drugog teorema separacije.

Definicija 2.3.3. Neka je X topoloski prostor. Za skupove A, B C X kaZemo da su separi-
rani ako vrijedi
ANCIB=CIANB=0.

Propozicija 2.3.1. Skupovi A, B C X su separirani ako i samo ako su disjunktni te otvoreni
i zatvoreni u A U B.

Dokaz. Najprije pretpostavimo da su A i B separirani. TadaizANCIB = CIANB =0
direktno slijedidaje AN B = 0, tj. A i B su disjunktni skupovi. Nadalje, vrijedi da je

A=CIAN(AUB),
B=CIBN(AUB),

iz Cega zakljucujemo da su A i B zatvoreni u A U B. Takoder je

A=(AUB)\B,
B=(AUB)\A,



28 POGLAVLIJE 2. MALA INDUKTIVNA DIMENZIJA

iz Cega zakljuCujemo da su A i B otvoreni u A U B.
Obratno, pretpostavimo da su A i B otvoreni i1 zatvoreni u A U B te disjunktni. Kako je B
zatvoren u A U B, postoji B C X zatvoren, takav da je

B=B Nn(AUB).

Sada je B N A = 0, jer u suprotnom bi vrijedilo BN A # 0, §to vodi na kontradikciju s
pretpostavkom. Nadalje, kako je B C B’ te B’ zatvoren u X, slijedi da je

CIBC B,

iz ¢ega zakljuCujemo da je C1B N A = (. Analogno se pokaze da je CIA N B = 0, stoga
vrijedi da su A 1 B separirani. O

Lema 2.3.4. Za svaki par A, B separiranih podskupova metrickog prostora (X, d) postoje
U, W C X otvoreni, takvi da je

ACUBCWteUNnW=0.
Dokaz. Odaberimo A, B separirane skupove u X. Tada znamo da je
ANCIB=CIANB=0. (2.9)
Dodatno pretpostavimo da su skupovi A i B neprazni; kada bi vrijedilo da je A = (), uzima-
njem U = 0 te W = X, tvrdnja bi trivijalno vrijedila (analogan zakljucak vrijedi i u slu¢aju
B = (). Definiramo funkcije f,g : X — R sa
f(x) =d(x,A)1g(x) =d(x,B).

Prema lemi znamo da su funkcije f i g neprekidne na X. Posljedi¢no, skupovi

U:={xeX:(f-gx <0} =(f-g " (-00,0)),
Wi={xeX: (f-gx >0} =(f-g " ((0,00))

su otvoreni u X. Takoder vrijedi da je U N W = (. Nadalje, uzmimo proizvoljan x € A.
Tada iz (2.9)) slijedi da x ¢ Cl B, stoga vrijedi da je

g0)>0,f(x)=0=>(f-gx)<0=>xeU.

ZakljuCujemo da je A C U. Analogno se pokaze da je B C W, ¢ime je lema dokazana. 0O
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Lema 2.3.5. Neka je M potprostor metrickog prostora X te neka su A i B disjunktni i
zatvoreni podskupovi od X. Nadalje, neka su V,,V, otvoreni podskupovi od X takvi da
vrijedi

ACV,BCVyte C1V;NClV, =0.
Tada za svaku particiju L' u M izmedu M NC1V, i M NC1V, postoji particija L u X izmedu

A i B takva da je
MnLcL.

Posebno, ako je M zatvoren potprostor od X te A i B disjunktni i zatvoreni u X, tada za
svaku particiju L' u M izmedu M N A i M N B postoji particija L u X izmedu A i B takva
da je

MNLCL.

Dokaz. Nekaje L' particijau M izmedu MNCl1V; i MNClV,. Tada, po definiciji particije,
znamo da postoje U’, W' C M otvoreni i disjunktni, takvi da vrijedi

MNCLV, cU MNCLV,cW , M\L =U UW.
Uoc¢imo da je
ANCIW =0=BnClU".
Naime, vrijedi sljedece:
VinW =vinMnW cU nNnW =0
= V] NW =0
S>WCcMnVy

Kako je V{ zatvoren u X te W' C V¢ zakljuCujemo da vrijedi
CIW cVE = VinClW =0.

Kako je A C V, zakljuCujemo da je AN Cl W’ = (. Potpuno analogno pokaZe se da vrijedi
idruga tvrdnjatj. BN ClU" = 0.
Daljnji cilj je pokazati da su skupovi U’ 1 W’ otvorent (1 zatvoreni) u U’ U W’. Imamo da je

U=UnUUW)
W =W nU uw),
iz Cega zakljuCujemo da su U’ 1 W’ zatvoreni u U’ U W’, ¢ime su njihovi komplementi
otvoreni. Dakle, vrijedi da su skupovi U’ 1 W’ otvoreni (i zatvoreni) u U’ U W’.
Pozivajuéi se na propoziciju [2.3.1} zakljucujemo da su U’ i W’ separirani skupovi u X, tj.
vrijedi
UnClW =w nClU =0.
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Koristeci separiranost skupova U’ 1 W’ te prethodna razmatranja, iduci cilj je pokazati da
su skupovi A U U’ i BU W’ separirani u X. Ra¢unamo:

ClAuUHYN(BUW)

=(CIAUCIU )N (BUW)

=(CIANB)UCIU NB)U(CIANW)U (CILU N W)
= 0.

Analogno se pokaze da je (A U U’) N CI(BU W’) = (. Prema lemi zakljucujemo da
postoje U, W C X otvoreni i disjunktni, takvi da je

AuU CcUBUW CW. (2.10)

Definiramo L = X \ (U U W). Cilj je pokazati da je L traZena particija izmedu A i B.
Iz (2.10)) direktno slijedi da je
ACUBCW,

stoga ostaje pokazati da je M N L € L’. RaCunamo:
MNL=MnX\UUW))
=M\ (UUW)
=Mn U nWwO).

Kakoje U' C Ute W C W, tj. U'C 2 U te W© 2 W, vrijedi da je

MONLCMnUSnwWo
=M\(U'UW) =L,
¢ime je prvi dio leme dokazan.
Dalje, pretpostavimo da je M zatvoren u X te da su A, B C X zatvoreni i disjunktni. Neka

je L’ particijau M izmedu M N A1 M N B. Tada postoje U, V; € M otvoreni i disjunktni,
takvi da je

ANMCU,BNMcC W,
, (2.11)
M\L = U] UW].
Iz (2.11)) zaklju¢ujemo da je
ANMNUS=0=ACX\(M\U)

te
BAMNWE=0=BCX\(M\W).
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Kako je skup X \ (M \ U,) otvoren te A zatvoren u X, prema lemi|1.0.53|znamo da postoji
V] € X otvoren, takav da je

ACVICClViCX\(M\U).
Analogno zaklju¢ujemo da postoji V;; C X otvoren, takav da je
BCV,CClV,; C X\ (M\W)).

Nadalje, za A, B C X disjunktne i zatvorene, prema lemi|1.0.55] znamo da postoje V|, V' C
X otvoreni, takvi da vrijedi

AcCV/, BcV/,ClV/nClV) =0.
Sada definiramo
Vi=vinvy
Vo=V,nVy.
Vrijedi da je
ClvinClV,cClV/NnClVy =0.
Takoder, po konstukciji vidimo da je

MnNnClV,CcU,MnClV, C W,

stoga je L’ ujedno i particija izmedu M N CIV; 1 M N ClV, u M. Po prvom dijelu dokaza
zakljuCujemo da particija L u X s trazenim svojstvom postoji, ¢ime je lema dokazana. 0O

Teorem 2.3.6 (Drugi teorem separacije). Ako je X proizvoljan metricki prostor te Z sepa-
rabilan potprostor od X takav da je indZ = 0, tada za svaka dva disjunktna zatvorena
skupa A, B C X postoji particija L izmedu njih za koju vrijedi

LNZ=0.

Dokaz. Neka su A, B C X zatvoreni i disjunktni. Kao u prethodnom dokazu, znamo da
postoje Vy, V, C X otvoreni, takvi da vrijedi

AC Vl,Bg Vzte ClVl mC1V2 = 0.

Nadalje, skupovi Z N ClV; 1 Z N ClV, su zatvoreni 1 disjunktni u Z stoga prema prvom
teoremu separacije zakljuCujemo da je L’ = 0 particija izmedu njih. Pozivajuci se na lemu
[2.3.5] zakljucujemo da postoji particija L u X izmedu A i B za koju vrijedi da je

ZNLCL =0=ZnNnL=0.
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Prethodni rezultati omoguéuju nam da u proizvoljnom metrickom prostoru karakteri-
ziramo potprostore dimenzije nula koriste¢i otvorene okoline u cijelom prostoru, o ¢emu
govore sljedece propozicije.

Propozicija 2.3.2. Neka je X proizvoljan metricki prostor te M separabilan potprostor od
X. Tada je ind M = 0 ako i samo ako je M # O te za svaki x € M (ekvivalentno, za svaki
x € X) te svaku V C X otvorenu okolinu od x postoji U C X otvoren, takav da je

xeUCVMNFrU=0.

Prije dokaza propozicije [2.3.2| navodimo opceniti rezultat koji ¢e nam koristiti u istom.

Lema 2.3.7. Neka je X topoloski prostor te M potprostor od X. Za proizvoljni U C X
otvoren vrijedi
Fry(MNnU)CcMnFrU.

Dokaz. Neka je U C X otvoren te x € Fry, (M N U) proizvoljno odabran. Kako je
Fry(MNU)C M,

zakljuCujemo da je x € M. Nadalje, da bismo pokazali da je x € Fr U koristit ¢emo ka-
rakterizaciju ruba; znamo da je x € Fr U ako i samo ako svaka otvorena okolina od x u X
sijeCce Ui X\ U.

Neka je W otvorena okolina od x u X. Tada je W N M otvorena okolina od x u M. Nadalje,
kako je x € Fry(M N U), zakljuCujemo da je

MAU)N(WNM)#0 (2.12)

te
M\MNnUNYNWnM)y=M\U)Nn(WnM)=+0. (2.13)

Iz (2.12)) direktno slijedi da je U N W # 0, dok iz (2.13)) zaklju¢ujemo da postoji z € WNM
takavdaz ¢ Utj. z € X\ U, iz Cega slijedi da je

X\NU)NW £0.
Zakljucujemo da je x € Fr U, ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Dokazimo sada propoziciju [2.3.2]
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Dokaz. Pretpostavimo da je ind M = 0. Neka je x € M te V C X otvorena okolina od x.
Tada su skupovi {x} i X \ V disjunktni i zatvoreni, stoga prema drugom teoremu separacije
znamo da postoji particija L izmedu njih takva da je L " M = (. Po definiciji particije
znamo da postoje U, W C X otvoreni i disjunktni, takvidaje X \ L =U U W te

xeUX\VCW
Iz navedenih podskupovnosti direktno slijedi da je x € U C V. Dalje, imamo da je

O=LNM=X\(UUW)NM
=M\(UUW)=> MCUUW.

Pretpostavimo da M N FrU # 0 tj. da postojiy € M N FrU. Kako je y € M, zbog
disjunktnosti skupova U 1 W, slijedi da je

yeUiliye W

Takoder, kako je otvoren skup disjunktan sa svojim rubom te y € Fr U, slijediday ¢ U,
stoga je nuzno y € W. Po karakterizaciji ruba (napomena (1.0.35]) sada zaklju¢ujemo da je
UNW # 0, ¢ime dolazimo do kontradikcije. Dakle, vrijedi da je M N Fr U = 0. Time je
nuznost dokazana.

Da bismo dokazali dovoljnost, koristit éemo propoziciju Neka je x € M te V' otvo-
rena okolina od x u M. Tada znamo da postoji V C X otvoren, takav daje V' = V.n M.
Kako je V otvorena okolina od x u X, prema pretpostavci postoji U C X otvoren, takav da
je

xeUCVMnNnFrU =0.

Definiramo U’ = U N M. Vrijedi sljedece:
U=UnMcCVnNnM=V =xelU CV.
Takoder, po prethodnoj lemi znamo da je
Fry(MNU) =FryU CcMnNFrU =0,

iz Cega slijedi da je U’ otvoren i zatvoren u M. Pozivanjem na propoziciju [2.2.1] za-
kljuc¢ujemo da je ind M = 0. O

Propozicija 2.3.3. Neka je X separabilan metricki prostor te M potprostor od X. Tada je
ind M = 0 ako i samo ako je M + 0 te X ima prebrojivu bazu B takvu da je

MnFrU =0,YU €B.
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Dokaz. Pretpostavimo da je ind M = 0. Kako je potprostor separabilnog metrickog pros-
tora i sam separabilan, za M vrijedi ekvivalencija iz propozicije [2.3.2] Definiramo skup

B, ={U C Xotvoren : M NFrU = 0}.

Direktno iz propozicije [2.3.2] te definicije [I.0.20] zakljucujemo da je B, baza od X. Sada,
pozivajuéi se na lemu zakljuujemo da postoji prebrojiva familija By C B, koja je
baza za X, ¢ime je nuznost dokazana. Obratna implikacija slijedi direktno iz propozicije
te definicije[[.0.20] ¢ime je tvrdnja dokazana. O

2.4 Teorem sume za prostore dimenzije 0

Teorem 2.4.1. Ako se separabilan metricki prostor X moZe prikazati kao unija niza zatvo-
renih potprostora F, F,, ... takvih da je

indF; =0,Vie N,
tada je ind X = 0.

Dokaz. Neka su A, B C X disjunktni 1 zatvoreni. Cilj je pokazati da je particija izmedu A 1
B prazna, tj. da postoje U, W C X otvoreni 1 disjunktni, takvi da je

ACU BCWteX=UUW. (2.14)
Kao i u prethodnim razmatranjima, znamo da postoje Uy, W, C X otvoreni takvi da je
ACUyBC W, ClUyNnClW, = 0.

Indukcijom ¢emo definirati nizove Uy, Uy, . .., Wy, Wy, ... otvorenih skupova u X takvih da
zai=0,1,... vrijede sljedeti uvjeti:

1. Cl U,‘ N Cl W,' =0tezai> lVrljedl U,'_l - U,‘, W,‘_l - W,'
2. F,’QU,’UWI', gdjejeF():@

Ocito je da trazeni uvjeti vrijede za definirane skupove U, i W,. Dalje, pretpostavimo je
k € N te da smo definirali skupove U;, W; s traZenim svojstvima za sve i < k.

Kako je ind F; = 0 te su skupovi C1 Uy_; N Fy 1 C1 Wy_; N F} zatvoreni i disjunktni u Fy, po
prvom teoremu separacije zakljuCujemo da postoji V C F otvoren i zatvoren, takav da je

ClUp.iNFyCV,

(2.15)
CIWeeiNF, CF\ V.
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Koristeéi pretpostavku indukcije te (2.15) zaklju¢ujemo da vrijedi sljedece:

(ClU,.; U V)N (CILW,_; U F; \ V)
= (Cl Uk—l NCl Wk—l) U (Cl Uk—l N Fk \ V)

U(VNCIW ) U(VNF N\ V) (2.16)
= (Cl Uk—l N Fk \ V) U (Vﬂ Cl Wk—l)
= 0.

Kako je F zatvoren u X te V zatvoren u Fy, slijedi da je V zatvoren u X. Takoder je F; \ V
zatvoren u Fy, stoga je zatvoren i u X. 1z (2.16) zaklju¢ujemo da su skupovi Cl1 U;_; U V i
ClW,_; U F \ V zatvoreni i disjunktni u X, stoga postoje Uy, Wi C X otvoreni, takvi da je

ClUi UV C U, C1W i UF\VC W te CLUNCIW, = 0.

Lako se vidi da skupovi U, i W, zadovoljavaju trazene uvjete za i = k, ¢ime je kontrukcija

nizova Uy, Uy, ..., Wy, Wi, ... u X dovrSena. Sada definiramo
v=|Ju,
i=0
W = U W

Il
[«

1

Jasno je da su skupovi U i W otvoreni u X te da vrijedi
ACU BCW.

Dalje, pokazimo da je U N W = (. Pretpostavimo suprotno; neka je x € U N W proizvoljan.
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je x € U; N Wy, za j < k. Kako je
U, C Uy, zakljuCujemo da je

xeUnNnW, cClU,NCIW, =0,

¢ime dolazimo do kontradikcije. Time smo pokazali da su definirani skupovi disjunktni.
Konacno, imamo da je

X:UFkQU(UkUWk):UUW,

¢ime je pokazano da vrijedi (2.14).

Kako ovaj racun vrijedi za bilo koja dva disjunktna i zatvorena skupa u X, posebno vrijedi i
za proizvoljni x € X te proizvoljnu otvorenu okolinu V od x u X. Tada su skupovi {x} 1 X\V
disjunktni i zatvoreni, stoga prema prethodnom racunu i propoziciji [2.2.1] zaklju¢ujemo da
jeind X = 0. m|
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2.5 Teorem sume i teoremi separacije za prostore
dimenzije vece od 0

U prethodnim poglavljima uglavnom smo se bavili prostorima dimenzije nula; sada
¢emo pomocu dobivenih rezultat pokazati da slicna svojstva vrijede i za prostore vecih
dimenzija.

Prvi cilj je iskazati 1 dokazati teorem sume, a za to ¢e nam trebati rezultat kojeg navodimo
u nastavku.

Lema 2.5.1. Neka je n € Ny. Ako se separabilan metricki prostor X moZe prikazati kao
unija dva potprostora Y i Z takvih da jeindY <n —1teindZ <0, tada je ind X < n.

Dokaz. Ako je Z = () tvrdnja trivijalno vrijedi; naime, u tom slucaju je Y = X, stoga vrijedi
indY<n-1<n.
Pretpostavimo da je Z # 0 tj. da je indZ = 0. Neka je x € X te V C X otvorena okolina od
x. Po drugom teoremu separacije za dimenziju nula, znamo da postoji particija L izmedu
skupova {x} 1 X \ V takva da je

LNZ=0. (2.17)

Drugim rijeCima, postoje otvoreni i disjunktni skupovi U, W C X takvi da je
xeU X\VcCWw

te
X\L=UUW. (2.18)

Iz (2.17) zakljuCujemo da je Z C X \ L. Takoder, lako se vidi da je x € U € V. Racunamo:

FrU =ClUNCIX \ U)
=ClUN X\ )
CX\W)N(X\U)
=X\ (UUW)=LCX\ZCY

Zakljucujemo da je Fr U C Y, stoga vrijedi
indFrU <indY <n-1=indX <n.
m]

Teorem 2.5.2 (Teorem sume). Neka je n € Ny. Ako se separabilan metricki prostor X moZe
prikazati kao unija niza zatvorenih potprostora F, F,, . .. takvih da je

indF; <n, Vie N,

tada je ind X < n.
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Dokaz. Teorem dokazujemo indukcijom. Prema teoremu znamo da tvrdnja vrijedi
zan = 0, ¢ime je zadovoljena baza indukcije. Dalje, pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za
n—1,n €N,
Da bismo proveli korak indukcije, pretpostavimo da je X = (J;2, F;, gdje su F; zatvoreni i
disjunktni te ind F; < n, Vi € N. Dodatno pretpostavimo da su prostori F; # 0, Vi € N. Na-
ime, eventualne prazne potprostore iz pocetnog niza Fy, F,, ... moZemo izbaciti te potom
preostale neprazne potprostore reindeksirati. Kako je svaki potprostor separabilnog me-
trickog prostora i sam separabilan, na svaki prostor F; mozemo primijeniti teorem [2.1.12]
Drugim rije¢ima, za svaki i = 1,2,... odaberemo prebrojivu bazu B, prostora F; tako da
vrijedi

indFrp,U <n-1, YU € B,. (2.19)

Definiramo Y = [J;ay (UUGB,_ Frr. U). Iz (2.19), koriStenjem indukcijske pretpostavke, za-
kljuCujemo dajeindY <n - 1.
Daljnji cilj je definirati potprostor Z takav da je ind Z < 0; u tu svrhu, najprije definiramo

Z;,=F; \ YieN.
Jasno je da za sve U € B, vrijedi
Z,' N FI'FI,U = @,

stoga pozivanjem na propoziciju [2.3.3| zakljucujemo da je ind Z; < 0, za sve i € N.
Definiramo Z = | J;2, Z;. Jasno je da vrijedi

Z=X\Y
te da je za svaki i € N potprostor Z; zatvoren u Z; naime, vrijedi da je
Zi=F\Y=F,NnY‘=F,nZ

Po teoremu sume za dimenziju O zaklju€ujemo da je indZ < 0. Time smo definirali dva
potprostora od X koja zadovoljavaju pretpostavke prethodne leme, stoga zakljucujemo da
jeind X < n. |

Posljednji cilj u ovom poglavlju je iskazati i dokazati teoreme separacije za prostore
dimenzije vece od nula, za §to e nam biti potrebni rezultati koje navodimo u nastavku.

Teorem 2.5.3 (Prvi teorem dekompozicije). Neka je n € Ny. Separabilan metricki prostor
X moZze se prikazati kao unija dva potprostora Y i Z takvih da jeindY <n—1teindZ <0
ako i samo ako je ind X < n.
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Dokaz. Uo€imo da je jedan smjer ekvivalencije ve¢ dokazan u lemi stoga ostaje po-
kazati obrat.

Neka je n € Nj te pretpostavimo da je ind X < n. Pozivajuéi se na teorem za-
kljucujemo da X ima prebrojivu bazu B takvu da je

indFrU <n-1, YU € B.

Definiramo Y = (J{FrU : U € B}. KoriStenjem prethodno dokazanog teorema sume, di-
rektno slijedi da je indY < n — 1. Nadalje, definiramo Z = X \ Y = X N Y. Po samoj
konstrukciji jasno je da vrijedi

ZNFrU =0, VU €B,

stoga pozivanjem na propoziciju [2.3.3| zakljuCujemo da je ind Z < 0, ¢ime je teorem doka-
zan. -

Teorem 2.5.4 (Drugi teorem dekompozicije). Neka je n € Ny. Separabilan metricki prostor
X moZe se prikazati kao unija n + 1 potprostora Z,,2,, . .., Z,.\ takvih da je ind Z; < 0 ako
i samo ako je ind X < n.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz prvog teorema dekompozicije primjenjujuci indukciju
u kona¢no mnogo koraka. O

Teorem 2.5.5 (Prvi teorem separacije). Neka je n € Ny. Ako je X separabilan metricki
prostor takav da je ind X < n, tada za svaka dva disjunktna i zatvorena podskupa A i B od
X postoji particija L izmedu njih za koju vrijedi

indL <n-1.

Dokaz. Neka je X separabilan metricki prostor takav da je ind X < n, n € Nj te neka su A
i B disjunktni i zatvoreni u X.
Po prvom teoremu dekompozicije znamo da postoje potprostori Y i Z od X takvi da je

mdY<n-1,indZ<0teX=YUZ

Pozivajuéi se na drugi teorem separacije za dimenziju nula, zaklju¢ujemo da postoji parti-
cija Lizmedu A i Btakvadaje LN Z = (. Time je

LcX\ZcY,
iz Cega direktno slijedi tvrdnja teorema tj. vrijedi

indL<indY <n-1.
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Teorem 2.5.6 (Drugi teorem separacije). Neka je X proizvoljan metricki prostor te M se-
parabilan potprostor od X takav da je ind M < n, za neki n € Ny. Tada za svaka dva
disjunktna i zatvorena podskupa A i B od X postoji particija L izmedu njih za koju vrijedi

indMNL)y<n-1.

Dokaz. Neka su A,B C X disjunktni i zatvoreni. Tada znamo da postoje Vi,V, € X
otvoreni, takvi da je
ACV,BCV,te ClVinClV, =0.

Skupovi M N C1V; 1 M N ClV, su zatvoreni i disjunktni u M, stoga prema prvom teoremu
separacije zaklju¢ujemo da postoji particija L’ u M izmedu M N C1V; i M N C1V, za koju
vrijedi
indL" <n-1.
Pozivajuci se na prvi dio leme [2.3.5] zakljucujemo da postoji particija L u X izmedu A i B
za koju je
MnLcCL,

stoga vrijedi
indMNL)<indL' <n-1=ind MNL)<n-1.






Poglavlje 3

Velika induktivna dimenzija

U prethodnom poglavlju promatrali smo prvi teorem separacije koji je dao vezu izmedu
male induktivne dimenzije prostora i dva, proizvoljno odabrana, zatvorena i disjunktna
njegova podskupa. Upravo nas taj teorem navodi na modifikaciju tj. poopéenje male in-
duktivne dimenzije na nacin da proizvoljnu tocku x iz definicije male induktivne dimenzije
zamijenimo proizvoljnim zatvorenim skupom A. Na taj nacin, za normalan topoloski pros-
tor X, definirat ¢emo veliku induktivnu dimenziju (u oznaci Ind X).

Spomenimo da je ideju velike induktivne dimenzije uveo matematicar Brouwer, dok je
formalnu definiciju (kakvu u nastavku navodimo) dao Cech 1931.godine.

3.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 3.1.1. Induktivno definiramo niz klasa normalnih topoloskih prostora (J,,),, n €
Ny U {—1}, na sljedeci nacin:

1. J_1 = {0}
2. Pretpostavimo da smo za neki n € Ny definirali J,,_;
3. Definiramo J, na sljedeci nacin:

X e J, oA C X zatvoren )NV C X otvorenu okolinu od A)
AU C Xotvoren)t.d ACUCYV, FrU € J,_;.

Kao 1 za malu induktivnu dimenziju, indukcijom se lako pokaze da je
J, CJ1zasven € Ng U {—1}.

41
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Definicija 3.1.2. Za X normalan topoloski prostor definiramo veliku induktivnu dimenziju
IndX =min{n e NgU{-1}: X € J,}.
Ako za X ne postoji n € Ny U {—1} takav da je X € J,, tada definiramo Ind X = oo.

U nastavku navodimo osnovna svojstva velike induktivne dimenzije; dokazi tih svoj-
stava analogni su onima za malu induktivnu dimenziju stoga ih u ovom poglavlju ne¢emo
provoditi.

Propozicija 3.1.1. Neka je X normalan topoloski prostor te n € Ny U {—1} . Tada vrijedi:
l. IndX<ne Xel,
2 IndX=neIndX<nilndX £n-1
3. IndX =00 IndX >n ¥YneNyuU{-1}

Propozicija 3.1.2. Neku su X,Y normalni topoloski prostor takvi da je X ~ Y. Tada je
Ind X = Ind Y. Drugim rijecima, velika induktivna dimenzija je topoloska invarijanta.

Napomena 3.1.3. Analogon teorema [2.1.0| vrijedi i u slucaju velike induktivne dimenzije,
no ne za sve potprostore; naime, proizvoljan potprostor normalnog potprostora nije nuzno
i sam normalan (za razliku od regularnog prostora kod kojeg se regularnost prenosi na
sve potprostore). Prema lemi znamo da je svaki zatvoreni potprostor normalnog
prostora i sam normalan, stoga ce za takve potprostore vrijediti tvrdnja sljedeceg teorema,
Sto ¢emo koristiti u buducim proucavanjima.

Teorem 3.1.4. Neka je X normalan topoloski prostor te M zatvoren potprostor od X. Tada
vrijedi:
Ind M <IndX.

Koriste¢i navedena svojstva, u nastavku dokazujemo analogon propozicije za ve-
liku induktivnu dimenziju.

Propozicija 3.1.3. Neka je X normalan topoloski prostor. Za n € Ny vrijedi Ind X < n ako
i samo ako za svaka dva zatvorena i disjunktna skupa A i B u X postoji particija L izmedu
njih takva da je

IndL <n-1.
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Dokaz. Zan € N pretpostavimo da je Ind X < n te neka su A, B C X zatvoreni 1 disjunktni
skupovi. Tada je A C X\ B, stoga prema karakterizaciji 7, prostora zakljucujemo da postoji
V C X otvoren, takav da je

ACVCcClVCX\B.

Nadalje, prema pretpostavci znamo da postoji U C X otvoren takav da je
AcUcCVte IndFrU <n-1.

Definiramo L = FrU. Cilj je pokazati da je L traZzena particija izmedu A 1 B. Od prije
imamo da je A C U. Dalje, kako je

ClvcX\Bte ClU c ClV,

slijedi da je B € X \ ClU, stoga definiramo W = X \ C1U. Ocito su skupovi U 1 W
disjunktni, stoga ostaje pokazatidaje X \ L = U U W.
Racunamo:
X\L=X\FrU
=X\ (ClUNCIX\U))
=X\ClUUX\U) =UUW.

Obratno, pretpostavimo da za svaka dva zatvorena i disjunktna skupa A i B u X postoji
particija L izmedu njih takva da je

IndL<n-1.

Neka je A € X zatvoren te V C X otvoren, takav da je A € V. Cilj je pokazati da postoji
U C X otvoren, takavdaje AC U C VteIndFrU <n-—1.

Jasno je da su skupovi A 1 X' \ V zatvoreni 1 disjunktni u X stoga prema pretpostavci znamo
da postoji particija L izmedu njih takva da je Ind L < n — 1. Drugim rije¢ima, postoje
U, W C X otvoreni i disjunktni, takvi da je

ACU X\VCcWtX\L=UUW.

Iz datih podskupovnosti lako se vidi da je A € U C V. Takoder se lako pokaZe da je
FrU C L. Kako je L zatvoren u X, slijedi da je L normalan prostor te isto vrijedi i za Fr U.
Iz tih razloga smijemo primijeniti prethodni teorem, stoga zaklju¢ujemo da je

IndFrU <IndL<n-1=>IndFrU<n-1=IndX <n.
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Idu¢i cilj je opravdati intuitivno o¢ekivan odnos male i velike induktivne dimenzije, o
¢emu govori sljedeéi teorem.

Teorem 3.1.5. Za svaki normalan prostor X vrijedi
ind X < Ind X.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po Ind X. Napomenimo da je u sluc¢aju Ind X = oo
tvdnja teorema trivijalno zadovoljena stoga pretpostavimo da je Ind X < oo.

1. Baza: Ind X = —1 ako i samo ako je X = 0, stoga vrijedi

indX =IndX = -1.

2. Pretpostavka: Neka je n € N te pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve normalne
prostore X za koje je Ind X <n — 1.

3. Korak: Neka je X normalan prostor takav da je Ind X = n. Cilj je pokazati da vrijedi
indX < n.
Uzmimo proizvoljan x € X te V C X otvorenu okolinu od x. Kako je skup {x}
zatvoren u X te sadrzan u V, to po definiciji velike induktivne dimenzije slijedi da
postoji U C X otvoren takav da je

{(x}cUCVte IndFrU <n-1.
ZakljuCujemo da je x € U C V. Dalje, koristeci pretpostavku indukcije, slijedi da je
indFrU <IndFrU <n-1,

¢ime je tvrdnja dokazana.

Teorem 3.1.6. Za svaki separabilan metricki prostor X vrijedi
ind X = Ind X.

Dokaz. Zbog prethodnog teorema dovoljno je pokazati da je ind X > Ind X. Dokaz provo-
dimo indukcijom po ind X. Kao i prije, uo¢imo da za ind X = oo tvrdnja trivijalno vrijedi
stoga pretpostavimo da je ind X < oo.

1. Baza: ind X = —1 ako i samo ako je X = 0, stoga vrijedi

ndX =IndX = -1.
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2. Pretpostavka: Neka je n € Ny te pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve separabilne
metricke prostore X za koje jeind X <n — 1.

3. Korak: Neka je X separabilan metricki prostor takav da je ind X = n. Cilj je pokazati
da vrijedi Ind X < n.
Neka su A, B C X zatvoreni 1 disjunktni. Pozivajuéi se na teorem znamo da
postoji particija L izmedu A 1 B takva da je ind L < n — 1. Koristeéi pretpostavku
indukcije zaklju¢ujemo da vrijedi

IndL <indL <n-1.

Prema propoziciji [3.1.3]slijedi da je Ind X < n, ¢ime je tvrdnja dokazana.






Poglavlje 4

Dimenzija pokrivanja

Pored male i velike induktive dimenzije, ¢ija smo svojstva proucavali u prethodnim
poglavljima, u teoriji dimenzije pojavljuje se joS jedna vrsta dimenzije, tzv. dimenzija
pokrivanja, koju ¢emo definirati za normalne prostore.

Dimenziju pokrivanja sluZbeno je uveo matematicar Cech u svom radu iz 1933. godine.

4.1 Definicija i osnovna svojstva

Kako bismo definirali dimenziju pokrivanja, najprije uvodimo pojmove koji ¢e nam za
to biti potrebni.

Definicija 4.1.1. Neka je X skup te A = {A},cg neprazna familija podskupova od X.
Definiramo red familije A kao najveci broj n € Ny U {—1} takav da A sadrzi n+ 1 razlicitih
elemenata s nepraznim presjekom. U slucaju da takav broj n ne postoji, kaZemo da je red
SJamilije A beskonacan.

Red familije A oznacavamo s ord A.

Napomena 4.1.2. Ako je A = {A},s te ord A = n, n € Ny U {—1}, tada za bilo koji izbor
n + 2 razlicita indeksa s1, s3, . . ., Sp12 Vrijedi

A, NA,N...NA, ., =0.

Sn+2

Posebno, ako je ord A = —1, tada je A = {0}. Takoder, familija A za koju vrijedi ord A = 0
sastoji se od skupova koji su u parovima disjunktni.

Definicija 4.1.3. KaZemo da je familija B profinjenje familije A ako za svaki B € B postoji
A € Atakav da je B C A.

Napomena 4.1.4. Neka je X topoloski prostor te ‘A pokrivac od X. Tada je svaki potpo-
kriva¢ Ay od A ujedno i profinjenje od A.

47
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Definicija 4.1.5. Za n € Ny U {—1} definiramo K, kao klasu svih normalnih topoloskih
prostora X sa svojstvom da za svaki konacni otvoreni pokrivac U od X postoji konacan
otvoreni pokrivac¢ V od X takav da ‘V profinjuje U te vrijedi

ordV < n.

Jasno je da je niz klasa (K,),,n € Ny U {—1} rastuci tj. da vrijedi K,, € K,,;1, stoga ima
smisla sljedeca definicija.

Definicija 4.1.6. Za X normalan topoloski prostor definiramo dimenziju pokrivanja
dimX =min{n e NgU{-1}: X € K,}.
Ako za X ne postoji n € Ny U {—1} takav da je X € K,, tada definiramo dim X = oo.
Propozicija 4.1.1. Neka je X normalan topoloski prostor te n € Ny U {—1}. Tada vrijedi:
I. dmX <n & XeKk,
2.dmX=nodmX<nidimX £n-1
3. dimX =00 ©dimX > n, Yn e Ny U {-1}
Dokaz. Direktno iz definicije i

Napomena 4.1.7. Vrijedi:
dmX=-1X=0.

Naime, dim X = —1 ako i samo ako je X € K_; = {0}, iz ¢ega zakljucujemo da je X = 0.
Propozicija 4.1.2. Neka su X, Y normalni topoloski prostori takvi da je X ~ Y. Tada vrijedi.:
dimX = dimY.

Drugim rijecima, dimenzija pokrivanja je topoloska invarijanta.

Dokaz. Kako je X ~ Y, znamo da postoji f : X — Y homeomorfizam. Pretpostavimo da je
n € NgU{-1} te dim X = n. Tada znamo da za proizvoljan kona¢an otvoreni pokriva¢ U’ od
X postoji konacni otvoreni pokrivaé U = {U.,- cjeldJ } od X reda n koji ga profinjuje. Kako
je f homeomorfizam, posebno i otvoreno preslikavanje, vrijedi da su sve slike f(U;) :=V;
otvoreni skupovi u Y. Vrijedi sljedece:

vy =fx) = f(_Juy

jeJ

:Uf(Uj):UVj

jeJ jeJ
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Oznadimo V = {Vj cjed } . PokaZimo da je ord V' = n. Pretpostavimo suprotno tj. pret-
postavimo da postoje barem n + 2 razlicita elementa familije V' s nepraznim presjekom.

Drugim rijeCima, postoje V; ,...,V;  takvida je

n+l1

ﬂ V, %0 (4.1)
i=1

Djelovanjem s f~! na lijevu i desnu stranu jednakosti (4.1)) slijedi da je

n+l n+l1

(V' wn=(u,=0.
i=1 i=1

¢ime dolazimo do kontradikcije.
Naposlijetku, neka je V’ proizvoljan konacan otvoreni pokrivac od Y. Tada je

U = {f'v): vev|

konacan otvoreni pokriva¢ od X stoga postoji kona¢ni otvoreni pokriva¢ U od X reda n koji
ga profinjuje. Koriste¢i se gore pokazanom konstrukcijom zaklju¢ujemo da postoji profi-
njenje V od V’ reda n koje je konacan otvoreni pokrivac od Y, ¢ime je tvrdnja propozicije
dokazana. O

Iduéi cilj je karakterizirati dimenziju pokrivanja pomocu profinjenja te suzenja po-
krivaca datog prostora; definiciju suZenja navodimo u nastavku.
Napomenimo da ¢emo u idu¢im razmatranjima koristiti indeksirane familije skupova tj.
indeksirane pokrivace.

Napomena 4.1.8. Indeksirana familija A je slika preslikavanja s indeksnog skupa S u A
i pri tome pisemo A = (Ay)ses -

Definicija 4.1.9. Neka je X topoloski prostor te A = (A;)ses pokrivac od X. Za pokrivac¢
B = (By)ses 0d X za koji vrijedi
B, CA,, VseS

kaZemo da je suZenje pokrivaca (Ay)ses.-
Napomena 4.1.10. Ocito je svako suZenje B pokrivaca A ujedno i njegovo profinjenje.

Napomena 4.1.11. Za suZenje ili profinjenje pokrivaca ‘A kaZemo da je otvoreno (zatvo-
reno) ako se sastoji od otvorenih (zatvorenih) skupova u datom prostoru X.

Propozicija 4.1.3. Za svaki normalan prostor X sljedeci uvjeti su ekvivalentni:
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a) dimX < n,

b) Svaki konacan otvoreni pokrivac od X ima otvoreno profinjenje reda manjeg ili jed-
nakog n,

c) Svaki konacan otvoreni pokrivac¢ od X ima otvoreno suZenje reda manjeg ili jednakog
n.

Dokaz. Prema definiciji 4.1.6]te napomeni [4.1.10]jasno je da vrijedi
a) = b)tec) = a).

Pokazimo da b) = c¢):
Neka je X normalan prostor te neka je U = {U; : i = 1,...,k} konacan otvoreni pokrivac
od X. Prema pretpostavci znamo da postoji V profinjenje od U takvo da je

ordV < n, 4.2)

stoga za svaki V € V postoji U; € U takavdaje V C U;.
Za 'V € V ozna¢imo j = i(V). Definiramo

Vi:U{VE(V: i(V) = i)
={xeX:VeVtd. i(V)=i, xeV}.

Cilj je pokazatidaje V' ={V;: i =1,...,k} suZenje od U za koje vrijedi ord V'’ < n.
Kako je V C Viy), vrijedi

k
VC Uv, YV eV,
=1

stoga je

k
x={Jwv:venc|Jvicx
i=1
Time smo pokazali da je V’ pokriva¢ od X. Dalje, za proizvoljan i fiksan i € {1,...,k} te
x € V; vrijedi
xeVCQUw==ViCU,Vi=1,...,k

Dakle, V' je suZenje od U. Naposlijetku, pretpostavimo da je ord V' > n. Tada postoji
barem n + 2 razliCita elementa V; , ..., V; , € V' za koje vrijedi

Jn+2

n+2

(v 0. (4.3)
i=1
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Odaberimo
n+2
X € ﬂ Vi.
i=1
Tada je
xeV;,Vi=1,...,n+2
stoga po konstrukciji znamo da za svakii = 1,...,n + 2 postoji V' € V takav da je

n+2
xeViteiV)=j = ﬂviﬂ).

i=1

Nadalje, vrijedi
i#i=iV)=j#j =iV"),
iz ega zakljuCujemo da su skupovi V!, ..., V"*? medusobno razli¢iti elementi iz V te smo

pokazali da je njihov presjek neprazan. Time dolazimo u kontradikciju s pretpostavkom da
je ordV < n, stoga vrijedi ord ‘V’ < n, ¢ime je tvrdnja dokazana. O

U nastavku promatramo odnos male i velike induktivne dimenzije te dimenzije pokri-
vanja u slucaju separabilnog metrickog prostora X.

Lema 4.1.12. Neka je X metricki prostor te M potprostor od X. Za svaku familiju {G;}\_,
u paru disjunktnih, otvorenih podskupova od M postoji familija {Hi}f“:1 u paru disjunktnih,
otvorenih podskupova od X takvih da je G; C H;, za svei =1,... k.

Dokaz. Neka je {G,~}f“:1 proizvoljno odabrana familija u paru disjunktnih, otvorenih pod-
skupovaod M. Zai=1,...,k definiramo

H ={xeX:dxG;) <dx,M\ G))}.

Cilj je pokazati da familija {H,-}f-‘:1 ima traZena svojstva. Neka je x € G; proizvoljno oda-

bran.

Tada je d(x,G;) = Ote x ¢ M \ G;. Kako te skup M \ G; zatvoren u M slijedi da je
d(x,M \ G;) > 0. ZakljuCujemo da je G; € H;, zasve i = 1,...,k. Nadalje, skup H; je
otvoren kao praslika otvorenog skupa (—co, 0) po neprekidnoj funkciji f; : X — R danoj s
fi(x) :=d(x,G;) —d(x, M \ G;). Ostaje pokazati da su skupovi H;, zai = 1,...,k, u paru
disjunktni. Pretpostavimo suprotno; neka je x € H; N Hj, za i # j. Kakoje G; € M \ G; te
G; € M \ G}, koristeCi pretpostavku te napomenu [1.0.6] dobivamo

d(x,G) <dx,M\ G;) <£d(x,Gj) <d(x,M\ G;) < d(x,G)).

ZakljuCujemo da je d(x, G;) < d(x, G;), ¢cime dolazimo do kontradikcije. m|
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Teorem 4.1.13. Za svaki separabilan metricki prostor X vrijedi
dimX <ind X.

Dokaz. Pretpostavimo da je ind X < oo (u sluaju ind X = oo tvrdnja trivijalno vrijedi).
Ako jeind X = —1, tada je nuZno X = 0, iz ¢ega zakljuCujemo da je dimX = -1 < ind X =
—1. Pretpostavimo da je ind X = O te neka je U = {U, ,-}f-‘zl proizvoljno odabran konacan
otvoreni pokriva¢ od X. Prema propoziciji [2.2.3] znamo da X ima prebrojivu bazu V =
{V;}2, sacinjenu od otvorenih i zatvorenih skupova, stoga po definiciji baze zakljucujemo
da familija V profinjuje U.

Za i € N definiramo

W=V,
Wy =Vo\ W, ...,
Wi:Vi\Wlu...UWH.

Prema konstrukciji jasno je da su skupovi W; otvoreni i zatvoreni u X te u parovima disjun-
ktni. Nadalje, familija ‘W = {W;}:2, profinjuje V, stoga profinjuje i U te vrijedi

wi=Jvi=x

Koristeéi propoziciju zakljuCujemo da je dimX < 0, stoga tvrdnja leme vrijedi u
slu¢aju ind X = 0. Dalje, uzmimo n € N te pretpostavimo da je ind X = n. Neka je U =
{U ,-}f.‘zl proizvoljno odabran konacan otvoreni pokriva¢ od X. Prema teoremu Znamo

da se X moZe prikazati kao unija n + 1 potprostora Z,,2,, ..., Z,; takvih da je ind Z; < 0,
stoga prema prethodnoj diskusiji zaklju¢ujemo dajedimZ; <0,za j=1,...,n+ 1.
Za svaki odabrani j € {1,...,n + 1}, familija {Ui NZj:i=1,... ,k} ¢ini konacan otvoreni

k

pokrivaC od Z; koji prema propoziciji 4.1.3|ima otvoreno suzenje {G j,i},_ reda najvise 0.
Drugim rije¢ima, skupovi G;; u paru su disjunktni te otvoreni u Z; stoga prema lemi [f.1.12)

postoji familija {H j,i}f_l u paru disjunktnih, otvorenih podskupova od X takva da vrijedi
Gi;CH,zai=1,... k.
Definiramo

Vj,' = Hj,i N Ui

zai=1,...,kte j=1,...,n+ 1. Cilj je pokazati da je familijja
V={vyri=1..  kj=1..n+1}

otvoreni pokriva¢ od X reda najviSe n koji profinjuje U. Najprije uo¢imo da su prema
konstrukciji skupovi V;; otvoreni u X te vrijedi V;; C Uj, stoga familija V profinjuje U.
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Nadalje, za x € X znamo da postoji j € {1,...,n+ 1} takav da je x € Z;, tj. postoji Gj;
takav da je
X € Gj,i c U; ﬂZj.

ZakljuCujemo da je x € H;; N U; = V;; ¢ime je pokazano da je | J;; V;; = X tj. familija
“V je pokrivaC od X. Naposlijetku, odaberemo li n + 2 razlicita elementa familije V, nuzno
Ce barem dva elementa imati isti indeks j; kako su skupovi H;; zai = 1,...,k, u paru
disjunktni, slijedi da je presjek odabrana n + 2 razlicita elementa familije V nuZno prazan,
stoga je red od V najvise n. Pozivajuéi se na propoziciju zaklju€ujemo da je dim X <
n, Sto je trebalo pokazati. O

Korolar 4.1.14. Za svaki separabilan metricki prostor X vrijedi
dimX <Ind X.

Dokaz. Tvrdnja direktno slijedi iz prethodne leme i teorema O
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Sazetak

U ovom radu bavimo se topoloSkom dimenzijom kao svojstvom topoloskih prostora.
Nakon preliminarnih rezultata predstavljenih u prvom poglavlju, u drugom poglavlju uvo-
dimo definiciju male induktivne dimenzije ind te dokazujemo klju¢ne teoreme kao Sto su
prvi i drugi teorem separacije i teorem sume. Veliku induktivnu dimenziju /nd uvodimo
u treCem poglavlju te proucavamo odnos male 1 velike induktivne dimenzije. Naposljetku,
u Cetvrtom poglavlju uvodimo dimenziju pokrivanja te proucavamo odnos spomenutih di-
menzija u slucaju separabilnog metrickog prostora.






Summary

In this paper, we study topological dimension as the property of topological spaces.
After the preliminary notations assembled in Chapter 1, in Chapter 2 we introduce the
definition of the small inductive dimension ind together with proofs of main theorems such
as the first and the second separation theorem and the sum theorem. Chapter 3 deals with
the large inductive dimension and the relation between the small and the large inductive
dimension. Finally, in Chapter 4 we introduce the definition of the covering dimension and
investigate the correlation between all of the mentioned dimensions in case of separable
metric space.
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