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Uvod

Polinomi su jednostavne i korisne funkcije s kojima se, u najjednostavnijim oblicima, su-
sreCemo veC u osnovnoskolskom obrazovanju. Neizostavni su dio srednjoskolskih, ali i
fakultetskih nastavnih sadrZaja jer su vrlo znacajni u teorijskoj i primijenjenoj matema-
tici. Vaznost polinoma je 1 u tome Sto pomocu njih moZzemo aproksimirati razne sloZene
funkcije do Zeljene preciznosti.

Zbog svoje vaznosti, polinomi su stolje¢ima bili okupacija mnogih matematicara, stoga
¢emo ovaj diplomski rad zapoceti povijesnim pregledom. Proucit ¢emo kako su se poli-
nomi razvijali kroz povijest, pocevsi od prvih kvadratnih jednadzbi u srednjem vijeku.
Naglasit cemo svako vazno otkrice koje je vodilo k razvoju i konaénom dokazu osnovnog
teorema algebre.

Tri klasi¢na problema starogrcke matematike spadaju u najpoznatije probleme u povi-
jesti matematike. PokusSaji rjeSavanja tih problema rezultirali su brojnim otkri¢ima u mate-
matici. U drugom poglavlju definirat ¢emo konstruktibilne brojeve te dokazati nerjeSivost
tri klasi¢na problema pomocu polinoma.

U treCem poglavlju ¢emo detaljnije razraditi polinome i1 njihova svojstva. Definirat
¢emo simetri¢ne polinome te iskazati osnovni teorem o simetri¢nim polinomima. Na kraju
poglavlja ¢emo uvesti pojam polja razlaganja polinoma i dokazat ¢emo dvije leme koje
koristimo za dokaz osnovnog teorema algebre. Koriste¢i osnovni teorem o simetri¢nim
polinomima, polje razlaganje polinoma i spomenute leme, prezentirat cemo jedan algebar-
ski dokaz osnovnog teorema algebre.

U posljednjem poglavlju obradit ¢emo razne zadatke s polinomima koji su se pojavili
na domacim, stranim i medunarodnim natjecanjima iz matematike.



Poglavlje 1

Povijesni pregled

Za ovo poglavlje koristili smo literaturu [4], [8], [14], [15], [19] 1 [22].

TeZnja matematiCara za pronalaskom formule za odredivanje nulto¢aka polinoma dovela
je do otkri¢a osnovnog teorema algebre, a time i do razvoja moderne matematike. No, to
otkriée razvijalo se stolje¢ima. Polinomi su funkcije, ali pojam funkcije, kao temeljnog
matematickog koncepta, prvi je postavio Svicarski matematicar Leonhard Euler tek u 18.
stoljecu, stoga povijesni razvoj polinoma pratimo kroz razvoj polinomijalnih (algebarskih)
jednadzbi. Ovaj povijesni pregled ¢emo zapoceti prvim kvadratnim jednadzbama.

1.1 Al-Khwarizmi i zacetak algebre

Arapski matematicar, geograf 1 astronom Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi (ca. 780.-
850.) razvio je koncept algoritma u matematici zbog cega se smatra ,,djedom racunarstva”,
a zasluZan je i za prenoSenje arapskih brojki u Europu koje je zatim popularizirao Fi-
bonacci!. Svojim djelima donio je veliki doprinos astronomiji, geografiji i kartografiji,
ali i trigonometriji u sklopu svojih astronomskih spisa. Njegova dva matematicka djela,
napisana oko 825. godine, zauvijek su promijenila matematiku. U djelu Kitab al-Jam
wa-I-tafriq bi-hisab al-Hind (,,Aritmetika’) opisuje racunanje u indijskom dekadskom po-
zicijskom brojevnom sustavu. Original na arapskom jeziku je izgubljen, no sacuvani su
neki dijelovi prevedni na latinski jezik. Najpoznatiji prijevod ¢ine dva rukopisa pod na-
zivom Dixit algorizmi (,,Al-Khwarizmi je rekao”) iz Cega je ocito da rijeC ,algoritam”
potjece od latinske inaCice njegova imena. Al-Khwarizmi je poznat kao ,,otac algebre” jer
je svojim djelom Kitab al-Jabr wa-I-Mugabala (,,Algebra’) zapoceo razvoj algebre. Alge-
bra, kao matematic¢ka disciplina, dobiva ime po rijeci al-jabr koju nalazimo ve¢ u nazivu
knjige. Vaznost ovog djela je u tome S§to daje prvi opis jednadzbi. lako nije koristio ni-

"Leonardo Bonacci ili Leonardo iz Pise, poznatiji kao Fibonacci (ca. 1170.-1250.) - talijanski srednjo-
vjekovni matematicar
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kakvu algebarsku simboliku, opisao je jednadzbe i postupke rjeSavanja jednadzbi rijeCima.
S obzirom da su arapski matematicari tog razdoblja bili pod utjecajem starogrcke mate-
matike, Al-Khwarizmi je razmatrao samo pozitivna rjeSenja jednadzbi koja je interpretirao
geometrijski kao duljine. Iz tog razloga, on dijeli jednadzbe na Sest oblika koje bismo
danas podijelili na linearne i kvadratne i zapisali bismo ih ovako:

1. ax* = bx (kvadrati jednaki korijenima)

ax* = c (kvadrati jednaki broju jedinica)

bx = c (korijeni jednaki broju jedinica)

ax® + bx = c (kvadrati i korijeni jednaki broju jedinica)

ax® + ¢ = bx (kvadrati i broj jedinica jednaki korijenima)

S N

bx + ¢ = ax? (korijeni i broj jedinica jednaki kvadratima)

pri ¢emu su a, b 1 ¢ pozitivni brojevi (jer konstante predstavljanju duljine). U knjizi navodi
razne primjere kojima objasnjava kako se svaka rjeSiva jednadZzba (kvadratna ili linearna)
moze svesti na jedan od ovih Sest oblika pomocu dvije tehnike - al-jabr i al-muqabala.
Tehnika al-jabr (,,nadopunjavanje”) jest eliminacija negativnih ¢lanova s obiju strana jed-
nadZbe, npr. Al-Khwarizmi jednadZbu x> = 40x—4x? tehnikom al-jabr svodi na 5x* = 40x.
Tehnika al-muqgabala (,,uravnotezivanje”) jest oduzimanje pozitivnog ¢lana jedne strane
jednadzbe od Clana s istom potencijom nepoznanice na drugoj strani, npr. Al-Khwarizmi
jednadzbu 50 + 3x + x*> = 29 + 10x tehnikom al-mugabala svodi na 21 + x> = 7x. Za prva
tri oblika jednadzbi, Al-Kwarizmi je dao samo kratke primjere bez detaljnih objasnjenja,
no zanimljiva su objaSnjenja koja daje za preostala tri oblika jer su postupci rjeSavanja
potpuno racunski, a interpretacija je geometrijska.

Primjer 1.1.1. Kao primjer jednadzbe oblika ax*+bx = ¢, Al-Khwarizmi navodi ,dva kva-
drata i deset korijena jednaka su Cetrdeset i osam jedinica”, tj. 2x* + 10x = 48. Postupak
rjeSavanja je sljedeci:

1. Smanji dva kvadrata na jedan i znas da je jedan korijen od dva kvadrata jednak
polovini oba, a zatim broj jedinica prepolovi. Dobit Ces jednadZbu jednaku polaznoj
- kvadrat i pet korijena jednaki su dvadeset i Cetiri jedinice” (dakle, dijeli obje
strane jednadzbe s 2, odnosno koeficijentom a, i dobiva x* + 5x = 24).

2. Uzmi pola broja korijena i dobivas dva i pol (dakle, racuna %’ i dobiva %, odnosno
2.5).

Ve . . . v v .y . v 2 . .
3. PomnoZi to samim sobom i dobivas Sest i Cetvrtinu (dakle, racuna % i dobiva %

4 )
odnosno 6.25).
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4. Pridodaj to broju jedinica i dobivas trideset i Cetvrtinu (dakle, racuna c + Z—z i dobiva
30.25).

5. Korjenuj to i dobivas pet i pol (dakle, racuna \/c + % i dobiva 5.5).

6. Od toga oduzmi pola broja korijena i dobivas tri. Korijen je jednak tri pa je kvadrat
Jednak devet (dakle, racuna +/c + Z—z - %’ i dobiva x = 3).

Vidimo da je Al-Khwarizmi odredio jedno (pozitivno) rjeSenje kvadratne jednadzbe
oblika ax* + bx = c te u svom djelu navodi da ovaj postupak uvijek vodi do rjeSenja.

Primjer 1.1.2. Kao primjer jednadzbe oblika ax*+c = bx, Al-Khwarizmi navodi ,kvadrat i
dvadeset i jedna jedinica jednaki su deset korijena”, tj. x*+21 = 10x. Postupak rjesavanja
je sljedeci:

~

Uzmi pola broja korijena i dobivas pet (dakle, racuna %’ i dobiva 5).

. . . o . . 2, .
2. PomnoZi to samim sobom i dobivas dvadeset i pet (dakle, racuna bz i dobiva 25).

3. Od toga oduzmi broj jedinica i dobivas cetiri (dakle, racuna B _

T — C idobiva 4).

4. Korjenuj to i dobivas dva (dakle, racuna -/ Z—z — cidobiva 2).

5. To oduzmi od polovine broja korijena i dobivas tri. Korijen je jednak tri pa je kvadrat

jednak devet (dakle, racuna % - Z—z —cidobiva x = 3). MoZes i dodati polovinu

broja korijena i dobiti sedam. Tada je korijen jednak sedam pa je kvadrat jedak

Cetrvdeset i devet (dakle, racuna g + 4/ Z—Z —cidobiva x =17).

Na kraju primjera govori da ¢e svaka jednadZba ovog oblika imati barem jedno rjeSenje,

odnosno da se rjeSenje moze dobiti kao zbroj g + w/% — c ili kao razlika ’% - ,/% —-c.
Upravo tu vidimo da je Al-Khwarizmi, prvi u povijesti, uocio da kvadratne jednadZzbe
mogu imati dva rjeSenja. Iako je to uocio samo za neke jednadzbe oblika ax? + ¢ = bx, tj.
one koje imaju dva pozitivna rjeSenja, to je otkrice kojim je zapocelo otkrivanje osnovnog
teorema algebre.

Primjer 1.1.3. Kao primjer jednadZbe oblika bx + ¢ = ax?, Al-Khwarizmi navodi ,tri
korijena i Cetiri jedinice jednaki su kvadratu”, tji. 3x + 4 = x*. Postupak rjesavanja je
sljedeci:

1. Uzmi pola broja korijena i dobivas jedan i pol (dakle, racuna g i dobiva 1.5).
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.. . . - . : . 2, .
2. PomnoZi to samim sobom i dobivas dva i Cetvrtinu (dakle, racuna % i dobiva 2.25).

3. Pridodaj to broju jedinica i dobivas Sest i Cetvrtinu (dakle, racuna c + Z—Z i dobiva
6.25).

4. Korjenuj to i dobivas dva i pol (dakle, racuna +Jc + % i dobiva 2.5).

5. To dodaj polovini broja korijena i dobivas Cetiri. Korijen je jednak Cetitri pa je

kvadrat jednak Sesnaest (dakle, racuna g + 4JCc+ Z—z idobiva x = 4).

Na kraju ovog primjera govori da svaku jednadzbu u kojoj se nalazi viSe ili manje
od jednog kvadrata, najprije treba svesti na oblik u kojem imamo jedan kvadrat. Drugim
rije¢ima, kaze da rjeSavanje treba zapoceti normiranjem jednadzbe. Time zavrSava svoja
objasnjenja i naposlijetku zadnja tri oblika jednadZzbi interpretira geometrijski pozivajuéi
se na Euklidove Elemente?.

Al-Khwarizmijeva ,,Algebra” bila je vrlo utjecajno djelo 1 mnogi matematicari su do-
prinijeli razvoju algebre vodeci se njime. Prvi veci doprinos razvoju osnovnog teorema
algebre dao je arapski matematiCar Omar Khayyam (1048.—1131.) jer je proSirio Al-
Khwarizmijevu klasifikaciju na kubne jednadzbe za koje je tvrdio da se njihova rjeSenja
ne mogu konstruirati ravnalom i Sestarom. Prvi je primijetio da postoje kubne jednadZzbe
s viSe od jednog rjeSenja, ali je pronasao samo jedan primjer s dva rjeSenja. Kao i Al-
Khwarizmi, zanemario je kubne jednadzbe s negativnim rjeSenjima jer je rjeSenja inter-
pretirao geometrijski, stoga je zahtijevao pozitivne koeficijente. RjeSavanje je zapocinjao
normiranjem i tako je dobio ukupno 19 oblika jednadzbi koje bismo danas zapisali ovako:

1. x* = ¢ (kocka jednaka broju jedinica)

2. x* = bx (kocka jednaka stranicama)

3. x* = ax? (kocka jednaka kvadratima)

4. x* + ax* = bx (kocka i kvadrati jednaki stranicama)

5. x* = ax® + bx (kocka jednaka kvadratima i stranicama)
6. x* + bx = ax? (kocka i stranice jednake kvadratima)

7. x> + bx = ¢ (kocka i stranice jednake broju jedinica)

2Elementi su matematicki spisi koje je stargogréki matemati¢ar Euklid objavio oko 300. pr. Kr. u
13 knjiga. U njima je sustavno, na aksiomatskoj osnovi, izloZio i logi¢ki razvio cjelokupnu tada poznatu
matematiku, tj. elementarnu geometriju.
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8. x* + ¢ = bx (kocka i broj jedinica jednaki stranicama)
9. x* = bx + ¢ (kocka jednaka stranicama i broju jedinica)
10. x* + ax* = ¢ (kocka i kvadrati jednaki broju jedinica)
11. x* + ¢ = ax? (kocka i broj jedinica jednaki kvadratima)
12. x* = ax? + ¢ (kocka jednaka kvadratima i broju jedinica)
13. x* + ax® + bx = ¢ (kocka, kvadrati i stranice jednaki broju jedinica)
14. x* + ax® + ¢ = bx (kocka, kvadrati i broj jedinica jednaki stranicama)
15. x* + bx + ¢ = ax® (kocka, stranice i broj jedinica jednaki kvadratima)
16. x* = ax® + bx + ¢ (kocka jednaka kvadratima, stranicama i broju jedinica)
17. x* + ax* = bx + ¢ (kocka i kvadrati jednaki stranicama i broju jedinica)
18. x> + bx = ax® + ¢ (kocka i stranice jednake kvadratima i broju jedinica)
19. x* + ¢ = ax® + bx (kocka i broj jedinica jednaki kvadratima i stranicama).

Prvi oblik rijesio je korjenovanjem, a sljedecih pet, bez konstantnog €lana, supstitucijom je
sveo na kvadratne jednadZe zbog Cega se Cesto ne svrstavaju u njegovu klasifikaciju kubnih
jednadzbi. Preostalih 13 oblika kubnih jednadZzbi rijesio je pomocu konika (kruznica, polu-
kruZnica, parabola i hiberbola). Omar Khayyam ponekad se, zbog svojih metoda rjeSavanja
kubnih jednadZzbi, smatra i prethodnikom analiticke geometrije. Prikazat ¢emo jednu od tih
metoda u sljedecem primjeru.

Primjer 1.1.4. Kao primjer jednadzbe oblika x* + bx = ¢, Khayyam navodi ,kocka i Cetiri
stranice jednake su trideset i Sest jedinica”, tj. x> + 4x = 36. Postupak rjesavanja je
sljedeci:

Koeficijenti b i ¢ moraju zadovoljavati princip homogenosti (x* je volumen kocke brida x,
pa se moZe zbrajati i izjednaCavati samo s drugim volumenima), zato je b = B? iz ega
slijedi da se ¢ moZe zapisati u obliku ¢ = B*C, gdje su B i C neke duljine. Dakle, Khayyam
je zapravo rjeSavao jednadzbe oblika x* + B?x = B>C. U ovom primjeruje B=2iC = 9.

1. Nacrtaj kruZnicu promjera 9 i odaberi tocku (S) na toj kruznici (dakle, radijus kruznice
., C
je )

2. Uzmi tu tocku (S) za tjeme parabole cija je os tangenta na kruZnicu, a udaljenost
fokusa i ravnalice jednaka je 2 (dakle, udaljenost je jednaka B).
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3. Uzmi tocku presjeka kruZnice i parabole (X) i nacrtaj njezinu ortogonalnu projek-
ciju (Q) na promjer kruznice (SS’) te zatim uzmi tocku na osi parabole (P) cija je
udaljenost od tjemena jednaka 2 (dakle, |S P| = B).

Napomena 1.1.5. Nakon toga, Khayyam rijecima dokazuje slicnost pravokutnih tro-
kuta (AS QX ~ AX(QS’) iz Cega slijedi da je x = |S Q| rjeSenje polazne jednadzbe.

4. Rjesenje je udaljenost od tjemena parabole do ortogonalne projekcije tocke presjeka
parabole i kruZnice na promjer kruZnice (dakle, x = |S Q).

Napomena 1.1.6. Ovaj primjer je zanimljiv jer je rjeSenje jednadZbe iracionalan broj koji
Khayyam ondasnjim alatima nije mogao odrediti, stoga detaljno opisuje cijeli postupak. U
primjerima jednadzbi oblika x* + bx = ¢ s cjelobrojnim rjeSenjima lako je odredio rjesenje
(npr. x = 1 je rjeSenje jednadzbe x> + 4x = 5). Ako bismo toc¢ku S stavili u ishodiste koor-
dinatnog sustava, vidimo da je duljina koju je Khayyam odredio kao rjesenje zapravo jed-
naka apscisi tocke presjeka krivulja, a znamo da to zaista jest rjesenje. Koriste¢i danasnju
simboliku, rekli bismo da je Khayyam odredio jedno rjesenje jednadzbe x* + bx = c kao
presjek kruZnice i parabole:
{x2 +yP =gx

x* = py,
gdje su b, ¢, p i q pozitivni brojevi. Presjekom gornjih jednadZbi dobivamo

odnosno
4.
iz Cega slijedi

sto je ekvivalentno
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jer su b, ¢, piq pozitivni brojevi. Dakle, Khayyam je traZio presjek kruznice i parabole:

X4y =Ex
= Vby.

1.2 Jednadzbe treéeg i Cetvrtog stupnja u renesansi

U ostatku srednjeg vijeka nije bilo veéih doprinosa razvoju osnovnog teorema algebre,
no vazno je spomenuti da se negativni brojevi poceli smatrati smislenima, Sto je vazno
za razvoj matematike opcenito, a time i za osnovni teorem algebre. Naime, u djelima
ve¢ spomenutog Fibonnacija vidimo da je razumio i koristio negativne brojeve. Talijanski
matematicari 16. stoljeca otkrili su kako odrediti rjeSenja kubnih jednadZbi bez kvadratnog
¢lana u radikalima®, tj. jednadZbi koje u skladu s Khayyamovom klasifikacijom imaju
jedan od oblika x* + bx = ¢, x> = bx + cili X + ¢ = bx gdje su b i ¢ pozitivni brojevi.
Iako su se negativni brojevi ponegdje koristili u to vrijeme, rjeSenja jednadzbi su se joS
uvuek interpretirala geometrijski, stoga su matematicari trazili samo pozitivna rjesenja.
Stovise, upravo zato su koeficijenti gornjih jednadzbi morali bili oblika b = B*ic = C°.
Supstitucijom y = x + £, gdje je a koeficijent uz kvadratni Clan, svaka se normirana kubna
jednadzba svodi na jedan od tri navedena oblika.

Scipione del Ferro (ca. 1463.— 1526.), profesor matematike u Bologni, bio je prvi
matematiar koji je oko 1515. godine znao odrediti rjeSenja kubne jednadzbe oblika
x* + bx = ¢ u radikalima. Svoj postupak rjeSavanja otkrio je tek na samrti svom udeniku
Antoniu del Fioreu. U meduvremenu je, samouki matemati¢ar Niccolo Fontana Tartaglia
(ca. 1500.—1557.), otkrio postupak za rjeSavanje kubne jednadZbe oblika x* + ax? = c. Del
Fior je, uvjeren da samo on zna postupak za rjeSavanje kubnih jednadZbi oblika x> +bx = c,
izazvao Tartagliu na javno natjecanje. Tartaglia je oCekivao takav oblik jednadZzbi i uspio
je otkriti postupak kojim se rjeSavaju, stoga je pobijedio na natjecanju jer je znao odrediti
rjeSenja jednadZbi oba oblika, dok je del Fior znao odrediti rjeSenja jednadzbi samo jednog
oblika. Za Tartagliainu pobjedu saznao je milanski lije¢nik i matematicar Girolamo Car-
dano (1501.-1576.). Cardano je trazio Tartagliau da mu otkrije svoju metodu rjeSavanja
kubnih jednadZzbi Zeljeéi ju objaviti u svojoj knjizi. Tartaglia mu je otkrio metodu, ali uz
uvjet da ju ne objavi prije nego Sto ju sam objavi. Cardano je prosirio Tartagliainu me-
todu rjeSevanja, a njegov ucenik Lodovico Ferrari (1522.—1565.) je prvi pronaSao rjeSenja
jednadzbe Cetvrtog stupnja u radikalima. Njihove rezultate objavio je u svom djelu Ars
Magna (1545.) u kojem navodi Tartagliau kao autora metode rjeSevanja kubnih jednadzbi,

3Polinomijalna jednadzba rjesiva je u radikalima ako se njezina rjeSenja mogu odrediti u ovisnosti o
koeficijentima jednadZbe koriste¢i konano mnogo operacija zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja i
korjenovanja.
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no time je prekrSio obecanje koje je dao Sest godine ranije. Tartaglia je tada optuzio Car-
dana za izdaju i izazvao ga na natjecanje. Cardano je na to natjecanje poslao Ferrarija koji
je pobijedio Tartagliu. Iako je i Cardano, zahtijevajuéi oblik jednadZbe s pozitivnim ko-
eficijentima i pozitivnim rjeSenjima, razlikovao razne slucajeve kubnih jednadzbi, njegova
(odnosno, del Ferro-Tartaglia-Cardanova metoda) za rjeSavanje kubnih jednadzbi u radi-
kalima moZe se objediniti u jedinstvenu metodu koriste¢i modernu algebarsku simboliku.
Pogledajmo postupak rjeSavanja jednadzbe oblika x* + bx + ¢ = 0.
Prvo uvodimo supstituciju

X=u+v,
iz Cega slijedi
W+ 3+ 3w + v+ b(u+v)+c=0,
tj.
W+ VP +Cuw+b)u+v)+c=0.
Za odredivanje vrijednosti x, dovoljno je odrediti neke u 1 v koji zadovoljavaju dobivenu

jednadzbu jer su matematicari tog doba traZili samo jedno rjeSenje kubne jednadzbe. Zato
dodajemo uvjet

iz ¢ega dobivamo sustav

koji svodimo na jednadzbu

Gornju jednadzbu supstitucijom ¢ = #* svodimo na kvadratnu jednadZbu i dobivamo

3

b
£ +ct—— =0.
T

Odatle je
. ¢, c? N b3
2T TNy ot

UvaZzavanjem supstitucije ¢ = >, slijedi

c c? N b3
2 4 27
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paje
Dakle, jedno od rjeSenja je

3 c+ 02+b3+3 c c2+b3
xX=1/—-= \/— — ———\/— —.
2 4 27 2 4 27

Cardano je svoje postupke opravdao geometrijski. U njegovom djelu Ars Magna vidimo
prvu pojavu kompleksnih brojeva.

Primjer 1.2.1. Rijesimo jednadZbu x* = 15x + 4 prethodno opisanim postupkom.
Prvo uvodimo supstituciju
X=u+v,

iz ¢ega slijedi
W+ +Bu-15wu+v)—4=0.

Sada dodajemo uvjet

iz cega dobivamo sustav
w+v =4
whv? =125,

3 = —u® + 4 svodimo na jednadzbu

koji supstitucijom v
—u® + 4’ = 125.

Gornju jednadzbu supstitucijom t = u? svodimo na kvadratnu jednadzbu i dobivamo
£ —4r+125=0.

Odatle je

4 [cap —
l’1,2:—7i ( 4) - 125 =2+ V-121.

UvaZavanjem supstitucije t = u’, slijedi

u;, =2+ V=121,
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pa je

Vi, =2% V-12L.

Dakle, jedno od rjeSenja je

x= i/2+ —121 + \3/2— V-121. (1.1)

Napomena 1.2.2. Primijetimo da odredivanjem jedne nultocke a polinoma p treceg stup-
nja lako moZemo odrediti i ostale nultocke polinoma. Naime, kako je a nultocka polinoma
p, to znaci da je polinom p djeljiv polinomom x — «, a dijeljenjem polinoma dobivamo
polinom drugog stupnja c¢ije nultocke lako odredimo koristec¢i dobro poznatu formulu.

Iako drugi korijen negativnog broja nije smatrao smislenim, budu¢i da je znao da jed-
nadzba ima realno rjeSenje x = 4, Cardano je drugi korijen negativnog broja prihvatio kao
medukorak u rjeSavanju. Pojava drugog korijena negativnih brojeva zaintrigirala je rene-
sansne matematicare jer su im htjeli dati smisao. Sustavna teorija kompleksnih brojeva prvi
se put pojavila 1572. godine u Algebri talijanskog matematicara i arhitekta Raffaela Bom-
bellia (1526.-1572). U svome djelu je, medu ostalim, pokazao i da je (1.1) zaista jednako
4. Bombelli je bio prva osoba u povijesti koja je kompleksne brojeve smatrala smislenim,
a ujedno je i opisao pravila raCunanja s kompleksnim brojevima. To je otkri¢e vaZan korak
u otkrivanju osnovnog teorema algebre. Pogledajmo joS primjer kako je Cardanov ucenik
Ferrari rjeSavao jednadzZbe Cetvrtog stupnja u radikalima.

Primjer 1.2.3. Rijesimo jednadzbu x* — 4x* — x* + 16x — 12 = 0 Ferrarijevom metodom:

1. Supstitucijom x = y+1 eliminiramo kubni ¢lan, tj. dobivamo jednadZbu y*—Ty*+6y =
0 (u opéem slu¢aju uzimamo supsituciju x =y + %, gdje je a koeficijent uz kubni clan,
¢ime eliminiramo kubni ¢lan jednadzbe).

2. JednadZbu zapisemo u obliku y*—T7y* = —6y, a zatim lijevu stranu jednadzbe svodimo
na potpuni kvadrat i dobivamo (y* — %)2 = -6y + %

3. Pribrojimo t* = 7t+2ty* (odnosno t* +2t(y* + A), gdje je A vrijednost u izrazu (y* +A)?
na lijevoj strani jednadzbe) objema stranama jednadzbe i dobivamo ((y* — %) +1)? =
212 — 6y + (£ + 1 = 71), gdje je y nova nepoznanica.

4. Buduci da nas zanima samo jedno rjesenje, radi jednostavnosti racunanja traZimo
t za koji je diskriminanta desne strane jednadzbe s obzirom na y jednaka 0, stoga
racunamo (=6)* —4 - 21 - (£ + 2 = 71) = 0, tj. =8¢ + 561> — 981 + 36 = 0. Koristeci
del Ferro-Tartaglia-Cardanovu metodu, dobivamo da je jedno rjeSenje te jednadZbe
r=2.
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-9 2 3\2 _ g4y 9 2 _ 3y _ 32 &
5. Zat = 2 imamo (y~ — 3)° = 4y° — 6y + 3, odnosno (y~ — 5)° = 2y — 3)°, §to je
ekvivalentno y* — 3 = +(2y - 2).

6. RjeSavanjem dobivenih kvadratnih jednadzbi dobivamo y, = 0,y, = 2,y3 = =3 i
v4 = 1 iz Cega konacno slijedi x, = 1,x, =3,x3 = =21i x4 = 2.

Francuski matematicar Frangois Viete (1540.—-1603.) bio je prvi matematicar koji je
znacajno doprinijeo razvoju matematicke simbolike, a zbog njegovog utjecaja je algebra
postala disciplina koja se bavi algebarskim jednadzbama oslonjena na simboli¢ke oznake.
Viete je prvi matematicar koji je dao primjere jednadzbi Ciji je broj rjeSenja jednak njiho-
vom stupnju, ¢ime je nagovijestio osnovni teorem algebre. Otkrio je neke nove metode
rjeSavanja jednadzbi stupnja manjeg ili jednakog Cetiri u radikalima, a najpoznatiji je po
iskazu veze izmedu koeficijenata i rjeSenja jednadzbe, tj. Vieteovim formulama. Za kva-

dratnu jednadzbu x*> + ax + b = 0 pokazao je da vrijedi x,x, = b te x; + x, = —a gdje su
x; 1 x; rjeSenja kvadratne jednadZbe. Takoder, za kubnu jednadzbu x* + ax> + bx + ¢ = 0
pokazao je da vrijedi x1xx3 = —c¢, X1x, + X1x3 + Xox3 = b1 x; + x, + x3 = —a gdje su

X1, X2 1 x3 rjeSenja kubne jednadZzbe. Vidimo da je ¢ak i Viete joS uvijek razmatrao samo
normirane jednadzbe i zahtijevao princip homogenosti. Takoder, u isto vrijeme je engleski
matemati¢ar Thomas Harriot (1560.—1621.) pokazao da se kubna jednadZba moze zapisati
u obliku (x — a)(x — b)(x — ¢) = 0, gdje su a, b i ¢ rjeSenja jednadZbe.

1.3 Jednadzbe petog stupnja i Galoisova teorija

Kako su do 17. stoljea matematiCari otkrili razne metode za odredivanje rjeSenja polino-
mijalnih jednadzbi stupnja manjeg ili jednakog Cetiri u radikalima, javilo se pitanje mogu li
odrediti rjeSenja polinomijalne jednadzbe petog (ili veeg) stupnja u radikalima. Takoder,
porastao je 1 interes za kompleksne brojeve.

Iako je Viete krajem 16. stolje¢a dao prve primjere jednadZzbi Ciji je broj rjeSenja jednak
njihovom stupnju, nije razmatrao kompleksna rjeSenja. Njemacki matematicar Peter Roth
(1580.-1617.) je 1608. godine prvi ustvrdio da algebarska jednadZba n-tog stupnja ima
najviSe n rjeSenja. Francuski matematiCar Albert Girard (1595.-1632.) je 1629. godine
ustvrdio da vrijedi osnovni teorem algebre. Preciznije, tvrdio je da svaka algebarska jed-
nadzba stupnja n s realnim koeficijentima ima to¢no n rjeSenja u nekom skupu jo§ ve€em
nego Sto je skup kompleksnih brojeva. Tvrdnju o broju rjeSenja su matematicari tog vre-
mena smatrali oCiglednom, stoga su skoro dva stolje¢a pokusavali dokazati da se rjeSenja
nalaze u skupu kompleksnih brojeva, umjesto da je broj rjeSenja jednak stupnju jednadzbe.
Nadalje, francuski filozof 1 matemati¢ar Renie Descartes (1596.—1650.) sloZio se s Gi-
rardovom tvrdnjom, no istice kako imaginarna rjeSenja ne odgovaraju nikakvim realnim
vrijednostima. Takoder, zahvaljuju¢i Descartesu postalo je poznato i Harriotovo otkri¢e da



POGLAVLIJE 1. POVIJESNI PREGLED 13

polinom p moZemo zapisati u obliku p(x) = (x — xo)g(x), gdje je xo nulto¢ka polinoma, a
g polinom koji dobijemo dijeljenjem polinoma p binomom x — x;.

Pocetkom 18. stoljeca, njemacki filozof i matemati¢ar Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646.—1716.) pokusao je dokazati da se polinom Cetvrtog stupnja oblika x* + ¢* ne moze
faktorizirati kao umnozak dva kvadratna polinoma s realnim koeficijentima te da zato ne
moze biti umnoZzak Cetiriju linearnih polinoma s kompleksnim koeficijentima. Drugim
rijeCima, pokuSao je opovrgnuti osnovni teorem algebre misleci da u rastavu

x4+c4:(x+c\/;)(x—c\/;)(x+c\/—_i)(x—c\/—_i), (1.2)

Vi i V=i nisu kompleksni brojevi. Svicarski matemati¢ar Leonhard Euler (1707.—1783.)
je 1742. godine pokazao da je Leibniz bio u krivu otkrivsi da vrijedi

P+t =P+ =2 =+ P - \/Exc)(xz ++ \/zxc). (1.3)
Naime, uvrstavanjem ¢ = 1 u (1.2) dobio je
1= (x+ \/;)(x - \/;)(x + \/—_i)(x - \/—_i),

iz Cega slijedi da su nultotke polinoma x* + 1 jednake — Vi, Vi, — V=i, V=i. Takoder,
uvrStavanjem ¢ = 1 u (1.3) dobio je

HH1=0C+ 1 - V202 + 1+ V2w,

iz Cega slijedi da su nultotke polinoma x* + 1 jednake %, 17‘%, —1—\};, —%. Izjednacavanjem
dobivenih nultoaka, Euler je otkrio da su Vii V—i kompleksni brojevi. Takoder, Euler
je uveo simbol i za V-1, a uspio je i dokazati da svaki polinom s realnim koeficijentima
stupnja n,n < 6 ima tocno n nulto¢aka. Francuski matematic¢ar Jean le Rond d’ Alembert
(1717.-1783.) je 1746. godine prvi pokuSao dokazati osnovni teorem algebre, a zatim je
1749. godine Euler pokusao dokazati da svaki realni polinom stupnja n ima to¢no n kom-
pleksnih rjeSenja. Francuski matematicar i kemicar Alexandre-Theophile Vandermonde
(1735.-1796.) je 1770. rijesio jednadzbu x'! = 1 u radikalima i tvrdio je da njegova me-
toda djeluje za sve jednadZbe oblika x" = 1, gdje je n prirodan broj, iako nije dokazao svoju
tvrdnju. Joseph-Louis Lagrange (1736.—1813.) je proucavao nedostatke u Eulerovom do-
kazu osnovnog teorema algebre i dopunio je neke od njih 1772., a isto je ucinio i 1795.
Pierre-Simon Laplace (1749.—1827.). Vandermonde i Lagrange neposredni su prethodnici
Galoisove teorije jer su prvi razmatrali zaSto rjeSenja u radikalima postoje za jednadzbe
stupnja manjeg ili jednakog 4. Lagrange je tvrdio da je polinomijalna jednadzba rjeSiva
u radikalima ako postoje jednostavnije jednadzbe ¢ije su nutocke jednake nultoc¢kama po-
lazne jednadZzbe.

Kompleksni brojevi postali su Sire prihvaceni pocetkom 19. stoljeca, kad im je dana ge-
ometrijska interpretacija. Danski matematic¢ar Caspar Wessel (1745.—1818.) je 1797. prvi
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opisao kompleksnu ravninu, no taj opis je postao poznat tek 1895. godine. U meduvremenu
su, Carl Friedrich Gauss (1777.—1855.) i Jean-Robert Argand (1768.—1822.), nezavisno
jedan od drugog, opisali geometrijsku interpretaciju kopleksnih brojeva i dali dokaze os-
novnog teorema algebre. Gauss je bio prvi matematicar koji je primijetio da je potrebno
dokazati da je broj nultocaka polinoma jednak stupnju polinoma, a dokazivanjem osnov-
nog teorema algebre bavio se pedeset godina. Svoj prvi dokaz dao je u sklopu svog dokto-
rata 1799. U tom dokazu koristio se geometrijskom interpretacijom kompleksnih brojeva,
no imao je neke nedostatke. Gauss je popravio dokaz i objavio tri nova dokaza - dva
1816. (jedan temeljen na Eulerovim idejama, a drugi topoloski) i poslijednji 1849. godine
(gdje je prvi put koriSten naziv ,.kompleksni broj’). U meduvremenu je dokaz, temeljen
na d’Alembertovoj ideji, 1813. dao 1 Argand, no taj je dokaz postao poznat tek krajem
19. stoljeca. Argand je ujedno prvi matematicar koji je osnovni teorem algebre iskazao
i za polinome s kompleksnim koeficijentima, $to je dokazao Gauss 1849. godine. Tali-
janski matematicar Paolo Ruffini (1765.—1822.) prvi je matemati¢ar koji je ustvrdio da
op¢a polinomijalna jednadzba petog stupnja nema rjeSenje u radikalima 1799. godine. To
je pokusSao dokazati koriste¢i permutacije pri ¢emu je koristio svojstva grupa permutacija.
Najprije je 1801. poslao kopiju svog rada Lagrangeu, ali nije dobio odgovor. Nakon toga
je poslao drugi primjerak, no ni na taj nije dobio odgovor, a 1802. poslao je i treéi primje-
rak. Ruffini je objavio poboljSane verzije svog dokaza 1808. i 1813., ali jedino je Cauchy*
prihvatio vaznost njegovih rezultata. Usprkos tome, svi Ruffinijevi pokusaji dokaza imali
su nedostatke. Cauchy je takoder objavio djelo o grupama permutacija u kojima je prosirio
Ruffinijeve rezultate. Prvi potpun dokaz nerjeSivosti opée polinomijalne jednadZbe petog
stupnja u radikalima dao je 1824. norveski matemati¢ar Niels Henrik Abel (1802.—-1829.),
koji je bio upoznat s Ruffinijevim i Cauchyjevim radovima. Najprije je 1821. naizgled do-
kazao nerjeSivost, no kada je predao rad na objavljivanje, trebao je dati konkretan primjer
1 tada je otkrio da ima greSku u dokazu. Nakon S§to je dokazao nerjeSivost opce polinomi-
jalne jednadzbe petog stupnja u radikalima, Abel se posvetio proucavanju eliptickih inte-
grala. Tek na kraju svog kratkog Zivota vratio se teoriji jednadZbi pokuSavajuci otkriti koje
su polinomijalne jednadZbe rjeSive u radikalima. Nekoliko godina kasnije, taj je problem
odgonetnuo francuski matemati¢ar Evariste Galois (1811.-1832.). On je, svojim radom
na nerjesivosti polinomijalnih jednadzbi u radikalima, utemeljio teoriju grupa. Galois je,
1832. godine, pokazao da se polinomijalna jednadzba moze rijesiti radikalima ako 1 samo
ako je rjesiva Galoisova grupa’ odgovarajuéeg polinoma. Galoisove rezultate je, tek na-
kon njegove smrti, sakupio i 1846. godine objavio francuski matemati¢ar Joseph Liouville
(1809.-1882.). Galoisova teorija grupa usla je u prve udzbenike iz algebre 1860-ih. Tako

* Augustin-Louis Cauchy (1789.-1857.) - francuski matemati¢ar

3Galoisova grupa G polinoma je podgrupa grupe permutacija svih njezinih nulto¢aka. Drugim rije¢ima,
u Galoisovoj grupi G se nalaze one permutacije nultocaka koje ne mijenjaju nijednu racionalnu funkciju
koeficijenata.
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je Galois svojim doprinosom algebri, odnosno osnivanjem teorije grupa, zavrsio pitanje
rjesivosti polinomijalnih jednadzbi u radikalima.



Poglavlje 2

Konstruktibilni brojevi i tri klasicna
problema

Za ovo poglavlje koristili smo literaturu [8], [11], [13]1 [17].
U ovom poglavlju definirat éemo konstruktibilne brojeve, opisati tri klasi¢na problema i
dokazati njihovu nerjesivost.

2.1 Konstruktibilni brojevi

Tijekom 5. st. pr. Kr. starogrcki matematicari poceli su zahtijevati da se geometrijske
konstrukcije provode iskljucivo jednobridnim neoznacenim ravnalom i Sestarom s promje-
njivim rasponom. lako se ne zna toCan razlog tog ogranicenja, mnogi autori smatraju da je
razlog to Sto su pravci i kruZnice jedine dvije krivulje, prisutne u stvarnom svijetu, koje su
smatrane ,,savrSenima’ jer svaka dva njihova dijela izgledaju jednako. Za svaku veli¢inu
koja se moZe konstruirati ravnalom i Sestarom u kona¢no mnogo koraka kazemo da je
konstruktibilna. Neka su u ravnini dane jedini¢na duZina te dvije duZine duljina a i b. Tada
mozZemo konstruirati duZine duljina

a+b,a—b,n-a,% a-b,%ili VagdiejeneN.
To nam govori sljedeci teorem:

Teorem 2.1.1. Moguce je konstruirati svaku duZinu ciju duljinu moZemo iz duljina konacno
mnogo zadanih duZina izraziti konacnim brojem racionalnih operacija (zbrajanjem, odu-
zimanjem, mnoZenjem, dijeljenjem) i vadenja kvadratnog korijena.

Dokaz ovog teorema moZe se pronaci u [17]. Vrijedi i obrat ovog teorema:

16
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Teorem 2.1.2. Ako se iz zadanih duZina s duljinama m,, m,, . .., m, moZe pomocu ravnala
i Sestara konstruirati duZina duljine m’, tada se taj broj m’" moZe izracunati iz duljina
my,my, . ..,nm, pomocéu konacno mnogo racionalnih operacija i konacno mnogo vadenja

kvadratnih korijena.

Dokaz ovog teorema se takoder moze naéi u [17]. Na temelju prethodnih teorema
mozemo uociti da rjeSivosti geometrijskih konstrukcija ravnalom i Sestarom pristupamo
algebarski. Za dokaz nerjeSivosti tri klasi¢na problema, potrebna su nam jos dva algebarska
teorema koja ¢emo dokazati. Definirajmo prvo kada je realan broj konstruktibilan.

Definicija 2.1.3. Za realan broj x kaZemo da je konstruktibilan iz brojeva a,,ay, ..., a,,
ako se taj broj x moZe izracunati iz ay,as,...,a,, pomocu konacno mnogo racionalnih
operacija i konacno mnogo vadenja kvadratnih korijena.

Nadalje, za dokaz sljedeceg teorema potrebno nam je prosirenje polja racionalnih bro-
jeva takozvanom adjunkcijom jednog elementa. Neka je dano jedno polje K kojemu adjun-
giramo element Vk (k € K, Vk ¢ K). Svi elementi oblika a + b - Vk &ine prosirenje polja
K, tj. polje K[ Vk]. Ako je a + b - Vk = 0, onda zbog Vk ¢ K slijedia =01ib = 0.

Uocimo da se realan broj x moze izraziti pomoc¢u kona¢no mnogo racionalnih operacija
1 kvadratnog korijenovanja racionalnih brojeva ako postoji konacan niz proSiranja polja
Q cQ C...CQ,gdjeje Q = Q,Q; = Qo[ vx1], Q2 = Qi vVx2l, ..., Qu = Quoi[Vxal,
X1 €Qil VX1 ¢ Qi (i=0,1,...,n—1), takav da je x € Q,.

Teorem 2.1.4. Ako kubna jednadzba
C+rax+ax+ap=0

s racionalnim koeficijentima nema ni jedno racionalno rjesenje, onda ni jedno njeno rjesenje
nije konstruktibilno iz racionalnih brojeva.

Dokaz ovog teorema preuzet je iz [17].

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da zadana jednadZba nema racionalnih rjesenja, ali da
postoji najmanje jedno rjesenje koje je konstruktibilno iz racionalnih brojeva. Oznacimo
s n € N najmanji prirodan broj takav da postoji rjeSenje x; gornje jednadzbe za koje je
x1 € Q,, gdje je Q,, kao i ranije, proSirenje polja Q dobiveno dodavanjem n kvadratnih
korijena. Tada rjeSenje x; moZemo zapisati u obliku

x1=p+q-\w,

gdje sup,g,w € Q1 i VW & Qi
Dokazimo da je tada

xZ:p—q-\/W
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takoder rjeSenje jednadZbe.
Uvrstimo li x; = p + ¢ - \/w u polaznu jednadZbu, dobivamo

x?+a2x%+a1x1 +ay=a+b- \Vw,
gdje je
a=p’ +3pgw+a (p’ + ¢w) +ap+ag € Quy,
b= 3p2q + q3w +2a,pq +aqg € Q4.

Kako je x; rjeSenje jednadZbe, slijedi a + b - v/w = 0 odnosno a = 0i b = 0. Analogno,
vrijedi sljedeca jednakost

x§+a2x§+a1x2+a0:a—b' Vw = 0.

Rjesenja x; i x, su razli¢itai x; —x; = 2g v/w # 0 jer bi u suprotnom vrijedilo g = 0, iz ¢ega
bi slijedilo da je x; = x, = p € Q,_; Sto je kontradikcija s pretpostavkom o minimalnosti
broja n. Koristeci Vieteove formule dobivamo

X1+ Xy + X3 = —ay,

odnosno
X3 = —ax — (X1 +xp) = —ax — 2p,

1z Cega slijedi x3 € Q,_; Sto je kontradikcija s pretpostavkom o minimalnosti broja n pa je
pretpostavka bila pogreSna. Dakle, nema rjeSenja konstruktibilnog iz racionalnih brojeva
ako jednadZzba nema racionalnog rjeSenja. O

Teorem 2.1.5. Ako kubna jednadzba
C+ax+ax+ap=0

s cjelobrojnim koeficijentima ima racionalno rjeSenje x,, onda je x, cijeli broj koji dijeli
aop.

Dokaz ovog teorema preuzet je iz [17].

Dokaz. Neka je x; jedno racionalno rjeSenje jednadzbe oblika x; = i (ImeZm>0,1li
m relativno prosti). Tada je

P P [
—3+a2—2+al—+a0=0,
m m m
tj.
B+ aylPm + ajlm? + agm® = 0,
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odnosno
P = —m(axl? + ayml + agm?),

odakle slijedi da je m = 1 (jer su [ i m relativno prosti). Sada je
13 = —(a212 + all + Cl()),

tj.

ap = —1(12 + Clzl + 611),
odakle slijedi da je [/ djelitelj od ay. Kako je x; = % = [ slijedi da je x; djelitelj od ao, Sto
smo 1 Zeljeli dokazati. O

Kombinacija teorema (2.1.4) (2.1.5) daje nam jednostavan kriterij kada kubna jed-
nadzba oblika x* + a,x> + a;x + ap = 0 s racionalnim koeficijentima ima barem jedno
konstruktibilno rjeSenje: onda kada je barem jedan od djelitelja njezinog slobodnog ¢lana
ay rjesenje te jednadzbe.

2.2 Tri klasi¢na problema

Tri klasi¢na problema potjecu iz atenskog razdoblja anticke grcke matematike. U to vri-
jeme, konstrukcije bisekcije kuta, podjele duZine na proizvoljan broj jednakih dijelova,
duplikacije kvadrata, kvadrature mnogokuta i mnoge druge bile su poznate. PokusSaji nji-
hove generalizacije i specijalizacije doveli su do tri klasi¢na problema, koji su postali pro-
blemi upravo zbog uvjeta da se geometrijske konstrukcije provode iskljucivo ravnalom i
Sestarom. Tri klasi¢na problema su:

1. Problem duplikacije kocke: Za danu kocku potrebno je, ravnalom i Sestarom, kons-
truirati brid kocke dvostrukog volumena.

2. Problem trisekcije kuta: Dani kut potrebno je, ravnalom i Sestarom, podijeliti na
tri kuta jednake veliCine.

3. Problem kvadrature kruga: Za dani krug potrebno je, ravnalom i Sestarom, kons-
truirati stranicu kvadrata jednake povrSine.

Problem duplikacije kocke i problem trisekcije kuta svode se na kubne jednadzbe. Dokazat
¢emo da ti problemi nisu rjeSivi ravnalom i Sestarom jer rjeSenja odgovarajucih kubnih
jednadzbi nisu konstruktibilni brojevi. S druge strane, problem kvadrature kruga svodi se
na transcendentnost! broja 7.

ITranscendentni broj je realan ili kompleksan broj koji nije algebarski (konstruktibilan), tj. onaj koji se
ne moZe dobiti kao rjeSenje polinomijalne jednadzbe s racionalnim koeficijentima. Svi transcedentni brojevi
su iracionalni (npr. 7 i €), no obrat ne vrijedi (npr. V2 je algebarski (konstruktibilan) iracionalan broj).
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Primjer 2.2.1. Nije moguce, ravnalom i Sestarom, duplicirati kocku brida duljine a, tj.
konstruirati brid kocke volumena 2a°.

Dokaz. Neka je x dulijna brida kocke volumena 2a*. RjeSavamo jednadzbu
X =2a’

iz Cega slijedi
x=aV2.
Drugim rije¢ima, trebamo konstruirati duZinu duljine x = a V2 iz zadane dulljine a. Dakle,

potrebno je, uz danu jedini¢nu duZinu, konstruirati duZinu duljine V2. Kada bi to bilo
moguce, prema teoremu (2.1.4) bi jednadZba

X¥-2=0

imala barem jedno rjeSenje, konstruktibilno iz racionalnih brojeva. Prema istom teoremu
ova bi jednadZba morala imati najmanje jedno racionalno rjesenje, koje bi prema teoremu
(2.1.5) bilo djelitelj slobodnog koeficijenta jednadzbe, tj. djelitelj broja 2. Djelitelji broja
2sul,—1,21-2, auvrStavanjem lako vidimo da ni jedan od tih brojeva nije rjeSenje jed-
nadzbe x*—2 = 0. Dakle, jednadzba nema racionalnih rjeSenja, stoga slijedi da konstrukcija
nije rjeSiva ravnalom i Sestarom. O

Primjer 2.2.2. Nije moguce, ravnalom i Sestarom, trisektirati kut velicine ¢, tj. konstruirati

kut veli¢ine %.

Dokaz. Dabismo dokazali nerjeSivost ove konstrukcije ravnalom i Sestarom za op¢i slucaj,
dovoljno je dokazati nerjeSivost za jedan kut proizvoljne veli¢ine. Kut se moZe konstruirat
ako se mozZe konstruirati njegov kosinus.

Koristeci adicijske formule za sinus i kosinus dobivamo:

cos 3¢ = cos(2¢ + ¢) = cos 2¢p cos ¢ — sin 2 sin ¢
= (cos” ¢ — sin® @) cos ¢ — 2 sin” @ cos ¢
=cos® ¢ — (1 — cos® @) cos ¢ — 2(1 — cos® @) cos ¢ (2.1)
= c0s> ¢ — cos ¢ + cos® ¢ —2cos @ + 2¢os’ ¢
=4cos’ o —3cos .
Bududi da je
cos 3¢ = 4cos’ ¢ — 3 cos g,
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vidimo da se problem trisekcije kuta supstitucijom svodi na kubne jednadzbe. S obzirom
da je cos 3¢ zadan jer je 3¢ veliina kuta kojeg trisektiramo, supstitucijom cos3¢ = a i
cos ¢ = x dobivamo kubnu jednadZzbu

4x* =3x—a=0.
Odaberemo kut proizvoljne veli€ine, npr. 3¢ = 60°, odnosno ¢ = 20°. Tada je a = % i

slijedi
1

45 -3x— = =0,
X X )
Sto je ekvivalentno
8x’ —6x—1=0.
Supstitucijom ¢t = 2x dobivamo
£-3t—1=0.

Da bi ova konstrukcija bila rjesiva ravnalom i Sestarom, jednadzba r* — 3t — 1 = 0 bi
prema teoremu (2.1.4) trebala imati barem jedno racionalno rjeSenje, koje bi prema te-
oremu (2.1.5) moralo biti djelite]j slobodnog koeficijenta jednadzbe, tj. djelitelj broja —1.
Djelitelji broja —1 su 1 i —1, a uvrStavanjem lako vidimo da ni jedan od tih brojeva nije
rjeSenje jednadzbe > —3¢t—1 = 0. Dakle, jednadZba nema racionalnih rjeSenja, stoga slijedi
da konstrukcija nije rjeSiva ravnalom i Sestarom. O

Moze se pokazati da postoji beskonacno mnogo vrijednosti cos 3¢ za koje konstrukcija
nije rjeSiva ravnalom 1 Sestarom, stoga postoji beskonacno mnogo kutova cCija trisekcija
nije izvediva. No, za svaki kut oblika 57,n € N trisekcija je izvediva (lako se dokaze
matematickom indukcijom po n € N).

Primjer 2.2.3. Nije moguce, ravnalom i Sestarom, kvadrirati krug radijusa r, tj. konstru-

irati stranicu kvadrata povrsine r’n.

Konac¢ni dokaz nerjeSivosti problema kvadrature kruga ravnalom 1 Sestarom dao je
1882. godine njemacki matemati¢ar Ferdinand von Lindemann (1852.-1939.) dokazavsi
da je & transcendentan broj. Dokaz transcedentnosti moZze se pronaci u [6].

Dokaz. Uzmemo li da je radijus zadanog kruga jednak jedan, povrSina tog kruga ¢e biti
jednaka mr. Neka je a duljina stranice kvadrata jednake povrSine. RjeSavamo jednadzbu

1z Cega slijedi
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Dakle, da bismo konstruirali kvadrat jednake povrSine, trebamo konstruirati stranicu du-
ljine /. Pretpostavimo li da je moguée konstruirati v/, slijedi da je moguée konstruirati
i . No, bududi je & transcendentan broj, slijedi da nije konstruktibilan po definiciji kons-
truktibilnog broja. Dakle, pretpostavka je bila kriva, stoga problem kvadrature kruga nije
rjeSiv ravnalom i Sestarom. O



Poglavlje 3

Osnovno o polinomima

Za ovo poglavlje koristili smo literaturu [12], [16], [18] 1 [20].

U ovom poglavlju definirat éemo polinom (jedne varijable), navesti osnovna svojstva po-
linoma, definirat ¢emo kada je jedan polinom djeljiv drugim, nultocke polinoma i neka
svojstva nultocaka. Iskazat ¢emo osnovni teorem algebre, a zatim opisati faktorizaciju
polinoma, Hornerov algoritam i Taylorov razvoj polinoma. Definirat ¢emo simetricne po-
linome (dviju varijabli) te iskazati 1 dokazati osnovni teorem o simetricnim polinomima.
Na kraju poglavlja prezentirat cemo jedan algebarski dokaz osnovnog teorema algebre.

3.1 Pojam polinoma

Definicija 3.1.1. Funkcija f : R — R zadana formulom

fx) = apnX + ap X4 L+ arx + ag (3.1
gdje suay,ay,...,a, € R, a, # 0, n € Ny naziva se polinom n-tog stupnja (nad R). Brojeve
aop, ai, . . .,a, nazivamo koeficijentima polinoma.

Definicija 3.1.2. Polinom je suma pribrojnika a,x",a,_x""',...,a\x,ay koje nazivamo

monomima. Monome polinoma zovemo jos i clanovima polinoma.

Koeficijent ay zovemo slobodnim ¢lanom ili slobodnim koeficijentom polinoma f, a
koeficijent a, zovemo vodecim koeficijentom polinoma f. Ako je vodeci koeficijent jednak
jedan, tj. ako vrijedi a, = 1, kazemo da je f normirani polinom. Broj n zovemo stupanj
polinoma i piSemo degf = n. Polinom f je nulpolinom ako vrijedi

f(x) =0,Yx € R.

23
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Nulpolinom je jedini polinom za koji se stupanj ne definira (ili se katkad stavlja deg0 =
—00). Polinom f je konstantni polinom, ili krace konstanta, ako za neki a € R vrijedi

f(x)=a,¥x eR.
Stupanj konstantnog polinoma je nula.

Zapis (3.1) nazivamo kanonski oblik polinoma. Drugi zapis je

n

f) =) ap,

k=0

Skup svih polinoma f : R — R oznacavamo s R[x] i zovemo prsten polinoma u jednoj
varijabli x nad poljem R. Skup R[x] je prsten, jer imamo prirodne definicije zbrajanja i
mnoZenja polinoma. Za f, g € R[x] definiramo

(f +9)x) = f(x) + g(x)

(f -9 = f(x)- g(x),¥Yx € R.
Neka su f(x) = Yy a:x', g(x) = XL b;x’ i neka je n > m. Tada je
(fF+0)(x) = aX"+a, X" "+ ...+ (ap+b)xX" + ...+
+(Cll + b])x + ag + bo

(f - )x) = abux™ + (awbp_1 + @p1by)X™ ™™ + .+

(aob; + aiby)x + apby,

odnosno
m+n

(f -9 = ) gdiejeci = ) aib;.

k=0 i+j=k

Definicija 3.1.3. Funkcija deg : R[x] — Ny je funkcija koja polinomu pridruzuje njegov
stupanj.

Neka su f 1 g dva polinoma razlicita od nulpolinoma. Funkcija deg tada ima sljedeca
svojstva:

1. deg(f - g)=degf+degg
2. deg(f + g)<max(degf, degg)
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3. deg(f o g)=degf-degg

Ako je jedan od polinoma f i g nulpolinom, onda je njithov umnoZak nulpolinom i njihova
kompozicija nulpolinom. Prsten polinoma R[x] obzirom na zbrajanje i mnoZenje je komu-
tativan prsten s jedinicom. Ulogu jedinice ima konstantni polinom e € R[x] definiran sa
e(x) = 1,V¥x € R. Sli¢no, skup svih polinoma s cjelobrojnim koeficijentima oznacavamo s
Z[x] 1 zovemo prsten polinoma nad cijelim brojevima Z, skup svih polinoma s racionalnim
koeficijentima ozna¢avamo s Q[x] i zovemo prsten polinoma nad poljem racionalnih bro-
jeva Q i skup svih polinoma s kompleksnim koeficijentima oznacavamo s C[x] i zovemo
prsten polinoma nad poljem kompleksnih brojeva C. No, mi ¢emo se uglavnom baviti s
R[x].

Definicija 3.1.4. Polinomi f,g : R — R jednaki su ako vrijedi f(x) = g(x) za svaki x € R.

Da bismo karakterizirali jednakost polinoma pomocu njihovih koeficijenata, potreban
nam je teorem o nulpolinomu.

Teorem 3.1.5 (Teorem o nulpolinomu). Polinom f(x) = a,x" + a,_1x" ' + ... + a;x + ay,
za ap,ay,...,a, € R, jest nulpolinom ako i samo ako je ay = a; = ... =a, =0, tj. ako su
mu svi koeficijenti jednaki nula.

Dokaz ovog teorema je dio standardnog gradiva kolegija Uvod u matematiku. Zainte-
resirani Citatelj moZe ga pronaci u [12] 1 [18].
Iz prethodnog teorema se lako moZze dokazati i sljedeci teorem.

Teorem 3.1.6 (Teorem o jednakosti polinoma). Polinomi f i g zadani sa f(x) = a,x" +
ui X"V raix+agig(x) = bux" + by X"+ ...+ bix + by, (f,g # 0) pri cemu je
a, #0ib, #0, jednaki su, tj. vrijedi

f(x)=gx),Vx eR,
ako i samo ako vrijedin =mia, = b,,...,a; = by,ay = by.

Dokaz ovog teorema je dio standardnog gradiva kolegija Uvod u matematiku. Zainte-
resirani Citatelj moZe ga pronaci u [12] 1 [18].

Primjer 3.1.7. Koristeci teorem jednakosti polinoma odredimo polinom f € R[x] ako je
f(x—2)=x—9x* + 28x — 29.

RjeSenje: Uocimo najprije da polinom f mora biti kubni polinom, tj. polinom stupnja
3. Dakle, postoje A, B, C, D € R takvi da je

f(x) = Ax’ + BX* + Cx + D.
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Sada imamo
A(x =27 +B(x -2)* +C(x—2) + D = x> = 9x* + 28x — 29,
odnosno
AP —6x* + 12x—8) + B(x* —4x+4) + C(x —2) + D = x* — 9x + 28x — 29,
tj.
Ax® + (=6A + B)x* + (12A —4B + C)x + (—=8A + 4B —2C + D) = x* — 9x* + 28x — 29.
Prema teoremu o jednakosti polinoma slijedi
A=1,
—6A + B=-9,

12A-4B + C = 28,
-8A+4B-2C+ D = -29.

RjeSavanjem gornjeg sustava jednadzbi dobivamo A = 1,B = -3,C =41 D = —1. Dakle,
trazeni polinom f € R[x] je f(x) = x> = 3x* +4x — 1.

3.2 Djeljivost polinoma

U ovom dijelu ¢emo u prstenu polinoma R[x] uvesti pojam djeljivosti.

Definicija 3.2.1. KaZemo da je polinom f djeljiv polinomom g # 0 ako postoji polinom h
takav da za svaki x € R vrijedi f(x) = g(x) - h(x). Tada je degf = degg + degh.

Teorem 3.2.2 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za svaka dva polinoma f,g € R[x],g # O,
postoje jedinstveni polinomi q,r € R[x] takvi da je

f(x) = g(0)g(x) + r(x),Vx € R,
pri cemu je r = 0 ili degr < degg.

Dokaz ovog teorema ¢emo izostaviti jer je napravljen u sklopu kolegija Uvod u mate-
matiku, a zainteresirani Citatelj moZe ga pronaci u [12]1 [18].

Opcenito, ako je r # 0, polinom g zove se nepotpuni kvocijent polinoma f 1 g, a po-
linom r ostatak pri dijeljenju polinoma f i g. Ako je r = 0, onda se g zove kvocijent
polinoma f 1 g. Tada kaZzemo da je polinom f djeljiv polinomom g i piSemo g = g, a
polinom g zovemo mjera polinoma f.
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Teorem 3.2.3 (Teorem o najvecoj zajedni¢koj mjeri). Za svaka dva polinoma f, g € R[x], f, g #
0, postoji jedinstveno odredena najveca zajednicka mjera M(f, g).

Dokaz ovog teorema ¢emo izostaviti jer je napravljen u sklopu kolegija Uvod u mate-
matiku, a zainteresirani Citatelj moZe ga pronaci u [12] 1 [18].
Sljedeci teorem vrlo je koristan pri dijeljenju polinoma polinomom prvog stupnja.

Teorem 3.2.4 (Bézoutov' teorem). Neka je f(x) € R[x] i @ € R. Ostatak pri dijeljenju
polinoma f s x — « iznosi f(@).

Dokaz. Neka je g(x) = x — a. Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoje jedinstveni
polinomi ¢, r € R[x] pri ¢emu je r konstantni polinom, tj. r(x) = ¢, za svaki x € R, takvi
da vrijedi:
f(x) = (x—a)g(x) + r(x),Vx € R,
tj.
f(x)=(x—-a)qg(x)+c,VxeR.

Kako ova jednakost vrijedi za svaki realan broj x, onda vrijedi i za x = @. Tada je

fl@) =c,
t.
fl@) = r(x).
Dakle, ostatak pri dijeljenju polinoma f s x — @ jednak je f(a). O

Primjer 3.2.5. Odredimo sve a, b, c € R za koje je polinom f(x) = 2x*+ax*+bx+c djeljiv
polinomom g(x) = x + 2, a pri dijeljenju polinomom q(x) = x* — 1 daje ostatak x + 2.

RjeSenje: Prema Bezoutovom teoremu slijedi
f(-2)=32+4a-2b+c=0. (3.2)

Kako polinom f pri dijeljenju polinomom ¢ daje ostatak x + 2, onda prema teoremu o
dijeljenju s ostatkom slijedi da postoji polinom p takav da je

f(x) = (x> = Dp(x) + x + 2.
Uvrstimo nultocke 11 —1 polinoma ¢ u gornju jednakost i dobivamo

f)y=2+a+b+c=3 (3.3)
f(-1)=2+a-b+c=1. (3.4)

"Etienne Bézout (1730.-1783.) - francuski matemati¢ar
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UvaZavanjem jednadzbi (3.2), (3.3) i (3.4) dobivamo sustav

32+4a-2b+c=0
24a+b+c=3
2+a-b+c=1,

odakle slijedia = =10, b = 1ic¢ = 10. Dakle, traZeni polinom f je f(x) = 2x*—10x>+x+10.

3.3 Nultocke i faktorizacija polinoma

U ovom dijelu rada éemo proucavati kompleksne polinome f, tj. f € C[x]. Sve Sto vrijedi
za prsten polinoma s realnim koeficijentima, vrijedi i za prsten polinoma s kompleksnim
koeficijentima.

Definicija 3.3.1. Nultocka polinoma f € Clx] je svaki kompleksni broj «a za koji je f(a) =
0. Ako je a realan broj, onda se « naziva realna nultocka, a ako je a kompleksan broj, onda
se « naziva kompleksna nultocka. Ponekad se za nultocku polinoma kaZe da je korijen
polinoma.

Teorem 3.3.2. Broj a € C je nultocka polinoma f(x) € C[x] ako i samo ako je polinom f
djeljiv polinomom g(x) = x — a, g € C[x].

Dokaz. Dokazimo prvi smjer naSe tvrdnje, tj. ako je @ nulto¢ka polinoma f, onda je f
djeljiv s x — @. Prema Bezoutovom teoremu, slijedi da je ostatak pri dijeljenju polinoma f
s x —a jednak f(a). Budu¢i da je @ nultocka polinoma f, vrijedi f(a) = 0. Dakle, postoji
polinom g takav da je f(x) = (x — @)g(x).

Dokazimo sada obrnuti smjer naSe tvrdnje, tj. ako je polinom f djeljiv s x — @, onda je @
nultocka polinoma f. Neka je f polinom djeljiv polinomom g(x) = x — . Tada, prema
definiciji (3.2.1), postoji polinom ¢ takav da je f(x) = (x — a@)g(x). Kako ta jednakost
vrijedi za svaki x € C, onda vrijedi i za x = . Slijedi da je f(@) = 0, tj. @ je nultocka
polinoma f. O

Definicija 3.3.3. Neka je f € C[x], f # 0. KaZemo da je a nultocka kratnosti k € N
polinoma f ako je polinom f djeljiv polinomom g(x) = (x — @)t i nije djeljiv polinomom
h(x) = (x — @)

Znamo da ne mora svaki realni polinom f € R[x] imati realnu nulto¢ku. Primjerice,
polinom f(x) = x* + 1 nema realnu nulto¢ku. No, svaki kompleksni polinom f € C[x] ima
kompleksnu nultocku. O tome govori osnovni teorem algebre Koji je naziv, a time i pridjev
wosnovni”, dobio u vrijeme kada je rjeSavanje algebarskih jednadzbi bilo glavni problem
matematicara.
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Teorem 3.3.4 (Osnovni teorem algebre). Svaki polinom f(x) € Clx] stupnja n > 1 ima
barem jednu nultocku u skupu kompleksnih brojeva.

Neki matematicari osnovnim teoremom algebre smatraju sljedeci teorem.

Teorem 3.3.5 (Osnovni teorem algebre). Svaki polinom f(x) € C[x] n-tog stupnja ima n
nultocaka u skupu kompleksnih brojeva.

Napomena 3.3.6. Uocimo da egzistencija jedne nultocke prema Bézoutovom teoremu povlaci
egzistenciju n nultocaka.

Danas postoji mnogo razli¢itih dokaza osnovnog teorema algebre. Dijelimo ih prema
podruc¢ju matematike koje se koristi u dokazu na topoloske, algebarske i analiticke dokaze.
Topoloski dokazi vezu se uz kompaktnost, analiti¢ki dokazi koriste kompleksnu analizu, a
algebarski dokazi koriste Galoisovu teoriju ili zahtijevaju algebarska proSirenja polja. Dva
analiticka dokaza napravili smo u sklopu kolegija Kompleksna analiza, a zainteresirani
Citatelj moze ih pronaci u [21]. Vise razli¢itih dokaza moZe se pronaci u [9]. Na kraju ovog
poglavlja prezentirat ¢emo jedan algebarski dokaz osnovnog teorema algebre, ali potreban
nam je njegov iskaz za sljedeci vazan teorem.

Teorem 3.3.7 (Teorem o faktorizaciji polinoma). Svaki polinom f(x) € C[x] n-tog stupnja
moZe se na jedinstven nacin prikazati u obliku produkta n linearnih faktora. Preciznije,
ako je a, vodeci koeficijent polinoma f, a ay, as, ..., a, nultocke od f, onda vrijedi

J) = ay(x —a)(x —az) - (x — ay).
Dokaz ovog teorema preuzet je iz [18].

Dokaz. Prema osnovnom teoremu algebre, polinom f ima barem jednu nulto¢ku. Neka je
to ;. Prema Bezoutovom teoremu, polinom f djeljiv je polinomom fi(x) = x — ay, tj.
postoji polinom ¢g; € C[x] takav da vrijedi

f(x) = (x = a)gi(x).

Ako je g, konstantni polinom, onda je ¢; = a,, a ako je g; barem prvog stupnja, onda
zakljucujemo, opet prema osnovnom teoremu algebre, da i polinom ¢; ima brem jednu
nultocku. Prema Beézoutovom teoremu postoji rastav:

q1(x) = (x — a2)g2(%).
Uvrstimo li ¢; u prethodnu jednakost, dobivamo
J(x) = (x — a)(x — a2)g2(x).

Ponavljanjem ovog postupka slijedi da se f moZe napisati kao produkt polinoma
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h=&-a), h=&—-a2),...,fn=x—-a,) B, zaneki B € C.
Dakle, vrijedi
f(0) =Bx —a)(x — @)+ (x — ay),

odnosno, 3 je vode¢i koeficijent polinoma f. Buduéi da je f(x) = a,x" + @, X" ' + ... +
a;x + ay, prema teoremu o jednakosti polinoma slijedi da je 8 = a,. Dakle, vrijedi

f) = an(x —a)(x—az) - (x = ay).

Time je dokazana egzistencija rastava. Dokazimo sada i jedinstvenost.
Pretpostavimo da postaje dva razlicita rastava polinoma f 1 neka su to

f) = anx—a)x—az)--- (x —ay)

J(xX) = bp(x = B1)(x = B2) -+ (x = By).
Sada slijedi

an(x — a)(x —az) - (x = ap) = bu(x = B1)(x = B2) -+ - (X = B).

Kada bi nultocka «; bila razli¢ita od svih g8, i, j = 1,2, ..., n, onda bi uvrStavanjem x = «;
lijeva strana bila jednaka nuli, a desna razli¢ita od nule Sto je kontradikcija. Prema tome,
svaka nultocka «; jednaka je nekom f3; i obrnuto. Uocimo da je vodeci koeficijent polinoma
f jednak a,,, odnosno b,, zato vrijedi a, = b,,. Potrebno je joS provjeriti da ako je @; k-struka
nultocka polinoma f(x) = a,(x — a)(x — a3)---(x — @,), onda je 1 pripadni ; k-struka
nultocka polinoma f(x) = b,(x — B1)(x — B2) - - - (x — B,,). Pretpostavimo suprotno, tj. da je
«@; k-struka nultoCka polinoma f, a pripadni §; [-struka nultoCka polinoma f. Tada je

an(x — @) g(x) = b,(x — @) h(x),

gdje je g polinom stupnja n — k, a h polinom stupnja n — [, g(a;) # 0, h(a;) # 0. Kada bi
vrijedilo k > I, onda bismo dijeljenjem gorne jednakosti sa (x — «;)" dobili jednakost

an(x = @) "'g(x) = byh(x)

u kojoj je lijeva strana djeljiva s x — «;, a desna nije. Analogno, za k < [ dobivamo
jednakost u kojoj je desna strana djeljiiva s x—a;, a lijeva nije. U svakom slucaju, dobivamo
kontradikciju. Dakle, vrijedi k = /, ¢Cime je dokazana jedinstvenost rastava. O

Teorem 3.3.8. Svaki polinom n-tog stupnja ima tocno n nultocaka, racunajuci njihove
kratnosti.
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Dokaz ovog teorema preuzet je iz [18].

Dokaz. Neka je f polinom stupnja nineka su ay, @, . .., a, medusobno razliCite nultoCke
polinoma f, pri emu je a; k;-struka nultoCka, a, k»-struka nultoCka, ..., a, k,-struka
nultocka. Tada polinom f moZemo zapisati u obliku

fO) = ay(x — )1 (x = @) - (x — @),

pri ¢emu je k; + k + ... + k, = n. Dokazat ¢emo da je svaki od brojeva k;,i = 1,2,...,p,
jednak kratnosti nultocke a;.

Pretpostavimo da je kratnost nultocke «; jednaka m;. Tada je k; < m;. Kada bi vrijedilo
k; < m;, imali bismo

J) = (x—a)"e(x),

gdje ¢(a;) # 0. Rastavimo li polinom ¢ na linearne faktore te zatim taj rastav uvrstimo u
gornju jednakost, dobivamo rastav polinoma p razlicit od rastava

F) = an(x— )1 (x = a2)® - (x — ),
Sto je u kontradikciji s jedinstvenoScu faktorizacije. Prema tome, mora vrijediti k; = m;. O

Teorem 3.3.9. Neka je f € C[x] polinom zadan sa f(x) = a,x" + a,_1 X" ' + ...+ a1 x + agy

i neka su xy, xo, . .., x, njegove nultocke. Tada vrijede Vieteove formule:
a1
or=Xx1+x+...+Xx, = —
aﬂ
ap-2
Oy = X1 Xo+X1 X3+ ...+ XX, + XoX3+XoXg4+ ...+ XX, =
a
any-3
O3 = X1 XoX3 + X1 X0X4 + ...+ X 0X1 X, = —
ay
k An—k

Ok = X1 X2 Xk + oo+ Xy g1 Xppa2 - X = (= 1) p
n

o= X x = (1),

a}’l
Dokaz. Teorem ¢emo dokazati matematickom indukcijom po n € N. Dokazimo da tvrdnja
vrijedi za polinom stupnja n = 1. Neka je f; € C[x] polinom prvog stupnja oblika f;(x) =
a;x + ayp 1 neka je x; njegova nultocka. Tada je o7y = x| = —Z—?. Dakle, tvrdnja teorema
vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi tvrdnja teorema, tj. da postoji
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polinom f, € C[x] n-tog stupnja oblika f,(x) = b,x" + b,_ 1 x"' + ...+ b, x + b, takav da su
X1, X2, . . ., X, njegove nultocke, tj. da vrijedi

bn—l
g1 = —
1 b,
o, = (12t

by

by
n=(=1)"—.
on = (=1 b
Tvrdimo da za njegovog sljedbenika n + 1 takoder vrijedi tvrdnja teorema. Neka je f,,; €

Clx] polinom stupnja n + 1 zadan s

for1 () = ap X v a X" + a7+ aix +a

1 neka su xi, xp, ..., X,, X,+1 njegove nultocke. Prema osnovnom teoremu algebre polinom
fn+1 1ma barem jednu nultocku x,,.. Nadalje, prema (3.3.2) polinom f,,; je djeljiv s x—x,,1,
tj. postoje b, b,_1, ..., by, by takvi da vrijedi

Fur1(X) = (x = X )(BpX" + by 1 X+ .+ by x + by),
§.

L 4+ bix+ by).

A X+ @ X + ap X+ ax + ag = (6 = X0) (DX + by X
Primjenom teorema o jednakosti polinoma na gornju jednakost slijedi:

Apyl = bn

a, = bn—l - bnxn+1

Ap-k+1 = by = Dypr1 X041

ay = by — b1x,41

ap = —box,41,
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odnosno

bn = dp+1

bn—l =a, + bnxn+]

bn—k =apg+1 + bn—k+1xn+l

by — a;
b =
Xn+1
Ao
by =— .
Xn+1
Sada iz pretpostavke indukcije slijedi
bn—l ap + Qpi1Xn+1 a,
X1+...+ X1 =01+ X4 = — + X =+ Xy = —
bn Ap+l Apyl

X1X w o Xt Xl " X T X1 X1 X1 T oo o+ X2 * " XXt
=0k + Xp+10 k-1

= (et gk

b b Xn+1
_ (_1)k+](an—k+l + bn—k+1xn+l) + (_l)k-xn+1bn—k+l
= bn

Ap—k+1
— (_1)k+l n—k+
[

—ap

0 X, 1 ap
X Xl = Ot = (1) =Xy = (1) X0 = (D)™ —.
bn A+ Ap+l

Time smo dokazali da Vieteove fromule vrijede 1 za polinom stupnjan + 1.

Buduci da tvrdnja vrijedi za n = 1 te iz pretpostavke da tvrdnja vrijedi za neki n € N
slijedi da ona vrijedi i za njegovog sljedbenika n + 1, primjenom aksioma matematicke
indukcije slijedi da tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

O

Primjer 3.3.10. Odredimo koeficijent k polinoma p(x) = x> — 9x + k tako da polinom p
ima dvije nultocke koje su suprotni brojevi, a zatim odredimo sve tri nultocke.
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RjeSenje: Victeove formule za kubne polinome, tj. polinome oblika p(x) = ax® +bx? +
cx +d glase:

X1+ X+ X3 =——

a
c
X1X2 + X0X3 + X3X1 = —
a

X1XpX3 = ——,

a

gdje su xp, x; 1 x3 nultocke tog polinoma. S obzirom da polinom p ima dvije nultocke koje

su suprotni brojevi, uzmimo da je x, = —x;. Tada za zadani polinom p prema Vieteovim
fromulama vrijedi:

X1 —X1+X3 = _T
9
X1(=x1) = x1X3 + X3x1 = 1
X1 (=x1)x3 = -1
odnosno
X3 = 0
x1=9
xXoxs = k.
Dakle, nultoc¢ke zadanog polinoma su x; = 3,x, = =31 x3 = 0. UvrStavanjem vrijednosti

nulto¢aka u x7x; = k slijedi k = 0. Konacno, traZeni polinom p je oblika p(x) = x* — 9.

3.4 Svojstva nultoc¢aka polinoma

Iako najCeSce odredujemo realne nultocke polinoma iz R[x], postoje teoremi koji nam
olakSavaju odredivanje cjelobrojnih, racionalnih i kompleksnih nulto¢aka nekih polinoma.

Teorem 3.4.1. Neka je f € Z[x]\{0} polinom oblika f(x) = a,x" + a1 X' + ... + ayx +
ap. Ako je a # 0 cjelobrojna nultocka tog polinoma, onda je «a djelitelj slobodnog ¢lana
polinoma f.

Dokaz. Nekaje a € Z, a # 0, nulto¢ka polinoma f. Tada vrijedi:

fl@) = a,@" + a1 + ... +aja+ay =0,
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tj.

ap = —a(a," ' + a1 ¥ .+ ay),
odnosno a

g —(@, @+ a1 @ F L+ ay).

a
Kako su a,, a,-1,...,a1,a0 € Z 1 a € Z, slijedi da je izraz na desnoj strani jednadzbe cijeli
broj. Zato i izraz na lijevoj strani mora biti cijeli broj, tj. mora vrijediti < € Z. Dakle, @ je
djeljitelj od ay. O

Teorem 3.4.2. Neka je f € Z[x]\{0} polinom dan s f(x) = a,x" + a,_1 X' +...+ax + ay.
Ako je a = &, p,q € Z relativno prosti, q # 0, racionalna nultocka tog polinoma, onda je
p djelitelj slobodnog ¢lana i q djelitelj vodeceg koeficijenta polinoma f.

Dokaz. Nekaje @ = § nultocka polinoma f. Tada vrijedi:

n n—1
f(g):an(g) +an_1(£) +...+a1(£)+a0:0.
q q q q

MnozZenjem gornje jednadzbe s ¢" dobivamo
ayp" +an p" g+ .+ apg +apg" =0, (3.5)

odnosno

aoq" = —pla,p"™" + an 1 p" 2+ ...+ arg" ).
Ako je p = 0, onda je @ = 0 nultocka polinoma f. Tada je ayp = O jer je g # 0. Ako je
p # 0 onda gornju jednadZbu mozemo podijeliti s p 1 time dobivamo

aoq"

= —(anp”_1 + an_lp”_zq +...+ alq”_l).

Kako su a,,a,-1,...,a1,a90 € Z 1 p,q € Z, slijedi da je izraz na desnoj strani jednadZbe
cijeli broj. Zato i izraz na lijevoj strani mora biti cijeli broj, tj. mora vrijediti % € Z,
odnosno p mora biti djeljitelj od apq”. Budu¢i da su p i g relativno prosti, slijedi da je p
djelitelj slobodnog ¢lana a,. Primijetimo da jednadzbu (3.5) moZemo zapisati kao

ap" = —q(ap 1 p" " + ..+ apg" + apg" ),
iz Cega analogno slijedi da je g djelitelj vodeceg koeficijenta a,,. O

Teorem 3.4.3. Neka je f € R[x]\{0} polinom dan s f(x) = a,x" + a1 X" + ... + a1 x + ay.
Ako je z = a + bi,a,b € R,b # 0 kompleksna nultocka tog polinoma, onda je 7 = a — bi
takoder nultocka polinoma f.
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Dokaz. Neka je g(x) = (x — z)(x — 7). Tada vrijedi

g =(x-(x-)=x -+ +2Z
= x> — (a + bi + a — bi)x + (a + bi)(a — bi)
= x* = 2ax +a* + b*.
Kako su a,b € R, slijedi da je g € R[x]. Podijelimo li polinom f polinomom g, prema
teoremu o dijeljenju s ostatkom slijedi
f(x) = (x = 2)(x = 2)g(x) + r(x), pri Cemu je degr < degg.
Bududéidasu f1giz R[x], slijedi dasuigqgirizR[x]. Znamo da je degg = 2, zato slijedi
da je degr < 1. Neka je r(x) = Ax + B, A, B € R. Za svaki x € C vrijedi:
f(x) = (x —2)(x = 2g(x) + Ax + B.
Dakle, gornja jednakost vrijedi i za x = z. Imamo
f(z) =Az+ B =0.
Uvrstimo 1i z = a + bi u gornju jednadZbu, dobivamo

Aa+ B+ Abi = 0.

Da bi gornja jednakost vrijedila, i realni i imaginarni dio moraju biti jednaki nuli. Dakle,
rjeSavamo sustav

Aa+B=0

Ab = 0.

Kako je b # 0, slijedi da je A = 0 iz Cega slijedi da je i B = 0. Dakle, vrijedi r(x) =01
J(x) = (x = 2)(x — 2)g(x),

odakle slijedi
f@=0.

Dakle, 7 je nultocka polinoma f. O
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3.5 Hornerov algoritam i Taylorov razvoj polinoma

Hornerov? algoritam

Hornerov algoritam je efikasna metoda odredivanja vrijednosti polinoma u nekoj tocki i
dijeljenja polinoma polinomom prvog stupnja. Metoda je korisna i za rastav polinoma
po potencijama. Cijeli postupak temelji se na metodi neodredenih koeficijenata. Neka je
f € R[x] zadan s f(x) = a,x" + ...+ a;x + ay, a, # 01neka je @ € R. Prema Bezoutovom
teoremu ostatak pri dijeljenju polinoma f s x — a jednak je f(a), stoga polinom f moZemo
zapisati kao

f(x) = (x = a)g(x) + f(a). (3.6)

Zelimo odrediti g(x) = byux™ + by X" + ...+ bix + by, gdje su b, ...,by nepoznati
koeficijenti. Otuda dolazi naziv metoda neodredenih koeficijenata. UvrStavanjem f(x) i
q(x) u (3.6) dobivamo:

" taix+ag= (x—@)bpX" + by X"+ L+ bix + by) + f(@)

= b X" + (b — ab)X" + ...+ (by — ab))x + (f(@) — aby).

a,x" + a,_1x"

Prema teoremu o jednakosti polinoma slijedidajen =m+ 1,tf. m=n—1,1

a, = by, == b1 = ay

ap-1 = b1 — ab,, S by-r = ab,_i + a,y
Lllzb()—&bl - bo:ab1+a1
ap = f(a) — aby = fla) = aby + ap

Sada moZemo lako odrediti koeficijente polinoma ¢ iz niza jednakosti na desnoj strani,
racunajuci vrijednosti redom odozgo prema dolje. Hornerov algoritam jest upravo taj niz
jednakosti smjeSten u tablicu:

H ay, ‘ a,—1 ‘ a,-» ‘ ‘ aq ‘ ap
a H a, ‘ ab,_1 + a,_; ‘ ab,_» + a,_» ‘ ‘ ab, + a; ‘ aby + ay

Uocimo da Hornerov algoritam mozemo Koristiti i za dijeljenje polinoma polinomom pr-
vog stupnja. Dakle, dijeljenjem polinoma f(x) = a,x"+a,_ X"~ +...+a;x+ay polinomom

2William George Horner (1786.-1837.) - britanski matemati¢ar po kojem je algoritam dobio ime. Tako
je metoda nazvana po njemu, a sam Horner ju je pripisao Joseph-Louisu Lagrangeu, kineski i perzijski
matematiCari su je koristili jo$ u srednjem vijeku, stolje¢ima prije njih.
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prvog stupnja x — a dobit éemo polinom g(x) = b, X"~' + b, ,x" 2 + b, 3x" > + ...+ by i
ostatak f(a).

Primjer 3.5.1. Koriste¢i Hornerov algoritam, odredimo (nepotpuni) kvocijent i ostatak pri
dijeljenju polinoma f polinomom g ako je f(x) = 2x> —4x> +5x—T7i g(x) = x — 2.

RjeSenje: Najprije odredimo a:
xX—a=x-2=a=2.
Sada ra¢unamo traZene vrijednosti koriste¢i Hornerov algoritam:

|2 4 | 5 | 7
2[[2]22+(-4=0|2-0+5=5|2-5+7=17

Dakle, slijedi g(x) = 2x*> + 51 f(2) = 17, odnosno

f(x) = (x —2)2x* +5) + 17.

Taylorov® razvoj polinoma

Neka je f € R[x] polinom zadan s f(x) = a,x" + a,_1x* ' + ...+ a;x + ay, a, # 01ineka je
a € R. Rastaviti polinom f po potencijama od x — @ znaci prikazati ga u obliku

f)=A(x—a)"+ A, (x—a) ' +...+ A(x —a) + A,
gdjesuA,,...,A;,Ap € R. O tome govori sljedeci teorem.

Teorem 3.5.2 (Taylorov razvoj polinoma oko tocke a € R). Neka je @ € R. Tada za svaki
polinom f € R[x] zadan s f(x) = a,x" +a,_1 X" "' +...+a,x+ay, a, # 0 postoje jedinstveni

A(),Al,. .. ’An eR
takvi da vrijedi
f)=A,(x—a)"+ A, i(x—a)" ' +.. .+ A (x — @) + Ao

Tada je A, = a, i Ay = f(@).

3Brook Taylor (1685.-1731.) - engleski matemati¢ar
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Dokaz ovog teorema je napravljen u sklopu kolegija Uvod u matematiku, a zainteresi-
rani Citatelj moZe ga pronadi u [12].

Rastav polinoma po potencijama mozemo odrediti uzastopnom primjenom teorema o
dijeljenju s ostatkom, ali 1 uzastopnom primjenom Hornerovog algoritma, Sto je brze 1
efikasnije. Pokazat ¢emo oba nacina u sljedeem primjeru.

Primjer 3.5.3. Rastavimo polinom f(x) = x* — 2x> — 4x? + 10x po potencijama od x — 1.
RjeSenje:
1. nacin: Uzastopnom primjenom teorema o djeljenju s ostatkom slijedi:
f)=x* =28 —4x* +10x=(x - DX = x* =5x+5)+5
=(x - Dlx— D" =5)]+5
=(x-D{x=D[x-D(x+1)—-4]} +5
=(x-D*+2(x-17° —4(x -1 +5.

2. nacin: Uzastopnom primjenom Hornerovog algoritma:

1 -2 -4 | 10 0
1 1 -1 -5 5 |]|Ao=5]
1 1 0 -5 [|A=0]
1 1 1| |Ay = —4]
1 1| |As=2]
1| [A=1

Poslijednji brojevi svakog retka su traZeni koeficijenti uz potencije, redom od najmanje do
najvecée. TraZeno rjesSenje je:

fO)=5-x-1D"+0-x-D'+(-4)-(x=1*+2-(x= 1’ +1-(x-1)%,
tj.
fx) =(@x-D"+2(x - 1) —4(x - 1)* +5.
3.6 Simetricni polinomi

Simetri¢ni polinomi posebna su vrsta polinoma dviju ili viSe varijabli. Definirat ¢emo
polinome dviju varijabli, a zatim simetri¢ne polinome dviju varijabli i prezentirati nekoliko
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primjera. Na kraju ¢emo definirati simetri¢ne polinome » varijabli i za njih iskazati osnovni
teorem o simetri¢nim polinomima.

Definicija 3.6.1. Svako preslikavanje f : R X R — R zadano s
6y = o) + fitx)y + A0y + ...+ ()", (x,y) € R XR, (3.7

gdje su fo, fi, f>, ..., fn polinomi jedne varijable (x), zove se polinom dviju varijabli (nad
R).

Svaki polinom oblika (3.7) moze se zapisati u obliku:
f(x.3) = 80O + 10X+ &20)x° + ... + g, (x,) ER XR, (3.8)
gdje su go, &1, &2, - - - » &m polinomi jedne varijable (y).
Primjer 3.6.2. Preslikavanje zadano formulom
fx,)=xy =Y +4xH +x -2 +y* - 1
Jje polinom dvije varijabli. Zapisimo ga u oblicima (3.7) i (3.8).
RjeSenje: Zapisimo f(x,y) po rastué¢im potencijama od y:
fx,y) =x—1-2y*+ (1 +2°)° +4x3* - 2y°,
slijedi
f@) =x=1, i) =0, h(x) = =", () = 1+2, fax) = 42, fs(x) = 2.

Dakle, pokazali smo da se polinom f mozZe zapisati u obliku (3.7). ZapiSimo sada polinom
f po rastuéim potencijama od x:

Flr,y) = =2° +9° = 1 + x + 4% — ¥y + 1%,
slijedi
g0 =-2+y = L, 1) = 1, ©20) = 4", g30) = =%, 8a() = 0, g5() = ¥’.
Dakle, pokazali smo da se polinom f moZe zapisati i u obliku (3.8). Time smo pokazali da

je polinom f polinom dviju varijabli.

Preslikavanje f(x,y) = ax™y" je takoder polinom dviju varijabli koji se zove monom,
a broj a € R zovemo njegovim koeficijentom. Svaki je polinom dviju varijabli jednak
zbroju svojih monoma. Monom ax™y" ima stupanj m u varijabli x i stupanj n u varijabli
y. Stupanj polinoma dviju varijabli je jednak maksimalnom stupnju njegovih monoma, a
stupanj monoma f(x,y) = ax™y" jednak je m + n.
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Primjer 3.6.3. Odredimo stupanj polinoma
fx,y) = x =y + X2y —xyt + 2.

RjeSenje: Polinom f je suma pet monoma od kojih je jedan konstanta, stoga vrijedi
degf =max{4 +3,3+2,2+5,1+4,0} =max{7,5,7,5,0} = 7. Dakle, stupanj polinom f
jednak je 7.

Analogno kao kod polinoma u jednoj varijabli, konstantni polinom je polinom oblika
f(x,y) = a, gdje je a neki realan broj, a polinom oblika f(x,y) = 0, za sve x,y € R zovemo
nulpolinomom. Skup svih polinoma dviju varijabli s realnim koeficijentima oznatavamo
s R[x,y]. U taj skup moZemo uvesti operacije zbrajanja i mnozZenja, a definiramo ih kao
zbrajanje i mnoZenje funkcija na sljedeci naCin:

(f +2)(x,y) = f(x,y) + g(x,¥), (x,y) e RxR

(f - 9)(x,y) = f(x,y) - g(x,y), (x,y) € RxR.

Odnosno, polinomi dviju varijabli se zbrajaju tako da se zbroje njihovi istoimeni monomi
pa je zbroj dvaju polinoma opet polinom. Takoder, polinomi dviju varijabli se mnoze tako
da se svaki ¢lan jednog polinoma pomnoZzi sa svakim ¢lanom drugoga, a zatim zbroje do-
biveni umnosci. Tako dobiveni zbroj je ponovno polinom.

Lako se pokaze, kao i kod polinoma jedne varijable, da je R[x, y], s obzirom na opera-
cije zbrajanja i mnoZenja, komutativni prsten s jedinicom. Jedinica u prstenu je konstantni
polinom f(x,y) = 1, zasve x,y € R. Takoder, moZemo promatrati i prstene Z[x, y], Q[x, y],
Clx,yl 1 Plx,y], gdje je P bilo koji komutativni prsten s jedinicom.

Najvazniji polinomi dviju (ili viSe varijabli) su simetri¢ni polinomi. VaZni su za li-
nearnu algebru, teoriju reprezentacija i Galoisovu teoriju, ali i u kombinatorici, gdje se
uglavnom proucavaju kroz prsten simetri¢nih funkcija.

Definicija 3.6.4. Polinom f € R[x,y] zove se simetricni polinom, ako za sve x,y € R
vrijedi
Jxy) = £, %).
Drugim rije¢ima, polinom je simetrican ako je invarijantan s obzirom na permutaciju

unosa, tj. ako se on ne mijenja kada zamijenimo x1y.
Na primjer, polinom f(x,y) = x*y* + x>y + 1 je simetri¢an polinom jer je

fO.0) =y’ +y’ 5 +1 = f(x,y).
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U skupu svih simetri¢nih polinoma isti¢u se ova dva jednostavna polinoma:

Jxy) =x+y, g(x,y) = xy.
Ti polinomi imaju vaznu ulogu u teoriji simetri¢nih polinoma, stoga imaju posebno ime i
oznaku.
Definicija 3.6.5. Polinomi o(x,y) = x + y i 05(x,y) = xy zovu se osnovni (elementarni)
simetri¢ni polinomi.

Osim elementarnih polinoma, u teoriji simetri¢nih polinoma susreCemo se i s poli-
nomima s;(x,y) = x + y,5(x,y) = x> +y*, s53(x,y) = x> +y°,..., opCenito, sp(x,y) =
x* + y*, k € N. Te polinome zovemo Newtonovim polinomima i kraée ih ozna¢avamo sa
S1, 82, .. ., ;. Ponekad se zovu jos i zbrojevi ili sume potencija. Postoji jednostavan nacin
kojim moZemo dobiti simetri¢ni polinom od bilo kojeg polinoma u varijablama o 1 0.
Na primjer:

2
flor,02) =01 — 0102,
Izrazimo sada oy 1 0, pomocu x 1 y:
2
gx,y) = (x+y)" = (x + y)xy
=X+ 2xy +y2 - xzy - xyz.
Primijetimo da je dobiveni polinom g zaista simetrican, vrijedi:
2 2 _ .2 2
8y, x) = y* +2yx + X" = y"x — yx~ = g(x,y).

Postavlja se pitanje moZemo li svaki simetri¢ni polinom g(x,y) zapisati u obliku poli-
noma f(o,0,). Pogledajmo prvo moZemo li Newtonove polinome sy, s, 1 53 zapisati kao
polinome u varijablama o 1 0,. Imamo redom:

si(x,y)=x+y
=01

52(x,y) = X* +y*
= (x+)* = 2xy

= O'% — 20,

s3(x,y) =X+
=(x+y)’ - 3x%y - 3x°
= (x+y) = 3xy(x +y)
= 0'? —300,.
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DokaZimo sada da svaki Newtonov polinom moZemo zapisati kao polinom u varijablama
o1 103. O tome nam govori sljedeéa lema.

Lema 3.6.6. Za sve prirodne brojeve k > 2 vrijedi Newtonova formula:
Sk = O18k—1 — 028k-2.
Dokaz. Prema definiciji Newtonovih polinoma, za svaki prirodan broj k > 2 vrijedi:
Sio1 = x4 yk_l.

MnoZenjem gornje jednakosti sa oy = x + y dobivamo:

si10y = (X7 + Y Doy
=X+ xyk_] + xk_ly + yk
X+ yk + xy(xki2 + ykfz)

= Sk + 028k-2,
odnosno vrijedi s, = 01 8¢-1 — 0252, Sto smo 1 htjeli pokazati. |

Da bismo dokazali da se svaki simetricni polinom moze zapisati kao polinom u varija-
blama o 1 07, potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 3.6.7. Za svaki Newtonov polinom s; postoji polinom f € R[x,y] takav da vrijedi

si(x,y) = f(o1,02), . si(x,y) = f(x+y,xy)

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Tvrdnja je istinita za k = 11 k = 2. Pokazali
smo da vrijedi s; = 0118, = 0'% — 20,. Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za polinome
Sk-11 Sk—2, zaneki k > 2, tj. da postoje polinomi f;, f> € R[x, y] takvi da vrijedi:

k-1 = J1(071,02), k-2 = fa(071, 072).
Prema Newtonovoj formuli imamo
Sk = O18k—1 — 028k
pa po pretpostavci indukcije dobivamo
sk = 01f1(071,02) — 02 f2(071, 02).

Time smo dokazali da tvrdnja vrijedi za svaki k € N. Dakle, svaki polinom s; moZe se
napisati u obliku polinoma u varijablama o i 07,. O
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Teorem 3.6.8 (Osnovni teorem o simetri¢cnim polinomima dviju varijabli). Za svaki sime-
tricni polinom f € R[x, y] postoji jedinstveni polinom h € R x, y] takav da vrijedi

fx,y) = h(oy,07).

Dokaz. Svaki polinom dviju varijabli je zbroj monoma oblika ax™y". Monomi mogu biti
oblika ax™y", gdje je m # n ili oblika bx™y™. Ako u zadanom simetricnom polinomu f
postoji monom oblika bx™y™, onda vrijedi:

bx"y" = b(xy)" = bo'.

Ako u polinomu f postoji ¢lan oblika ax™y", gdje je m # n, onda postoji i ¢lan oblika
ax"y" jer u suprotnom polinom f ne bi bio simetri¢ni polinom. Prema tome, polinom f
kao pribrojnik sadrzi polinom

h(x,y) = a(x™y" + x"y™).
Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da vrijedi m < n. Tada imamo:
h(x,y) = axmym(xn—m + yn_m) = a(xy)msn—m = ao—?sn—m-

Prema (3.6.7) slijedi da se polinom s,_,, moZe napisati u obliku polinoma s varijablama o,
1 0, ¢ime je teorem dokazan. O

Uocimo da nam dokaz ove leme daje i postupak kojim zadani simetricni polinom
moZemo napisati u obliku polinoma s varijablama o 1 0. Slijedi primjer.

Primjer 3.6.9. Napisimo polinom f zadan s
fx,y) = X +4x*y + 5xy° +4xy* + 52y +y°
u obliku polinoma s varijablama o i 0.
RjeSenje: Najprije ¢lanove zadanog polinoma f grupiramo na sljedeci nacin:
fy) = (& +y) + 4%y + x3°) + 50y + xy).
Sada slijedi:

Fuy) =[x +y)° = 3%y = 3xy°] + 4[xy(x + )] + 5[0y + )]
= [(x + )’ = 3xy(x + )] + 4Lxy(x + )] + 5{xy[(x + y)* - 2xyD)}
= 0'? — 3050 + 40,07 + 50'2(0'? —205)
= 0'? + 0105 + 50'20% - 100'%

= 0'31’ — 100% +010, + 50'%0'2.
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Dakle, vrijedi f(x,y) = h(c1,02) = 03 — 10073 + 010 + 50707.
Za dokaz osnovnog teorema algebre potreban nam je osnovni teorem o simetrinim
polinomima »n varijabli.

Definicija 3.6.10. Polinom f je polinom n varijabli nad P € {R, C} ako je element prstena

Plx,x2,...,x,]

Definicija 3.6.11. Polinom f € P[xy, X2, ..., X,] je simetric¢an ako vrijedi
Jx2, .00, x0) = f(p(x1), p(x2), - .., p(Xn),

za svaku permutaciju p : {1,2,...,n} - {1,2,...,n}.

Kao i kod polinoma dviju varijabli, vaZnu ulogu imaju elementarni simetri¢ni polinomi
01,09,...,0,, zadani s

O1(X1, X0, 0003 X)) = X1+ Xp + ...+ X,
(X1, X2, 0003 Xy) = X1 X2 + X1 X3 + .o + X1 X,
On(X1, X250y Xp) = X1 X2+ ** Xy

Teorem 3.6.12 (Osnovni teorem o simetriCnim polinomima n varijabli). Za svaki sime-

tricni polinom f € R[xy, x2, ..., X,] postoji jedinstveni polinom h € R[xy, x, ..., x,] takav
da vrijedi

fCe, X255 %) = b0y, 02, ..., 0),
gdje su oy,0s,...,0, elementarni simetricni polinomi.

Dokaz ovog teorema moze se pronaci u [18].

3.7 Algebarski dokaz osnovnog teorema algebre

U ovom poglavlju ¢emo dokazati teorem (3.3.4), no za taj dokaz nam je potreban jedan
teorem iz matematicke analize.

Teorem 3.7.1 (Teorem srednje vrijednosti). Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Ako postoji realan broj k takav da vrijedi min{f(a), f(b)} < k < max{f(a), f(b)}, onda
postoji ¢ € {a, b) takav da je f(c) = k.

Dokaz ovog teorema moze se pronaci u [10]. Posljedica teorema srednje vrijednosti je
sljedeci korolar.
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Korolar 3.7.2. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija takva da vrijedi f(a)f(b) < O.
Tada postoji c € {a, b) takav da je f(c) = 0.

Posljedica ovog korolara su sljedece dvije leme koje su nam potrebne za dokaz osnov-
nog teorema algebre.

Lema 3.7.3. Svaki kvadratni polinom f € C[x] ima kompleksnu nultocku.

Dokaz. Kvadratni korijen kompleksnog broja je kompleksan broj, stoga dokaz ove leme
slijedi iz formule za odredivanje rjeSenja kvadratne jednadZbe. Rjesenja jednadzbe ax* +

—b+ \/(b2—4ac)

bx+c=0sux ;= 5

ax®> + bx + c.

. Dakle, x; 1 x, su kompleksne nultocke polinoma f(x) =

Lema 3.7.4. Svaki polinom f € R[x]| neparnog stupnja ima realnu nultocku.

Dokaz. Nekaje f(x) = x" + a,.1x" '+ ...+ a;x + ay. Definiramo r = 1 + Z:‘l:_o] la;|. Slijedi
laj] <t—1zasvakii=0,1,...,n— 1. Neka je h(x) = f(x) — x". Tada vrijedi
|h(t)| = lap_ 1" + ...+ ait + ao

<SE-DE "+ 4t + 1)

=1"-1

<t
Dakle, slijedi da je —t" < ()10 = —"+¢" < h(t)+t" = f(t). Analogno za |h(—t)| pokazemo
da vrijedi |h(—1)| < t*. Tada je

f(=t) = h(=t) + (=)' <1+ (-0)".

Za neparan broj n vrijedi (—1)" = —¢" 1 tada vrijedi f(—t) < " — " = 0. Prema prethodnom
korolaru, slijedi da postoji realan broj ¢ takav da je f(c) = 0. Dakle, polinom f ima realnu
nultocku. O

Osim prethodne dvije leme, za dokaz osnovnog teorema algebre potrebno nam je polje
razlaganja.

Definicija 3.7.5. Neka je P polje i f € P|x] nekonstantni polinom. KaZemo da se polinom
[ razlaZe nad prosirenjem polja P’ polja P ako se f moZe faktorizirati u linearne faktore
u polju P’[x], tj. ako postojia € Pia,,...,a, € P’ takvi da je

S =alx—a)) - (x —ay).

Polje P’ zovemo polje razlaganja polinoma f.
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Teorem 3.7.6 (Egzistencija polja razlaganja). Neka je P polje i neka je f € P[x] nekons-
tantni poljinom. Tada postoji polje razlaganja za f.

Dokaz ovog teorema moZze se pronaci u [20]. U nastavku slijedi dokaz osnovnog te-
orema algebre koji je takoder preuzet iz [20].

Dokaz osnovnog teorema algebre 3.3.4. Dokazat ¢emo da f(x) = Y a;x' € C[x] ima
kompleksnu nulto¢ku. Definiramo f(x) = >roaix € Clx], gdje je @; kompleksno konju-
girani broj broja ;. Sada je FOf(x) = 3 epxt, gdje je ¢x = 2, jp aiaj. Uolimo da je
Tt = 1, iz Cega slijedi da je ff € R[x]. Ako je z kompleksna nultotka polinoma f, onda
je z kompleksna nulto¢ka polinoma f f. Ako je z kompleksna nulto¢ka polinoma f f, onda
je z kompleksna nultocka polinoma f ili polinoma f. No, ako je z kompleksna nultotka
polinoma £, onda je Z kompleksna nulto¢ka polinoma f. Dakle, slijedi da polinom f ima
kompleksnu nulto¢ku ako i samo ako polinom ff ima kompleksnu nultocku. Kako je po-
linom ff € R[x], dovoljno je dokazati da svaki realni polinom ima kompleksnu nulto¢ku.

Uocimo da je dovoljno dokazati da svaki nekonstantni normirani polinom f € R[x]
ima kompleksnu nultocku. Neka je degf = 2*m, gdje je m neparan broj. Tvrdnju éemo
dokazati indukcijom po k > 0. Za k = 0 je degf = m, tj. f je polinom neparnog stupnja.
Baza indukcije slijedi iz leme (3.7.4). Pretpostavimo da je k > 1. Neka su ay,...,q,
nulto¢ke polinoma f u nekom polju razlaganja polinoma f (koje postoji prema teoremu
(3.7.6). Za proizvoljan ¢ € R definiramo

g=[] @-8y,

ijell,....n)itj

gdieje Bij = a; + a; + tajajii, j€{1,...,n}i # j. Imamo
1
deg(g,) = En(n -D=2"mmn-1).

Sada je n = 2*m paran broj, zato §to je k > 1. Zato je n — 1 neparan broj pa slijedi da je
1 m(n — 1) neparan broj. PokaZimo sada da su koeficijenti polinoma g, realni brojevi. Iz
Vieteovih formula slijedi da je svaki koeficijent polinoma g, simetri¢ni polinom u varija-
blama §;;. Kako je B;; = a; + a; + ta;a;, slijedi da su koeficijenti polinoma g, simetri¢ni
polinomi s realnim koeficijentima u varijablama ay, ..., @,. Prema osnovhom teoremu o
simetricnim polinomima, za svaki koeficijent ¢ polinoma g, postoji jedinstveni polinom A
s realnim koeficijentima takav da vrijedi c(ay,...,a,) = h(oy,...,0,), gdjesu oy, ...,0,
elementarni simteri¢ni polinomi u varijablama ay,...,@,. No, prema Vieteovim formu-
lama oy, ..., 0, u varijablama a, . . ., @, su koeficijenti polinoma f. Kako je f polinom s
realnim koeficijentima, slijedi da je 1 g, polinom s realnim koeficijentima. Iz pretpostavke
indukcije slijedi da polinom g, ima kompleksnu nultocku za svaki ¢ € R. Jasno je iz defi-
nicije polinoma g, da je za svaki ¢ € R ta kompleksna nultocka oblika a; + a; + ta;a; za
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neki podskup {i, j} skupa {1,2,...,n}. Postoji beskonacno mnogo ¢ € R i samo konacno
mnogo dvoclanih podskupova {i, j} skupa {1,2,...,n}. Prema Dirichletovom principu®
postoji podskup {i, j} C {1,2,...,n}1razliCiti realni brojevi ¢ i s za koje su a; + @; + ta;a;

i a; + a; + sa;a; kompleksne nultoCke polinoma g;(x), odnosno g,(x). Oduzimanjem tih
kompleksnih brojeva dobivamo kompleksni broj (r — s)a;a;. Kako je t # s, slijedi da je
a;a; € C. Neka je a;a; = u. Kako je a; + a; + ta;a; € C, slijedi da je a; + a; € C. Neka je
@; +@; = v. Sada je a; rjeSenje kvadratne jednadzbe x* — vx + u = 0. Iz leme (3.7.3) slijedi
da je a; kompleksan broj, a kako je to ujedno i nultocka polinoma f, slijedi da polinom f
ima kompleksnu nultocku, Sto je i trebalo pokazati. O

“Dirichletov princip, poznat i kao princip golubinjaka, jednostavan je kombinatorni princip kojeg je prvi
formulirao i koristio njemacki matematic¢ar Johann P. G. Dirichlet (1805.-1859.).
Glasi: ako je m predmeta razmjeSteno u n kutija, onda barem jedna kutija sadrzi L’”,—;l + 1] predmet.



Poglavlje 4

Zadaci s matematickih natjecanja

U ovom poglavlju ¢emo obraditi razne zadatke s polinomima koji su se pojavili na domacim,
stranim i medunarodnim natjecanjima pri ¢emu koristimo literaturu [1], [2], [3], [5] 1 [7].

4.1 Zadaci s polinomima na domacim natjecanjima

Primjer 4.1.1. (Skolsko natjecanje, 2. razred, 2020., A-varijanta) Odredi najveci prirodan
broj n takav da n + 10 dijeli n* + 100.

RjeSenje: Ovaj zadatak mozemo rijesiti dijeljenjem polinoma. Neka su p i g polinomi
zadani s p(n) = n* + 100 i g(n) = n + 10. Podijelimo polinom p polinomom g:

n’ +100 : (n+10)=n*>-10n+ 100
—(n® +10n?)
—10n? + 100
—(—10n%> —100n )
100n + 100
— (1001 + 1000)
-900
Sada imamo X
24100 900
= -1 100 — .
P T L LR T,

Ako je n + 10 djelitelj od n* + 100, onda n + 10 mora biti djelitelj broja 900, i obratno.
Kako je najveci moguci djelitelj broja 900 broj 900, slijedi da za najveci moguci broj n
koji zadovoljava tvrdnju zadatka mora vrijediti n + 10 = 900. Dakle, traZzeno rjeSenje je
n = 890.

49
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Primjer 4.1.2. (Zupanijsko natjecanje, 4. razred, 2022., A-varijanta) Odredi sve polinome
P treceg stupnja koji imaju sljedeca tri svojstva:

1. P(x) pri dijeljenju s x* — 1 daje ostatak 2x + 1,
2. zbroj nultocaka polinoma p iznosi -2,
3. graf polinoma P prolazi tockom (0, 3).

RjeSenje: 1z prvog svojstva slijedi da P(x) moZemo zapisati kao P(x) = (x*> — 1)Q(x) +
(2x + 1). Bududi da je P polinom treeg stupnja, Q oc€ito mora biti polinom prvog stupnja,
tj. Q(x) = ax + b pa slijedi

P(x)=(* - D(ax+b)+2x+ 1) =ax’ + bx> + 2 —a)x + (1 - b).

Iz Vieteovih formula slijedi da je zbroj nultocaka polinoma P jednak —g. Zato iz drugog
svojstva slijedi g = 2. Iz treCeg svojstva slijedi da je P(0) = 3, Sto nam uvrStavanjem u
izraz za P(x) daje (1 — b) = 3, odakle je b = —2. Konacno, iz g =2i1b=-2slijedia = -1
pa je traZeni polinom P oblika

P(x) = =x° = 2x* + 3x + 3.

Primjer 4.1.3. (DrZavno natjecanje, 4. razred, 2021., B-varijanta) Odredi sve polinome p
s realnim koeficijentima za koje je jednakost

x-plx—1)=(x-2021) - p(x)

ispunjena za sve realne brojeve x.

RjeSenje: Uvrstavanjem prirodnih brojeva 0, 1, . .., 2020 u danu jednakost dobivamo:
=0 = 0 =-2021- p(0) = p0)=0
=1 = p(0) = =2020- p(1) = p(1)=0
x=2 = 2p(1) = =2019 - p(2) = p(2)=0
x = 2020 = 2020p(2019) = —p(2020) = p(2020) =0

Iz zadane jednakosti je ocito daiz p(x—1) = O slijedi da je p(x) = 0 za sve prirodne brojeve
x < 2021. Zaklju€ujemo da su 0, 1, ..., 2020 nultocke polinoma p pa je

p(x) = g(x) - x(x = D(x = 2) - - - (x — 2020)
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za neki polinom ¢(x). Sada iz dane jednakosti x - p(x — 1) = (x — 2021) - p(x) imamo
x-gx—-1D-(x-D(x-2)---(x—2021) = (x—2021) - g(x) - x(x — 1)(x = 2) - - - (x — 2020)

iz Cega slijedi da je g(x—1) = g(x) za sve x € R, odnosno ¢g(x) = ¢, ¢ € R. TraZeni polinomi
p suoblika p(x) = c- x(x — 1)(x —2)--- (x — 2020), za neki c € R.

Primjer 4.1.4. (HMO!, 2021.) Odredite sve polinome P s realnim koeficijentima takve da
izraz
P(x+3y)+ PBx—y)

ima istu vrijednost za sve realne brojeve x,y za koje je x* + y* = 1.

RjeSenje: Primijetimo da je preslikavanje (x,y) — (x + 3y,3x — y) bijekcija medu
skupovima
{(x,y) € R? : x? +y2 =1} e—{(x,y) € RZ: 42 +y2 = 10}

a+3b 3a-b
10 > 10

Inverzna funkcija je (a, b) — ( ) Zadatak se sada svodi na traZenje svih polinoma

takvih da izraz

P(x) + P(y)

ima istu vrijednost za sve realne brojeve x iy za koje je x> +y? = 10. Neka je P jedan takav
polinom. Oznacimo sa A skup {(x,y) € R? : x> + y* = 10}. Primijetimo da je (x,y) € A ako
1 samo ako je (x, —y) € A te vrijedi

P(x) + P(y) = P(x) + P(=y), Y(x,y) € A,

odnosno

P(y) — P(-y) = 0, Yy € [- V10, V10].

Buduc¢i da je lijeva strana prethodne jednakosti polinom, i da ima beskona¢no nultocaka,
zakljuCujemo da je P parna funkcija. Sada znamo da postoji polinom R takav da je P(x) =
R(x*). Neka je C € R takav da je P(x) + P(y) = C,VY(x,y) € A. Tada vrijedi

C = P(x) + P(y) = R(x*) + R()5®) = R(x*) + R(10 — x%), ¥(x, y) € A.

Ako je x nenegativan, onda moZemo staviti x = z2. Kako je C = R(z?) + R(10 — z°), iz toga
slijedi da je C = R(x) + R(10 — x). Ukoliko je x negativan, moZemo staviti x = 10 — 72, za
neki z € R takav da je |z > V10. Kako je C = R(z?) + R(10 — z%), uvritavanjem z> = 10 — x
ponovno dobijemo C = R(10 — x) + R(x). Dakle, vrijedi

C =R(x)+R(10-x),Yx e R.

'"HMO - Hrvatska matemati¢ka olimpijada
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Nadalje, za sve realne brojeve x vrijedi
RO+x)+RE5—-x)=R5+x)+R(10-(5+x)) =C.

Definirajmo polinom 7'(x) = R(5 + x) — % Iz prethodnog identiteta direktno dobivamo da
je T neparna funkcija pa postoji polinom Q takav da je T(x) = xQ(x?), Vx € R. Dobivamo
sljede¢i nuzan uvjet na P:

P(x) = R(X®) =T(x*-5) + % =(x*-50x"-5)%+ g

Direktnom provjerom vidimo da svi polinomi ovog oblika zadovoljavaju uvjete zadatka.

4.2 Zadaci s polinomima na stranim i medunarodnim
natjecanjima

Primjer 4.2.1. (IMO?, 2004.) Odredite sve polinome P koji zadovoljavaju jednakost P(a—
b)+P(b—c)+P(c—a) = 2P(a+b+c), za sve realne brojeve a, b, c takve da je ab+bc+ca = 0.

RjeSenje: Za svaki realan broj x uredena trojka (a, b,c) = (6x,3x, —2x) zadovoljava
ab + bc + ca = 0. Za tu trojku iz dane jednadZbe slijedi

P(3x) + P(5x) + P(—8x) = 2P(7x),¥x € R.
Za P(x) = a,x" + a,_1 X" + ...+ a;x + ap, prema teoremu o jednakosti polinoma, vrijedi
G +55+(-8)f-2-7a; =0,k=0,1,2,...,n.

Bududi da je izraz u zagradi negativan za neparne k, a pozitivan za k = 0 i za sve parne
k > 6, izraz je jednak 0 samo za k = 2 i k = 4. Zato je P(x) = ax* + Bx*,a,B € R.

2IMO - Internacionalna matemati¢ka olimpijada (ili MMO - Medunarodna matematic¢ka olimpijada)



POGLAVLIE 4. ZADACI S MATEMATICKIH NATJECANJA 53

DokaZimo sada da svi polinomi tog oblika zaista zadovoljavaju uvjete zadatka.

P(a—b)+ P(b—c)+ P(c —a) = a(a - b)* + Bla—-b)* + ab - c)* + B0 - ¢)*
+a(c—a)* +Bc—-a)

= a(a* - 2ab + b?) +ﬁ(at4 —4a*b + 6a°b* — 4ab’ + b*)

+a(b® = 2bc + c*) + B(b* — 4b%c + 6b*c* — 4bc? + ¢*)

+a(c® = 2ca+ad®) + ,B(a4 —4a’c + 6a*c? — 4ac® + ¢

= 2a(a* + b* + ¢* — 2ab — 2bc — 2ca)

+28(a* + b* + ¢* = 2a°b — 2ab® — 2bc — 2bc* — 24’ c - 2ac’

+3a’b? + 3b°c* + 3d°¢?)

= 2a(a® + b* + ¢* + 2ab + 2bc + 2ca — 4ab — 4bc — 4ca)

+28(a* + b* + ¢* + 4a’°b + 4ab® + 4b3c + 4bCP + 4Pa + 4cd’

- 6(a’b + ab® + b’c + b + a’c + ac?)

+ 6a°b? + 6b*c? + 6a°c* — 3a*b* — 3b*c? = 3d°¢?

+ 12a°bc + 12ab*c + 12abc? — 12a*be — 12ab*c — 12abc?)

= 2a((a + b + ¢)* — 4(ab + bc + ca))

+2B8((a+ b+ c)* —6(a’b + ab® + bc + b’ + a’c + ac?)

- 3a*b* = 3b*c? — 3a*c? — 12a°bce — 12ab*c — 12abc?)

=2a(a+b + c¢)*

+2B8((a + b+ ¢)* — 6((a* + b* + ) (ab + bc + ca)

— a*’bc — ab*c — abc®) - 3((ab + be + ac)?

— 2(a®’bc + ab*c + abc?)) — 12(a*be + ab*c + abc?))

=2ala+b+cl+Ba+b+c)

=2P(a+b+c)

Primjer 4.2.2. (Prijedlog za IMO, 2010.) Odredite najmanji broj n za koji postoje polinomi
f1s f25 - - -5 Ju S racionalnim koeficijentima koji zadovoljavaju

¥ +7 =)+ L)+ + [0

RjeSenje: Jednakost x>+7 = x*+2%+12+12+12 pokazuje daje n < 5. Preostaje pokazati
da x* + 7 nije zbroj Cetriju (ili manje) kvadrata polinoma s racionalnim koeficijentima.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje polinomi fi, f>, f3 1 f4 s racionalnim koeficijen-
tima takvi da vrijedi x> + 7 = fi(x)? + fo(x)> + f3(x)* + fi(x)%. O¢ito su polinomi f;, f>, f3 i
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f4 najvise stupnja 1, stoga vrijedi fi(x) = a;x + b; zaneke a;,b; € Qii = 1,2,3,4. Slijedi
daje x> +7 = 31 (aix + b;)? i zato vrijedi:

Sto znaci da postoji rjeSenje u cijelim brojevima xy, y, X2, Y2, X3, V3, X4, ¥4 1 m > 0, gdje je

m zajednicki nazivnik koeficijenata a; = > i b; = 2 polinoma f;, sustava jednadzbi:

4
D xyi=—6m*  (3)

i=1

PokaZimo da takvo rjeSenje ne postoji.

Prestpostavimo suprotno, tj. da postoji rjeSenje i neka je m minimalni prirodni broj za
koji takvo rjesenje postoji. Uo¢imo da ako je x neparan cijeli broj, onda je x> = 1 (mod 8).
Suprotno, ako je x paran cijeli broj, onda je x> = 0 (mod 8) ili x> = 4 (mod 8). Iz (1)
slijedi da su x;, x;, x3 1 x4 parni brojevi. Naime, ako je samo jedan od brojeva xi, x;, x3, x4
neparan, onda je 37, x? =1 (mod 8)ili >t x? =5 (mod 8). Ako su dva broja neparna,
onda je Y, x? = 2 (mod 8) ili popll x? = 6 (mod 8). Ako su tri broja neparna, onda je
Y x2 =3 (mod 8)ili ¥, x> = 7 (mod 8). Ukoliko su svi brojevi xy, x5, x3, x4 neparni,
onda je Y7, x? = 4 (mod 8). Dakle, ni u jednom slucaju suma h x2 nije djeljiva s 8
1 slijedi da su xp, x,, x3 1 x4 parni brojevi. Sli¢no, iz (2) slijedi da su y;,y,,y3 1 y4 parni
brojevi. Nadalje, kako je lijeva strana jednadZbe (3) djeljiva brojem 4, slijedi da je m paran
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broj. Kona¢no, dobivamo da je

(ﬂ Y1 X2 )2 X3 Y3 X4 Y4 T)
2°2°2727272°2°2°2

rjeSenje sustava jednadzbi (1), (2) i (3), Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je m mini-
malan.

Primjer 4.2.3. (IMC?, 1997.) Neka je f polinom zadan s
f(x) = XZO]Z + a2011x20“ +...+a1x + ap.

Albert Einstein i Homer Simpson igraju sljedecu igru. Na svom potezu, igra¢ odabire
jedan od koeficijenata ay, ay, . .., a1 [ daje mu proizvoljnu realnu vrijednost. Albert igra
prvi. Nakon $to je dao vrijednost odabranom koeficijentu, ta vrijednost se vise ne moZe
promijeniti. Igra zavrsava kada se svim koeficijentima da vrijednost.

Homerov cilj je da polinom f bude djeljiv polinomom m, a Albertov je da to sprijeci.
(a) Koji od igraca ima pobjednicku strategiju ako je m(x) = x —2012?
(b) Koji od igraca ima pobjednicku strategiju ako je m(x) = x*> +1?

RjeSenje: Pokazat ¢emo da Homerova strategija vodi k pobjedi u oba slucaja - (a) i
(b).
(a) UocCimo da ¢e Homer igrati poslijednji te da je to jedini potez koji je bitan. Homer
pobjeduje ako 1 samo ako je f(2012) = 0, .

2012272 4 4501,2012%°M 4 @ 20125 + ...+ 4,2012 + a¢ = 0.

Pretpostavimo da je dana vrijednost svim koeficijentima osim koeficijentu a;. Tada je
Homerov cilj osigurati gornju jednakost koja je zapravo linearna jednadzba s jednom ne-
poznanicom a,. OCito je da Homer zna rijeSiti tu jednadzbu, tj. da Homer pobjeduje.

(b) Definiramo polinome

_ 2 1005 1006 ; _ 2 1005
g) =aop+ayy +asy  +...+axywy " +y Cih(y) =ay+azy+asy” +...+axny .

Vrijedi f(x) = g(x?) + h(x?) - x. Homer pobjeduje ako postigne da su g(y) i h(y) djeljivi sa
vy + 1, tj. ako vrijedi g(—1) = h(-1) = 0.

Primijetimo da i g(y) i A(y) imaju paran broj neodredenih koeficijenata na pocetku igre.
Moguca strategija koja ¢e Homeru osigurati pobijedu jest pracenje Alberta - kada Albert da
vrijednost koeficijentu polinoma g ili polinoma 4, u sljedecem potezu Homer da vrijednost
koeficijentu istog polinoma. Na taj na¢in Homer daje posljednju vrijednost koeficijenta
oba polinoma. Analogno kao u (a), Homer tada moZe odrediti vrijednost posljednjeg ko-
eficijenta oba polinoma tako da vrijedi g(—1) = 01 A(—1) = 0 ¢ime osigurava da je i

f(-1) =0.

3IMC - The International Mathematics Competition
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Primjer 4.2.4. (USAMO*, 2014.) Neka su a, b, c, d realni brojevi takvi da vrijedi b—d > 5
i neka su xy, x», X3 i x4 realne nultocke polinoma P(x) = x* + ax® + bx* + cx + d. Odredite
najmanju vrijednost koju produkt (x7 + 1)(x; + 1)(x3 + 1)(x + 1) moZe postici.

RjeSenje: Koristeci Vieteove formule imamo:
X1X2 + X1 X3 + X1 X4 + XoX3 + XoX4 + X3X4 — X1 X2X3X4 = 5,
odnosno
X1(x + X3 + X4 — X0X3%4) + L(X0X3 + X0X4 + X3%4 — 1) > 4.
Slijedi
4-2 < [.XI(XZ + X3+ X4 — X2X3X4) + 1(X2X3 + XoX4 + X3X4 — 1)]2

pa prema Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti imamo

2 2 2 2
47 < (x7 + D2 + x3 + x4 — X2x3%4)° + (X2X3 + X2X4 + X304 — 1)7]

= (0 + Dg + D3 + D + D).
Jednakost vrijedi ako i samo ako je
X1(X0x3 + XoX4 + X3x4 — 1) = 1(xp + X3 + X4 — X2X3X4),
Sto je ekvivalentno
X1X2X3 + X1XpX4 + X1 X3X4 + X2X3X4 = X| + Xp + X3 + Xy,

tj. a = c¢. Stavimo li P(x) = (x — 1)* dobivamo b — d = 5, stoga je najmanja moguca
vrijednost zadanog produkta jednaka 16.

Navest éemo i alternativno, brze rjeSenje: Za i = V-1 vrijedi x*> + 1 = (x — i)(x + i), zato
imamo

(1 + DG+ DS+ DG + 1) = (= x) = x2)( = x3)( = x4)(—i = x1)(=i = x2)(=i = x3)(—i — x3)
= P(i)P(—i)
=((1-b+d)+ilc—a)(1 —b+d-i(c—a))
=b-d-1°+(c-a)
>(5-17°+0°
= 16,

gdje jednakost vrijedi ako 1 samo ako je b —d = 51a = c, Sto se postiZze za x| = x; = x3 =
x4 = 1. Dakle, 16 je najmanja moguca vrijednost zadanog produkta.

4USAMO - The United States of America Mathematical Olympiad
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Sazetak

U ovom diplomskom radu opisujemo povijesni razvoj polinoma i osnovnog teorema alge-
bre, od Al-Khwarizmijeve Algebre do Galoisove teorije. Zanimljivosti iz povijesti nastav-
ljamo u sljedeéem poglavlju s tri klasi¢na problema starogréke matematike. Uz uvodenje
konstruktibilnih brojeva dokazujemo nerjeSivost tri klasi¢na problema pomocu polinoma.
U nastavku rada detaljno prou¢avamo polinome i njihova svojstva. Posebno se osvréemo
na nultocke 1 faktorizaciju polinoma, a zatim prou¢avamo kako pomoc¢u Hornerovog algo-
ritma efikasno dijelimo polinom polinomom prvog stupnja i pronalazimo Taylorov razvoj
polinoma. Proucavamo simetri¢ne polinome i iskazujemo osnovni teorem o simetri¢nim
polinomima kao kljuéni za dokaz osnovnog teorema algebre. Uvodimo pojam polja raz-
laganja polinoma te prezentiramo jedan algebarski dokaz osnovnog teorema algebre. Na
kraju rada obradujemo razne zadatke vezane za polinome koji su se pojavili na domacim,
stranim i medunarodnim natjecanjima iz matematike.



Summary

In this master’s thesis, we describe the historical development of polynomials and the Fun-
damental Theorem of Algebra, from Al-Khwarizmi’s Algebra to Galois theory. We con-
tinue the next chapter with the three classical Greek problems of mathematics, another
popular historical problem. By introducing constructible numbers, we prove the unsol-
vability of the three classical problems using polynomials. In the next chapter, we study
polynomials and their properties in detail. In particular, we look at zeros and factorization
of polynomials following with Horner’s algorithm and examples how to efficiently divide
a polynomial by the first degree polynomial. We study symmetric polynomials and state
the Fundamental Theorem of Symmetric Polynomials as a key to proving the Fundamental
Theorem of Algebra. Upon introducing a splitting field of a polynomial, we present an
algebraic proof of the Fundamental Theorem of Algebra. At the end of the thesis, we show
various problems related to polynomials that appeared at national, foreign and international
competitions in mathematics.
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