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Uvod

One geometry cannot be more true than another; it can only be more convenient.

Henri Poincaré

Postoji jako puno razlicitih geometrija kroz koje bismo mogli promatrati svijet oko nas.
Kao $to citat kaze niti jedna nije kriva, samo je ponekad efikasnija od druge. Vodeni tom
mislju u ovom diplomskom radu bavit ¢emo se pseudoeuklidskom ravninom koja je analo-
gon euklidske ravnine.

U prvom poglavlju opisujemo pojmove elementarne geometrije euklidske ravnine. Pro-
matramo kruznice i pravce, okomitost pravaca te iskazujemo i dokazujemo vaZnije teoreme
koje susre¢emo u osnovnoj skoli.

U drugom poglavlju upoznajemo pseudoeuklidsku ravninu nazvanu jo§ i Minkowski-
jeva ravnina. Takoder, promatramo kruZnice i pravce u pseudoeuklidskoj ravnini te doka-
zujemo analogone spomenutih teorema u prvom poglavlju.

U treCem poglavlju bavit ¢emo se pregledom izgradnje pojmova okomitost, trokut 1
vektor kroz osnovnu 1 srednju Skolu. Sto u kojem razredu ucenik uci 1 spoznaje te na koji
nacin su ti pojmovi predstavljani u¢enicima.

U Cetvrtom poglavlju donosimo tri aktivnosti kroz koje se ucenicima srednje skole na
dodatnoj nastavi moZze pribliziti pseudoeuklidska ravnina te kako ju moZemo promatrati
kroz pogled euklidske ravnine.

Zanimljivo je spomenuti da Minkowskijeva geometrija nije zanimljiva samo mate-
maticari- ma, nego i fizicarima. Cetverodimenzionalni Minkowskijev prostor je prostor
u kojem je postavljena Einsteinova teorija relativnosti.






Poglavlje 1

Elementarna geometrija euklidske
ravnine

Prostor koji nas okruzuje najcesée opisujemo koristeci se svojstvima euklidske geometrije
¢ija smo svojstva ucili kroz svoje osnovnoskolsko i srednjoskolsko obrazovanje. U ovom
poglavlju bavit ¢emo se euklidskim dvodimenzionalnim prostorom, odnosno euklidskom
ravninom E2. Prikazat ¢emo ju kao realan vektorski prostor R? snabdjeven euklidskim
skalarnim produktom, budu¢i da je on standardni analiti¢ki model za euklidsku ravninu.

1.1 Prostor R?

Na vektorskom prostoru R? za vektore x = (x;,x2) iy = (y1,y,) i skalar A definiramo su
binarne operacije(vidi [4])

e zbrajanja
x+y=(x;,x)+ y,y) = (x1 +yi,x2+y2)

e mnozenja
Ax = Ax1, x2) = (Axy, Axp)

Definicija 1.1.1. Neka su x = (x1,x2),y = (y1,y2) € R% Skalarni produkt {x,y) : R* x
R? — R definiramo s

(x,y) = x1y1 + x2)»

sa sljedecim svojstvima (vidi [4)]):
1. {x,x)>0 VxeR?

2. {x,x) =0 < x=0
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3. {Ax,y) = Ax,y) Vx,yeR? i VY1eR
4. (x+y,2y={(,20+ 2 Vx,yz€R?
5. (x,y) =(y,x) Vx,yeR?
Definicija 1.1.2. Vektori x i y su medusobno okomiti ili ortogonalni ako je {x,y) = 0.

Vektorski prostor s definiranim skalarnim produktom je unitarni prostor pa mozZemo defi-
nirati normu.

Definicija 1.1.3. Na unitarnom prostoru R?* definiramo duljinu ili modul vektora x € R?

kao
x| = V{x, x) = w/x% + x%.

Modul vektora zadovoljava sljedeca svojstva:
Propozicija 1.1.4. Svojstva modula vektora:

I |x|>0 VxeR?

2. xl=0 <= x=0

3. |Ax| = |Allx] VxeR?* i VYAeR.

Pomocu duljine vektora definiramo udaljenost dvaju vektora.
Definicija 1.1.5. Udaljenost u prostoru R?* definiramo funkcijom d : R*> x R> — R

d(x,y) = |x -yl

tako da ¥x,y,z € R? vrijedi:

1. d(x,y) >0,

2.dx,y) =0 & x=y,

3. d(x,y) = d(y, x),

4. d(x,2) < d(x,y) +d(y,2),

Da bi mogli definirati mjeru kuta u euklidskoj ravnini potrebna nam je Schwarz-Cauchy-
Bunjakovski nejednakost.(vidi [21]])



1.1. PROSTOR R? 5

Teorem 1.1.6. Za proizvoljna dva vektora x,y € R? vrijedi:

1€, I < xllyl.
Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori x i y kolinearni.

Dokaz. Neka su vektori x 1y razli¢iti od nulvektora. Za nulvektore tvrdnja je ocita. Pro-
motrimo funkciju
f@) =lx+tf VreR.

Primjetimo f(#) > 0 za svaki 7. Jednakost vrijedi ako 1 samo ako je vektor x + ¢y nulvektor,
odnosno ako 1 samo ako su vektori x i y kolinearni.
S druge strane, funkcija f(¢) je kvadratna funkcija koja postiZe nenegativne vrijednosti

f@) = 13 + 200x,y) + 2P

Funkcija f(#) ima najvise jednu dvostruku nultocku i diskriminanta joj je manja ili jednaka
0 pa dobivamo:
Q2(x, y)* = 4Py <0,

4x, y) < 4Pyl

() < 1Py,

Iz Schwarz-Cauchy-Bunjakovski nejednakosti kao posljedicu dobivamo:

< (x,y) <
[yl

X,y
|xlly]

Definicija 1.1.7. Broj ¢ zovemo radijanska mjera kuta izmedu vektora x i y.

pri ¢emu realan broj

mozemo definirati kao cos ¢ gdje je ¢ € [0, 7].

Za kolinearne vektore ax i By vektorima x i y vrijedi:

= {ax.fpy) = i(x,y) = +Cos .
|lax||Byl [x[yl

Teorem 1.1.8. Neka su x,y € R%. Skalarni produkt {x,y) vektora x i y je

cos

(x,y) = |x| - [yl cos ¢,

pri Cemu je kut ¢ kut izmedu vektora x i y.

Vektorski prostor s gore navedenim svojstvima nazivamo euklidska ravnina i oznatavamo
2
s E-.
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1.2 Kruznica i okomiti pravci

U euklidskoj ravnini kruzZnicu definiramo kao skup svih toCaka jednako udaljenih od neke
fiksne tocke ravnine. Radijus kruZnice u ravnini E2 uvijek je pozitivan broj.

Definicija 1.2.1. Neka je tocka S proizvoljna tocka ravnine E?. Skup svih tocaka X
(XeE?:d(X,S)=rreR}
naziva se kruznica sa sredistem u tocki S radijusa r.

JednadZba kruZnice je
2 2_ 2
x=p+0-q=r
pri cemu je tocka srediSta kruznice S (p, g) , a r radijus kruZnice.
KruZnica i pravac u euklidskoj ravnini imaju tri meduodnosa:

e Pravac dodiruje kruznicu. KruZnica i pravac imaju jednu zajednicku tocku.
e Pravac prolazi kroz kruZnicu te ju sijece u dvije tocke.

e Pravac ne prolazi kroz kruznicu niti ju dodiruje. Tada pravac i kruZnica nemaju
zajednickih tocaka.

Pravci 1 medusobno mogu biti u razli¢itim meduodnosima. Mogu se sjeci, biti paralelni
1 biti okomiti. Prisjetimo se uvjeta okomitosti pravaca u euklidskoj ravnini. Kroz os-
novnoskolsko obrazovanje pa dobar dio srednjoSkolskog obrazovanja naci ¢emo da se pra-
vac opisuje kao neogranicena ravna crta te u viSim razredima osnovne $kole upoznajemo
jednadzbu pravca y = kx + [. Iznimka su srednjoskolski programi za matematicke gimna-
zije. U strucnoj literaturi pronaci ¢emo sljedecu karakterizaciju pravca.

Definicija 1.2.2. Neka je P € E? te neka je v € R*,v # 0. Tada skup
p={T€E*:T—-Pev]
nazivamo pravac odreden tockom P i smjerom vektora v.

Za odredivanje uvjeta okomitosti dvaju pravaca u euklidskoj ravnini koristit ¢emo ana-
liticku jednadZbu pravca
p.y=k-x+1

Neka su p; 1 p, dva pravca ravnine koji se sijeku. Pod kutom ¢ podrazumijevamo Siljasti
kut od dva kuta koja medusobno zatvaraju pravci p; i p,. Da bi odredili mjeru kuta ¢
racunamo tg ¢. Prisjetimo se da se nagib k pravca p definira k = tg«.(vidi [14]) Kutove
koji pravci p; i p, zatvaraju s pozitivnim dijelom osi x, oznacavamo redom s a; 1 ;.
Promatramo tri sluc¢aja:
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1. a; =@y
2. a1 > ar
3. a; < Qp

U prvom slucaju rije¢ je o paralelnim ili podudarnim pravcima bududi da pravci zatvaraju
sukladne kutove s pozitivnim dijelom x osi. Stoga je ¢ = 0.

U drugom i treCem slucaju dobivamo izraz tg ¢ = tg (@, — ;) zbog periodi¢nosti funk-
cije tangens s temeljnim periodom z. Raspisujuci po adicijskoj formuli dobivamo:

tga/2 — tgozl

tgp= —-"—.
8¢ 1 +tgatga,

UvrStavanjem k; = tga; 1 k, = tg a, dobivamo

ky — ky
= 1.1
¢ 1+k1k2 ( )

Iz jednakosti (I.1]) za ¢ = 7 slijedi tg ¢ = oo, a to vrijedi za 1 + k;k, = 0.
Iz jednakosti 1 + kjk, = 0 dobivamo da je uvjet okomitosti dvaju pravaca u euklidskoj
ravnini

1

ko
Dakle, uvjet okomitosti u euklidskoj ravnini kaZze da su pravci okomiti ako i samo ako su
im nagibi suprotni i reciproni.

k1:

1.3 Odabrani teoremi euklidske ravnine

U ovom dijelu promatrat ¢emo odredene teoreme na pravokutnom trokutu 1 kruznici koje
susre¢emo joS u osnovnoj Skoli.

Prvi od teorema kojima ¢emo se baviti je Pitagorin poucak. Do sada je poucak dokazan na
jako puno razli¢itih nacina, a u ovom dijelu mi ¢emo obraditi dva razli¢ita dokaza.

Teorem 1.3.1. Pitagorin poucak(vidi [15|], str. 228)
U pravokutnom je trokutu kvadrat hipotenuze jednak zbroju kvadrata obje katete.

Dokaz. Prvi dokaz koji ¢emo prikazati je Euklidov dokaz Pitagorinog poucka. Pogledajmo
sliku [L.TE

Promotrimo prvo trokut ABK. Odredimo njegovu povr$inu. Uzmimo stranicu BK. Duljina
visine na stranicu BK jednaka je duljini duZine BC, buduéi da su pravci BK i AC paralelni
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L

N |

Slika 1.1: Euklidov dokaz

pa je udaljenost pravaca BK i AC u svakoj to¢ki jednaka duljini duZine BC. Dakle, povr$ina
trokuta ABK jednaka je

BK| - |BC
o _ 1BKI-|BCI

2
Iz Cega slijedi da je povrSina kvadrata BKGC dvostruko veca od povrSine trokuta ABK,
odnosno vrijedi sljedece

PBKGC = 2PABK~

Povucimo okomicu iz to¢ke C na duZine AB i LI. NoZista okomice i duzina AB i LI
ozna¢imo redom s M i N. Promotrimo sad trokut /BC. Odredimo njegovu povrsinu.
Uzmimo stranicu /B. Duljina visine na stranicu /B jednaka je duljini duZine BM, buduéi
da su pravci IB i MC paralelni pa je udaljenost pravaca IB i MC u svakoj tocki jednaka
duljini duZine BM. Dakle, povrina trokuta /BC jednaka je

B - |1BM|
P=———-.

2
odnosno vrijedi sljedece

Iz Cega slijedi da je povrSina pravokutnika N/BM dvostruko veca od povrSine trokuta /BC,

PNIBM = 2PIBC-
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Buducdi da su kutovi «KBC i £I BA kutovi kvadrata, oni su pravi kutovi. Dakle,
|<KBC| = |{IBA|

|4«(KBC| + |{ABM| = |{IBA| + |{ABM|
|{(ABK| = |£IBC]|

Buduci da je BKGC kvadrat, njigove stranice su sukladne pa vrijedi |BK| = |BC|. Analogno
vrijedi |IB| = |AB| iz kvadrata LIBA. Trokuti ABK i IBC imaju dvije sukladne stranica,
|AB| = |IB| 1 |BK| = |BC]| te sukladan kut izmedu njih [{ABK| = |£IBC|. Po SKS teoremu
o sukladnosti trokuta slijedi AABK = AIBC. Buduci da su trokuti ABK 1 IBC sukladni
imaju jednaku povrSinu te slijedi

PABK = PIBC

2I)ABK = 2PIBC

PBKGC = PNIBM~
Analogno se dokazuje da vrijedi

PACJE = PLNMA-

Pravokutnici LNMA 1 NIBM su dijelovi kvadrata LIBA pa zbrajanjem njihovih povrSina
dobivamo povrSinu kvadrata LIBA

Prymva + Pnisy = Pripa

Pucie + Ppkce = Pripa
Kako je AB = ¢, BC = a, CA = b za trokut ABC vrijedi:

a’ +b* =

O

Dokaz. U drugom dokazu dokazat ¢emo Pitagorin poucak preko vektora. Neka nam je
dan pravokutni trokut ABC te neka su vektori AB i AC medusobno okomiti vektori. Zbog

.. v ve —_—> —_ — e d — —_ —_
preglednijeg racuna oznac¢imo vektore AC s d, vektor AB s b te vektor BC' s ¢. Vektor ¢

v . .. . —_ . —- —_ —_ —
mozZemo zapisati i kao razliku vektora ¢ i b. Dakle, ¢ = d — b.
v e —_ .. .
Racunajuci normu vektora ¢ slijedi

P =la-b*=(@-b)a-b)=a-a—a-b-b-a+b-b (1.2)
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2|

v

Slika 1.2: Pravokutni trokut

Primjenom skalarnog produkta vektora AB i AC dobivamo:
@),_b)> =[d|- |79)| - cos {BAC

@, b)y=[dl-b]-0
@.by=0
Sada iz (1.2)) dobivamo:
P =la-bPF=a-a-0-0+b-b
lcl* = la = b* = |a]* + |b]?
lcl* = lal* + |b]
O

Prije sljedeceg teorema prisjetimo se medusobnog odnosa kruznice i pravca. Kruznica
i pravac mogu imati jednu, dvije ili niti jednu zajednicku tocku.

Definicija 1.3.2. Tangenta kruZnice je pravac koji s kruznicom ima tocno jednu zajednicku
tocku. Tu tocku zovemo diraliste tangente.

Definicija 1.3.3. Pravak koji kruznicu sijece u dvije tocke naziva se sekanta.

U sljede¢em teoremu iskazat ¢emo svojstvo tangente koje kaze da je tangenta okomita
na polumjer kruznice u tocki diraliSta.
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Teorem 1.3.4. Polumjer kruZnice okomit je na tangentu kruznice u tocki diralista.

Slika 1.3: Kruznica i njena tangenta u toc¢ki D

Dokaz. Neka je pravac t tangenta i neka je tocka D tocka diraliSta tangente i kruZnice.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da polumjer kruznice nije okomit na tangentu kruznice
u tocki D. Povucimo okomicu na tangentu ¢ kroz toCku srediSta §. SjeciSte okomice 1
tangente neka je tocka A.

Promotrimo sada sliku Uo¢imo da je duljina duZine S A kraéa od duljine polumjera
S D, odnosno

ISA| < |SD|=r.

Dobili smo da je udaljenost pravca od srediSta manja od radijusa kruZnice te tangenta sijece
kruznicu u dvije tocke, So je u kontradikciji s definicijom tangente.
Dakle, polumjer kruZnice okomit je na tangentu u tocki diralista D. O

Treéi teorem kojim ¢emo se baviti je Talesov poucak o kutu nad promjerom kruZnice.
I za ovaj teorem razmotrit ¢emo dva dokaza

Teorem 1.3.5. Talesov poucak o kutu nad promjerom kruZnice (vidi[15], str. 260.)
Ako je AB promjer kruZnice, a C bilo koja tocka kruznice razlicita od A i B, onda je AABC
pravokutan s pravim kutom pri vrhu C.
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Slika 1.4: KruZnica i okomica na pravac t

7D
Y

B

Slika 1.5: Talesov poucak o kutu nad promjerom kruZnice

Dokaz. Promotrimo sliku [1.3] kruZnice sa srediStem u to¢ki S. Na slici moZemo uoditi
dva jednakokracna trokuta jer su duzine AS, S C i S B polumjeri prikazane kruznice. To su
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AAS C 1 AS BC. 1z jednakokraCnog trokuta AAS C slijedi [4S AC| = |4S CA], a iz jednako-
kra¢nog trokuta AS BC slijedi [4S BC| = |<S CB].
Oznac¢imo kutova kao §to je prikazano na slici[I.5] Dakle,

[4.SAC| =[4SCA|=a 1 [4SBC|=[4SCB|=8.
Kut [« BCA| moZemo zapisati 1 na drugi nacin
|4¢BCA| = [4SCA| + [4SCB| = a + 6.

Koristeci ¢injenicu da je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova trokuta ABC jednak 180° dobi-

vamo sljedece
|{¢BAC| + |£{ABC| + |[«BCA| = 180°

a+pB+a+pB=180°
2+ 23 =180°/ : 2
a+pB=90°
Dakle, kut <BCA je pravi kut. i

Talesov poucak o kutu nad promjerom kruZnice moZemo dokazati i koristeci vektore.

Slika 1.6: Talesov poucak o kutu nad promjerom kruZnice preko vektora
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Dokaz. Neka je dana kruznica sa srediStem u tocki S radijusar te tockama A, B 1 C kako je
prikazano na slici Odredimo skalarni produkt vektora ACi BC. Najprije vektore ACi
BC zapiSimo na drugi nacin koristeci se pravilom trokuta za zbrajanje vektora.

— — —_ — = —
(AC,BC) =(AS +SC,BS +5C)
— = — — — —
=(AS,BS)+(AS,SC)+(SC,BS)+(SC,SC) (1.3)
Sa slikeuoéimo da su vektori AS i BS suprotni vektori AS = —BS. Sada iz (™.3)
slijedi
— — — — —_— — — —
(AC,BC) = —(BS,BS)—(BS,SC)+(SC,BS) +(SC,S5C)
— — —5 — 5
(AC,BC) = —|BS|"+0+|SC|
-_ 2 2
(AC,BCY=-r"+r"=0

Buduci da je skalarni produkt vektora A_C)‘ 1 B_6>’ jednak nula slijedi da su vektori medusobno

o« . o, e . H . H .o .
okomiti jer niti jedan od vektora AC 1 BC nije jednak nulvektoru. m|



Poglavlje 2

Elementarna geometrija
pseudoeuklidske ravnine

U ovom poglavlju bavit ¢emo se osnovnim pojmovima pseudoeuklidske ravnine joS zva-
nom Minkowskijeva ravnina po Hermannu Minkowskom, njemackom matematicaru i fizi-
Caru. Kao 1 u prethodnom poglavlju prvo éemo opisati vektorski prostor potreban da bismo
mogli promatrati pseudoeuklidsku ravninu.

2.1 Prostor R}

Realni vektorski prostor R? posluZit ¢e nam kao analiticki model za pseudoeuklidsku rav-
ninu. Pseudoeuklidska ravnina razlikuje od euklidske ravnine u tome $to u pseudoeuklid-
skoj ravnini ne definiramo skalarni produkt kao u E2, nego definiramo Lorentzov skalarni
produkt.

Definicija 2.1.1. Neka su x = (x;,X2),y = (y1,y2) € R% Lorentzov skalarni produkt
(x,y) : R* x R? — R definiramo s

(X,y) = =x1y1 + X2)2
(vidi [20)], str.56.):

S Lorentzovim skalarnim produktom prostor R? nazivamo pseudoeuklidskom ravni-
nom ili Minkowskijevom ravninom te oznacavamo s Rf. Lorentzov skalarni produkt za-
dovoljava svojstvo kvaziasocijativnosti, distributivnosti prema zbrajanju i komutativnosti,
ali za razliku od skalarnog produkta u R? koji je pozitivno definitan, Lorentzov skalarni
produkt to nije. Naime, realan broj

(X, x) = {(x1, %2), (X1, X)) = —x° + x2

15
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moZe biti 1 pozitivan 1 negativan i jednak nuli. Stoga, u pseudoeuklidskoj ravnini razliku-
jemo tri vrste vektora.

Definicija 2.1.2. Za vektor x = (x1, x;) € R} kaZemo da je
o vremenski ako je (x,x) <0,
o svjetlosni ako je (x,x) =0,x # 0
e prostorni ako je {x, x) > 0 ili je x nulvektor.

Kod vremenskih i svjetlosnih vektora razlikujemo jos dvije klase vektora. Ako vektori
zadovoljavaju x; > 0 to su pozitivni vremenski, odnosno svjetlosni vektori, a ako zadovo-
ljavaju x; < O to su negativni vremenski, odnosno svjetlosni vektori.

Sve tri vrste ¢ine odredeni skup u pseudoeuklidskoj ravnini. Odredimo koji su to sku-
povi.

Vremenski vektori zadovoljavaju nejednakost
(LX) =-x1+165 <0 &= x5 <x < |x|<|x|
Svjetlosni vektori zadovoljavaju jednakost
(x,x) = —xf + x% =X +x0)(=x1+x)=0 & x; ==%x

Dobiveni skup za svjetlosne vektore se pravci s nagibom 11 -1 u x;x, ravnini. Prostorni
vektori zadovoljavaju nejednakost

(LX) =-x1+15>0 &= x5 >x < |x|>|x|

Podrucja vremenskih, svjetlosnih i prostornih vektora u ravnini x;x; prikazana su na

slici

Definicija 2.1.3. Na pseudounitarnom prostoru R} definiramo duljinu ili modul vektora

x € R} kao
x| = V{(x,x) = {J-x + x5

Pomodu duljine vektora definiramo udaljenost dvaju vektora kao i u ravnini E2.
Definicija 2.1.4. Udaljenost u prostoru R? definiramo s

d(x,y) = |x =yl

Udaljenost dvaju vektora u pseudoeuklidskoj ravnini moze biti pozitivan realni ili ima-
ginarni broj ili nula.(vidi [20], str.55.)

Vremenski vektori x € R? bit ¢e pozitivne imaginarne duljine jer za vremenske vektore
vrijedi (x, x) < 0. Svjetlosni vektori x € R7 bit ¢e duljine O jer za svjetlosne vektore vrijedi
(x,x)=0.
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Ty = —I2
T =T
3
vremenski|pozitivni
vektori
2
Prostorni 1 Prostorni
vektori vektori

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 g

-2
vremenski|negativni
vektori

-3

Slika 2.1: Vremenski, svjetlosni i1 prostorni vektori

2.2 KruzZnice i okomiti pravci

Definicija 2.2.1. Za x,y € R? kaZemo da su okomiti ili ortogonalni ako vrijedi

x,y»=0

U pseudoeuklidskoj ravnini, kao 1 u euklidskoj ravnini, vrijedi svojstvo da je jedino
nulvektor okomit na sve vektore ravnine.
Dakle, (x,y) = 0 za svaki x povlaéi posebno za x = (1, 0):

xyy=-1-y+0-y,=0 = y; =0

tezax=(0,1):
x=-0-y1+1-y,=0 = y,=0.

Dakle, y = 0.

To svojstvo zovemo nedegeneriranost Lorentzovog skalarnog produkta.

U pseudoeuklidskoj ravnini kao i u euklidskoj ravnini, jednadZzba pravca je y = kx + [.
Promotrimo sada dva pravca u pseudoeuklidskoj ravnini p...y = kyx + [} i p...y = kpx + b.
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Slika 2.2: Okomiti vektori u Minkowskijevoj ravnini

Ako su ti pravci okomiti, onda njihovi vektori smjera zadovoljavaju
(k1,=1) - (kp, 1) = =kjkp + 1 = 0.
Iz Cega slijedi
1
s
Vidimo da za pseudoeuklidsku ravninu dovoljno da su nagibi pravca recipro¢ni da bi pravci
bili okomiti.(vidi [10] )

ki

Propozicija 2.2.2. Neka su vekiori x,y € R? okomiti. Ako je x vremenski vektor, tada je y
prostorni vektor i obrnuto.

Dokaz. Vektor x je vremenski vektor pa vrijedi

(,xy=-x2+x5 <0 &= x5 < xl. (2.1)
Bududi da su x 1 y okomiti vektori vrijedi

—xy1+ X0y, =0 & Xy = xp.

Vektor x je vremenski pa vrijedi x; # O te dobijemo

y = 22 2.2)

X1
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Uvrstavanjem (2.2)) u y = (yy, y») dobivamo

2 2.2 4 1242 2_ .2

_ 2.2 (%) 2 TN NN N X
(y,}’>—_y1+)’2—_(_) Ty, = 2 =T 5
x x> X2

1

Bududi da je x vremenski vektor vrijedi (2.1)), zakljucujemo

2 _ 2
X{— X
2t T
y——— >0.
X

Dakle, vektor y je prostorni vektor jer je (y,y) > 0. Na analogan nacin bi dokazali i tvrdnju
ako je x prostorni, tada je y vremenski. O

Propozicija 2.2.3. Neka su vektori x,y € R okomiti. Ako je x svjetlosni vektor, tada je y
svjetlosni ili nulvektor.

Dokaz. Vektor x je svjetlosni vektor pa vrijedi
(t,x)=-x1+x5=0 & x=x; (2.3)
Bududi da su x i y okomiti vektori vrijedi

—x1y1 + Xy =0 & x1y; = 00

Vektor x je svjetlosni pa je tada naprimjer x; # O te dobijemo

X2Y2
n=-— (2.4)
X1
Uvrstavanjem (2.4) u y = (yy, y») dobivamo
2 2.2 4 12,2 2 _ 2
X22 —X5y5 + V5 X X —X
<y,y>=—y?+y§=—(—)+§= o =
X1 )Cl Xl

Bududi da je x vremenski vektor vrijedi (2.3)), zakljucujemo

A

Dakle, za vektor y dobili smo (y, y) = 0 pa zaklju¢ujemo da je vektor y ili takoder svjetlosni
ili nulvektor. O

Propozicija 2.2.4. Za sve vektore x,y € R? vrijedi

() > PlyP. (2.5)
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Dokaz. Neka je x = (x1,x;) 1y = (y1,y2). RaCunamo

X, y) = {(x1, x2), (1, 2)) = —x1y1 + X2ys. (2.6)
Kvadriranjem izraza dobiva se
(X)) = (=xiy1 + X232)° = X1Y] = 2X1y10)2 + X3Y5 = XyT + X5¥5 — 2X10100)).
Dobiveni izraz moZemo napisati i na sljedeci nacin

X1+ 155 = (6,97 + 2x1y10)). 2.7)

Py = (o x), p) = (=47 + 5) (=] +¥3) = X1V; — X1Y5 — )7 + 55 (2.8)

Uvrstavanjem (2.7)) u izraz (2.8) dobijemo

Py = iyt — x7y3 = x9y7 + 10y
= (6, 9)7 + 2x1y10y2 — X1y3 — 12y}
=(x, Y>2 - (x%y% = 2x1y1x00y2 + x%y%)
= (X)) = (x1y2 — 0y1)* < (%, y)°

O

Propozicija 2.2.4 omogucava nam definiranje kuta medu vektorima pseudoeuklidske
ravnine. Buduéi da smo u propoziciji 2.2.2. dokazali da ako je jedan vektor vremenski, a
drugi prostorni tada su vektori okomiti pa kut definiramo za dva prostorna vektora i za dva
vremenska pozitivna ili negativna.

Kod prostornih vektora umnozak |x|[y| je pozitivan pa je relacija(2.3)) za prostorne vektore

€26, y) = |xllyl.

Kod vremenskih pozitivnih, odnosno negativnih vektora umnoZzak |x|[y| je negativan jer su
|x| i |y| pozitivni imaginarni brojevi pa je relacija (2.5)) za vremenske pozitivne, odnosno
negativne brojeve

<o, v < |xllyl < 0.

Propozicija 2.2.5. Za x,y € R?, oba prostorni ili pozitivni (negativni) vremenski vektori,
postoji jedinstveni nenegativni realni broj ¢(x,y) takav da je

¢, )l = Ixdlyl ch o(x, y). (2.9)
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Funkcija kosinus hiperbolni ch : R — [1, +c0) definirana je s

e +e?

ho =
cnhe )

Definicija 2.2.6. (vidi [10]) Za realan broj ¢ u izrazu [2.9) kaZemo da je kut izmedu pros-
tornih vektora, odnosno pozitivnih (negativnih) vremenskih vektora x i y.

Uocimo da se kut definira samo za vektore iste vrste pa ne mozZemo traziti mjeru kuta
okomitih vektora jer kut za vektore razli¢itih vrsta nije definiran, za razliku od euklidske
ravnine u kojoj je mjera kuta okomitih vektora uvijek 7.

Nakon okomitih pravaca i kuta izmedu pravaca koji se sijeku, a nisu okomiti, promo-
trimo kruznice u pseudoeuklidskoj ravnini.
Prisjetimo se jednadzbe kruznice u euklidskoj ravnini sa srediStem u ishodiStu radijusa
r>0.
(xeR*: |x = 1% (2.10)

U pseudoeuklidskoj ravnini kruznicu takoder definiramo koristeci jednadzbu (2.10) pa jed-
nadZba kruZnice u Minkowskijevoj ravnini glasi

I+ k=7
Duljina vektora u pseudoeuklidskoj ravnini moZe biti pozitivan realan broj, pozitivan ima-
ginaran broj ili nula pa i duljina polumjera kruZnice moZe biti pozitivan realni broj, poziti-
van imaginarni broj ili pak 0.
Promotrimo kruZnice radijusa 0 na slici

r=0
—x%+x§:r2 = —x%+x§=() = x%zx%

Uocimo da je kruznica radijusa O zapravo par pravaca kojim su odredeni svjetlosni vektori
uR%

Promotrimo jedini¢nu kruZnicu pozitivnog realnog radijusa na slici|2.4

2 r=1

X+ xd=r = -d+x=1

Promotrimo jedini¢nu kruZnicu pozitivnog imaginarnog radijusa na slici [2.5]

2 r=i

—x%+x§:r - —x%+x§:—1
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Slika 2.3: KruZnice radijusa 0

Slika 2.4: KruZnica pozitivnog realnog radijusa
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Slika 2.5: Kruznica imaginarnog radijusa

Promotrimo li kruZnice pseudoeuklidske ravnini s glediSta euklidske ravnine primjecu-
jemo da su kruznice pozitivnog realnog radijusa zapravo hiperbole s tjemenima na osi x; u
euklidskoj ravnini. Takoder, kruZnice pozitivnog imaginarnog radijusa zapravo hiperbole s
tjemenima na osi x, u euklidskoj ravnini.

Uocimo jos jedno svojstvo kruznica pseudoeuklidske ravnine. Kruznicama pozitivnog
realnog radijusa svi tangencijalni vektori su vremenski, svi tangencijalni vektori kruZnice
pozitivnog imaginarnog radijusa su prostorni vektori. Stoga se kruznica pozitivnog realnog
radijusa zove vremenska krivulja, a kruZnica pozitivnog imaginarnog radijusa prostorna
krivulja.

Nakon razmatranja kruznica, sada okomitost moZzemo opravdati geometrijskim ana-
logonom tvrdnje iz euklidske geometrije koja kaze da je polumjer kruznice okomit na
tangentu u odgovarajucoj tocki. Definirajmo prvo polumjer kruZnice u Minkowskijevoj
ravnini.
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Definicija 2.2.7. Spojnica sredista i neke tocke kruznice naziva se polumjer kruZnice.

Teorem 2.2.8. Polumjer kruznice ortogonalan je na vektor smjera tangente kruZnice u
odgovarajucoj tocki kruZnice.

Dokaz. Vektor polumjera kruznice ima smjer radijvektora odabrane tocke na kruZnici.

1

X()).
2_2
o

Neka je to vektor x, = (xo, £ /x5 — ).

Vektor smjera tangente u istoj tocki odreden je derivacijom pa je to vektor v, = (1, +
X,

Izracunajmo Lorentzov skalarni produkt za ta dva vektora:

(Vp,Vy) = <(xo, + /x5 — 1), (1, i;rzxo»

1
=-xo- 1+ (= x(z)—r2)-(4_r—x0)

= —Xp + Xo
- @2.11)

2.3 Odabrani teoremi pseudoeuklidske ravnine

U ovom dijelu iskazat ¢emo i dokazati analogone teorema spomenutih u prvom poglavlju.

Teorem 2.3.1. Pitagorin poucak(vidi [10], str. 165.)
U pravokutnom je trokutu kvadrat hipotenuze jednak razlici kvadrata kateta.

Dokaz. Neka je dan pravokutan trokut AACB takav da su mu stranice BC i CA katete, a
stranica BA hipotenuza.
Promotrimo sljedeci specijalni slucaj, ostali slucajevi dokazuju se analogno:

Neka je vektor katete CA prostorni vektor, a vektor druge katete BC vremenski jer je na
njega okomit, kao na slici Pretpostavimo da je vektor hipotenuze BA vremenski vektor.
Radi preglednijeg zapisa apsolutne vrijednosti duljina vektora oznadit ¢emo s ||E4)I| = c,
IBC|| = a te ||CAl| = b.

Vektor BA se moze zapisati kao zbroj vektora BC i CA pa dobivamo

- = =
BA = BC + CA.
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Slika 2.6: Pravokutni trokut - Minkowskijeva ravnina

Sada izraCunajmo skalarni kvadrat vektora BA:
= = = —_— = = =
BA” = (BC + CA)* =(BC + CA,BC + CA)
—, —_— — —_— — —,
= BC“ +(BC,CA) +{(CA,BC) + CA
-, — = -,
= BC” + 2(BC,CA) + CA". (2.12)
. . H . H o, . .o .
Bududi da su vektori BC i CA okomiti, vrijedi
—_— =
(BC,CA) =0, (2.13)

a za vektor BA vrijedi
RA2 2
BA® = —¢*, (2.14)

Uvrstavanjem 2.13) i (2.14) u (2.12) slijedi

—>=(BC+CA? = BC? +CA? = - + I

Sredivanjem izraza dobivamo

L=k p?
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U prikazanom dokazu pretpostavili smo da je hipotenuza vremenski vektor. U slucaju
da je vektor CA prostorni, BC vremenski, a BA prostorni dobivamo

—a>+ b=

. . . . . — ., .=
. Sli¢no dobivamo i za slucajeve kada je vektor CA vremenski, BC prostorni, a BA vre-
menski, odnosno prostorni

&P -b =,

a’ - b =

Pravokutan trokut s prostornim vektorom kao hipotenuza prikazan je na slici[2.7]

W) Zy

Slika 2.7: Pravokutni trokut - Minkowskijeva ravnina

Sljedeéi teorem koji cemo iskazati i dokazati u pseudoeuklidskoj ravnini je analogon
Talesovog teorema o kutu nad promjerom kruznice.

Teorem 2.3.2. Talesov poucak o kutu nad promjerom kruznice (vidi[15]], str. 260.)
Ako je AB promjer kruZnice, a C bilo koja tocka kruZnice razlicita od A i B, onda je AABC
pravokutan s pravim kutom pri vrhu C.
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Slika 2.8: Talesov poucak - Minkowskijeva ravnina, kruZnica pozitivnog realnog radijusa

Dokaz. Neka je dana kruZnica sa srediStem u tocki O radijusa r te tockama A, B i C kako

je prikazano na slici[2.§]
. . .o .o H . H .o H .
Promotrimo najprije radijvektor OD 1 vektor DE. Radijvektor OD zapravo je vektor

polumjera kruZznice, a vektor E}Z vektor smjera tangente u tocki D na kruznicu. Kao §to je
— . —
prikazano u (2.11) Lorentzov skalarni produkt vektora OD i DE bit ¢e 0. Dakle,
—_— —
(OD,DE) =0 (2.15)
Bududi da je pravac BC paralelan pravcu OD te pravac CA paralelan pravcu DE, njihovi
vektori smjera su kolinearni pa ¢e po (2.13) vrijediti
— —
(BC,CA) =0
. . . ﬂ . H . .o . .
Bududi da je skalarni produkt vektora CA i CB jednak nula slijedi da su vektori medusobno
O

L] L] H . ﬂ .o .
okomiti jer niti jedan od vektora CA 1 CB nije jednak nulvektoru.
Na analogan nacin mogli smo dokazati Talesov poucak o kutu nad promjerom kruznice
i da smo promatrali kruZnicu pozitivnog imaginarnog radijusa, prikazano na slici[2.9]
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Slika 2.9: Talesov poucak - Minkowskijeva ravnina, kruZnica pozitivnog imaginarnog ra-

dijusa



Poglavlje 3

Okomitost, trokut i vektori kroz Skolu

Po novom kurikulu nastavnog predmeta Matematike pojmovi se protezu i nadograduju
tijekom cijelog osnovnoskolskog i srednjoskolskog obrazovanja. U ovom poglavlju opisat
¢emo kako se uvodi i kasnije nadograduju pojmovi okomitost, trokut te vektori ucenicima
kroz osnovnoskolsko 1 srednjoskolsko obrazovanje. (vidi [30]])

3.1 Okomitost pravaca

Razredna nastava

Prvi susret u¢enika s pojmovima pravac i okomiti pravci javlja se u treCem razredu osnovne
Skole. Ucenicima je pravac objasnjen kao ravna neogranicena crta. (vidi [8], str. 122.) Za-
tim, nakon upoznavanja s duZinom na pravcu i polupravcem, ucenici se susrecu s pravcima
koji se sijeku i1 usporednim pravcima. Sada im se prezentiraju okomiti pravci kao jedna
vrsta pravaca koji se sijeku. (vidi [8], str. 142.) Ne navodi se nikakvo objasnjenje, samo je
u slikama prikazan postupak crtanja okomitih pravaca te se daje oznaka za okomite pravce.

Prelaskom u Cetvrti razred ucenici se susreCu s pojmom kuta, Sto je to kut te kakav
sve moZe biti. Sada se pravi kut ucenicima objaSnjava prisjecajuéi se okomitih pravaca
upoznatih u prethodnome razredu. Ucenike se usmjerava da uoce da okomiti pravci dijele
ravninu na 4 jednaka dijela. SjeciSte dvaju okomitih pravaca je vrh kuta, a polupravci kao
krakovi kuta odraduju Cetiri sukladna kuta. U Cetvrtom razredu ucenici nisu joS upoznati s
pojmom sukladnosti pa govore da su to Cetiri jednaka kuta. (vidi [13], str. 131.)

Predmetna nastava

Prelaskom u peti razred ucenici produbljuju svoja znanja o pravcima, duZinama i poluprav-
cima. Sada je fokus na odredenosti pravca u ravnini. Prisje¢aju se medusobnih polozaja

29
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dvaju pravaca u ravnini te kako se crtaju odredeni pravci uz pomoc ravnala i trokuta ili dva
trokuta. Kada se govori o okomitim pravcima, udZbenici daju definiciju okomitih pravaca
kao dva pravca koji ravninu dijele na Cetiri jednaka dijela. (vidi [23], str. 107.,[11], [3]]).
Takoder, u nekim udZbenicima se moze pronaci i naziv okomica (vidi [23]], [3]) te kada
kaZzemo da su duZine ili polupravci medusobno okomiti. (vidi[23])

Ucenici u osnovnoj Skoli jo§ u osmom razredu obraduju pravce, ali sada je fokus na jed-
nadzbi pravca. Na ovoj razini uci se uvjet usporednosti, ali se ne spominje uvjet okomitosti
dvaju pravaca. (vidi [28]], str. 8-42)

Srednja Skola

U srednjoj Skoli okomitost pravaca javlja se kod obrade nastavne jedinice Kut izmedu
pravaca. Izvodeci formulu za kut izmedu pravaca

te primjenjujuci je na okomite pravce koji zatvaraju pravi kut dolaze do uvjeta okomitosti
dvaju pravaca. Dakle, uCenici sada spoznaju da su dva pravca okomita ako i samo ako
vrijedi da je nagib jednog pravca jednak negativnoj reciprocnoj vrijednosti nagiba drugog
pravca. Koliko ¢e uCenici detaljno obradivati kut izmedu pravaca i uvjet okomitosti ovisi
1 tjednom broju sati nastavnog predmeta Matematike, Sto u treCem razredu srednje Skole
moZe biti od 2 do 7 sati tjedno.(vidi [22]], 63-64;[19] 75-92; [18]], 107-128.)

3.2 Trokut

Razredna nastava

Kroz prvi razred osnovne Skole u€enici uce geometrijske likove i geometrijska tijela pa se
pojam trokuta javlja samo kao vrsta geometrijskog lika ili strana geometrijskog tijela.(vidi
[S],[6])U drugom razredu ucenici ponavljaju geometrijske likove i geometrijska tijela te se
prikazuju stranice i vrhovi geometrijskih likova, (vidi[7], str.17), odnosno bridovi, plohe i
vrhovi za geometrijska tijela. Na kraju treCeg razreda uenici se upoznaju s pojmom opseg
te racunaju opseg kvadrata, pravokutnika i trokuta. (vidi [9], str. 76.). Prelaskom u Cetvrti
razred ucenici ponavljaju osnove koje su do sada ucili o trokutu te ih nadopunjuju novim
znanjima kako ozna¢avamo vrhove i stranice trokuta te koliko kutova ima trokut. Takoder
uce podjelu trokuta ovisno o duljinama stanica te pravokutni trokut. Za svaku vrstu trokuta
koji uce prikazana im je 1 pravilna konstrukcija. (vidi [13], str. 139-161).
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Predmetna nastava

U petom razredu osnovne Skole ucenici ponavljaju do sada naucena svojstva trokuta. U
veéini udZbenika spominje se samo podjela trokuta ovisno o duljini stranice (vidi [12],
[24], 99-101), dok neki udzbenici spominju i podjelu trokuta ovisno o veli¢ini unutarnjih
kutova (vidi [3], 62-68). Svojstva trokuta se obraduju u Sestom razredu. Ucenici utvrduju
prijasnja znanja o trokutu i vrstama trokuta te ih proSiruju uceéi o unutarnjim i vanjskim
kutovima trokuta, sukladnosti trokuta, nejednakosti trokuta te povrSini trokuta. Ucenici
se kroz obradu sukladnosti trokuta prvi put susrecu s pojmom poucka. Takoder, obraduju
se 1 tri osnovne konstrukcije trokuta (vidi [25], str. 62-100, [2]], str. 114-162). Na kraju
svog osnovnoskolskog obrazovanja, ucenici se u osmom razredu osnovne Skole susrecu s
pojmom sli¢nosti trokuta. (vidi [27], str. 149-154). Takoder, ucenici se prisjecaju pravo-
kutnog trokuta kroz temu Pitagorin poucak (vidi [28], str. 44-98), a svojstava pojedinih
trokuta prisjecaju se kroz cjelinu Geometrijska tijela proucavajuci njihove pobocke i baze
(vidi [28]], str. 104-110; 133-145).

Srednja Skola

Ucenici su se joS u osnovnoj Skoli susreli samo s pojmovima sukladnost i slicnost te
obradivali poucke o sukladnosti trokuta. U prvom razredu srednje Skole svoje znanje o
sli€nosti trokuta proSiruju s pou¢cima o sli¢nosti trokuta. Sada se detaljnije pristupa obradi
poucaka te njihovoj primjeni kroz razne zadatke i dokaze odredenih tvrdnji. Koliko ¢e
ucenici detaljno obradivati sukladnost i sli¢nost trokuta ovisi i tjednom broju sati nastav-
nog predmeta Matematike, $to u prvom razredu srednje Skole moZe biti od 2 do 5 sati
tjedno. Takoder, u prvom razredu obraduje se trigonometrija pravokutnog trokuta. (vidi
[29], 58-74;[17] 56-128; [16], 60-132).

3.3 Vektori

Predmetna nastava

Pojam vektor uc€enicima je apstraktan pojam s kojim se susrecu prvi put u sedmom razredu
osnovne Skole. Ucenici uce da su vektori odredeni smjerom, duljinom i orijentacijom.
Spoznaju da smjer 1 orijentacija nisu isti pojmovi. Upoznaju se s kolinearnim, jednakim i
suprotnim vektorima. Obraduju zbrajanje vektora preko pravila trokuta i pravila paralelo-
grama te oduzimanje dvaju vektora prikazuju kao zbrajanje prvog sa suprotnim vektorom
drugog vektora. (vidi [26], str. 8-26; [1]], str. 20-46).
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Srednja Skola

Nakon prvog susreta s vektorima u sedmom razredu osnovne $kole, u€enici ¢e u treCem
razredu srednje Skole produbiti svoja znanja o vektorima. Najprije se prisjeCaju osnovnih
pojmova i zbrajanja vektora te obraduju mnozenje vektora skalarom, linearnu kombinaciju
vektora, vektore u pravokutnom koordinatnom sustavu te skalarni umnozak. Koliko e
ucenici detaljno obradivati temu vektora ovisi i tjednom broju sati nastavnog predmeta
Matematike, $to u tre¢em razredu srednje Skole moZze biti od 2 do 7 sati tjedno.(vidi [22],
10-48;[19] 6-64; [18]], 6-68.) U nastavnim programima sa 6 ili 7 sati tjedno obraduju se i
nastavne jedinice Vektori u prostoru te Vektorski i mjeSoviti umnozak (vidi [18]], 68-94).



Poglavlje 4

Pseudoeuklidska ravnina - aktivnosti na
dodatnoj nastavi

4.1 Aktivnosti za dodatnu nastavu

Kroz prva dva poglavlja prisjetili smo se euklidske ravnine R? te upoznali pseudoeuklidsku
ravninu ili Minkowskijevu ravninu Rf. Pokazali smo da je pseudoeuklidska ravnina ana-
logon euklidske ravnine s Lorentzovim skalarnim produktom. Ucenicima prirodoslovnih
matemati¢kih gimnazija koji imaju dara za matematiku bilo bi zanimljivo prezentirati pse-
udoeuklidsku ravninu kroz odredene aktivnosti na dodatnoj nastavi. Takve tri aktivnosti
prikazat ¢emo u ovom poglavlju.

Aktivnost 1. Kruznica
Cilj aktivnosti:

Ucenici Ce otkriti analogon kruzZnice euklidske ravnine u pseudoeuklidskoj ravnini.

Potrebni materijali:

Biljeznica, olovka, tableti ili raCunala

Detaljan tijek:

Ucenicima se prije samostalnog rada objasnjava Lorentzov skalarni produkt i njegova svoj-
stva. Zatim ucenici dobiju upute da primjene Lorentzov skalarni produkt pri racunanju mo-
dula vektora u pseudoeuklidskoj ravnini te da dobiveni rezultat uvrste u definiciju kruznice

33
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(2.10) te da dobiveni rezultat generiraju u programu dinamicke geometrije. Uenicima se
postavljaju pitanja:

e Koji su skup dobili kao kruZnicu u pseudoeuklidskoj ravnini?
e Sto je srediite kruznice?
e Sto je polumjer kruZnice, a §to promjer?
e Hoce li za kruznicu u pseudoeuklidskoj ravnini vrijediti ista svojstva kao za kruZnicu
u euklidskoj ravnini?
Zakljucak:

Ucenici primjenom Lorentzovog skalarnog produkta u definiciji kruZnice dolaze do za-
kljucka da je analogon kruznice euklidske ravnine u pseudoeuklidskoj ravnini zapravo hi-
perbola euklidske ravnine.

Nakon zakljucka da je kruZnica pseudoeuklidske ravnine hiperbola euklidske ravnine,
ucenicima se namece pitanje ima li viSe vrsta kruznica. Naime, za prethodnu aktivnost
ucenicima se trebao objasniti Lorentzov skalarni produkt te pokazati da u pseudoeuklidskoj
ravnini imamo 3 vrste vektora. Negativan predznak kod uc¢enika moZze pobuditi radoznalost
kakva onda mozZe biti duljina vektora i kako to utjece na kruZnicu i njezin radijus.

AKktivnost 2. Vrste kruznice
Cilj aktivnosti:

Ucenici Ce otkriti da u pseudoeuklidskoj ravnini postoje tri vrste kruznica.

Potrebni materijali:

BiljeZnica, olovka, tableti ili racunala

Detaljan tijek:

Nakon predstavljanja vremenskih, svjetlosnih i prostornih vektora, u¢enicima se postavlja
pitanje:

e S obzirom na vrstu vektora kojemu raunamo duljinu, kakva ona moze biti?
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Uz malo raspisivanja ucenici uvidaju da duljina vektora moze biti pozitivan realni ili ima-
ginarni broj ili nula.
Zatim im se postavljaju sljedeca pitanja:

¢ Koje je vrste polumjer kruZnice koju su dobili u prvoj aktivnosti?

Sto predstavlja kruZnicu &iji je polumjer svjetlosni vektor?

MozZe 1i biti kruzZnica radijusa 0?

Moze li kruZnica biti pozitivnog imaginarnog radijusa?

Moze li kruZnica biti negativnog radijusa?

Svoje rezultate trebaju prikazati u programu dinamicke geometrije.

Zakljucak:

Ucenici nakon davanja svojih odgovora i medusobne rasprave dolaze do zakljucka da u
Minkowskijevoj ravnini postoje kruznice pozitivnog realnog radijusa, kruZnice radijusa 0
te kruznice pozitivnog imaginarnog radijusa. KruZnica negativnog radijusa nema.

Osim kruznica, ucenicima bi bilo zanimljivo prezentirati kut izmedu pravaca i okomite
pravce pseudoeuklidske ravnine. Potaknuti ih da uvide da u drugim ravninama nije nuzno
imati pravi kut da bi pravci bili okomiti.

Aktivnost 3. Kut izmedu okomitih pravaca
Cilj aktivnosti:

UCenici e otkriti da kut izmedu okomitih pravaca pseudoeuklidske ravnine nije 7.

Potrebni materijali:

Biljeznica, olovka, tableti ili racunala
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Detaljan tijek:

Prije samostalnog rada u¢enika, definira im se kut izmedu prostornih vektora te kut izmedu
pozitivnih, odnosno negativnih vremenskih vektora. Takoder, reCe im se definicija okomi-
tih vektora u R? te im se iskaZe propozicija 2.2.2. i 2.2.3. Zadatak za uenike je dokazati
dvije iskazane propozicije te predociti sebi par okomitih vektora. Potom se ucenicima
postavljaju sljedeca pitanja:

e Mogu li dva svjetlosna vektora medusobno biti ortogonalna?

Mogu li dva vremenska vektora medusobno biti ortogonalna?

Mogu li dva prostorna vektora medusobno biti ortogonalna?

MozZemo li mjeriti kut izmedu dva svjetlosna vektora?

Mozemo li dobivene dvije definicije za kut dvaju istovrsnih vektora primijeniti na
okomite pravce?

Kada bi u programu dinamicke geometrije mjerili kut izmedu dva okomita vektora,
je li taj kut jedinstvene mjere za sve okomite vektore?

Zakljucak:

Ucenici kroz prezentiranje svojih odgovora i raspravu zakljuuju da ako su dva vektora
ortogonalna u pseudoeuklidskoj ravnini, nuzno je jedan prostorni, a drugi vremenski vek-
tor. Takoder, interpretacijom definicije uvidaju da su svjetlosni vektori ortogonalni sami
na sebe. Pri mjerenju kuta programom dinamicke geometrije izmedu dva okomita vek-
tora pseudoeuklidske ravnine, uocavaju da ne dobivaju jedinstvenu mjeru kuta. Ucenici
zakljuCuju, buduéi da kut izmedu razlicitih vrsta vektora uopée nije definiran, mjeru kuta
dvaju okomitih vektora ne mozemo odrediti.

Na analogan nacin kao Sto istraZzujemo svojstva euklidske ravnine te njezinih podsku-
pova, mogli bismo dalje istrazivati svojstva pseudoeuklidske ravnine i njezinih podsku-
pova.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu promatramo pseudoeuklidsku ravninu ili Minkowskijevu rav-
ninu. Ona je analogon euklidske ravnine s Lorentzovim skalarnim produktom. Za obje
ravnine iznosimo elementarne pojmove, promatramo kruZnice i pravce te iskazujemo 1 do-
kazujemo Pitagorin poucak i1 Talesov poucak o kutu nad promjerom kruznice. Za kraj
donosimo tri aktivnosti kojima se ucenicima srednje Skole moZze pribliziti pseudoeuklidska
ravnina.






Summary

In this thesis, we observe the pseudoeuclidean plane or the Minkowski plane. It is the ana-
logue of the Euclidean plane with the Lorentz scalar product. For both planes, we present
elementary notions, observe circles and lines, then state and prove Pythagoras’s theorem
and Thales’s theorem on an inscribed angle spanned by the diameter of a circle. Finally, we
present three activities that can help high school pupils get closer to the pseudoeuclidean
plane.
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