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Uvod

Teorija grafova je grana diskretne matematike koja proucava matematicke objekte - gra-
fove. Grafovi se sastoje od skupova vrhova i bridova koji ih povezuju, a prikazujemo ih
obi¢no tockama i linijjama u ravnini. Teorija grafova je kao matematicka disciplina primje-
njiva u mnogim svakodnevnim problemima pa je kao takvu Zelimo pribliZiti u¢enicima svih
uzrasta. Ovaj diplomski rad se fokusira na neke od klju¢nih problema iz teorije grafova.

Diplomski rad podijeljen je na Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju prikazani su os-
novni pojmovi iz teorije grafova, ukljucujuéi definicije, njihova svojstva i primjere. Prvo
poglavlje ¢e takoder omoguciti osnovno razumijevanje potrebno za preostala poglavlja.

U drugom poglavlju fokus je na poznatom problemu mostova u Konigsbergu, to jest,
mozZemo li obi¢i grad Konigsberg tako da svaki od njegovih sedam mostova prijedemo
tocno jednom, a da se na kraju vratimo na pocCetak. Ovaj problem datira iz 18. stoljeca
1 predstavlja prvi veliki izazov u proucavanju grafova. RjeSenje tog problema ponudio je
Leonhard Euler te time utemeljio teoriju grafova. Nakon kratkog povijesnog pregleda, dane
su definicije 1 teoremi vezani uz Eulerove i skoro-Eulerove grafove te njihovi dokazi. Na
kraju, ponudene su ideje za provodenje ucenickih aktivnosti u dodatnoj nastavi matematike,
prikladne za ucenike raznih dobi.

U tre¢em poglavlju poblizZe je predstavljen tzv. problem rukovanja, rezultat koji je kroz
pokusaje rjeSavanja problema mostova dokazao Euklid. Takoder je dan primjer aktivnosti
za provodenje u dodatnoj nastavi matematike.

Cetvrto poglavlje bavi se teoremom o &etiri boje, koji je jedan od najpoznatijih rezul-
tata u teoriji grafova. Ovaj teorem tvrdi da je moguce obojiti svaku (zemljopisnu) mapu s
najvise Cetiri boje, pri cemu nikoje dvije susjedne regije nisu obojane istom bojom. Takoder
se podrazumijeva da dvije regije koje se dodiruju samo u tocki ne dijele granicu i stoga
mogu biti obojane istom bojom. Ovaj teorem je bio predmet velike paznje 1 mnogih ras-
prava, sve do konanog dokaza 1976. godine. Bio je to prvi veci teorem dokazan uz pomo¢
racunala te ga covjek joS uvijek ne moze provjeriti. Kako je dokaz samog teorema kompli-
ciran, ovdje ga ne dokazujemo. Kao i u prethodnom poglavlju, ponudene su neke ideje za
provedbu aktivnosti u dodatnoj nastavi matematike.

Cilj ovog diplomskog rada je pruZiti kratki pregled teorije grafova, pocevsi od osnov-
nih definicija i primjera, preko rjeSavanja poznatih problema kao Sto su problem mostova
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u Konigsbergu, problem rukovanja i problem o Cetiri boje. Takoder, dane su neke is-
trazivaCke aktivnosti kroz koje ucenici sami otkrivaju navedene probleme kao i njihova

rjeSenja.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi iz teorije grafova

Navedimo na pocetku osnovne pojmove iz teorije grafova potrebne za razumijevanje ovog
rada.

Definicija 1.1. Graf G je uredeni par skupova G = (V(G), E(G)), gdje je V = V(G)
neprazan konacan skup vrhova (ili ¢vorova), a E = E(G) je konacan skup 2-podskupova
od V koje zovemo bridovima.

Skup vrhova 1 skup bridova dobili su oznake po engleskim rije¢ima vertix i edge. Gra-
fove Cesto prikazujemo graficki u ravnini tako da vrhove prikazujemo tockama, a bridove
duzinama ili krivuljama koje spajaju te tocke.

Primjer 1.2. Na slici 1.1 prikazan je primjer tipicnog grafa G.
Skupovi V(G) i E(G) za graf G su:

V(G)=1{A,B,C,D,E,F,G} i

E(G) = {AB, BG, BC,CD, DE, DF, EF, FA} .

Definiciju grafa moZemo proSiriti tako da uklju¢imo petlje (bridove koji spajaju vrh sa
samim sobom), viSestruke bridove (izmedu para vrhova nalazi se viSe bridova) i usmje-
rene bridove (bridovi koji su orijentirani). Usmjerene bridove reprezentiramo uredenim
parovima, a ne 2-podskupovima. Kod viSestrukih bridova skup E postaje multiskup.

Primjer 1.3. Na slici 1.2 nalazi se primjer grafa koji sadrZi visestruke bridove (lijevo) i
primjer grafa koji sadrZi petlje (desno). Kod prvog grafa vrhovi A i B te C i D povezani su
dvama bridovima, a drugi graf sadrZi petlje u vrhovima F i G.

Definicija 1.4. Graf je jednostavan ako nema ni petlji ni visestrukih bridova.

Primjer 1.5. Uocimo da graf G sa slike 1.1 nema ni petlji ni visestrukih bridova pa je
stoga dani graf jednostavan.
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Slika 1.2: Primjer grafova koji sadrze viSestruke bridove i petlje

Definicija 1.6. Graf koji ima visestruke bridove zovemo multigraf.

Primjer 1.7. Na slici 1.3 prikazan je multigraf s visestrukim rubovima oznacenim crvenom
bojom i petljama oznacenim zelenom bojom.

Definicija 1.8. Graf koji ima usmjerene bridove zovemo usmjereni graf ili digraf. Sva-
kom njegovom bridu pridruZen je redom njegov pocetni i krajnji vrh. Taj smjer u crtanju
oznacavamo strelicama.

Primjer 1.9. Na slici 1.4 dan je primjer usmjerenog grafa.
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Slika 1.3: Multigraf

Slika 1.4: Primjer usmjerenog grafa

Ponekad koristimo izraz jednostavan graf kako bismo naglasili da ne govorimo o di-
grafu ili multigrafu.

1z grafickog prikaza moZemo doci do formalnog zapisa grafa oblika G = (V, E). Ako su
zadani vrhovi grafa G te ako znamo koji su vrhovi medusobno povezani, onda smatramo
da je graf zadan. Dakle, graf moZemo promatrati kao binarnu relaciju susjedstva na skupu
vrhova.

Definicija 1.10. Vrhovi u,v € V su susjedni ukoliko postoji brid koji ih spaja, tj. ukoliko
postoji e = {u,v} € E. Bridovi su susjedni ako imaju zajednicki vrh. Brid e = {u,v}
skraceno se zapisuje kao e = uv. KaZemo da je vrh u incidentan s bridom e. Vrh v je
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takoder incidentan s bridom e.
Takoder za bridove kojima je barem jedan vrh zajednicki kazemo da su incidentni.

Definicija 1.11. Potpun graf je graf u kojemu je svaki par vrhova brid, tj. kod kojeg su
svaka dva vrha susjedna. Potpun graf s n vrhova oznacava se s K,.

Definicija 1.12. Nul-graf je graf koji nema bridova. Nul-graf s n vrhova oznacava se s N,.

Primjer 1.13. Prikaz potpunog grafa K¢ nalazi se na slici 1.5,a prikaz nul-grafa Ny na
slici 1.6.

Slika 1.5: Graf K¢

e © 000 0 © @

Slika 1.6: Graf Ny

Definicija 1.14. Stupanj vrha v grafa G definiramo kao broj bridova koji su incidentni s
v, a oznacavamo s deg(v). Za vrh stupnja 0 kaZemo da je izolirani vrh, a za vrh stupnja 1
kaZemo da je krajnji vrh.
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Primjer 1.15. Graf G na slici 1.1 nema izoliranih vrhova, vrh G je krajnji vrh jer je
deg(G) = 1, a za ostale vrhove vrijedi

deg(A) = deg(E) = deg(C) =2 te

deg(B) = deg(D) = deg(F) = 3. Svi vrhovi grafa Ny sa slike 1.6 su izolirani.

Definicija 1.16. Podgraf grafa G = (V, E) je graf kojemu su skup vrhova i skup bridova
podskupovi od V i E redom.

Primjer 1.17. Podgraf grafa K¢ sa slike 1.5 nalazi se na slici 1.7.

Slika 1.7: Podgraf grafa K sa slike 1.5

Jasno je da jedan graf moZemo prikazati graficki na viSe nacina. Dakle, trebamo defi-
nirati kada ¢emo dva grafa smatrati istima, tj.izomorfnima.

Definicija 1.18. KaZemo da su dva grafa G, i G, izomorfna ako je moguce oznaciti vrhove
oba grafa na isti nacin: za svaki oznaceni par u,v vrhova, broj bridova koji spajaju u i v
u Gy jednak broju bridova koji spajaju u i v u G,. Formalno: KaZemo da su dva grafa
G, = (V1,Ey) i G, = (V,, E») izomorfna ako postoje bijekcije 0 : Vi — V,, ¢ : E; — E;
takve da je vrh v incidentan s bridom e u G| ako i samo ako je vrh 6(v) incidentan s bridom

o(e) u G,.

Primjer 1.19. Primjer dvaju izomorfnih grafova nalazi se na slici 1.8.

Slijede definicije nekih nacina “kretanja” po grafu.
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Slika 1.8: Izomorfni grafovi

Definicija 1.20. §etnja od vy do v, u grafu G je niz (vo, e, vy, €2, V2, ..., €y, V), gdje je e;
brid {vi_1,v;}, za i = 1,2, ...,n. Duljina Setnje je broj bridova u nizu. Ukoliko je vy = v,
kaZemo da je Setnja zatvorena.

Primjer 1.21. Promotrimo graf sa slike 1.1. Neke moguce Setnje su: A - B — C —» D —
F—->FEiG->B—>A—>F->D.

Definicija 1.22. Staza je setnja u kojoj su svi bridovi razliciti.

Definicija 1.23. Put je Setnja u kojoj su svi vrhovi razliciti (osim eventualno prvog i zad-
njeg). Put moZemo oznacavati kao v — v, — ... = v,. Zatvoreni put zovemo ciklus.

Primjer 1.24. Na slici 1.9 oznacen je jedan moguci ciklus u grafu sa slike 1.1.

Definicija 1.25. KaZemo da je graf G povezan ako i samo ako postoji put izmedu svaka
dva vrha.

Primjer 1.26. Primjeri povezanih grafova nalaze se na slikama 1.1, 1.3 i 1.5.

Graf predo¢avamo tako da tocke predstavljaju vrhove grafa, a duzine (ili krivulje) bri-
dove grafa. Cesto nam je za predo¢avanje grafa potreban i uvjet da se bridovi grafa G
sijeku samo u vrhovima. Crtez grafa G koji zadovoljava te uvjete nazivamo smjeStanje
grafa G u prostor. Vrijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 1.27. Svaki graf se moze uloZiti u R>.
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Slika 1.9: Ciklus u grafu sa slike 1.1

Isto ne vrijedi za ravninu R?. Na primjer, graf K sa slike 1.5 ne moZe se uloZiti u
ravninu R?.

Definicija 1.28. Graf koji moZemo smjestiti u ravninu tako da se bridovi sijeku samo u
vrhovima zovemo planarnim grafom. Takvu realizaciju zovemo ravninskim smjestanjem
grafa. Graf koji je vec¢ tako smjesten u ravnini nazivamo ravninskim grafom.

Planarni grafovi dijele ravninu na vise konacnih zatvorenih podrucja i jedno beskona¢no
podrucje.

Primjer 1.29. Na slici 1.10 prikazan je planaran graf K4. Grafovi koji su na slici su izo-
morfni: na prvom grafu bridovi se sijeku, a na drugom grafu se bridovi ne sijeku. Uocimo
da iz drugog prikaza grafa moZemo zakljuciti da je K, planaran. Uoc¢imo da graf K4 ima
4 podrucja od kojih su tri konacna zatvorena i jedno beskonacno.

Slika 1.10: Graf K,
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Konigsberski mostovi

2.1 Povijesni kutak

Leonhard Euler bio je jedan od najvecih i najvaznijih matematicara 18. stolje¢a. Roden
je 15. travnja 1707. godine u Baselu, a njegovo zanimanje za matematiku potaknuo je
njegov otac koji je tijekom studija sluSao predavanja joS jednog znamenitog matematicara
Jacoba Bernoullija. Iako je Euler najprije studirao teologiju, kasnije je upisao i zavrSio
studij matematike u Baselu. Tijekom Zivota zbog zdrastvenih problema u potpunosti je
izgubio vid, ali je i dalje ostvarivao znacajne matematicke rezultate. Umro je 18. rujna
1783. godine. Njegovih matematickih doprinosa bilo je toliko puno da je Akademija
znanosti u St. Petersburgu joS gotovo pedeset godina nakon njegove smrti objavljivala
njegove neobjavljene matemati¢ke radove.

Njegove doprinose moZemo pronaéi u gotovo svim matematickim disiciplinama pa
tako i u teoriji grafova, poddisciplini topologije i jednoj od najpopularnijih grana moderne
matematike. Smatramo ga utemeljiteljem teorije grafova jer je ponudio rjesenje jednog od
tadaSnjih popularnih problema tzv. problema mostova u gradu Konigsbergu. Konigsberg
(dana$nji Kalinjingrad) se nalazi u blizini Baltickog mora, a bio je glavni grad Prusije.
Izgraden je s obje strane rijeke Pregel i na dva rijeCna otoka. Njegovi mostovi povezuju
obje strane rijeke i rijeCne otoke. Stanovnike grada Konigsberga zanimao je odgovor na
sljedece pitanje: "MoZemo li obi¢i grad Konigsberg tako da svaki od njegovih 7 mostova
prijedemo to¢no jednom, a da se na kraju vratimo na pocetak?” Vizualizacija spomenutog
problema nalazi se na slici 2.1.

Euler je 1735. godine zakljucio da rjeSenje ovog problema ovisi o povezanosti grafa
(zbog Cega ga i nazivamo ocem topologije) te da dani problem zapravo nema rjesenje. Pod
nazivom Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis je 1736. godine objavio svoja
razmatranja te dao negativan odgovor na gore postavljeno pitanje. Iz njegovog rada bilo je
jasno da se radi o nekoj “novoj” geometriji koja dotad nije bila proucavana. Tu geometriju

10
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Slika 2.1: Konigsberski mostovi [preuzeto redom iz [3] i [9]]

™

Op

Slika 2.2: Graficki prikaz Konigsberskih mostova

danas nazivamo geometrija poloZaja (geometria situs).

Euler je dijelove Konigsberga zamisljao kao tocke (vrhovi grafa), a mostove kao linije
koje ih povezuju (bridovi grafa). Graficki prikaz situacije nalazi se na slici 2.2. Takvim
shematskim prikazom zapravo je uocio da se problem svodi na trazenje zatvorene staze
koja svakim bridom prolazi to¢no jednom.

U sljedecem potpoglavlju bit ¢e prikazani Eulerovi rezultati kroz definicije 1 teoreme.
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2.2 Eulerovi grafovi

Definicija 2.1. Za stazu kaZemo da je Eulerova ako prolazi svim bridovima grafa. Za-
tvorenu Eulerovu stazu nazivamo Eulerov ciklus. Graf je Eulerov ako je povezan i ima
Eulerov ciklus.

Eulerovi grafovi prirodno se promatraju na multigrafovima (multigraf se pojavljuje 1
kod problema Konigsberskih mostova). Da bismo dokazali Eulerov teorem, potrebno je
dokazati sljedecu lemu.

Lema 2.2. Ako je svaki vrh grafa G stupnja najmanje dva, onda graf G sadrZi Eulerov
ciklus.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da graf G nema petlji. Neka je v € V(G).
Induktivno konstruiramo Setnju vo — v; — ... — v, na sljedec¢i nacin: kao susjeda od vy
odaberemo vrh v; te kao susjeda za svaki vrh v; odaberemo vrh v;,, za svakii =0, 1, ..., n,
v; # vi_1. Konstrukcija je moguéa jer je stupanj svakog vrha grafa G najmanje dva. Setnju
zaustavimo kada ponovno odaberemo vrh vy. Takvom konstrukcijom dobivamo traZeni
ciklus. O

Dokazimo sada Eulerov teorem.

Teorem 2.3. (Eulerov teorem) Povezan graf G je Eulerov ako i samo ako je svaki njegov
vrh parnog stupnja.

Dokaz. Pretpostavimo da je povezan graf G Eulerov. Tada graf G sadrzi Eulerov ciklus C.
Po definiciji su svi bridovi u tom ciklusu razliciti. Svaki put kad Eulerov ciklus ude u vrh v
grafa G, on iz njega mora 1 iza¢i. Stoga zatvorena staza pridonosi stupnju tog vrha s dvije
incidencije. Kako po definiciji ciklus C sadrZi sve bridove grafa G slijedi da je stupanj
svakog vrha sigurno visekratnik broja 2, to jest paran broj. Time je ovaj smjer dokazan.

Dokazimo sada i drugi smjer ove tvrdnje. Pretpostavimo da povezan graf G ima sve vrhove
parnog stupnja. Dokaz provodimo indukcijom po broju m bridova grafa. Pretpostavimo
najprije da je m = 0 ili m = 1. Tada graf G ima jedan izoliran vrh ili vrh koji sadrzi
petlju pa tvrdnja ocigledno vrijedi. Time smo dokazali bazu indukcije. Neka je m > 2.
Uz pretpostavku da je graf G povezan i da su mu svi vrhovi parnog stupnja, slijedi da je
stupanj svakog vrha najmanje 2. Sada prema lemi 2.2 slijedi da graf G sadrzi ciklus C.
Ako ciklus C sadrzi svaki brid grafa G, tvrdnja je dokazana. Ako ciklus C ne sadrzi svaki
brid grafa G, uklanjanjem bridova koji ne pripadaju ciklusu C dobit ¢emo novi graf H.
Graf H ne mora biti povezan. Uo¢imo da graf H ima manje bridova od grafa G, ali su
i dalje svi vrhovi grafa H parnog stupnja. Po pretpostavci indukcije, svaka komponenta
povezanosti grafa H ima Eulerov ciklus. Kako svaka komponenta od H ima zajednicki vrh
s C, Eulerov ciklus u grafu G dobivamo slijedeci vrhove ciklusa C krecuéi od proizvoljno
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odabranog vrha. Kada ciklusom C dodemo do komponente grafa H koja nije izolirani
vrh, prodemo Eulerovim ciklusom te komponente povezanosti, a zatim istim postupkom
nastavljamo dalje po ciklusu. Ponavljamo postupak sve dok ne prijedemo sve komponente
u H i cijeli ciklus C. Na kraju dolazimo u vrh ciklusa C iz kojeg smo i krenuli. Sada
prijedeni vrhovi 1 bridovi Cine Eulerov ciklus grafa G. O

Uocimo da vrijedi sljedece: Ako je graf Eulerov, onda svakim njegovim bridom mozemo
proci tocno jednom 1i vratiti se u vrh iz kojeg smo krenuli. Ali, moguce je ispuniti slabiji
uvjet, to jest moZzemo svakim bridom grafa pro¢i to¢no jednom, ali bez da se nuZno vratimo
u vrh iz kojeg smo krenuli. Takvi grafovi takoder imaju svoje ime.

Definicija 2.4. KaZemo da je graf G skoro-Eulerov ako posjeduje stazu koja sadrzi svaki
brid od G.

Kako postoje Eulerovi i skoro-Eulerovi grafovi, problem mostova u Konigsbergu moze
imati dvije varijante, ovisno o tome traZi li se Eulerov ciklus ili staza koja sadrZi sve bridove
grafa. Uocimo pomocu grafickog prikaza problema sa slike 2.2 da su svi vrhovi neparnog
stupnja te je stoga traZzena Setnja nemoguca. Osim Sto je pokazao da je ovaj konkretan
zadatak nerjeSiv, odnosno da traZena Setnja nije moguca, Euler je takoder dao 1 postupak
za rjeSavanje zadataka ovakvog tipa. On je zakljucio sljedece:

1. Ako graf ima viSe od 2 vrha neparnog stupnja, onda je problem nerjesiv.
2. Ako su to¢no 2 vrha neparnog stupnja, onda je moguca otvorena Setnja.
3. Ako su svi vrhovi parnog stupnja, onda je zadatak rjeSiv.

U sljede¢em potpoglavlju vidjet ¢emo kako problem 7 mostova predstaviti u¢enicima.
Teorija grafova ne nalazi se u obaveznom kurikulumu, ali se za naprednije uenike moze
obraditi kao dodatna tema u nastavi matematike.

2.3 Konigsberski mostovi u nastavi matematike

Pojedine elemente teorije grafova mozZemo predstaviti ucenicima razlicitih dobi kroz razne
aktivnosti. Cilj svih aktivnosti je da ucenici samostalno, uz nastavni¢ko navodenje, ot-
krivaju razne matematiCke pravilnosti, ali i da se ostvare postavljeni ishodi u¢enja. Kod
ucenika mlade dobi, veéi fokus je na zanimljivim matematickim pricama, motivacijama i
igranju igara, a manji na samoj teoriji vezanoj uz aktivnosti. Kod starijih u¢enika moguce
je uvesti definicije iz same teorije, uz prilagodbu prikladnu njihovoj dobi. Slijedi neko-
liko aktivnosti koje se mogu koristiti u dodatnoj nastavi matematike, a usko su vezane uz
problem mostova u gradu Konigsbergu.
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AKtivnost Obidimo sve mostove!

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce otkriti pojmove otvorene i zatvorene Setnje u grafu.

Aktivnost se moze provoditi u osnovnoj Skoli. Kao uvod u temu, prikadno je iskoris-
titi ve¢ spomenuti problem sedam mostova. Kod provodenja aktivnosti ne koristimo se
standardnim definicijama Eulerovih i skoro-Eulerovih grafova ve¢ se pitamo mozemo li
proSetati grafom tako da svaki brid prijedemo to¢no jednom. Kako ucenicima nije unapri-
jed dano pravilo kada e traZzena Setnja biti moguca, a kada ne, oCekuje se da ¢e ucenici
biti zainteresiraniji u sudjelovanju i u rjeSavanju zadanog problema. Primjer motivacijskog
zadatka moze izgledati ovako:

Zadatak 1. Jedan od prvih matematicara koji se bavio grafovima bio je Leonhard Euler.
Njega je zainteresirao jedan stari problem vezan uz grad Konigsberg u blizini Baltickog
mora. Rijeka Pregel dijeli grad Konigsberg na Cetiri odvojena dijela koji su povezani sa
sedam mostova. Stanovnici tog grada su se zapitali je 1i moguce proSetati gradom tako da
sve mostove prijedu to¢no jednom, ali ne vise od jednom? Sto mislite, je li moguce pro¢i
svaki most tocno jednom i proSetati gradom? Nije nuZno da zapocnete i dovrSite Setnju na
istom mjestu. PokuS$ajte na opisani nacin proSetati mapom prikazanom na slici 2.3.

Slika 2.3: Mostovi Konigsberga 2 [preuzeto iz [2]]

Rjesenje i diskusija: Ucenici Ce crtanjem po zadanoj mapi uociti da trazeni problem
nema rjeSenja. Vazno je ucenicima dati dovoljno vremena za samostalno istrazivanje, kako
bismo se uvjerili da su isprobali ”sve” mogucnosti.
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U sljedecem koraku, upucujemo ucenike da izrade model (ili shematski prikaz) situ-
acije prikazane mapom na slici 2.3. Ako nastavnici imaju moguénost koriStenja ucila ili
alata dinamicne geometrije, sljedeéi zadatak se moze provesti i na taj nacin. Time Ce
oc¢ekivano ucenicki interes biti veci.

Zadatak 2. Napravite model (ili shematski prikaz) koji predstavlja mapu sa slike 2.3
tako da mostove prikaZete ravnim ili zakrivljenim linijama, a podruc¢ja (kopno) prikaZete
tockama. Takav shematski prikaz naziva se graf. Graf ¢ine vrhovi, koje prikazujemo
tockama, 1 bridovi, koje prikazujemo ravnim ili zakrivljenim linijama. Provjerite moZete li
proSetati dobivenim grafom tako da svaki njegov brid prijedete tocno jednom.

Rjesenje i diskusija: Ucenici e dobiti graf prikazan na slici 2.2 i jo§ jednom e uociti
da traZzena Setnja nije moguca. Time ¢e potvrditi i zaklju€ak iz prvog zadataka. Ucenici se
sada pitaju postoje li grafovi kod kojih su takve Setnje moguce. U tu svrhu ucenici dobivaju
sljedeci zadatak.

Zadatak 3. Kojima od navedenih grafova na slici 2.4 moZemo proSetati tako da svakim
bridom prodemo to¢no jednom? MoZete zapoceti i zavrsiti bilo gdje, ne nuZzno na istom
mjestu, ali svaki brid moZete prije¢i to¢no jednom. Setnju koju zapoénemo u jednom vrhu,
a zavr§imo u drugom nazivamo otvorenom 3etnjom. Setnju koju po¢injemo i zavriavamo
u istom vrhu zovemo zatvorenom Setnjom.

Q@ &4

Graf 1 Graf 2 Graf 3 Graf 4
Graf 5 Graf 6 Graf 7 Graf 8

Slika 2.4: Grafovi
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Rjesenje i diskusija: Nakon rjeSavanja zadatka ucenici ¢e uociti da postoje grafovi kod
kojih je gore opisana Setnja moguca, ali i da nekim grafovima ne moZemo proSetati na
opisani nacin. Ucenike zatim uputimo da grafove iz prethodnog zadatka, prikazane na
slici 2.4 razvrstaju u proizvoljne skupine unutar kojih grafovi imaju neko zajednicko svoj-
stvo. Ocekuje se da ¢e ucenici uociti da dobivene grafove mogu razvrstati u tri skupine na
sljedeci nacin:

1. Grafovi kod kojih je moguca zatvorena Setnja.
2. Grafovi kod kojih je moguca otvorena Setnja.
3. Grafovi kod kojih nije moguca ni otvorena ni zatvorena Setnja.

Dobivene skupine prikazane su redom na slici 2.5.

SN
o O L
X
>

Slika 2.5: Vrste grafova
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Nakon $to su ucenici rijesili prethodne zadatke, potrebno je joS zakljuciti Sto vrijedi za
pojedinu skupinu grafova. Ucenici dobivaju sljedeéi zadatak.

Zadatak 4. Broj bridova koji “izlaze” iz svakog vrha nazivamo stupnjem vrha. Za svaki
graf ispiSite stupnjeve svih vrhova i upiSite ih u tablicu. Sto uocavate za svaku skupinu
grafova? IspiSite uocene pravilnosti.

Rjesenje i diskusija: Ocekuje se da ¢e ucenici uociti i zakljuciti da su kod grafova kod
kojih je moguca zatvorena Setnja (prva skupina) svi vrhovi parnog stupnja, a kod grafova
kod kojih je moguca otvorena Setnja najviSe su dva vrha neparnog stupnja (druga skupina).
Kod ostalih grafova nema pravilnosti (tre€a skupina). Takvi grafovi nemaju ni otvorenu ni
zatvorenu Setnju.

Primjer prazne i popunjene tablice nalazi se na slici 2.6.

Skupina 1 Skupina 2 Skupina 3
Graf 4 Graf2 Graf1 Graf7 Graf5 Graf 6 Graf3 Graf 8
Skupina 1 Skupina 2 Skupina 3
Graf4 Graf2 Graf1 Graf7 Graf5 Graf 6 Graf3 Graf 8
2 4 3 3 2 3 2 3
2 4 2 4 4 4 3 3
4 4 3 3 3 3 3 3
2 4 2 3 - 3 3
2 4 3 3
2 4 3 5
5

Slika 2.6: Primjer prazne i popunjene tablice za Cetvrti zadatak

Nastavnik u¢enicima moze dati dodatnu uputu da pokusSaju nacrtati skice danih grafova,
ali bez podizanja olovke. Ako je takvu skicu moguce nacrtati, onda Ce Setnja (otvorena ili
zatvorena) biti moguca.
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Vazno je naglasiti da tijekom cijele aktivnosti nastavnik postavlja uenicima pitanja
1 potiCe ih na izraZavanje njihovih ideja, sve dok oni samostalno ne dodu do konacnih
zakljucaka kojima se ostvaruju planirani ishodi ucenja. Primjeri pitanja koja nastavnik
moze tijekom aktivnosti postavljati u¢enicima slijede u nastavku. Prva Cetiri pitanja odnose
se na prva dva zadatka, a preostala na treci i Cetvrti zadatak.

1. Jeste li pokusSali proSetati mapom (sa slike 2.3) tako da svaki pokuSaj zapoCnete na
drugom mjestu?

2. Predstavlja 1i dobiveni model u drugom zadatku identi¢nu situaciju kao u prvom
zadatku? Ako da, zasto? Ako ne, zasto?

3. Moze li dobiveni model izgledati drugacije? Objasnite.
4. Hoce li se rjeSenja prvog i drugog zadatka uvijek podudarati?

5. Jeste li pokusali prosetati grafovima tako da svaki pokusaj zapocnete na drugom
mjestu?

6. Jeste li pokusali krenuti iz vrha iz kojeg izlazi najviSe bridova? Jeste li pokuSali
krenuti iz vrha iz kojeg izlazi najmanje bridova?

7. U kojem slucaju ste lakSe uspjeli pronaci Setnju (otvorenu ili zatvorenu)?
8. U koliko ste skupina razvrstali grafove? Objasnite svoj odabir.

Ucenici aktivnost zapoCinju zanimljivim povijesnim problemom sedam mostova, a na
kraju dolaze do nuZnih i dovoljnih uvjeta za postojanje Eulerove staze i ciklusa, na intu-
itivnoj razini, bez spominjanja formalnih definicija. Vazno je da svi u€enici medusobno
suraduju 1 sudjeluju u diskusiji, a nastavnikova zadaca je pripremiti aktivnost za njeno
izvodenje, koordinirati grupama te voditi matemati¢ku diskusiju.

AKktivnost Obidimo sve mostove 2!

Cilj aktivnosti: Ulenici Ce otkriti pojmove otvorene 1 zatvorene Setnje u grafu.

Sljedeca aktivnost prikladna je za ucenike viSih razreda osnovne Skole. U njenom
provodenju koristimo se prethodnom aktivnosti, ali je nastavljamo na drugaciji nacin. Kako
bi zainteresirali uenike, opet poc¢injemo problemom mostova u Kénigsbergu, a zatim mo-
deliramo problem grafom koji olakSava analizu problema. Ukratko, ponavljamo prvi i
drugi zadatak iz aktivnosti Obidimo sve mostove!.

Nakon §to su ucenici uocili da smo problem mostova mogli prikazati grafom, moZemo
nastaviti na malo drugaciji nac¢in. Naime, za pocCetak moZemo istom grafu dodavati ili s
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grafa micati rubove te promatrati Sto se tada dogada, to jest jesu li tada moguce otvorene
ili zatvorene Setnje te jesu li Setnje uopce moguce.

Nakon ponovljenog prvog i drugog zadatka iz aktivnosti Obidimo sve mostove! u€enici
dobivaju sljedece zadatake koje rjesavaju crtanjem u biljeznicama ili u alatu dinamicne
geometrije:

Zadatak 3. Grafu dobivenom u prethodnom zadatku (na 2.2) obriSite jedan brid. Mozete
li tako dobivenim grafom proSetati tako da svakim bridom prodete to¢no jednom? MozZete
zapoceti 1 zavrSiti bilo gdje, ne nuZno na istom mjestu, ali svaki brid moZete prijeci to¢no
jednom. Setnju koju zapo&nemo u jednom vrhu, a zavr§imo u drugom nazivamo otvorenom
Setnjom. Setnju koju po&injemo i zavr§avamo u istom vrhu zovemo zatvorenom $etnjom.
Pokusajte obrisati razlicite bridove i zapiSite Sto uocavate. Ponovite isti zadatak, ali tako
da grafu dodate jedan brid. PokuSajte dodati bridove izmedu razlicitih vrhova i zapiSite Sto
uocavate.

Rjesenje i diskusija: Ucenici ¢e nakon samostalnog dodavanja ili brisanja proizvoljnih
bridova grafa (crtanjem u biljeZnicama ili u alatu dinami¢ne geometrije) uociti da su kod
nekih novodobivenih grafova moguce otvorene i zatvorene Setnje, ali i da postoje grafovi
kod kojih trazene Setnje nisu moguce. Moguca uCenicka rjesenja dobivena brisanjem ili
dodavanjem bridova na graf sa slike 2.2, a kod kojih su moguce otvorene Setnje prikazana
su na slici 2.7.

Slika 2.7: Grafovi kod kojih su moguce otvorene Setnje
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Takoder, moguéa uenicka rjeSenja dobivena na isti nacin, a kod kojih su moguce za-
tvorene Setnje prikazana su na slici 2.8.

>

Slika 2.8: Grafovi kod kojih su moguée zatvorene Setnje

Na isti nacin kao u prethodnoj aktivnosti, ucenici ¢e zatim, prebrojavanjem bridova, na
temelju dobivenih primjera uocavati sli€nosti i1 razlike medu primjerima, to jest kakvi su
pojedini grafovi ovisno o stupnju vrhova. Na taj nacin ¢e opet do¢i do nuznih i dovolj-
nih uvjeta za rjeSavanje takvih tipova zadataka, odnosno kada graf ima Eulerovu stazu ili
ciklus.

Kao dodatak aktivnosti za uCenike sedmih i osmih razreda (nakon Sto se u nastavi
obradi cjelina Mnogokuti), uCenicima moZemo zadati da sami pronadu neke pravilne mno-
gokute koje zajedno s njihovim dijalogalama mogu nacrtati tako da ne podiZu olovku s
papira, odnosno kod kojih su moguce otvorene ili zatvorene Setnje. Primjeri takvih mno-
gokuta su dani na slici 2.9.

Slika 2.9: Pravilni peterokut i pravilni sedmerokut
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Ucenici ¢e generalizacijom nepotpunom indukcijom zakljuciti da ¢e sve mnogukute s
neparnim brojem stranica mo¢i nacrtati bez podizanja olovke s papira.

U obje aktivnosti iz ovog poglavlja izuzetno je vazna suradnja medu ucenicima i mate-
maticka diskusija kao i razvijanje logickog misljenja. Kako se radi o istraZivackoj nastavi,
aktivnosti iziskuju puno angazmana 1 dodatnog vremena te se kao takve mogu izvesti na
dodatnoj nastavi ili kao dodatna tema u sklopu nastave.

Za ovaj problem postoji mnogo digitalnih sadrzaja pomocu kojih u€enici mogu raditi
samostalno. Jedan takav primjer nalazi se na web stranici Mathigon na linku
https://mathigon.org/course/graph-theory/bridges.

Postoji i hrvatska verzija aktivnosti koja izgleda u potpunosti identi¢no. Ucenici na danim
kartama trebaju pokusati pronaci otvorene, odnosno zatvorene Setnje. Primjer aktivnosti
nalazi se na slici 2.10.

Graphs and
Networks

Slika 2.10: Mathigon: Problem sedam mostova



Poglavlje 3

Problem rukovanja

3.1 Povijesni kutak

Drugi poznati kombinatorni problem poznat je pod nazivom problem rukovanja. Problem
datira u daleku proslost, u 1736. godinu kada ga je dokazao Euler kroz svoje razmatranje
problema mostova u Konigsbergu. Lema o rukovanju dobila je takav naziv jer ju moZemo
interpretirati na sljedeci nacin: kod rukovanja proizvoljnog broja ljudi, broj ruku ukljucenih
u rukovanje nuzno je paran broj.

3.2 Lema o rukovanju

Teorem 3.1. (Lema o rukovanju) Zbroj stupnjeva svih vrhova u grafu G jednak je dvos-
trukom broju bridova grafa G.

Dokaz. Dokaz provodimo dvostrukim prebrojavanjem. Neka graf G ima n vrhova. Oznaimo
vrhove grafa G s Vi, V,, ..., V,.

S d, oznaimo stupanj vrha V,, zan = 1,2,3,...,n. To znaci da iz vrha V,, izlazi to¢no d,
bridova. Zbrajanjem stupnjeva svih vrhova grafa dobivamo d; +d, +...+d,,.. Kako svaki brid
povezuje dva vrha, odnosno za svaka dva susjedna vrha u grafu imamo jedan brid izmedu
njih, moZemo zakljuciti da je u grafu G dvostruko manje bridova od zbroja stupnjeva svih
vrhova. Time je teorem dokazan. O

Provjerimo na primjeru da teorem 3.2 vrijedi.

Primjer 3.2. Graf sa slike 1.1 ima ukupno 7 vrhova i 8 bridova. Uocimo da je
deg(A) + deg(B) + deg(C) + deg(D) + deg(E) +deg(F)=2+3+2+3+2+3+1=16.
Dakle, zbroj svih stupnjeva u tom grafu dvostruko je veci od broja bridova grafa.

22
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Lemu o rukovanju mozemo iskazati i ovako:
Teorem 3.3. U svakom grafu G je zbroj stupnjeva svih vrhova paran.

Dokaz. Kako svaki brid dva puta doprinosi zbroju stupnjeva vrhova, tj. vrijedi

2vevc) deg(v) = 21E(G)I, gdje je |E(G)| broj bridova u grafu G. Buduc¢i da je desna strana

jednakosti sigurno parna 1 lijeva strana jednakosti mora biti parna. Time je teorem dokazan.
O

Sljedeci korolar je direktna posljedica leme o rukovanju. Ponekad se pogre$no navodi
kao lema o rukovanju.

Korolar 3.4. U svakom grafu G je broj vrhova neparnog stupnja paran broj.

3.3 Problem rukovanja u nastavi matematike

Problem rukovanja mozZemo takoder predstaviti uenicima koji ¢e rjeSavanjem sljedece
aktivnosti razvijati svoje vjestine rjeSavanja problema. Do zakljucaka ¢e doci generaliza-
cijom nepotpunom indukcijom. U ovoj aktivnosti pretpostavlja se da su ucenici upoznati s
pojmovima vezanim uz graf (vrhovi, bridovi) te da isti znaju prikazati u ravnini.

AKktivnost Prebrojimo rukovanja!
Cilj aktivnosti: UcCenici Ce otkriti lemu o rukovanju kroz primjer iz svakodnevnog Zivota.

Na pocetku ucenike podijelimo u viSeclane skupine s razli¢itim brojem ¢lanova (tri, Cetiri
ili pet u€enika u grupi). Ucenicima zadamo sljedeéi zadatak:

Zadatak 1. Rukujte se sa svakim ucenikom iz grupe. Svaki par moZe se rukovati samo
jednom i ne moZete se rukovati sami sa sobom. Izbrojite ukupan broj rukovanja.
RjesSenje i diskusija:  Ucenici e prebrojavanjem do¢i do ukupnog broja rukovanja:

1. Tri ucenika rukovala su se ukupno tri puta.

2. Cetiri uenika rukovala su se ukupno $est puta.

3. Pet ucenika rukovalo se ukupno deset puta.

Ucenici Ce, s obzirom da su skupine male, to¢no izbrojati rukovanja, ali na temelju ovog
zadatka ne mogu doci do generalizacije. Kako bi u€enici uocili pravilnost, dobivaju sljedeci
zadatak:
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Zadatak 2. Ispunite tablicu sa slike 3.1 tako da upiSete broj rukovanja i skicirate graf
koji predstavlja rukovanja u svakom koraku.

Broj ucenika koji
sudjeluje u
rukovanju

Graf koji
predstavlja
rukovanja

Ukupan broj
rukovanja

Slika 3.1: Primjer prazne tablice za u€enike

Rjesenje i diskusija:  UcCenici Ce tablicu popunjavati prebrojavanjem rukovanja (dovoljno
male skupine da se to¢no odredi broj rukovanja). Nakon Sto popune drugi stupac, svako
rukovanje trebaju prikazati grafom. Primjer jednog ucenickog rjeSenja prikazan je na slici
3.2.

Nakon rijeSenog drugog zadatka upitamo ucenike kako bi problem rukovanja rijesili
za veci broj ljudi, na primjer za skupinu od 30 osoba. Ucenici ¢e uociti da prebrojavanje
rukovanja nije prakti¢no rjeSenje za vece skupine ljudi. Takoder ¢e zakljuciti da je potrebno
pronaci neku pravilnost koju ¢emo onda iskoristiti za ratunanje broja rukovanja za skupinu
od n ljudi. U tu svrhu u€enicima dajemo sljedeci zadatak:
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Broj u:fem!(a koji Ulkugan broj Graf kclll.
sudjeluje u : predstavlja
. rukovanja :
rukovanju rukovanja
2 A o—@
IR FAN
4 6 %
6 15

Slika 3.2: Primjer ispunjene tablice sa slike 3.1

Zadatak 3. Promotrite ispunjenu tablicu sa slike 3.2 i pokusSajte otkriti ovisnost broja
rukovanja o broju ljudi.

RjesSenje i diskusija:  Ucenici e generalizacijom nepotpunom indukcijom otkriti pravilo,
odnosno formulu za izracun broja rukovanja za n osoba (proucavanjem redaka iz tablice).
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Uocit ¢e redom:
1. Dvije osobe rukuju se jednom.

2. Tri osobe rukuju se s preostale dvije (jer se ne smiju rukovati sami sa sobom). Kako
u jednom rukovanju sudjeluju dvije osobe, dobivamo dvostruki broj rukovanja.

3. Cetiri osobe rukuju se s preostale tri (jer se ne smiju rukovati sami sa sobom). Kako
u jednom rukovanju sudjeluju dvije osobe, dobivamo dvostruki broj rukovanja.

4. Pet osoba rukuje se s preostalih Cetvero (jer se ne smiju rukovati sami sa sobom).
Kako u jednom rukovanju sudjeluju dvije osobe, dobivamo dvostruki broj rukovanja.

5. Sest osoba rukuje se s preostalih petero (jer se ne smiju rukovati sami sa sobom).
Kako u jednom rukovanju sudjeluju dvije osobe, dobivamo dvostruki broj rukovanja.

Dakle, ako trazimo broj rukovanja izmedu n osoba, svaka ¢e se osoba rukovati s preos-
talih n — 1 osobom (jer se osoba ne rukuje sama sa sobom). Dobivamo da broj rukovanja
iznosi n(n —1). Na taj nacin dobivamo dvostruki broj rukovanja (jer se u svakom rukovanju
rukuju dvije osobe). Preostaje jo§ rezultat podijeliti s dva. Kona¢no, broj rukovanja za n
osoba onda moZemo izracunati po formuli @ iz Cega slijedi da ¢e se 30 osoba rukovati
ukupno w = 435 puta. Ovaj problem takoder mozZe biti primjeren za motivacijski

zadatak kod otkrivanja ukupnog broja dijagonala kod mnogokuta.

Za ovaj problem takoder postoji mnogo digitalnih sadrZzaja pomocu kojih u¢enici mogu
raditi samostalno. Jedan takav primjer nalazi se na web stranici Mathigon na linku
https://mathigon.org/course/graph-theory/handshakes. Postoji i hrvatska verzija aktivnosti,
medutim zasad nije dovrSena. Primjer aktivnosti nalazi se na slici 3.3.

00 00
00 060060
[ 2] 0060

Slika 3.3: Mathigon:Problem rukovanja



Poglavlje 4

Problem cetiri boje

4.1 Povijesni kutak

Jo$ jedan vaZan problem iz teorije grafova upravo je problem Cetiri boje. Spomenuti pro-
blem glasi: "MoZemo li (zemljopisnu) kartu obojiti s najviSe Cetiri boje tako da su susjedne
zemlje razli¢ito obojane?” Problem se iz tog razloga spominje joS 1 pod nazivom bojanje
karte. Prvu formulaciju ovog problema dao je matematicar Francis Guthrie sredinom 19.
stolje¢a. On je 1852. godine bojao kartu engleske grofovije te uoc¢io da mu za bojanje ne
treba vise od Cetiri boje. Slika karte prikazana je na slici 4.1.

Slika 4.1: Karta Engleske 1 Walesa [preuzeto s mathigon.org]

Guthrie se zapitao vrijedi li njegova pretpostavka za bilo koju kartu, tj. jesu li Cetiri
boje dovoljne da se svaka karta oboji tako da su susjedne zemlje razli¢ito obojane. Ako
se dvije zemlje dodiruju samo u tocki, one ne dijele granicu i ne smatraju se susjednima

27
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pa stoga mogu biti obojane istom bojom. Kako svoju pretpostavku nije mogao dokazati,
njegov mladi brat Frederick je njegove biljeske proslijedio svom profesoru Augustusu De
Morganu. Iako je De Morgan smatrao da je problem zanimljiv, ni on nije mogao doci do
njegova rjeSenja. Interes matematiCara za problemom Cetiri boje se tijekom godina smanji-
vao sve dok 1878. godine matematicar Arthur Cayley nije objavio analizu problema te tako
ponovno pokrenuo raspravu. Godinu dana kasnije Sir Alfred Bray Kempe objavio je do-
kaz spomenutog problema, a taj dokaz bio je prihvaéen sve do 1890. godine kada je Percy
John Heawood pronasao pogresku u njegovom dokazu. Zanimljivo je da taj dokaz slovi
kao najpoznatiji pogreSan dokaz u matematici. Heawood je nakon toga dokazao da svaku
kartu mozemo obojati s pet boja. Problem Cetiri boje su konacno dokazali Kenneth Appel i
Wolfgang Haken 1976. godine pomocu racunala. Bio je to prvi veci teorem koji je dokazan
uz pomoc¢ racunala te ga Covjek (joS uvijek) ne moZe provjeriti. Kasnije su se pojavljivale i
jednostavnije verzije dokaza, ali je svim dosad objavljenim verzijama zajedni¢ka upotreba
racunala pri dokazivanju.

4.2 Teorem cCetiri boje

Svaka karta se sastoji od povezanih regija (ili drzava) odvojenih granicama odnosno bri-
dovima. Dvije regije sa zajednickim bridom zovemo susjednima. Bridovi se sastaju u
toCkama odnosno vrhovima, a dvije drzave koje se dodiruju samo u jednoj tocki ne sma-
tramo susjednima (smiju se obojiti istom bojom). Planarni graf moZemo nacrtati u ravnini
tako da se bridovi sijeku samo u vrhovima $to povlaci da od svake karte moZzemo kons-
truirati planarni graf. Primjer je prikazan na slici 4.2. Na istoj slici vidimo da smo svaku
regiju s karte zamijenili vrthom grafa, a dva vrha su medusobno povezana ako su odgova-
rajuce regije susjedne. Na ovaj nacin se problem bojanja regija svodi na problem bojanja
vrhova planarnog grafa tako da su susjedni vrhovi razli€itih boja.

Slika 4.2: Prikaz karte planarninim grafom

DokaZimo prvo teorem o pet boja odnosno da je svaki planarni graf 5-obojiv. Za dokaz
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teorema potrebna su nam dva sljedeca teorema koje navodimo bez dokaza, a dokazi se
mogu pogledati u [13].

Teorem 4.1. U planarnom grafu postoji barem jedan vrh stupnja manjeg od Sest (susjedan
je s najvise pet drugih vrhova).

Teorem 4.2. Graf je planaran ako i samo ako u sebi ne sadrZi potpun graf Ks ili K55 (graf
sa Sest vrhova koji su grupirani u dvije skupine od po tri vrha, tako da u istoj skupini nikoja
dva nisu susjedna, a susjedni su sa svakim iz druge skupine).

Teorem 4.3. (Teorem o pet boja) Svaki planarni graf moguce je obojiti s najvise pet boja,
pri cemu susjedni vrhovi nisu obojeni istom bojom.

Dokaz. Za grafove s malim brojem vrhova, tvrdnju teorema moZemo provjeriti direktno.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za grafove s manje od n vrhova. Promatramo planarni
graf G s n vrhova. Po teoremu 4.1 graf sadrzi najmanje jedan vrh stupnja manjeg od 6.
Oznacimo taj vrh sa v. Ako je vrh v stupnja manjeg od pet imamo sljedeée: vrh v udaljimo
iz grafa G sa njegovim bridovima. Dobiveni graf je po pretpostavci obojiv s najvise pet
boja. Vratimo vrh v nazad u graf G. Za bojenje susjednih vrhova vrha v trebamo najvise
Cetiri boje, a v mozemo obojiti jednom od preostalih boja. Promotrimo sada slucaj kada je
deg(v) = 5. Neka su a, b, c,d, e vrhovi susjedni vrhu v. Po teoremu 4.2 vrhovi a, b, c,d, e
ne tvore K5 u G. Stoga zakljuCujemo da barem jedan par vrhova nije povezan bridom.
Neka su to bridovi a i ¢. Udaljimo iz grafa G bridove (v, b), (v, d), (v, e). Udaljimo iz grafa
i bridove (v, a) i (v, ¢), a sve bridove koji dolaze do vrhova a i ¢ produzimo do vrha v kojeg
oznacimo s v*. Tako smo izbacili vrhove a 1 ¢ iz grafa. Graf dobiven na taj naCin moZze se
obojiti s najviSe pet boja. Bojanje dobivenog grafa odreduje 1 bojanje grata G. Kako vrhovi
a i c nisu susjedni, dobivaju boju vrha v*. Za bojanje vrhova b, d 1 e potrebne su najvise tri
boje (a odredene su bojanjem grafa kojeg smo dobili izbacivanjem vrhova a i ¢). Sada za
bojanje vrha v trebamo jos jednu boju. Time je teorem dokazan. O

Teorem 4.4. (Teorem o Cetiri boje) Svaki planaran graf moguce je obojiti s najvise Cetiri
boje pri cemu susjedni vrhovi nisu obojeni istom bojom.

Dokaz problema temelji se na Kempeovim tvrdnjama o reducibilnosti. Teorem je do-
kazan pomocu racunala, a beskonacan broj mogudih karata reduciran je na 1936 konfigu-
racija. Racunalo je te konfiguracije moralo provjeravati jednu po jednu, a za to je bilo
potrebno Cak 1200 sati samog rada racunala. Tek su 1997. godine Robertson, Sanders,
Seymour 1 Thomas objavili jednostavniji dokaz na 40 stranica. Kako je dokaz ovog te-
orema izuzetno kompliciran i dugacak, ovdje ¢emo pokusati u kratkim crtama objasniti o
¢emu se radi.

Cayley je prvo dokazao da, ako proizvoljnoj karti od » regija ve¢ obojenoj s Cetiri boje
dodamo jo$ jednu regiju, onda se 1 nova karta sastavljena od n + 1 regije takoder moze
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obojiti s Cetiri boje. Takoder je uocio da je dovoljno promatrati samo tzv. kubne karte.
To su karte kod kojih se u svakom ¢voru (vrhu) dodiruju tocno tri regije. Ako se u nekom
vrhu susrece vise drZava, onda na taj vrh postavimo malu kruznu zakrpu”, obojimo takvu
kartu, a zatim uklonimo “zakrpu”. Primjer je prikazan na slici 4.3.

Slika 4.3: Kubna karta [preuzeto iz [5]]

Na kraju, zakljucio je da se bojanje karata mozZemo izvesti tako da sve regije koje leze
uz rub karte obojimo s najvise tri boje. Svoje zakljucke pokusao je najprije dokazati induk-
cijom, medutim bilo je nemoguce pronaci metodu za proSirivanje karte s n regija na kartu
s n + 1 regijom koja bi vrijedila opéenito. Nakon neuspjesnih pokusaja indukcije, Clayley
je promijenio pristup problemu te pretpostavio da teorem ne vrijedi, odnosno da postoje
karte za Cije bojanje trebamo najmanje pet boja. Medu takvim kartama, on je izabrao onu
s najmanjim brojem regija i tu kartu nazvao najmanjim uljezom, a zatim pokusSao dokazati
da takve karte ne postoje. Prvo je pokazao da najmanji uljez ne sadrzi regiju koja ima samo
dva susjeda (dvokut). Ukloni li se takvoj drzavi jedan brid, dobivamo kartu s dvije regije.
Takvu kartu moZemo obojiti s dvije boje. Ako uklonjeni brid vratimo, za preostalu regiju
imamo na raspolaganju joS dvije boje pa tvrdnja vrijedi. Vizualizacija je prikazana na slici

4.4.
originalna nova obojena obojena
karta karta nova karta originalna karta

Slika 4.4: Dvokut [preuzeto iz [5]]

Sli¢no je pokazao da najmanji uljez ne sadrzi regiju koja ima tri susjeda (trokut). Ukla-
njanjem jednog brida, dobije se karta s tri regije koja se moze obojiti s tri boje. Vra¢anjem
uklonjenog brida, za preostalu regiju iskoristimo Cetvrtu, neiskoriStenu boju. Primjer je
prikazan na slici 4.5.
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-
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originalna nova obojena obojena
karta karta nova karta originalna karta

Slika 4.5: Trokut [preuzeto iz [5]]

Nakon toga, ova metoda viSe ne vrijedi (vizualno prikazano na slici 4.6).

originalna nova obojena  pokusaj bojenja
karta karta  nova karta originalne karte

-

originalna nova  obojena pokusajbojenja
karta karta nova karta originalne karte

—

Slika 4.6: Prikaz regija s Cetiri i pet susjeda [preuzeto iz [5]]

Sli¢na tehnika moze se primijeniti kako bi se pokazalo da je teorem o Sest boja toCan.

Iako Cayley nije uspio dokazati teorem o Cetiri boje, ideja dokaza pokazala se koris-
nom u daljnjim pokusSajima dokazivanja. Kempe je koriste¢i Cayleyeve ideje razvio me-
todu poznatu pod nazivom metoda Kempeovih lanaca. Kempeov lanac definiramo kao niz
vrhova koji su obojeni s dvije naizmjeni¢ne boje. Jedan Kempeov lanac prikazan je na slici
4.7.

Kempeovi lanci kljucni su za dokaz teorema o Cetiri boje, medutim desetak godina
kasnije Heawood je u njegovoj metodi pronasao pogresku. On je dao kontraprimjer metodi
Kempeovih lanaca, ¢ime je osporio spomenutu metodu, ali nije opovrgnuo sami problem.
Usput je dokazao i teorem 4.3 koji moZemo iskazati i ovako:
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Slika 4.7: Prikaz jednog Kempeovog lanca

Teorem 4.5. Svaku kartu moZemo obojiti najvise s pet boja tako da su susjedne regije
obojane razlic¢itim bojama.

Iako je taj teorem slabiji”, vazan je u daljnjim pokusajima dokazivanja. Kasniji pokusaji
dokazivanja teorema o Cetiri boje podijelili su matemati¢are u dvije skupine: oni koji su
se usmjerili na pronalaZenje neizbjeZnih skupova i oni koji su se usmjerili na pronalazenje
reducibilnih konfiguracija.

Skup regija prikazanih na slici 4.8 naziva se neizbjezan skup. Ideja neizbjeznih skupova
temelji se na teoremu 4.1. Neka je skup A skup koji sadrzi vrhove sa stupnjem manjim od
Sest. Tada je A neizbjezan skup u proizvoljnom planarnom grafu. Matematicari koji su se
bavili ovom idejom, trazili su neizbjezne skupove koji su produzeci od skupa A.

- - -

b=

dvokut trokut Getverokut peterokut

Slika 4.8: Neizbjezni skup [preuzeto iz [5]]
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Preostali matematiCari proucavali su najmanje uljeze te su prateCi Kempeov dokaz za-
kljucili da najmanji uljez ima barem 13 regija. Reducibilnu konfuguraciju definiramo kao
skup regija koje se mogu pojaviti u najmanjem uljezu. Dakle, za potpun dokaz bilo je
potrebno dokazati da je peterokut (regija koja ima pet susjeda) reducibilan. Medutim, po-
kazalo se da je to bilo izuzetno tesko dokazati.

Tadas$nji pokuSaji dokazivanja teorema o Cetiri boje, tj. pronalazenja neizbjeznih sku-
pova i reducibilnih konfiguracija bili su medusobno neovisni, a prvi znacajniji napredak
ostvaren je koriStenjem izbacivanja, pristupa u kojem se planarni graf promatra kao sustav
sli¢an elektri¢noj mrezi, gdje su vrhovi pozitivnog i negativnog naboja.

Metoda izbacivanja temelji se na pretpostavci da se teorem o Cetiri boje moze dokazati
ako se pronade neizbjezni skup reducibilnih konfiguracija. To je ujedno i1 prvi pokusaj do-
kazivanja teorema koji objedinjuje dva dotadasnja pristupa. Pronalazenjem takvog skupa,
dokazalo bi se da svaka karta mora sadZavati barem jednu od konfiguracija iz neizbjeZnog
skupa, a kako je svaka od tih konfiguracija reducibilna, ona ne moze biti dio najmanjeg
uljeza. Stoga najmanji uljezi ne postoje pa bi toerem o Cetiri boje bio dokazan.

Heesch 1 Diirre prvi pokuSavaju pronaci takav skup, a u testiranju reducibilnosti razli¢itih
konfiguracija prvi puta koriste racunalo (bez kojeg dokaz nije ni moguce provesti). Na
problemu nastavljaju raditi Haken i Appel, koji su uspjeli napraviti program za traZenje
neizbjeznih skupova reducibilnih konfiguracija. Njihov se dokaz kona¢no svodi na provje-
ravanje reducibilnosti u 1936 slucaja, a iako ga mnogi matematicari nisu smatrali valjanim,
dokaz je bio to¢an. Takoder 1 danas mnogi matematicari ovaj dokaz ne smatraju valjanim
upravo zbog uloge racunala u njegovoj provedbi.

Kao $to je ve¢ spomenuto, pokusaji dokazivanja ili opovrgavanja ovog teorema bili su
neuspjesni. Postoje dva poznata kontraprimjera, a koji to zapravo nisu. U prvom kontra-
primjeru pokusava se nacrtati jedna regija koja dodiruje sve ostale regije. U tom slucaju,
preostale regije morali bismo obojiti s tri boje (jer je teorem o Cetiri boje uvijek to€an).
Medutim, ako se koncentriramo samo na jednu veliku regiju, promakne nam da preostale
tri regije moZemo obojati koristeci samo tri boje. Primjer je napravljen po uzoru na [6] i
prikazan na slici 4.9.

Drugi kontraprimjer kosi se s pretpostavkom teorema tako da koristi regiju koja se
sastoji od dijelova koji se medusobno ne dodiruju ili ne dopusta da razli¢ito obojimo regije
koje se dodiruju u samo jednoj tocki. Primjer je prikazan na slici 4.10.

Pogledajmo u sljede¢em potpoglavlju kako teorem o Cetiri boje moZemo predstaviti
ucenicima kao dodatnu temu u nastavi matematike.
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Slika 4.9: Kontraprimjer koji to zapravo nije

Slika 4.10: Kontraprimjer koji to zapravo nije 2

4.3 Problem cetiri boje u nastavi matematike

Problem bojanja karte prikladan je za istraZivanje u nastavi jer je intuitivno jasan i lako
razumljiv u€enicima, a moZemo ga predstaviti i u€enicima mlade dobi. Kroz rjeSavanje
spomenutog problema, ucenici ¢e razvijati svoje kriticko misljenje, razmjenjivati ideje,
ali i razvijati svoje sposobnosti rjeSavanja problema. Takoder, ucenici ¢e raznim strategi-
jama pokusSati doc¢i do rjeSenja pa Ce tako razvijati logi¢ko misljenje. Vazno je da ucenici
medusobno suraduju i razmjenjuju strategije unutar razreda odnosno skupina.

Prije same aktivnosti nastavnik treba opisati i demonstrirati problem na kojem ¢e u€enici
raditi. Za demonstracijski primjer moZe se iskorisiti mapa Sahovske ploce kod koje su nam
potrebne samo dvije boje kako bismo je obojali.
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AKktivnost Pomozimo kartografu u izradi karata!

Cilj aktivnosti: UcCenici Ce otkriti da je svaku (zemljopisnu) kartu moguce obojiti s najvise
Cetiri boje.

Ova aktivnost prikladna za ucenike osnovne $kole, a moZe se raditi ve¢ i u niZim razre-
dima. Ucenicima moZemo zadati sljedeci zadatak:

Zadatak 1. Obojite karte sa slike 4.11 sa Sto manje razlicitih boja tako da susjedne zemlje
nisu iste boje. Ako se dvije zemlje dodiruju samo u tocki, one ne dijele granicu pa stoga
mogu biti obojane istom bojom.

Slika 4.11: Karte za bojanje

Rjesenje i diskusija: Ocekuje se da ¢e uCenici uociti da se obje dane karte mogu obojati
s najvise dvije boje. Takoder je mogucée da ¢e ucenici za bojanje trebati viSe boja pa ih
treba razuvjeriti da su za obje karte sa slike 4.11 ipak dovoljne samo dvije boje. Primjer
ucenickog rjesenja je na slici 4.12.

<

Slika 4.12: Primjer ucenickog rjeSenja zadatka 1
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Zadatak 2. Obojite mape sa slike 4.13 sa Sto manje razlicitih boja tako da susjedne regije
nisu iste boje. Ako se dvije regije dodiruju samo u tocki, one ne dijele granicu pa stoga
mogu biti obojane istom bojom.

D

Slika 4.13: Predlozak za bojanje

Rjesenje i diskusija: Ucenici e i ovdje uociti da je zadane mape moguce obojiti s najvise
dvije boje. Moguce je da ¢e neki ucenici koristiti i viSe boja pa ih treba razuvjeriti kako bi
uvidjeli da su nam zaista dovoljne samo dvije boje. Primjer mogucéeg ucenickog rjeSenja
nalazi se na slici 4.14.

o Ko

Slika 4.14: Primjer ucenickog rjesenja zadatka 2

Kartu koju je moguce obojiti sa samo dvije boje moZemo kreirati tako da crtamo zatvo-
rene petlje (bilo kojih oblika) jedne preko drugih. Primjeri takvih karata nalaze se na slici
4.13. Ucenici mogu 1 sami kreirati ovakve mape 1 tako eksperimentirati s raznim oblicima
1 zatvorenim petljama.
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Nakon prethodnih zadataka ucenici dobivaju karte kod kojih dvije boje viSe nece biti
dovoljne. Ucenicima ¢e za bojanje karata sa slike 4.15 biti potrebne najmanje tri boje.
Ucenici dobivaju sljedeci zadatak:

Zadatak 3. Obojite karte sa slike 4.15 sa Sto manje razlicitih boja tako da susjedne zemlje
nisu iste boje. Ako se dvije zemlje dodiruju samo u tocki, one ne dijele granicu pa stoga
mogu biti obojane istom bojom.

Slika 4.15: Karte za bojanje 2

RjesSenje i diskusija: Ucenici ¢e uoditi da kod ovih karata dvije boje vise nisu dovoljne.
Takoder ¢e uoditi da za bojanje karata sa slike 4.15 trebaju najmanje tri boje. Takoder di-
skutiramo s u€enicima o odabiru boja za pojedine karte. Primjer uc¢enickog rjeSenja nalazi
se na slici 4.16. Nakon svih rijeSenih zadataka, diskutiramo s ucenicima o odabiru boja

Slika 4.16: Primjer u€enickog rjeSenja zadatka 3

boja za pojedine karte. Vazno je potaknuti uenike da svojim rije¢ima pokusaju objasniti
koliko im je boja bilo potrebno za pojedini zadatak i zasto.
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S ucenicima predmetne nastave, od petog do osmog razreda, mozemo raditi na slican
nacin, ali moZemo zadati kompliciranije mape (karte) s viSe podrucja za bojanje. Za
potrebe ove aktivnosti koriste se mape Zupanija u Hrvatskoj i mape op¢ina u hrvatskim
Zupanijama.

AKktivnost Obojimo Hrvatsku!

Cilj aktivnosti: UcCenici Ce otkriti da je svaku (zemljopisnu) kartu moguce obojiti s najvise
Cetiri boje.

Zadatak 1. Dane su karte hrvatskih Zupanija podijeljenih na op¢ine. Obojite karte sa
slike 4.17 1 slike 4.18 sa Sto manje boja tako da susjedne opcéine nisu iste boje. Ako se
dvije opéine dodiruju samo u tocki, one ne dijele granicu pa stoga mogu biti obojane istom
bojom.

Slika 4.17: PredloZak za bojanje: Bjelovarsko-bilogorska Zupanija
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Slika 4.18: Predlozak za bojanje: Istarska Zupanija

RjeSenje i diskusija: UCcenici ¢e uociti da za bojanje trebaju najmanje Cetiri boje. Disku-
tiramo s ucenicima o odabiru boja i poti¢emo ucenike da objasne zasto su im bile potrebne
samo Cetiri boje. Takoder ih poticemo da objasne strategije koje su koristili prilikom boja-
nja. Neke od mogudih strategija su:

1. Bojanje ”po redu” (a ne nasumic¢no).
2. Bojanje se zapocinje s dvije boje 1 provodi koliko je moguée. Treca boja se dodaje
kada dvije boje viSe nisu dovoljne. Koriste se tri boje sve dok se ne pokaze potreba

za Cetvrtom.

Primjeri ucenickih rjeSenja dani su na slikama 4.19 1 4.20.
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1 “A‘
A 1,

Slika 4.20: Primjer ucenickog rjeSenja: Istarska Zupanija

Zadatak 2. Dana je karta Hrvatske podijeljena na Zupanije. Obojite zadanu kartu sa
slike 4.21 sa Sto manje boja tako da susjedne Zupanije nisu iste boje. Ako se dvije Zupanije
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dodiruju samo u tocki, one ne dijele granicu pa stoga mogu biti obojane istom bojom.

0 50 100
km

Slika 4.21: PredloZak za bojanje: Republika Hrvatska

RjesSenje i diskusija: Ponavljamo diskusiju iz prethodnog zadatka i o¢ekujemo da ucenici
utvrde zakljuceno. Primjer ucenickog rjeSenja dan je na slici 4.22.

Nakon provedene aktivnosti bojanja s u¢enicima jo$ jednom komentiramo broj boja koje
su koristili za svaki zadatak i strategije koje su birali prilikom rjeSavanja zadataka.
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Slika 4.22: Primjer ucenickog rjeSenja: Republika Hrvatska

Nakon ove aktivnosti mozemo ucenicima zadati zadatak u kojem sami pokusavaju sas-
taviti mape (karte) koje je moguce obojati s dvije, tri ili Cetiri boje. Takoder moZemo i
zadati da pokuSaju sastaviti kartu koja zahtijeva upotrebu pet razlicitih boja. Kako je doka-
zano da bilo koju mapu moZemo obojiti sa samo Cetiri razli€ite boje, ucenici ovaj zadatak
nece uspjeti rijesiti jer uvijek moZemo pronaci rjeSenje koje zahtijeva upotrebu samo Cetiri
razlicite boje.

Nakon $to provedemo prve dvije aktivnosti, u¢enicima pokazemo da svaku mapu mozemo
prikazati kao planarani graf (prikazano na 4.2). Objasnimo ucenicima da planarni graf pri-
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kazujemo u ravnini tako da se njegovi bridovi sijeku samo u vrhovima. Kroz raspravu s
ucenicima, dolazimo do rjeSenja da svaka zemlja (regija) predstavlja vrh grafa, a svaka
granica brid grafa. Kada svi ucenici shvate kako se iz dobvene mape dobiva planarni graf,
s ucenicima provodimo sljedeéu aktivnost.

AKktivnost Iz jednog prikaza u drugi!

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce prikazivati dane karte planarnim grafovima i obrnuto.

Zadatak 1. Mape sa slike 4.11 te 4.15 prikaZite planarnim grafovima. Obojite dobivene
planarne grafove tako da boja svakog vrha odgovara boji svake regije.

RjesSenje i diskusija: Ocekuje se da ¢e za mape sa slike 4.11 ucenici lako do¢i do rjeSenja
te da e dobiti ispravne planarne grafove. Kod mapa sa slike 4.15 ucenici bi mogli imati
viSe problema jer je na slikama viSe regija, ali 1 viSe razliCitih boja. Nastavnik treba prodi-
skutirati s uCenicima o odabiru strategije rjeSavanja zadatka. Jedna od mogucih strategija
moZze biti sljedeca:

1. Svaku regiju oznacimo tockom (oznacimo krugom).
2. Spajamo susjedne tocke redom sa svim susjedima.

3. Obojimo dobiveni graf tako da boje pojedinih vrhova odgovaraju bojama odgova-
rajucih regija.

Primjeri mogudih ucenickih rjeSenja nalaze se na slici 4.23 i slici 4.24.

Slika 4.23: Od karte do planarnog grafa 1
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Slika 4.24: Od karte do planarnog grafa 2

Nakon prvog zadataka, pitamo ucenike mozemo li napraviti obrnuto: ako imamo zadan
planarni graf, moZemo li za njega napraviti odgovarajucu kartu? Ocekuje se da ucenici
potvrdno odgovore na pitanje, nakon cega slijedi sljedeci zadatak.

Zadatak 2. Za dobiveni planarni graf prikazan na slici 4.25 nacrtajte kartu. Obojite
dobivenu kartu tako da boja svake regije odgovara boji svakog vrha planarnog grafa.

Slika 4.25: Planarni graf

Rjesenje i diskusija: Karte koje ¢e ucenici dobiti mogu se razlikovati (svatko Ce regije
nacrtati drugacije). Treba diskutirati s ucenicima zasto je svaka takva karta dobra. Takoder
treba potaknuti uCenike da opiSu nacin na koji su radili i da ponude neke svoje naCine
razmiSljanja. Primjer ucenic¢kog rjeSenja nalazi se na slici 4.26.
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Slika 4.26: Primjer ucenickog rjesSenja za graf sa slike 4.25

Za ovaj problem takoder ima mnogo digitalnih sadrZzaja pomocu kojih ucenici mogu
raditi samostalno. Jedan takav primjer nalazi se na web stranici Mathigon na linku
https://mathigon.org/course/graph-theory/map-colouring.

Ponudene su razlicite karte i sedam razli¢itih boja. Zadatak je da se dane karte oboje sa
Sto manje boja. Postoji 1 hrvatska verzija aktivnosti, medutim nije u potpunosti uredena.
Primjer aktivnosti nalazi se na slici 4.27.

Map Colouring

Slika 4.27: Mathigon: Problem bojanja
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Sazetak

Ovaj diplomski rad bavi se teorijom grafova, granom matematike koja proucava strukturu
i karakteristike grafova te njenom primjenom u dodatnoj nastavi matematike. Na pocetku
rada predstavljeni su osnovni pojmovi i definicije potrebne za razumijevanje rada. U dru-
gom poglavlju fokus je na problemu sedam mostova grada Konigsberga, koji je rijeSio
Leonhard Euler u prvoj polovici 18. stoljeca te tako utemeljio teoriju grafova. Ovdje su
takoder dane definicije i teoremi vezani uz Eulerove i skoro-Eulerove grafove. U tre¢em
poglavlju pobliZe je predstavljen problem rukovanja. Cetvrto poglavlje bazira se na pro-
blemu bojanja karti odnosno moZemo li (zemljopisnu) kartu obojiti s najviSe Cetiri boje
tako da su susjedne zemlje razli¢ito obojane? Kroz rad se isti¢e vaznost proucavanja te-
orije grafova u matematici i kako teoriju grafova pribliZiti u¢enicima raznih uzrasta. Teorija
grafova ne pripada redovnoj nastavi matematike pa se aktivnosti predloZene u radu mogu
iskoristiti na dodatnoj nastavi ili u sklopu matematickih projekata.



Summary

This thesis deals with graph theory, a branch of mathematics that studies the structure and
characteristics of graphs, as well as its application in additional mathematics education.
The introductory section presents basic concepts and definitions necessary for understan-
ding the thesis. The second chapter focuses on the problem of the seven bridges of the
city of Konigsberg, which was solved by Leonhard Euler in the first half of the 18th cen-
tury, thus laying the foundation for graph theory. Here, definitions and theorems related
to Eulerian and semi-Eulerian graphs are also given. In the third chapter, the handsha-
king problem is discussed in more detail. The fourth chapter is based on the problem of
map coloring, that is, whether we can color a (geographical) map with a maximum of four
colors so that neighboring countries are colored differently. The thesis emphasizes the im-
portance of studying graph theory in mathematics and how to make it more accessible to
students of various ages. Graph theory does not belong to the regular mathematics curri-
culum, so the suggested activities in the thesis can be used in additional teaching or as part
of mathematical projects.
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