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Uvod

U ovome radu prouc¢avamo kvalitativno linearne i nelinearne ravninske sustave diferenci-
jalnih jednadzbi prvog reda. Kroz rad prikazujemo fazne portrete nekih specificnih sustava
(linearnih, grabeZljivac-plijen) te opisujemo ponasanje trajektorija rjeSenja u buducnosti.
Prvo analiziramo rast pojedinacne populacije putem eksponencijalnog i logistickog mo-
dela. Zatim proSirujemo analizu na slucaj dvije populacije (tzv. grabezljivac-plijen modeli)
te promatramo kako se trajektorija rjeSenja ponasa u buducnosti.

U prvom poglavlju opisujemo ponaSanje jedne populacije. Uvodimo Malthusov i logisticki
model rasta populacija. Analiziramo promjene u populaciji kroz vrijeme, definiramo ek-
vilibrije (ravnoteZne tocke) populacije i svojstva ekvilibrija. Takoder, definiramo lokalnu i
globalnu stabilnost ekvilibrija te ispitujemo lokalnu i globalnu stabilnost ekvilibrija Malt-
husovog i logisticCkog modela.

U drugom poglavlju proucavamo linearne sustave diferencijalnih jednadZzbi prvog reda.
Iskazujemo i dokazujemo fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja li-
nearnog sustava. Buduéi da se u navedenom teoremu u iskazu rjeSenja koristi eksponen-
cijalna funkcija matrice, uvodimo matriénu 2-normu jer eksponencijalnu funkciju matrice
definiramo pomocu konvergentnog reda matrica. Za linearne sustave uvodimo tok sustava
{¢,}, trajektorije gibanja, fazne krivulje te razne vrste faznih portreta. Svodenjem linearnog
sustava na Jordanovu formu (zamjenom varijabli danim generaliziranim svojstvenim vek-
torima) prikazujemo sve moguce fazne portrete linearnog sustava. Klasificiramo razlicite
vrste ekvilibrija (tj. fazne portrete) linearnih sustava na temelju svojstvenih vrijednosti
matrice sustava (sedlo, ponor, izvor, centar). Nakon definirane teorije za linearne sus-
tave diferencijalnih jednadzbi, prelazimo na nelinearne sustave diferencijalnih jednadzbi.
Iskazujemo fundamentalni teorem lokalne egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja nelinear-
nih sustava. Uvodimo Hartman-Grobmanov teorem pomocu kojeg primjenjujemo teoriju
faznih portreta (odnosno ekvilibrija) linearnih sustava na nelinearne sustave lokalno oko
hiperbolickog ekvilibrija. Pomocu linearizacije sustava i Hartman-Grobmanovog teorema
dobivamo fazne portrete za nelinearne sustave, te komentiramo slu¢aj nehiperboli¢kog ek-
vilibrija tipa fokusa na kojeg teorem nije primjenjiv.



UvVOD 2

U zadnjem poglavlju rada promatramo dinamiku dviju populacija kroz kvalitativnu analizu
pripadnog 2 X 2 sustava diferencijalnih jednadZbi. Prou¢avamo grabezljivac-plijen (Lotka-
Volterra) model:

GO = ax(t) — bx(t)y(t), "

G = dx(0y () = ey(0),
koji opisuje interakciju izmedu grabezljivaca i plijena. Populaciju plijena u trenutku ¢
oznacavamo s x(f), dok populaciju grabeZljivaca u trenutku ¢ oznacavamo s y(t). Lotka-
Volterra model (1) je nelinearan sustav diferencijalnih jednadzbi. Koriste¢i Taylorov ra-
zvoj oko tocke ekvilibrija, lineariziramo Lotka-Volterra model (1) 1 analiziramo ekvilibrije.
Primjenjujudi teoriju iz drugog poglavlja, moZemo analizirati ponaSanje samo za ekvilibrij
(0,0), za drugi ekvilibrij { 5, % ) ne moZemo primijeniti Hartman-Grobmanov teorem jer nisu
zadovoljeni odredeni uvjeti hiperboli¢nosti ekvilibrija. Kako bismo analizirali ponaSanje
drugog ekvilibrija, promatramo prvi integral sustava, te pokazujemo da su sve trajektorije
osim ekvilibrija (0, 0) zatvorene krivulje u faznoj ravnini. ZakljuCujemo da je ekvilibrij
(fl, g) centar Lotka-Volterra modela. Za dokaz ovog teorema uvodimo nove koncepte: mo-
notonost du segmenta, monotonost duz krivulja rjesenja, lokalnu transverzalu sustava,
te w— (a—)granicne tocke i skupove, kao 1 granicne cikluse, te Poincaré-Bendixsonov te-
orem. Rad zavr§avamo jednim konkretnim primjerom Lotka-Volterra sustava koji ilustrira
periodi¢nost funkcija veli¢ina plijena i grabeZljivaca u vremenu, te objaSnjavamo vezu pe-
riodi¢nosti i zatvorenih krivulja u faznom portretu sustava.



Poglavlje 1

Modeli rasta populacije

Problem rasta populacija promatrat cemo matematickim modeliranjem dugorocnog
ponasanja populacija.

1.1 Malthusov model rasta populacije

Populacija je grupa jedinki iste vrste koje Zive na odredenom prostoru i razmnoZavaju se.
Rast populacije se dogada kad stopa radanja premasSuje stopu umiranja. Engleski demograf
Thomas Malthus je ve¢ 1798. godine u svom djelu ”An Essay on the Principle of Popula-
tion”” modelirao rast populacije bez migracija. Malthusov model rasta populacija koristi se
za prikazivanje ponaSanja populacije kroz vrijeme u izoliranim uvjetima, pretpostavljajuci
neograniceni rast koji nije realan za mnoge primjere [3, Poglavlje 1].

Malthusov model se temelji na sljedecim pretpostavkama: kontinuirano preklapanje gene-
racija, odsutnost interakcija s drugim vrstama (ili zanemarivanje takvih interakcija), homo-
gena populacija bez dobne strukture. Takoder, pretpostavlja se da je populacija geografski
izolirana te da nema migracija. Model je deterministicki, a resursi za rast 1 reprodukciju
nisu ograniceni. Osim toga, pretpostavljaju se konstantne stope radanja i umiranja jedinki
[5, Poglavlje 1].

U izoliranim uvjetima (nema migracija) promjena u veli¢ini populacije N je broj rodenih
umanjen za broj umrlih. To se moZe zapisati pomocu diferencijske jednadzbe:

Ny =N, =B, —-D,, t 20, (L.D)

gdje je N, veliCina populacije u trenutku ¢ > 0, a B, 1 D, respektivno broj rodenih 1 umrlih
izmedu trenutaka rif+ 1.
Zelimo ispitati promjene u populaciji kroz vrijeme Az, gdje je At mali vremenski korak.
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JednadZzbu (1.1) moZemo zapisati na sljedeci nacin:

N, t+At T N, t Bt Dt
At At AT (1-2)
gdje su b, i d, stope (tj. trenutne brzine) radanja i umiranja populacije u trenutku . Kako
bismo iz diskretne varijable preSli na neprekidnu, u jednadzbi (1.2) pustimo limes kad

At — 0, te dobivamo diferencijalnu jednadZbu rasta populacije:

dN(1)
dt

Stope rasta b(¢) 1 d(t) ovise o veliini populacije N(z). Pretpostavimo da su proporcionalne
s veli¢inom populacije:

=b(t)—-d@), t > 0. (1.3)

b(t) = aN(0),
d(1) = BN (1),

gdje su @ > 018 > 0 respektivno konstantne prosjecne stope radanja i umiranja po jedinki,
te predstavljaju postotak broja rodenih i umrlih jedinki u ¢itavoj populaciji po jedinici
vremena.

Zbog pretpostavke o homogenosti, @ i 8 su konstante. 1z toga slijedi da se jednadZba (1.3)
moZze zapisati na sljedeéi nacin:

dN(1)
dt

= (@ - B)N(1), t > 0.

Konstantu @ — 8 € R moZemo gledati kao stopu rasta po jedinki, te oznacavamo je s y € R.
Stoga dolazimo do Malthusove jednadzbe rasta populacije:

dN(1)

—— =N, (1.5)

Eksplicitnim rjeSavanjem diferencijalne jednadzbe (1.5) dobivamo
N(t) = Noe”', t > 0, (1.6)

gdje je Ny pocetni uvjet, tj. poCetna veli¢ina populacije u trenutku ¢ = 0. 1z jednadZzbe (1.6)
mozZemo vidjeti dinamiku populacije tijekom vremena; za y > 0 (tj. stopa rasta je veca od
stope umiranja) veli¢ina populacije raste eksponencijalno, a za y < 0 (stopa rasta je manja
od stope umiranja) populacija eksponencijalno izumire [5, Poglavlje 1].
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y>0 |
y<0
S

Slika 1.1: Malthusov model rasta populacije (Izradeno u programu MATLAB).

1.2 Logisticki model rasta populacije

Eksponencijalni rast populacije nije realan; u stvarnosti se pojavi period kad je zaliha hrane
populacije smanjena. U prvom potpoglavlju smo pretpostavili da je stopa rasta popula-
cije proporcionalna veli€ini populacije, Sto ne mozZe biti slucaj u stvarnosti. Zanemarujuci
mnoge okolnosti koje upravljaju stvarnim rastom populacije, ta naivna pretpostavka ne
uzima u obzir ograni¢enja poput nemoguénosti beskona¢nog rasta populacija zbog smanje-
nja zaliha hrane ili ogranicenja Zivotnog prostora. Verhulst je 1838. godine predloZio mo-
del, nazvan logisticki model, za rast populacije. Logisti¢ki model pretpostavlja ogranic¢ene
resurse, ukljucujuéi maksimalnu veli¢inu populacije K koju okolina moze poprimiti. Ako
populacija naraste iznad K jedinki, tada ¢e se populacija krenuti smanjivati, a ako padne
ispod, tada Ce se povecavati [9].

Logisti¢ki model ima iste pretpostavke kao 1 Malthusov model, osim pretpostavke o kons-
tantnoj stopi rasta jer su u logistickom modelu resursi ogranic¢eni. Kad je populacija manja
od K (N < K), populacija raste prema K, te se stopa rasta smanjuje kako se priblizavamo
grani¢noj vrijednosti K. Populacija prestaje rasti kada je N(r) = K, zaneki ¢ > 0, zato u tom
trenutku treba biti N'(r) = 0. Kako bismo uvazili prethodno, u ovom modelu pretpostavlja
se da je stopa promjene populacije % proporcionalna umnosku N(7) i K — N(t). Diferen-
cijalna jednadZzba koja zadovoljava ove pretpostavke je logisticki model rasta populacije
poznat i kao Verhulstov model:

dN(1)
dt

:7N(t)(l—$), t>0, (1.7)
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gdje je K maksimalna veli¢ina populacije, a y > 0 neka konstanta [9].

Kada je pocetni uvjet Ny = 0 slijedi da je % =0, Vt > 0, stoga sustav ostaje u ekvilibriju
0. Analogno vrijedi i za pocetni uvjet Ny = K, sustav ostaje u ekvilibriju jer je % =
0, Vt > 0.

Analitickim rjeSavanjem diferencijalne jednadzbe (1.7) (integracijom te primjenom metode
separacije varijabli uz uvjete na pocetni uvjet, Ny # 01 Ny # K) dobivamo eksplicitno
rjeSenje logistickog modela:

K

No= 1+ (£ -1)er

t>0, (1.8)

gdje je Ny pocetna veli¢ina populacije u trenutku # = 0 razli¢ita od 01 K [4, Poglavlje 1.2].
Da bismo ispitali ponaSanje Verhulstovog modela populacije u beskonacnosti (t — +o0),
analiziramo kako se rjeSenje (1.8) ponasa tijekom vremena ovisno o pocetnoj veli¢ini po-
pulacije N,.

Nekaje 0 < Ny < K, tada je (N£0 - 1) > (. Primijetimo da eksponencijalna funkcija e™’ tezi

u 0 kako 7 raste prema pozitivnoj beskonacnosti. To znaci da ¢e ¢lan (N% - 1) e postati

zanemarivo malen. Kada ¢t — +o0 Clan (N% - 1) €™ tezi prema nuli, te vrijedi:
lim N(7) = K.
t—+00
Rjesenje (1.8) je u ovom slucaju definirano za ¢ € [0, +00).
Ako za pocetni uvjet vrijedi da je Ny < 0, tada postoji trenutak 7 takav da je nazivnik
rjeSenja (1.8) jednak nuli. Kako je Ny < O slijedi da je (Nﬁo - 1) < 0. Neka je

K )
Il+|—-1]e” =0. 1.9
(3~ 1)e 19)
Eksplicitnim rjeSavanjem jednadzbe (1.9) slijedi:
A 1 N
t:——ln( 0 ) (1.10)
Yy \No—-K
Jer vrijedi
N
0< 0 < 1,
No—-K

slijedi da je 7 > 0.
Neka je £ > 0, uzmimo 7 := 7 — &. Slijedi da limes lim N(f) moZemo napisati na sljedeci
11—t
nacin: K
lim —. (1.11)
e-0" 1 4 (Nﬁo _ l)e—y(t—a)
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UvrStavanjem izraza (1.10) za 7, tada je limes (1.11) jednak:

. K
lim = —o00.
o0t 1 — Y€

Stoga vrijedi, kada je Ny < 0,

lim N(t) = —c0.

t—t
U ovom slucaju rjeSenje je definirano za 7 € [0, f), te nije definirano u desnom rubu jer ima
vertikalnu asimptotu u 7.
Ako za pocetni uvjet Ny vrijedi da je Ny > K, tada je (Nﬁo - 1) < 0. Analizom kao i
u prethodnom slucaju dobivamo da je 7 < 0, §to ne moZe biti slucaj, jer je ¢ vremenski
trenutak. Stoga nazivnik rjeSenja (1.8) nikada nece biti jednak 0. Kada t — +oo Clan

(% - 1) e™" tezi prema nuli, te i u slucaju kada je Ny > K vrijedi:

lim N(t) = K.

f—+co
Primjetimo da je rjeSenje (1.8) u ovom slucaju definirano za ¢ € [0, +00). Dakle, kako
vrijeme prolazi 1 ako za pocetni uvjet Ny vrijedi da je 0 < Ny < K ili Ny > K, broj jedinki
populacije tezi vrijednosti K. To znaci da Ce se populacija stabilizirati u vrijednosti K i
postici ravnotezno stanje. U slucaju kada je pocetni uvjet Ny < O slijedi da broj jedinki
populacije ne tezi vrijednosti K ve¢ N(f) — —oo kako t — 1, gdje je 7 definiran sa (1.10)
[13].

1z jednadzbe logistickog modela (1.7) vidimo da u trenutku kad je N(¢) = K, brzina pro-
mjene populacije % postaje 0, te vidimo da populacija dostiZe ekvilibrij (stabilnu tocku).
Preciznije, iz logistickog modela (1.7), vidimo da je brzina promjene % u nekom tre-

t
nutku 7y > 0 jednaka nuli ako i samo ako je:

0.

N(ty)
YN(to) (1 e )
Ovo se moZe postici na dva nacina:

1. Kad je vrijednost N(fy) u trenutku 7, jednaka 0, tj. populacija je izumrla;

2. Kad je vrijednost N(fy) u trenutku 7, jednaka K, tj. populacija je dostigla svoju
maksimalnu veli¢inu 1 daljnje povecanje viSe nije moguce [5].
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t
Slika 1.2: Logisticki model rasta populacije (Izradeno u programu MATLAB).

1.3 Ekvilibrij i stabilnost ekvilibrija

Jedno od pitanja koje se postavlja u analizi modela rasta populacija jest kojim vrijednos-
tima “konvergiraju” veli¢ine populacija u vremenu, te kako na to utjeCu pocetna veli¢ina
populacije i ostali parametri modela. U ovom poglavlju definirat éemo pojam ekvilibrija i
stabilnost ekvilibrija.

Definicija 1.3.1. (Ekvilibrij, [13])
Neka je f € C'(R). Neka je dana diferencijalna jednadzba

dy(r)
—— = [0, 120, (1.12)

Ekvilibrij (ravnoteZno stanje) je vrijednost y € R za koju je konstantna funkcija y(t) = 3,
t > 0, rjeSenje diferencijalne jednadZbe.

Teorem 1.3.2. (Karakterizacija ekvilibrija, [5])
Funkcija y(t) = ¥ je ekvilibrij za jednadzbu (1.12) & f(¥) = 0 (¥ je nultocka funkcije f
desne strane).

Dokaz.

Pretpostavimo da je y(¢) = ¥ ekvilibrij. Budu¢i da je y konstanta znamo da vrijedi

dy(t)
2 =0,t>0.
dt

Po Definiciji 1.3.1 slijedi

J® = 7 =0,1>0.
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Sada prepostavimo da vrijedi f(§) = 0. Zelimo pokazati da je tada funkcija y(f) =
ekvilibrij. Ogito je 22 = 0 jer je funkcija konstantna. Kako je i £(5) = 0, slijedi
% = f(¥), tj. y(r) = y zadovoljava jednadzbu (1.12).

Prema Definiciji 1.3.1 § je ekvilibrij.

Stabilnost ekvilibrija

Definicija 1.3.3. (Globalna stabilnost ekvilibrija, [13])
Ekvilibrij ¥ je globalno stabilan ako za svaki pocetni uvjet yy € R, rjesenje Cauchyjevog
problema

2 = ),
¥(to) = Yo,
zadovoljava
lim y(r) = §.
t—+00

Definicija 1.3.4. (Lokalna stabilnost ekvilibrija, [13])
Ekvilibrij y je lokalno stabilan ako postoji otvorena okolina I C R od y tako da, za svaki
vo € I, rjesenje Cauchyjevog problema

D= fy),
(%) = Yo,

zadovoljava
lim y(¢) = .
t—+00

Teorem 1.3.5. (Karakterizacija stabilnosti ekvilibrija, [5])

Neka je dana jednadzba (1.12) te neka je y lokalni ekvilibrij. Neka je f diferencijabilna
lokalno oko ¥.

Vrijedi sljedece:

1. f'(y) > 0 = y nije lokalno stabilan,
2. f'(y) < 0= ¥ je lokalno stabilan,

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna u ekvilibriju y.
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1. Pretpostavimo suprotno tj. da je f’(y) > 01 da je ¥ lokalno stabilan. Prema De-
finiciji 1.3.4 to znaci da postoji okolina I oko § takva da, za svaki y, iz I, rjeSenje
Cauchyjevog problema

D= fy),
¥(t) = Yo,
zadovoljava lim y(t) = y.
t—+00
Koristeci definiciju derivacije slijedi:

£/ =1lim

h—0

JG+h - f5)
- :

Kako je f'(3) > 0, postoji hy > 0 takav da vrijedi

fG+M)=fG)
h

0, (1.13)

za svaki h td. |h| < hy. Uzmimo dodatno &y dovoljno mali takav daje y + h € [
za svaki h takav da vrijedi |h| < hg, gdje je I lokalni interval stabilnosti ekvilibrija.
Uzmimo proizvoljan £ takav da vrijedi |h| < hy 1 promatramo trajektoriju ¢t +— y(f)
koja u pocetnom trenutku 7, prolazi tockom J + h. Prema pretpostavci slijedi da je
tl—lgl—rc!o y(t) = ¥. Za navedenu trajektoriju stoga postoji 7 > 0 tako da vrijedi |y(¢) — J| <

ho za svaki ¢+ > T. Uzmemo infimum takvih 7-ova veéih od ¢y. Tada, za h # O,
zbog neprekidnosti funkcije y i jer je y(fy) = y + h vrijedi y(T)) # ¥. Ako postoji
trenutak #; > T takav da vrijedi y(¢;) = ¥ slijedi da je y(¢) = y, zasvaki t > T (jer je y
ekvilibrij, pa zauvijek trajektorija ostaje u njemu). U protivhom, zbog neprekidnosti
rjeSenja t — y(1), ili za svaki ¢t > T vrijedi y(t) < ¥ ili za svaki t > T vrijedi y(¢) > .
Ako je y(t) > y onda postoji 0 < h < hy takav da vrijedi y(#) = y + h. Kako je y
ekvilibrij vrijedi f(y) = O te je stoga zbog (1.13) (¥ + h) > 0. Stoga je f(y(¢)) > 0
zasvakit > T, pa je derivacija y'(¢) > 0 za svaki ¢t > T. Funkcija y(¢) strogo raste na
intervalu [T, +00). Kako je y(¢) > ¥, za svaki t > T, dobivamo kontradikciju s time
da y(¢) tezi u . Stoga y nije lokalno stabilan ekvilibrij.

U drugom slucaju, ako je y(f) < ¥, onda postoji —hy < h < 0 takav da vrijedi
y(t) = § + h. Kako je y ekvilibrij vrijedi f(¥) = O te je zbog (1.13), f(y + h) < 0.
Stoga je sada f(y(¢)) < 0 za svaki t > T, pa je derivacija y'(f) < 0 za svaki t > T.
Funkcija y(f) strogo pada na intervalu [T, +o0). Kako je y(f) < ¥, za svakit > T,
dobivamo kontradikciju s time da y(¢) tezi u . Stoga ¥ nije lokalno stabilan ekvilibrij.
Promotrimo sada slucaj kada postoji trenutak ¢ > T takav da vrijedi y() = §. Neka
je t; > T najmanji takav trenutak. Tada je ili y(¢) > yili y(f) < yzasve T <t < 1y,
pa, kaoiprije, jeili y'(r) > O zasve T <t < 1, i y'(t) < OzasveT <t < 1.
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Kako je y'(¥) = f(y(®) = f(F) = 0, za sve t > t;, o€ito je ili y'(r) < 0 za sve
t>Tilijey(t) > 0zasvet > T. Jedina razlika s prethodnom diskusijom jest Sto
je y rastuéa/padajuca umjesto strogo rastuca/strogo padajuca, te se zakljucak izvodi
analogno.

2. Pretpostavimo suprotno tj. da je f’(¥) < 01 da y nije lokalno stabilan. Kako ¥ nije
lokalno stabilan, slijedi da za svaku otvorenu okolinu / € R od y postoji yy € I takav
da rjeSenje Cauchyjevog problema

D= ),
y(t) = Yo,

ne zadovoljava lim y(¢#) = §. Uzmimo I = (y — hy, y + ho) za hy > 0. Uzmimo y, € 1
f—+00

prethodno definiran, te trajektoriju y(¢) koja u pocetnom trenutku prolazi tockom Yy.
Za tu trajektoriju vrijedi da postoji #; > O takav da

YT > 0)3t > T) t.d. [y@®) — 5| > hy. (1.14)

Oznacimo hg := min{hy, h}.
Koristeci definiciju derivacije slijedi:

oo _ o SO+ = f)
ro =g S

Kako je f'(9) < 0, postoji h, > 0 takav da vrijedi

[G+0-10)

(1.15)

za svaki h td. |h| < hs.

Oznacimo hg := min{hy, h,}, shodno tome relacije (1.14) i (1.15) vrijede za taj hy.

Uzmimo gore odabranu otvorenu okolinu / i promatramo trajektoriju ¢ — y(¢) koja u

pocetnom trenutku 7, prolazi tockom yy. Prema pretpostavci vrijedi da lim y(z) # y.
t—+00

Za navedenu trajektoriju, za svaki T > 0 postoji ¢t > T takav da vrijedi

(@) =31 > ho. (1.16)

No, analizom kao u i prvom dijelu dokaza, vidi se da relacija (1.15) znaci: ako smo s
pocetnim uvjetom krenuli u pruzi [, § + h) Citava trajektorija ostaje u njemu za svaki
0 < h < hy. Analogno, ako smo s poCetnim uvjetom krenuli u pruzi (§ — h, y] Citava
trajektorija ostaje u njemu za svaki O < h < hy. Time smo dobili kontradikciju sa
(1.16). Slijedi da je ¥ lokalno stabilan ekvilibrij.
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O

Globalna stabilnost podrazumijeva da Ce se sustav teziti u ekvilibrij protokom vremena
krenuvsi od bilo koje pocetne vrijednosti populacije. Dok lokalna stabilnost podrazumijeva
da e se sustav teZziti u ekvilibrij ako je pocetna vrijednost unutar proizvoljno male okoline
I ekvilibrija 3.

Primjer 1.3.6. (Ekvilibriji Malthusovog i logistickog modela, [5])

o Malthusov model:
S(N) =vyN.

Prema Teoremu (karakterizaciji ekvilibrija) 1.3.2, ekvilibrij Malthusovog modela
(1.5) je N = 0. Kako je rjesenje dano eksplicitno s N(t) = Nye”', t > 0, moZemo
vidjeti da za y > 0 vrijedi

lim N(t) = 400,

t—+00
za svaki pocetni uvjet N(0) = Ny.

Zay > 0 ekvilibrij 0 nije globalno stabilan. Naime zay > 0, vrijedi a > B, tj. stopa
radanja veca je od stope umiranja, sto rezultira eksponencijalnim rastom populacije
za svaku pocetnu vrijednost Ny.

Zavy < 0vrijedi
lim N(t) =0,

—+00
za svaki pocetni uvjet N(0) = Ny. Stoga ce za svaku pocetnu vrijednost Ny populacija
teziti u 0, $to nam govori da N = 0 globalno stabilan ekvilibrij. Kad je y < 0, vrijedi
a < B, tj. stopa umiranja je veca od stope radanja te populacija izumire.
U Malthusovom modelu ekvilibrij N = 0 je globalno stabilan ako je y < 0, dok nije
globalno stabilan za y > 0.

o Logisticki model:
N
f(N) :’)/N(l —E), 7>0

Prema karakterizaciji ekvilibrija 1.3.2 ekvilibriji logistickog modela (1.7) su N = 0 i
N = K. U logistickom modelu (1.7) iz karakterizacije lokalne stabilnosti ekvilibrija
1.3.5 slijedi da je N = K lokalno stabilan ekvilibrij, dok N = 0 nije lokalno stabilan
ekvilibrij.

Na stranici 6 opisano je kako se rjesenje logistickog modela ponasa kada t teZi u
pozitivnu beskonacnost uz uvjete na pocetni uvjet Ny. Iz eksplicitnog rjesenja lo-
gistickog modela K

L+(E-1)er

No

N() = , >0,
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N(0)

N(Y)

Ekvilibrij

t

Slika 1.3: Globalno stabilan ekvilibrij Malthusovog modela N = 0 kad
je ¥ < 0 (Izradeno u programu MATLAB).

uz No > K ili 0 < Ny < K, moZemo primjetiti kada t — +oco da vrijedi sljedece:

lim N(t) = K.

t—+00
Stoga N = 0 nije lokalno stabilan ekvilibrij jer ako krenemo iz okoline desno od 0
velicina populacije tezi u K, a ne u 0. Na stranicama 6 i 7pokazali smo da kada za
pocetni uvjet vrijedi Ny < 0 tada rjeSenje N(f) — —oo kako t — f, gdje je t definiran
sa (1.10). Zbog toga ekvilibrij N = K nije globalno stabilan ekvilibrij [13].

Vazno je upamtiti da je N = K stabilan samo za N > 0: ako krenemo s vrijednosti
Ny < 0, Slika 1.4 pokazuje da ce trajektorija biti odbacena prema lijevoj strani i
nikada neée doseéi N = K. Sli¢no, ako krenemo s Ny > K, trajektorija Ce se kretati
prema lijevoj strani. Stoga, N = K je lokalno stabilan ekvilibrij, dok N = 0 nije sta-
bilan lokalni ekvilibrij [5]. U primjeru smo promatrali situaciju u kojoj je veli¢ina
populacije mogla biti negativna radi karakterizacije lokalne stabilnosti.

Na Slici 1.4 graficki prikazujemo %’ u ovisnosti o N, ¢ime prikazujemo kako se br-
zina promjene populacije mijenja s velicinom populacije, N. U slucaju logistickog
modela, desna strana jednadZbe % je kvadratni izraz, stoga je graf parabola koja
sijece os N u ekvilibrijima, 0 i K, gdje je %’ =0/5]
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dN/dt

7'0' T E\N

Slika 1.4: Inverzna parabola logisticke jednadzbe i ekvilibriji, [5, Figure 1.3].

Ekvilibrij

t
Slika 1.5: Lokalno stabilan ekvilibrij logistickog modela (Izradeno u programu MATLAB).



Poglavlje 2

Sustavi diferencijalnih jednadzbi prvog
reda

2.1 Linearni sustavi u R?

Linearni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda u R? zadan je na sljede¢i
nacin:

X' (1) = ax(1) + by(0),
Y (1) = cx(1) + dy(1),

gdje su a, b, ¢, d € R konstante. Sustav moZemo napisati i na drugaciji nacin koristeci
matricu koeficijenata A:

X' (1) = Ax(?) (2.1)
b
dl
odredili druge ekvilibrije, moramo algebarski rijeSiti linearni sustav jednadzbi [4]:

Ax = 0.

gdjeje A = [ccl A € M,(R). Ishodiste je uvijek ekvilibrij linearnog sustava. Da bismo

Teorem 2.1.1. (Teorem egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja linearnog sustava, [15, Po-
glavlje 1])
Neka je A € M,(R). Tada, za zadani Xy € R?, Cauchyjev problem

(1) = Ax(¢
x'(1) = Ax(?), 2.2)
x(0) = xo,
ima jedinstveno rjesenje koje je dano izrazom:
x(t) = e*'xg, t € R. (2.3)

15
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U iskazu Teorema 2.1.1 pojavljuje se eksponencijalna funkcija matrice, u nastavku
objasnjavamo kako se ona definira.

Za A € M,(R), ¢ definiramo kao sumu reda e := E T [17]. Da bismo dokazali da dani
k=0 "

red konvergira u prostoru matrica, prvo ¢emo definirati matri¢nu 2-normu.

Definiramo matricnu 2-normu matrice T na prostoru M,(R) induciranu vektorskom nor-
mom || - ||, kao:
T2 := max [|[T(X)|l2,
[Ixll2<1
gdje jex € R%, te |||, := {/+? + x3 euklidska norma vektora. KaZzemo da vektorska norma
|| - l> inducira odgovarajuéu matri¢nu 2-normu [15].

Matri¢na 2-norma ||A||, se definira kao najveca vrijednost od ||Ax||, na kugli radijusa jedan
i sa sredi§tem u 0 € R2. Maksimum iz definicije matri¢ne 2-norme postoji jer je jedini¢na
kugla sa srediStem u 0 kompaktan skup, a funkcija f := R?> — R, definirana s f(x) :=
||Ax]|, neprekidna.

Definicija 2.1.2. (Banachov prostor, [2])
Kazemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz unutar tog prostora ko-
nvergira. Potpun normirani prostor takoder se naziva Banachov prostor.

Propozicija 2.1.3. ([2]) Svaki konacnodimenzionalni normiran prostor je potpun.
Dokaz. Dokaz se moze pronaci u [2]. O
Iz Propozicije 2.1.3 slijedi da je (M>(R), || - ||,) Banachov prostor.

Teorem 2.1.4. ([17]) Neka je A € M,(R). Tada red Z T konvergira u (M>(R), || - [|2).
k=0 "

U dokazu teorema trebamo sljedecu lemu koju necemo dokazivati.

Lema 2.1.5. (Weierstrassov M-test, [12])
+00 too

Neka je Z X, red u Banachovom prostoru i neka je Z w, red nenegativnih realnih brojeva

n=1 n=1

w, =0, Yn € N. Neka je ispunjeno sljedece:

+00 +00
® Red Z w,, majorira red Z Xp, 1. vrijedi

n=1 n=1

llxall2 < wy, ¥n € N.
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+00
e Red Z w, konvergira u R.

n=1

+00

Tada je red Z X, apsolutno konvergentan i vrijedi sljedece:

n=1

+00

S

n=1

+00 +00
< Dl < ) wa
2 n=1 n=1

Lema 2.1.6. ([15])

Neka je || - || euklidska norma na R? i neka je || - ||, matricna 2-norma na M>(R) koja je
inducirana euklidskom normom. Za matrice A,B € M,(R) te za vektor x € R? vrijede
sljedeca svojstva:

LA < lIA]lz - [l

2. |lABIlz < lAll2 - 1Bl

3. A"l < A}, za n € N,.
Dokaz. ([15])

1. Za x = 0 lako vidimo da vrijedi Tvrdnja 1. Neka je x # 0, tada vrijedi |[x|| # O.

Definiramo jedini¢ni vektory kaoy = II_:II Prema definiciji matri¢ne 2-norme, imamo

1
1Al = AWl = —IAX)I].
liyll

Dobivamo da vrijedi Tvrdnja 1.

2. Za||x]| < 1 pomocu Tvrdnje 1. dobivamo sljedece:
HABEO)I < [lAll2 - IBXOII
< Az - IBIl2 - lIxl
< l|All2 - I Bll2-

Po definiciji matri¢ne 2-norme i svojstva funkcije maksimuma slijedi
lAB|l, = maxy <1 [[ABX)|| < [|All2l|Bll,, stoga slijedi Tvrdnja 2.

3. Matri¢nu 2-normu ||A”||, zapiSimo na sljedeéi nacin ||A - ... - Al|>, u ovom zapisu se
matrica A pojavljuje n puta. Sada primjenom Tvrdnje 2., slijedi Tvrdnja 3.
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Dokaz Teorema 2.1.4. ([17])
Neka je || - ||, matriéna 2-norma na M,(R). Po Lemi 2.1.6 imamo

1A ]l = IAA "Il < NIl A, < ... < JIAI5, k € N.

Prema usporednom kriteriju konvergencije redova realnih (nenegativnih) brojeva, zbog

A1l L . o (1441
N konvergira slijedi konvergencija reda ]

- k=0
vom prostoru apsolutna konvergencija reda, prema Lemi 2.1.5 (Weierstrassovom M-testu),

v .. . .. . k .
povlaci konvergenciju reda. Po Weierstrassovom M-testu vrijedi da >, % konvergira

. U Banacho-

(9]
Cinjenice da red E
k=0

apsolutno u potpunom prostoru (M,(R),|| - |l,). Tada slijedi da red ;2 *]:—f konvergira u
potpunom prostoru (M,(R), || - ||»). O

Sada definiramo eksponencijalnu funkciju matrice pomocu konvergentnog reda matrica.

Definicija 2.1.7. (Matricna eksponencijalna funkcija, [15])
Neka je A € M(R) i t € R. Definiramo eksponencijalnu funkciju matrice A kao konver-
gentni red
2A2 MAM oo Ak gk
AMN=T+1A+—+... + +...= . (2.4)

' ' |
2! m! = k!

Ako uvrstimo t = 0 u jednadZbu (2.4), dobivamo:

pri cemu je I jedinicna matrica.

Niz parcijalnih suma e’ majoriziran je sa e*, stoga konvergira apsolutno i uniformno za
|h| < 1 po Lemi 2.1.5.
U dokazu Teorema 2.1.1 koristit ¢emo sljedecu lemu:

Lema 2.1.8. (Derivacija eksponencijalne matric¢ne funkcije, [15])
Neka je A € M>(R). Tada vrijedi:

—M = A,

dt
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Dokaz. ([15, Poglavlje 1])
Definirajmo funkciju f : R — M,(R) s f(¢) := e, t € R. Vrijedi:

d ., - pAUH) _ Al
"(t) = —€™ =lim ———88 — =
f(® 7 lim .
Ah
i AL _I_
= jmet—— =
A2h ARyl
= ¢ lim lim (A+—+...+ ):
h—0 k—+co 2! k!
= Ae™, teR.

Zadnja jednakost slijedi iz zamjene limesa, jer niz parcijalnih suma koji definira e ko-
nvergira uniformno za |h| < 1. O

Dokaz Teorema 2.1.1. ([15])
Stavimo x(7) := e'x, t € R. Prema prethodnoj Lemi 2.1.8 slijedi:

dax(t d
’;(t ) _ Z(e"x0) = AeVxo = AX(1), V1 € R.

Takoder, x(0) = Ixy = Xo. Stoga je x(f) = X, rjeSenje Cauchyjevog problema (2.2). Da
bismo vidjeli da je to jedino rjeSenje, pretpostavimo da je x(7) bilo koje rjeSenje Cauchyje-
vog problema (2.2) i definirajmo y(¢) = e™"'x(¢), t € R. Iz prethodne Leme 2.1.8 i &injenice
da je x(¢) rjeSenje Cauchyjevog problema (2.2) slijedi:

Y (1) = —AeMx(t) + e VX (1) = —Ae M x(t) + e M AX(1) = 0,

za sve t € R, jer e i A komutiraju. Stoga je y() konstanta. Ako uzmemo ¢ = 0 tada je
y(0) = x, stoga je
x(1) = eMy(r) = e*'x.

Time je jedinstvenost rjeSenja dokazana. O

Definicija 2.1.9. (7Tok linearnog sustava, [15])

Za sustav (2.1) definiramo tok sustava kao I-parametarsku (po t) familiju {¢, : t € R?},
gdje je ¢, : R*> — R? definirana s ¢.(Xo) = X(t,Xg), t € R, gdje je t — Xx(t,X,) rjeSenje
Cauchyjevog problema za sustav (2.1) s pocetnom tockom X,.

Vrijednost ¢,(xy) opisuje polozaj Cestice u danom sustavu nakon vremena ¢t € R ako u
trenutku ¢ = 0 krenemo iz pocetne tocke xy.
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Primjer 2.1.10. (/4])
Neka je zadan linearni sustav:

x = [é g]x (2.5)

sa pocetnim uvjetom Xy = (xg, o). Jednadibe u varijablama x i y su separirane, pa se
primjenom metode separacije varijabli dobije da je rjesenje sustava (2.5) funkcija t —
(x(8), y(1), t € R, gdje je

x(1) = xoe™, y(t) = yoe™.

Po Definiciji 2.1.9, tok sustava (2.5) definiran je kao:

¢:(x0, yo0) = (xoe™, y0e™), t € R, (x0,y0) € R%.

Prema [5], fazna ravnina je dvodimenzionalna koordinatna ravnina s trajektorijama di-
namickog sustava xiy u vremenu ¢. Fazna ravnina ima korisnu ulogu u vizualizaciji
ponaSanja 1 odredivanju stabilnosti sustava. Svako rjeSenje t — (x(2),y(¢)), t € I C R,
linearnog sustava opravdano je nazvati gibanjem. Mijenjanjem varijable z, tocka (x(t), y(t))
opisuje krivulju u R? koja se naziva trajektorija gibanja. Dakle, trajektorija rjeSenja ¢
(x(1), ¥(1)) je krivulja C = {(x(#), (¢)) : t € R} u faznoj (x, y)-ravnini 2 X 2 sustava

x' = F(x,y),
Y =G(x,y).

Tu krivulju nazivamo i faznom krivuljom.

Poljem smjerova nazivamo dvodimenzionalno vektorsko polje (x,y) — (F(x,y), G(x,y)).
Po teoremu 2.1.1 znamo da ¢e linearni sustav (2.1) imati jedinstveno rjeSenje za svaki
pocetni uvjet X, € R2, tj. da ée kroz svaku tocku x, € R? prolaziti jedinstvena fazna
krivulja. U svakoj tocki (x,y) fazne krivulje je polje smjerova u (x, y) tangencijalno na tu
krivulju jer je tangenta na krivulju dana brzinom promjene krivulje, t — (x’(¢), y'(¢)) [16].

U nastavku promatrat ¢emo razlicite vrste ekvilibrija linearnog sustava (2.1), prema tipu
ponasanja trajektorija lokalno oko ekvilibrija, to jest prema tipu faznog portreta. Fazni
portreti razlikovat ¢e se obzirom na svojstvene vrijednosti matrice A [15]. Stoga ¢emo se u
sljede¢em poglavlju prisjetiti Jordanove forme matrice.

Jordanova forma matrice

Jordanova forma predstavlja “najjednostavniji”’ zapis linearnog operatora. Budu¢i da di-
jagonalizacija nije uvijek mogucéa za svaki linearni operator, pokusavamo pronaci bazu
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prostora u kojoj je matrica linearnog operatora dijagonalna blok-matrica [15]. Prelazak
iz baze u bazu na nivou matri¢nih zapisa se prevodi u mnoZenje matrice s desna i slijeva
regularnom matricom i njezinim inverzom, A = R™'-A-R. U skladu s tim, govorit éemoi o
Jordanovoj formi matrice, kao najjednostavnijoj formi u koju matrica prijede konjugacijom
regularnim matricama.

Teorem 2.1.11. ([15]) Ako su svojstvene vrijednosti Ay, A,, ..., A, matrice A € M,(R) re-
alne i razlicite, tada bilo koji skup odgovarajucih svojstvenih vektora vy, v,, . .., v, ¢ini bazu
za R". Matrica P = [v\,V,, ..., v,] je invertibilna i vrijedi P"'AP = diag[A,, A5, ..., A,].

Dokaz. Dokaz se moze naéiu [11]. O

Definicija 2.1.12. (Generalizirani svojstveni vektor, [15])

Neka je A svojstvena vrijednost matrice A € M,(R) algebarske kratnosti k, gdje je 1 < k <
n. Vektor v # 0 € R", koji zadovoljava jednadzbu (A—AI)'v = 0 zanekii = 1,...,k, naziva
se generalizirani svojstveni vektor matrice A povezan sa svojstvenom vrijednoscu A.

Teorem 2.1.13. ([15])

Neka je A € M,(R) matrica sa realnim svojstvenim vrijednostima A;, j=1,...,k, k<n,i
kompleksnim svojstvenim vrijednostima (kako kompleksne svojstvene vrijednosti dolaze u
. . .. T . _ R . . +k
parovima, implicitno vrijedi da je n+k paran) A; = a;j+ib;i A; = a;—ibj, j = k+1,..., 5.
Tada za R" postoji baza {v, ..., Vi, liy1, Ugs, - ..,l# u#}, gdjesuv;, j=1,....k w; =
ui+iljiw;=uj—il, j=k+1,..., ”7”‘, generalizirani svojstveni vektori matrice A. Gdje
su v; svojstveni vektori realnih svojstvenih vrijednosti A;, j = 1,...,k, a w; i w; pripadni
svojstveni vektori konjugirano kompleksnih svojstvenih vrijednosti A;i A; j = k+1,. .., ”7”‘
Neka suuj = Re(w;)il; =Im(w)), j=k+1,..., ”T”‘ tada je matrica
P = [Vl SRR VA /SRR T B l% M%]

invertibilna i vrijedi
B,
J=P'AP = ) (2.6)
B,

Temeljni Jordanovi blokovi B = B, j = 1,...,r, u (2.6) su matrice sljedeceg oblika:

A1 0 0 0]
01 00
B= :
000 - A1
000 - 0 A
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gdje je A realna svojstvena vrijednost matrice A, ili sljedeceg oblika:

D I, 0 --- 0 O]
O DL --- 00
B=|: = ¢ o0 i,

0 0 0 --- D L

0 0 0 --- 0 D]
gdje su D = [Z _ab , L = (1) (1) i0 = [8 8], gdje je par konjugirano kompleksnih
svojstvenih vrijednosti jednak A,, = a + ib.
Dokaz. Dokaz teorema moZe se pronaci u [6]. |

Posebno, ako se matrica moZe dijagonalizirati, njezina se Jordanova forma podudara s
dijagonalnom formom [7].

U ovom radu radimo s matricama reda 2, A € M,(R). Postoje tri moguca oblika Jordanove
forme za matricu A € M,(R), ovisno o tipu svojstvenih vrijednosti:

1. Dvije razliCite realne svojstvene vrijednosti.
Jordanova forma je oblika:
4 0
=[5 0

gdje su 4; 1 4, dvije razli¢ite svojstvene vrijednosti.

2. Jedna dvostruka realna svojstvena vrijednost.
Jordanova forma je oblika:
4 0] .. A1
J = [0 /l] iliJ = [O /l]’

pri ¢emu je A jedna dvostruka svojstvena vrijednost.

3. Par kompleksno konjugiranih svojstvenih vrijednosti.
Jordanova forma je oblika:
a —b
=[5 2]

pri cemu je a realni, a b imaginarni dio kompleksne svojstvene vrijednosti [10].

Napomena 2.1.14. ([10]) Necemo promatrati slucaj gdje je svojstvena vrijednost jednaka
nuli, jer tada nemamo samo jednu izoliranu singularnu tocku u nuli, vec¢ tada imamo cijelu
os sastavljenu od singularnih tocaka. Takve sustave zovemo nedegeneriranim.
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Fazni tok i fazni portret linearnog sustava

U iduc¢im potpoglavljima navest ¢emo vrste ekvilibrija i fazne portrete koji su moguéi za
nedegenerirane linearne sustave. Neka je J = P~'AP Jordanova matrica matrice A. Tada
vrijedi A = PJP7!.
Uvedimo promjenu koordinata

X = Py,

gdje je P matrica generaliziranih svojstvenih vektora matrice A definirana u Teoremu
2.1.13, da bismo dobili linearni sustav gdje je matrica sustava Jordanova matrica.
Deriviranjem relacije (2.1) dobivamo

x = Py’
Linearni sustav (2.1) prelazi u
Py = APy,
tj.
y = P 'APy = Jy, (2.7)

gdje je J Jordanova forma matrice A [10]. RjeSenje linearnog sustava (2.1) uz pocetni uvjet
x(0) = x¢ dano je s:
x(1) = Py(?),

gdje je y rjeSenje Cauchjevog problema
y'(@®) = Jy(),
y(0) = P7'(xo).
Fazni portret linearnog sustava (2.1) jednostavno se dobiva iz faznog portreta sustava (2.7)

linearnom transformacijom x = Py [15].

U nastavku promotrit ¢emo fazne portrete sustava y’ = Jy, gdje je J Jordanova forma ma-
trice A. Primijetimo da su matrice A 1 J sli¢ne matrice, pa imaju iste svojstvene vrijednosti.
Time tip faznog portreta (vrste ekvilibrija) ovisi samo o svojstvenim vrijednostima matrice
A [4]. U nastavku prikazujemo vrste faznih portreta u ovisnosti o svojstvenim vrijednos-
tima matrice A.

Primjer 2.1.15. ([4], [10], [15])
1. Dvije razlicite realne svojstvene vrijednosti

Pretpostavimo da matrica A sustava (2.1) ima dvije razlicite realne svojstvene vri-
jednosti, 11 i A, € R. Jordanova forma matrice A je

a0
=i 9]
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Konjugirani sustav se u ovom slucaju razdvaja u dvije separirane jednadZbe prvog

reda:
x = Aix,
Yy = Aoy.

Rijesimo jednadZbe pojedinacno i dobivamo:

x(t) = ae™,
y(1) = pe®, 1 20,

gdje su a = x(0) = xo i B = y(0) = yg pocetni uvjeti sustava. Svojstveni vektor koji
odgovara A je (1,0)7, a za A, je (0, 1)T.
Dakle, dobivamo opcenito rjesenje:

+ Be! [(1)] , 1>0.

At 1

X(1) = ae 0

Ovisno o predzancima Ay i Ay, razlikujemo 3 tipa faznih portreta:
e Sedlo (/11 <0< /12)

Buduci da je u ovom slucaju 1, < 0. Iz oblika rjesSenja se vidi da, za pocetni
1
uvjet na osi x (B = 0), rjeSenje je dano s ae'! 0]. Stoga rjesenje ostaje na

osi x kadt — +oo i teZi u (0,0) kad t — +oo. Tada se x-os naziva stabilna
linija. Buduci da je 1, > 0, za pocetni uvjet na osi y (@ = 0), rjesenje je dano

0
Sﬁe/lzt !
kad t — +oo. Tada se y-os se naziva nestabilna linija. Sva ostala rjesenja
(a, # 0) kad t — +oo teZe vrijednosti +co u smjeru nestabilne linije. Naime,
kako t raste x(t) sve vise pribliZava (0, 8e®") . U ovom slucaju ekvilibrij (0, 0)
nije stabilan.

. Stoga rjeSenje ostaje na osi 'y kad t — +oo i udaljava se od (0, 0)

e Ponor - ¢vor (11 < A, <0)

Kako su obje svojstvene vrijednosti manje od 0 u ovom slucaju rjesenja na x-
osi i y-osi teze prema (0,0) kad t — +oo jer eV i e teze u 0 kad t — +oo.
Stoga je ekvilibrij (0, 0) stabilna tocka sustava.

Buduéi da je 1, < 1, <0, A, je "jaca” svojstvena vrijednost, a A, "slabija”.
Stoga se x-koordinate rjesSenja brZe priblizavaju 0 od y-koordinata. Stoga su
fazne krivulje u (0, 0) tangencijalne na y-os. Ako je = 0 trajektorija ostaje na
invarijantnoj osi x i teZi prema ishodistu kad t — +oco. Analogno, ako je a = 0
trajektorija ostaje na invarijantnoj osi y i teZi prema ishodistu kad t — +oo.
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Slika 2.1: Fazni portret - sedlo [4, Figure 3.1].

Slika 2.2: Fazni portret - ponor (¢vor) [4, Figure 3.3a].

o Izvor (0 < A; < Ay)

U ovom slucaju rjeSenje i fazni portret je jednak prethodnom jedino Sto sada
sva rjesenja "izlaze” iz tocke (0,0). Kako su svojstvene vrijednosti vece od 0,
rjesenja u obliku ae'! [(1)] i rjeSenja Be [(1)] bjeZe od (0,0) kad t — +oo jer
el j eV teZe u +oo kad t — +oo . Stoga ekvilibrij nije stabilan.
2. Jedna dvostruka realna svojstvena vrijednost

U ovom slucaju Jordanova forma matrice A jednaka je:
A0
=[o 3

J:[g ;]
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Slika 2.3: Fazni portret - izvor, [4, Figure 3.3b].

Svojstvena vrijednost matrice A u oba slucaja je A # 0, a stabilnost ekvilibrija ovisi
o tome je li A pozitivna ili negativna. U prvom slucaju Jordanove forme svaki ne-nul
vektor je svojstveni vektor jer vrijedi Av = Av za bilo koji vektor v iz R%. Sustav je

oblika:

x = Ax,

y = Ay.
Rjesavajuci zasebno homogene diferencijalne jednadzbe za x i y dobivamo rjesenje
oblika:

x(f) = e (XO), >0,
Yo

gdje su x(0) = xo, y(0) = yo. Ako je A < 0 onda je ekvilibrij stabilan jer e tezi u 0
kad t — +oo. U suprotnom, za A > 0, ekvilibrij nije stabilan jer e" teZi u +oo kad
t — +oo,

U ovom slucaju vrijedi:

t
YD 0 s,
x(1)  xo
Stoga su trajektorije rjesenja polupravci koji se udaljavaju ili pribliZavaju ishodistu.
Na Slikama 2.4 i 2.5 moZemo vidjeti fazne portrete sustava sa dvostrukom realnom
svojstvenom vrijednosti A = 2 i A = =2 respektivno.
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Slika 2.4: Fazni portret - jedna dvostruka realna svojstvena vrijednost
A > 0 (Izradeno u programu Wolfram Cloud).

Slika 2.5: Fazni portret - jedna dvostruka realna svojstvena vrijednost
A < 0 (Izradeno u programu Wolfram Cloud).

U drugom slucaju matrice J obje svojstvene vrijednosti su takoder jednake A, ali
sada postoji samo jedan linearno nezavisni svojstveni vektor koji je jednak (1,0) (1.
svojstveni potprostor pridruZen svojstvenoj vrijednosti A je dimenzije 1).

Sustav se moZe zapisati kao:
X' =Ax+y,
{y’ = Ay.
Eksplicitnim rjeSavanjem druge diferencijalne jednadzbe u varijabli y, dobivamo:
y(t) = Be', gdje je B = y(0) = yo.
Stoga, diferencijalna jednadzba za x(t) glasi: X' = Ax + Be™.
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Ovo je linearna diferencijalna jednadZba prvog reda za x(t). Racunamo rjesenje
metodom neodredenih koeficijenata i dobivamo:

x(t) = ae™ + pteY, t > 0,

gdje sua = xo i 8 =Y.
RjeSenje sustava moZe se zapisati kao:

x(t) = (ae" + Be''t) ((1)) + Be ((1)) , 120, (2.8)

gdje sua = xo i 8 = yo. Ako je A < 0, oba ¢lana u rjesenju teze prema 0 kad t — +co.
Za ¢lan Bte to je neposredna posljedica L’ Hopitalovog pravila. Dakle, sva rjeSenja
teZe prema (0,0), kad t — +oco. Kad je A > 0, sva rjesenja se udaljavaju od (0, 0).

U ovom slucaju vrijedi:
Y _ B
x(t) a+pt

Yt >

0.

Kadt — +oo tada % - 0.

Ako je A > 0 tada se sve trajektorije pribliZavaju O tangencijalnim smjerom koji se
u 0 podudara s x-osi u vremenu t — +co. Kad je 1 < 0 tada se sve trajektorije
priblizavaju O tangencijalnim smjerom koji se u 0 podudara s x-osi u vremenu t —

—00,

Slika 2.6: Fazni portret - jedna dvostruka realna svojstvena vrijednost
A > 0 (Izradeno u programu Wolfram Cloud).
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3. Konjugirano kompleksne svojstvene vrijednosti.

o Centar

Promatramo linearni sustav (2.1) gdje je Jordanova forma matrice A jednaka :

0 -b
=[5 3]
gdje je b # 0.
Promatramo sustav
’ —b ,
{x Y (2.9)
y = bx.
Uvedimo polarnu zamjenu kooordinata:
X =rcosg,
y =rsing.

Gdje je ¢ € [0,2n), a r € [0, +00).
Deriviramo i dobivamo

X =r'cos¢—¢'rsing,

Y =r'sin¢g + ¢'rcos ¢.

Uvrstimo dobiveno u sustav (2.9) i nakon racunanja dobivamo:

r=0
{qﬁ’ . (2.10)

Rjesenje sustava (2.10) je jednako

r(t) = ro,
d)(l‘) = bt + Po, t > 0,

gdje su r(0) = ro i $(0) = ¢o.

Iz rjesenja vidimo: r(t) je konstanta ry koja se ne mijenja s vremenom t, stoga
se trajektorije rjeSenja ne udaljavaju i ne pribliZavaju ishodistu. Kut ¢ raste
kad t — +o0, stoga se trajektorije rjeSenja krecu oko ishodista.

RjeSenje sustava je periodicna funkcija sa periodom 27” Fazni portret pokazuje
da sva rjeSenja leZe na koncentricnim kruZnicama s centrom u ishodistu
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koordinatnog sustava.
Rjesenje u pravokutnim koordinatama glasi: x(t) = (x(t), y(t)), t > 0, gdje su
x(t) = rycos(bt + ¢y),
¥(t) = ro sin(bt + ¢o).
Primjetimo kako je trajektorija rjesSenja (x(t), y(t)) kruZnica sa polumjerom ry.
Po Definiciji 1.3.3 ekvilibrij je globalno stabilan ako sustav teZi u njega kad

t — +oo. Sustav se u ovom sluc¢aju ne vraca u ekvilibrij, ali se takoder ni ne
udaljava od njega. No ipak, centar smatramo stabilnim ekvilibrijem.

Slika 2.7: Fazni portret - kompleksno konjugirane svojstvene vrijed-
nosti, b = 2 (Izradeno u programu Wolfram Cloud).

e Ponor i izvor

Promatramo linearni sustav (2.1) gdje je Jordanova forma matrice A jednaka :

a —b
=[5 7
gdje sua,b # 0.
Promatramo sustav
’— -b ,
{x ax=oy @.11)
V' =bx + ay.

Uvedimo polarnu zamjenu kooordinata:

X = rcos g,

y = rsing.
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Gdje je ¢ € 10,2m), a r € [0, +00).
Deriviramo i dobivamo

X =r cos¢ — ¢'rsin ¢,
Yy =7r'sing + ¢'rcos ¢.

Uvrstimo dobiveno u sustav (2.11), te nakon racunanja dobivamo:

r=ar
{¢>' _» (2.12)

RjeSenje sustava (2.12) je jednako

r(t) = roe”,

¢(t) = bt + ¢, t > 0,

gdje sur(0) = ry i $(0) = ¢y.

Iz rjeSenja vidimo: za a > 0, kad t — +oo, " — +oo, stoga se trajektorije
rjeSenja udaljavaju od ishodista. Kut ¢ takoder raste kad t — +oo, stoga se
trajektorije rjesenja spiralno odmicu od ishodista. Za a < 0, kad t — +o0o,
e — 0, stoga se trajektorije rjeSenja spiralno namataju prema ishodistu.
Rjesenje u pravokutnim koordinatama glasi: x(t) = (x(t), y(¢)), t > 0, gdje su

x(1) = roe™ cos(bt + ¢y),
y(1) = roe® sin(bt + ¢y).

Kad je a < 0O, ekvilibrij je ponor (stabilan ekvilibrij) jer u tom slucaju c¢lan
e — 0, kadt — +oo. Stoga x(t) = 0iy(t) — 0, kad t — +co. Kad je a > 0,
ekvilibrij je izvor (nije stabilan ekvilibrij), u tom slucaju ¢lan e — +oo kad
t — +o0. Stoga x(t) = 400 i y(t) — +oo, kad t — +oo.

U prethodnom primjeru definirali smo razlicite fazne portrete ovisno o svojstvenim vrijed-
nostima matrice A. Kada matrica sustava A nije u Jordanovoj formi, fazni portret sustava
x’ = Ax se lako dobiva pomocu faznog portreta sustava 'y’ = Jy, pri éemu je J = P AP
Jordanova forma matrice A. Linearnom transformacijom x = Py postiZe se rotacija ko-
ordinatnih vektora u svojstvene vektore matrice A, te se rotacijom fazni portret sustava
kvalitativno ne mijenja [4].

2 0

0 3f

Ekvilibrij sustava (0,0). Matrica A ima dvije realne svojstvene vrijednosti, 2 i 3, vece od
0. Iz prethodnog primjera znamo da je taj ekvilibrij izvor sustava. Fazni portret sustava
prikazan je na Slici 2.8.

Primjer 2.1.16. (/4]) Promatramo sustav iz Primjera 2.1.10, A =
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Slika 2.8: Fazni portret (Izradeno u programu Wolfram Cloud).

2.2 Nelinearni sustavi u R?

Velik broj nelinearnih sustava diferencijalnih jednadzbi nije moguce rijeSiti analiticki.

U skladu s tim, primjenit éemo kombinaciju analitickih 1 geometrijskih metoda kako bismo
dobili uvid u ponasanje rjeSenja tih diferencijalnih jednadzbi. Jedna od njih je usporedba
ponasanja nelinearnog sustava s njegovom linearizacijom. U ovom poglavlju iskazujemo
(bez dokaza) Hartman-Grobmanov teorem koji nam daje dovoljne uvjete da bi fazni portret
nelinearnog sustava kvalitativno odgovarao faznom portretu njegove linearizacije. To je
”dobro” svojstvo, jer smo fazni portret linearnog sustava definirali u prethodnom poglavlju.
Zatim u Primjeru 2.2.7 navodimo jedan nelinearni sustav kod kojeg ne dobijemo dobar
fazni portret linearizacijom sustava.

U Poglavlju 2.1 moZemo vidjeti da svaki linearni sustav

X'(t) = Ax(¢)

ima jedinstveno rjeSenje kroz svaku to¢ku X, u prostoru R.
Rjesenje je, po Teoremu 2.1.1, dano izrazom

X(t) = eAtX(),

i definirano je za sve t € R.
U ovom poglavlju zapocinjemo proucavanje nelinearnih sustava diferencijalnih jednadzbi
oblika:

X' (1) = f(x(1)), (2.13)

gdje je f : E — R2, pri ¢emu je E otvoreni podskup R?. Pretpostavimo da je funkcija
f klase C'(E). Zanimaju nas teoremi egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja te ponasanje
trajektorija u vremenu. U slucaju nelinearnih diferencijalnih jednadzbi (bez dodanih uvjeta



POGLAVLIJE 2. SUSTAVI DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI PRVOG REDA 33

na funkciju f), mogu postojati poCetni uvjeti za koje ne postoji rjesenje koje ih zadovoljava
ili nije jedinstveno [4] [15].

Definicija 2.2.1. (Diferencijal funkcije, [15])
Neka je || - ||, euklidska norma na R*. Za funkciju f : E C R*> — R?, E otvoren, kaZemo da
je diferencijabilna u x € E ako postoji linearni operator Df(x) : R* — R? takav da vrijedi:

L MG&+h) - fx) - DEE)M)ll,
1m

=0.
IIhll,—0 |[hlf,

Ako takav linearni operator Df(X) postoji, nazivamo ga diferencijal od f u x.

Definicija 2.2.2. ([15])
Pretpostavimo da je f € C(E), gdje je E C R*. Tada je x(t) rjeSenje diferencijalne jed-
nadzbe (2.13) na intervalu I ako je X(t) diferencijabilna na I i ako za sve t € I vrijedi
x(t) € E i x'(t) = f(x(2)).

Teorem 2.2.3. (Teorem lokalne egzistencije i jedinstvenosti rjesenja, [15, Poglavlje 2])
Neka je E otvoreni podskup R? koji sadri x, i pretpostavimo da je £ € C'(E). Tada postoji
a > 0 takav da Cauchyjev problem s pocetnim uvjetom

x'(1) = £(x(1)),
x(0) = xo,

ima jedinstveno diferencijabilno rjesenje na intervalu [—a, al.

Dokaz. Dokaz se mozZe naci u [15, Poglavlje 2]. O

Prema [15] sa I(x() oznacavamo maksimalni interval postojanja rjeSenja t — X(, X() Ca-
uchyjevog problema s pocetnim uvjetom X,

x'(1) = £(x(1)),
x(0) = x,.

Definicija 2.2.4. (Tok nelinearnog sustava, [15])

Neka je E otvoreni podskup R? i neka je f € C'(E). Za x, € E, neka je t — x(t,X,) rjesenje

Cauchyjevog problema (2.2), definirano na maksimalnom intervalu postojanja 1(X,). Tada,

za t € I(Xg), definiramo:

¢:(Xo) 1= X(1,Xp).

1-parametarska familija {¢,} definirana na E naziva se tok diferencijalne jednadzbe (2.13).
Ekvilibrij nelinearnog sustava (2.13) odredujemo tako da eksplicitno rijeSimo [15]:

fx)=0.



POGLAVLIJE 2. SUSTAVI DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI PRVOG REDA 34

Definicija 2.2.5. (Hiperbolicki ekvilibrij, [15])

Tocka ekvilibrija X naziva se hiperbolickom ako niti jedna od svojstvenih vrijednosti ma-
trice diferencijala Df(X) nema realni dio jednak nuli. Linearni sustav (2.1) s matricom
A := Df(X) naziva se linearizacijom nelinearnog sustava (2.13) u tocki X.

Sljedeci teorem pokazuje da, pod odredenim dovoljnim uvjetima, fazni portret lokalno oko
tocke ekvilibrija nelinearnog sustava kvalitativno (po vrsti ponasSanja - izvor, ponor, sedlo,
centar) odgovara faznom portretu njegove linearizacije. Ovi slu€ajevi se nazivaju ’dobri”
slucajevi, jer nam omogucavaju da lokalnu analizu nelinearnog sustava oko ekvilibrija sve-
demo na analizu njegove linearizacije. U idu¢em teoremu pretpostavit cemo da je ekvilibrij
sustava translatiran u ishodiste.

Teorem 2.2.6. (Hartman - Grobmanov teorem, [15])
Neka je E otvoreni podskup R? koji sadrZi ishodiste, funkcija f € C'(E), a {¢,;} tok neline-
arnog sustava. Pretpostavimo da je 0 hiperbolicki ekvilibrij.
Tada postoji homeomorfizam H sa otvorenog skupa U t.d. je 0 € U u otvoreni skup V t.d.
je 0 €V, za svaki xg € U te t € 1(Xp), gdje je I(Xg) C R interval koji sadrzi 0 takav da
vrijedi

H o ¢(xo) = ¢ H(xq).

Hartman-Grobmanov teorem govori nam da homeomorfizam H preslikava trajektorije ne-
linearnog sustava blizu ishodiSta (tj. ekvilibrija) na trajektorije linearnog sustava blizu
ishodista (tj. ekvilibrija) i pritom ¢uva parametrizaciju vremena ¢ [15].

ZakljuCujemo po Hartman-Grobmanovom teoremu: tocka ekvilibrija X nelinearnog sus-
tava je ponor ako sve svojstvene vrijednosti matrice Df(X) imaju negativni realni dio; je
izvor ako sve svojstvene vrijednosti matrice Df(X) imaju pozitivni realni dio; je sedlo ako
je to hiperbolicki ekvilibriji i matrica Df(X) ima barem jednu svojstvenu vrijednost s pozi-
tivnim realnim dijelom i barem jednu s negativnim realnim dijelom [15].

Razmotrimo jedan nelinearni sustav koji ne zadovoljava uvjete Hartman-Grobmanovog te-
orema, odnosno za koji se taj teorem ne moZe primijeniti. Vidjet ¢emo da fazni portret
sustava u ishodistu (fokusu) nije jednak faznom portretu linearizacije sustava, gdje je is-
hodiste centar.

Primjer 2.2.7. ([4])
Promotrimo sustav:

(2.14)

X' = —y—ex(x* +y?),
Y = x—ey(x* +y%),

gdje je € > 0.
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Rjesenje. Vidimo da su ovdje svojstvene vrijednosti matrice Df(0) jednake +i. Stoga ne
mozemo Kkoristiti Hartman-Grobmanov teorem, jer svojstvene vrijednosti matrice Df(0)
imaju realni dio jednak 0. Pokazat ¢emo da linearizacijom sustava ne dobijemo kvalitativno
isti fazni portret.

Lineariziran sustav jednak je:

Linearizirani sustav ima kompleksno konjugirane svojstvene vrijednosti kao i u Primjeru
2.1.15 u slu€aju 3, s zadanom vrijednoS¢u b = 1. Stoga je ekvilibrij (tj. ishodiSte) centar
lineariziranog sustava. Kad izrazimo pocetni sustav (2.14) u polarnim koordinatama, do-
bivamo fokus umjesto centra kojeg smo dobili linearizacijom sustava.

Polarni koordinatni sustav pocetnog sustava (2.14) je:

ro=—er,
2.15
1. @i

Integriranjem 1 separacijom varijabli dobivamo rjeSenje sustava (2.15):

0t)=t+6p, t>0,

gdje su r(0) = ry 1 6(0) = 6.

Iz druge jednadzbe sustava (2.15) vidimo kako kut 6 raste linearno s vremenom. Kako
jee > 0, r(¢) teziu 0 kad t — +oo. Sve toCke sustava teze u ekvilibrij kad t — +oo,
tj. spiralno se priblizavaju ekvilibriju (ishodiStu). Takoder, vidimo da 6(¢) tezi u +co kad
t — +oo. Stoga je ekvilibrij fokus, a ne centar kako smo dobili linearizacijom sustava. =

Primjer 2.2.8. (Primjer ekvilibrija nelinearnog sustava, [15])
Promatramo sljedeci nelinearni sustav:

< = [x%—x%—l]-
2X2

2.X1 —2X2
0 2
Sada moZemo analizirati lokalni fazni portret oko svakog ekvilibrija. Ekvilibriji zadanog

Racunajuci dobijemo Df(x) =
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sustava su X; = (1,0) i X, = (=1,0). Oni su rjeSenja jednadzbe £(X) = 0. Uvrstavamo
ekvilibrije u matricu diferencijala:

20

0 2

Df(x,) = Df(1,0) = [ 0 2

- -2 0
], Df(x,) = Df(-1,0) = [ ]
Prema Hartman-Grobmanovom teoremu, moZemo reci da se dinamika nelinearnog sustava
oko ravnoteZnih to¢aka moZe aproksimirati linearnim sustavom u blizini tih tocaka. Na
primjeru ekvilibrija (1,0) i (—1,0), moZemo izvuci sljedece zakljucke:

e Ekvilibrij (1,0)
Imamo jednu dvostruku realnu svojstvenu vrijednost vecu od 0. Buduéi da je svoj-
stvena vrijednost veca od 0, iz Primjera 2.1.15 (1) gdje smo analizirali fazne portrete
linearnog sustava, zakljucujemo da je (1,0) izvor sustava.

e FEkvilibrij (—1,0)
Imamo jednu svojstvenu vrijednost vecu od 0 i jednu manju od 0. Svojstvena vrijed-
nost veca od 0 ukazuje na nestabilnost, dok svojstvena vrijednost manja od 0 ukazuje
na stabilnost. Stoga iz Primjera 2.1.15 (1) gdje smo analizirali fazne portrete line-
arnog sustava, zakljucujemo da je ekvilibrij (-1, 0) sedlo.

Navedeni zakljucci proizlaze iz primjene Hartman-Grobmanovog teorema na konkretnim
ravnotezZnim tockama. Fazni portret sustava moZemo vidjeti na Slici 2.9.

Slika 2.9: Fazni portret nelinearnog sustava (Izradeno u programu Wolfram Cloud).



Poglavlje 3

Grabezljivac - plijen modeli

3.1 Lotka - Volterra model

Povijest modela

Talijanski biolog Umberto D’ Ancona proucavao je veli¢ine populacija raznih vrsta riba
u Jadranu te je doSao do zanimljivog zakljucka o povecanju koliine grabeZljivaca, a ne
plijena kao Sto je ocekivao. Talijjanski matematicar Vito Volterra 1926. godine podijelio
je vrste riba na grabezljivce 1 plijen, te formulirao grabeZljivac-plijen model koji c¢emo
u nastavku detaljnije proucavati. Ameri¢ki matematicar, fiziCar i kemicar Alfred James
Lotka je do istog modela dosao 1920. godine vezano uz kemijska istrazivanja [5] [14].

Grabeizljivac - plijen modeli

Do sada smo promatrali izolirano ponaSanje jedne populacije u vremenu. U nastavku pro-
matramo dinamiku dviju populacija. Prva populacija se sastoji od plijena, veli¢inu popula-
cije plijena oznacavat ¢emo sa t — x(¢), t > 0. Druga se populacija sastoji od grabeZljivaca,
veli¢inu populacije grabeZljivaca oznacavat ¢emo sa t — y(f), ¢ > 0. Pretpostavljamo da
se grabezljivci hrane plijenom.

GrabeZljivac - plijen modeli baziraju se na ideji da su stope promjene veli¢ine populacija
grabezljivaca i plijena funkcije trenutne veli¢ine obaju populacija:

dfl(tt) = f(x)x(D), 120, (3.1a)
d
% = o(x, y)Y(0), 1 > 0. (3.1b)

Vrijeme ¢ se ne pojavljuje eksplicitno u funkcijama f(x,y) i g(x,y), ve¢ se pojavljuje u
njima implicitno kroz x = x(¢) 1 y = y(¢). Funkcije f(x,y) 1 g(x,y) oznaCavaju respektivno

37
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stope rasta populacije plijena i grabeZljivaca. Pretpostavlja se da su funkcije (x,y) —
f(x,y)1(x,y) — g(x,y) neprekidno diferencijabilne kao realne funkcije dvije varijable, te
vrijedi sljedece:

df(x,y)

<0, (3.22)
y
dg(x,

857 . (3.2b)
dx

za (x,y) € U € R?, gdje je U otvoren i u njemu leZe svi parovi (x(¢),y(t)), t > 0. Iz
jednadzbe (3.2a) moZemo vidjeti da rast grabezljivaca izaziva smanjenje funkcije f te tako
negativno utjeCe na rast plijena, te iz jednadzbe (3.2b) da rast plijena uzrokuje povecanje
funkcije g te time pozitivno utjeCe na rast grabeZljivaca [5].

Lotka-Volttera populacijski model

Lotka-Volterra model je najjednostavniji model grabeZzljivac-plijen interakcije. Model pret-
postavlja linearne stope rasta po jedinki:

f(x,y) = a— by, (3.3a)
gx,y) =dx—c, (3.3b)

gdje su a, b, d i c pozitivne konstante:
e q - stopa rasta plijena, u odsutstvu grabezljivaca,

e b - stopa konzumacije plijena od strane grabezljivaca, pomocu b mjerimo mortali-
tet po jedinki plijena uzrokovan lovom grabeZljivaca. Stopa konzumacije zapravo
predstavlja efikasnost lova grabeZljivaca - vjerojatnost kojom se grabeZljivac hrani
plijenom ukoliko se susretnu,

e d - stopa rasta po jedinki populacije grabezljivaca uzrokovana veli¢inom populacije
plijena; predstavlja efikasnost kojom grabeZljivac hranu (plijen) “iskoriStava” u svrhu
rasta populacije,

e ¢ - stopa izumiranja po jedinki populacije grabeZzljivaca u izostanku populacije pli-
jena.

UvrStavanjem funkcija (3.3) u jednadZbe (3.1) dobivamo Lotka - Volterra populacijski mo-
del interakcije grabezljivca i plijena:

{% = ax(t) — bx()y(t),

3.4
D0 = dx(t)y(t) — cy(o). G4
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U jednadzbi (3.4) primjecujemo da plijen, u odsutnosti populacije grabezljivaca (y = 0),
eksponencijalno raste po konstantnoj stopi a. Ovaj oblik rasta opisan je Malthusovim mo-
delom, prikazanim na Slici 1.1.

U nedostatku plijena (x = 0), veli¢ina populacije grabezljivaca se smanjuje po Malthu-
sovom modelu sa konstantnom stopom c. Stopa rasta populacije grabeZzljivaca proporci-
onalna je veli¢ini populacije plijena.

Naravno, za grabeZljivac-plijen model moramo pretpostaviti da svaka jedinka plijena su-
sreCe sa svakom jedinkom grabeZljivaca. Umnozak veli¢ina populacija xy zapravo pred-
stavlja broj susreta grabeZzljivaca i plijena [5].

Ekvilibriji Lotka-Volterra modela

Primijetimo, zbog prisutnosti dvije populacije, Lotka-Volterra model (3.4) je sustav di-
ferencijalnih jednadzbi reda 2. Takoder, sustav je nelinearan zbog Clana bx(t)y(t) prve
jednadzbe sustava i Clana dx(7)y(¢) druge jednadzbe sustava.

Prema [15] nelinearni sustav lineariziramo pomodéu Taylorovog teorema. Ako je X ekvili-
brij sustava vrijedi f(X) = 0. Taylorovim razvojem oko tocke ekvilibrija X slijedi

1
f(x) = DEX)(x - X) + EDZf(i)(x -X,X-X)+--- (3.5)
Slijedi da je linearna funkcija Df(X)(x — X) prva aproksimacija nelinearne funkcije f(x) u

okolini ekvilibrija X.
ZapiSimo sustav (3.4) u lineariziranom obliku. Neka je sustav (3.4) zapisan opcenitije:

% = fl(X(t), y(t))’
% = fz(.X(t), y(t))

Neka je X = (%,%) € R? ekvilibrij sustava (3.4). Neka je f = (f;, »)! diferencijabilna
funkcija klase C!. U Lotka-Volterra modelu (3.4) je specijalno

(3.6)

Fx.y) = [ax - bxy]

dxy —cy|’
Racunamo matricu diferencijala

a—b —bx
DI, ) :[ a’yy —c+dx

Sustav (3.6) mozemo vektorski zapisati kao

dx(t)
— = = ().
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Po Taylorovom razvoju (3.5) slijedi da je linearizacija sustava (3.4) u ekvilibriju X linearan

sustav: J
% = DE®)u(?),
gdje je u(?) = x(r) — X.

Specijalno, linearizacija Lotka-Volterra modela (3.4) dana je s:
dlut) | _|a-by -bx u(t)
- v@) |’

dt| v(1) dy —-c+dx
U radu odredujemo dinamiku i ekvilibrije populacija x i y.

gdje su u(t) = x(t) — X, av(t) = y(t) — y.

Ekvilibriji Lotka-Volterra modela su:

1. (0,0),

2 (54)

1. Ekvilibrij (0, 0) je stanje u kojem nema populacije plijena niti populacije
grabezljivaca. Za ekvilibrij (0, 0) dobivamo matricu diferencijala Df(0, 0):

DF(0,0) = [g _OC] .

Linearizirani sustav (3.7) u ekvilibriju (0, 0) je oblika:
diut)_|a O u(t)
dt|v| | 0 —c [| v |

Svojstvene vrijednosti ovog sustava su: 4; = a > 014, =

(3.7)

—c < 0. Iz Primjera

2.1.15 u kojem smo promatrali ekvilibrije linearnog sustava u odnosu na svojstvene
vrijednosti sustava, moZemo primijetiti kako je ekvilibrij (0, 0) sedlo, tj. nestabilan

ekvilibrij Lotka-Volterra modela.

2. Za ekvilibrij (fl, g) dobivamo matricu diferencijala Df (2, ;—j):

c a 0 -k
Df(—,—): O —al
d’ b [7" 0]

Linearizirani sustav (3.7) u ekvilibriju (. ) je oblika:

dlun |_[ 0 =% [ u@
di|vo) || % 0 || v |
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Svojstvene vrijednosti ovog sustava su konjugirano kompleksne sa realnim dijelom
jednakim 0, A;, = =+i+/ac, stoga u ovom slucaju ne mozemo Koristiti Hartman-
Grobmanov teorem. U nastavku radimo kvalitativnu analizu sustava oko tog ekvili-
brija [4].

Stabilnost ekvilibrija (<, ¢)

U nadolazecoj analizi preko polja smjerova i singularnih krivulja vidjet cemo da za ekvi-
librij (§ ‘Z’) imamo lokalno tri moguc¢nosti: spiralni izvor, spiralni ponor i centar. Takoder,
iz polja smjerova je moguce da u svakoj okolini ekvilibrija imamo tzv. granic¢ni ciklus:
zatvorenu trajektoriju oko koje se namataju/odmataju spiralne trajektorije.

Singularne krivulje su krivulje koje dobijemo kad derivacije x” i ¥’ izjedna¢imo s O, tj.
one krivulje u (x, y) ravnini duz kojih nema promjene x koordinate, odnosno y koordinate
rjeSenja u vremenu.

Stoga su singularne krivulje x-koordinate Lotka-Volterra sustava (3.4) pravci

Singularne krivulje y-koordinate Lotka-Volterra sustava (3.4) su pravci

C
= —1 :0.
X dly

Presjekom singularnih krivulja dobivamo ekvilibrije sustava. Uz pomo¢ singularnih krivu-
lja crtamo polje smjerova sustava (3.4) koje je prikazano na Slici 3.1 [4].

y x=cld

e »

Slika 3.1: Singularne krivulje Lotka-Volterra sustava i polje smjerova, [4, Figure 11.4].
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c a

Kako bismo dokazali da je ekvilibrij (3, };) centar sustava, pokuSavamo pronaci glatku
funkciju L(x, y) €ije su nivo-krivulje zatvorene i takve da krivulje rjeSenja leZe u kompletno
jednoj nivo-krivulji. To jest, treba vrijediti:

d dL dL

_L ! ) 1) = — g + — ! = O.

GO = X+ 5
Funkciju L(x,y) koja je konstanta duZ krivulja rjeSenja sustava X’ = f(x) nazivamo prvim
integralom tog sustava. PokuSavamo nadi takvu funkciju oblika:

L(x,y) = F(x) + G(y).
Za ovako definiranu funkciju ¢e derivacija biti oblika:

d dF dG
—L(x(8),y(t)) = —x' + —y = 0.
O30 = ZoX + T

Iz Lotka-Volterra sustava znamo ¢emu su jednake derivacije x” 1y’. Stoga gornja jednakost

prelazi u:

dF dG
x—i(a—-by) +y— (—c+dx)=0.
dx dy

To je ekvivalentno (osim na singularnim krivuljama) s:
dF 4G
X y dy

dx
= , 0, 0. 3.8
dx—c by—-a x>W%y> (3-:8)

Kako su x 1 y nezavisne varijable, prethodna relacija (3.8) vrijedi za sve x > 0, y > 0 ako 1
samo ako
x‘;—i Y il,—(;

= = konst.
dx—c by-a ons

Bez smanjenja opcenitosti stavimo da je konstanta jednaka 1, te dobivamo sljedece

dF c
o _4d-=
dx x
@G _,_a
dy y

Integriranjem dobivamo (do na aditivne konstante)

F(x)=dx—-clnux,
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G(y) = by —alny.
Stoga funkcija L(x, y) koja je konstantna duz krivulja rjeSenja postoji i jednaka je [4]

L(x,y)=dx—-clnx+by—alny. (3.9)
Trajektorije rjeSenja su ocito nivo-krivulje funkcije L(x, y).

Teorem 3.1.1. ([4]) Svako rjesenje Lotka-Volterra sustava s pocetnim uvjetom u prvom
kvadrantu razlicitim od ekvilibrija je zatvorena krivulja u faznoj x — y ravnini.

U dokazu Teorema 3.1.1 koristimo sljedece propozicije i leme.

Lema 3.1.2. Ekvilibrij (fi', %) je globalni minimum funkcije L(x,y) definirane sa (3.9).

Dokaz. Racunamo parcijalne derivacije funkcije L(x, y) definirane sa (3.9):

OL(x,y) 1
=d-c- -,

ox X
oL(y) _, 1
dy y

Nultocka parcijalnih derivacija je
= (S8
.y = (d’b)'
JoS nam preostaje dokazati da je nulto¢ka lokalni minimum. Racunamo druge parcijalne
derivacije

0°L(x,y) 1
— =c-— >0,
O0x0x ¢ x2
0°L(x, 1
M =a-— >0.
dy dy ¥y
Hesseova matrica jednaka je
=10 y% .
Glavne minore matrice H u tocki (x*,y") su A} = d?z >0, A, = % > 0, to jest H je

pozitivno definitna. Stoga vidimo da je (g, g) lokalni minimum funkcije L(x, y).
Pokazimo da je i globalni minimum. Po Taylorovom teoremu za svaki (x,y) iz prvog
kvadranta vrijedi:

L(x,y) = L(x*,y") + DL(x", y")(x — X",y = ") + 502L<x1,y1)<x—x Y=y =X,y =y,
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gdje je (x1,y;) tocka na segmentu izmedu (x*, y*) i (x,y). Kako je DL(x*, y*)(x—x",y—y*) =
0 jer je (x*,y") nultocka parcijalnih derivacija, slijedi

* 3 1 * * * 3
L(x,y) = L(x*,y*) + EDzL(xl,yl)(x—x Y=Y (x = x5,y —y).

Rac¢unamo

* * * * c * a *
(DL0r, y = x',y =), (r = 3,y =) = S P40 >0, ¥(w ). (3.10)
1 1

Zbog (3.10) za svaki (x, y) vrijedi da je L(x,y) > L(x*,y"), jer je &lan D*L(x;, y;)(x— x*,y —

Y)(x = x*,y = y) > 0 za bilo koji (x,y) # (x,y). Stoga slijedi da je (£, 4) globalni
minimum funkcije L(x, y). O
Neka je Xo,X;,... € R? konacan ili beskonacan niz razli¢itih to¢aka na krivulji rjeSenja

kroz xy. Kazemo da je niz monoton duzZ rjesenja ako za vremenske trenutke #,, pri Cemu je
t, > 0, takve da vrijedi ¢, (X¢) = X, vrijedi stroga nejednakost 0 < ¢, < t,,4;, n € N. Neka
j€ Y0, Y1, . .. € R? konacan ili beskonadan niz razli¢itih to¢aka na segmentu I u R?. Kazemo
da je ovaj niz monoton duZ segmenta I ako je y, izmedu y,_; 1y, u rastu¢em/padajuéem
poretku duZ segmenta /, za sve n > 1.

Ukoliko se niz nalazi u presjeku krivulje rjeSenja i segmenta, apriori se moze dogoditi da je
niz monoton duz krivulje rjeSenja, ali ne i duz segmenta /, ili obrnuto [4, Poglavlje 10.4].
Propozicija 3.1.4 daje dovoljan uvjet na segment / pod kojim je niz monoton duz krivulje
rjeSenja ujedno 1 monoton duz segmenta /. Taj uvjet je da je I transverzala nelinearnog
sustava definirana u Definiciji 3.1.3.

Definicija 3.1.3. (Lokalna transverzala sustava, [4])

Neka je £ funkcija desne strane sustava x' = £(x). Pretpostavimo da je f klase C' na nekom
otvorenom skupu U C R2. Pretpostavimo da je Xy € U takva da je f(xy) # 0. Neka je I(X,)
pravac koji prolazi kroz X i okomit je na vektor desne strane £(Xy). Lokalna transverzala
kroz X, u oznaci S C l(Xg), je neki otvoreni interval na pravcu (Xy) koji sadrZi X.

Bududi da je f(x) neprekidna, te f(x() okomit na /(x), postoji otvoreni interval I C I(X),
Xo € I, takav da f(x) nije tangencijalan na /(xy) za x € [, te f(x) # 0 za x € I. Stoga lokalnu
transverzalu S mozemo uzeti dovoljno “kratku” (S C I) tako da f(x) nije tangencijalan na
transverzalu niti za jedan x € S 1 nije jednak 0. Takoder, mozemo pretpostaviti da u svakoj
tocki lokalne transverzale S vektorsko polje “izlazi” iz S (ili "ulazi” u S), stoga rjeSenja
moraju “pro¢i kroz” lokalnu transverzalu, a ne se tangencijalno priljubljivati uz nju. U
nastavku S zovemo lokalnom transverzalom samo ako je uvjet netangencijalnosti ispunjen

[4].
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Propozicija 3.1.4. ([4])

Neka je S lokalna transverzala sustava x' = £(x), s f € C'. Neka je (Yn)nen,, niz razlicitih
tocaka na S koje leZe na istoj krivulji rjeSenja. Neka je (y,)nen, monoton duz rjesenja.
Tada je takoder monoton duZ S .

Dokaz. Dovoljno je tvrdnju dokazati za tri razli¢ite tocke yy, y; 1 y, u intervalu §. Tada
tvrdnja induktivno slijedi. Neka yy, y;, ¥, leZe na krivulji rjeSenja u rastu¢em poretku kako
raste vrijeme (rastuce duz krivulje rjeSenja). Neka je y' # y, vremenski prva tocka pre-
sjeka transverzale S i krivulje rjeSenja nakon y, (moze biti y; ili neka druga). Neka je
Y jednostavna zatvorena krivulja sastavljena od dijela rjeSenja izmedu y, 1 y’ 1 segmenta
T c S izmedu yy 1y’. Neka je D zatvoreno podrucje omedeno sa . Kako je S lokalna
transverzala, polje niti u jednoj tocki transverzale ne tangira transverzalu 1 nije 0, ve¢ “’pro-
lazi” kroz transverzalu. Kako se y’ u vremenu nalazi iza y,, rjeSenje kroz y’ napusta D u y’.
Stoga rjesSenje kroz svaku tocku iz T napusta D u toj tocki, jer je T lokalna transverzala, te
f neprekidna (zbog neprekidnosti vektor smjera na 7 ne moze promijeniti orijentaciju bez
da u nekoj tocki postane tangencijalan na T). Stoga rjeSenje ne moze “uéi” u D iz tocke
koja se nalazi na T'; niti moZe “’prijeéi” preko rjeSenja koje povezuje y, i y’, zbog lokalne
jedinstvenosti rjeSenja (Teorem jedinstvenosti rjeSenja sustava).

Stoga je ¢,(y)) € R*\ D za sve t > 0. Kako je ¢,(y)) = y, za neki t > 0, slijedi da
y2 ¢ D. Posebno, y, € S \ T, jer kada bi se nalazio u T, onda bi se nalazio i u D. Neka
1eS\T =1,V I, gdje su Iy dva disjunktna intervala, redom, /, s krajnjom tockom y,, a
I, s krajnjom tockom y’. Pokazujemo da se y, ne moze nalaziti u /j, nego se nalazi u [,
Sto znaci da se yy, y’, y, nalaze redom u monotonom (rastu¢em ili padaju¢em) poretku.
Primijetimo da se ; ne nalazi u D, dok I, kompletno leZi u D, bududi da je y” prvi presjek
rjeSenja i lokalne transverzale S (ostali mogudi presjeci rjeSenja i pravca [ na kojem lezi
transverzala S vremenski izmedu y( 1y’ nalaze se nal\ §). Kako za y, vrijedi da y, ¢ D,
slijedida je y, € I,.

Neka je sad y” # y, prva tocka presjeka rjeSenja iz y’ i transverzale S. Opet y” mozZe biti yy,
pa je ovaj korak zadnji, ili nije joS y;, pa induktivno nastavljamo. Analogno kao u koraku
prije dobivamo da se y” nalazi izmedu y’ i y,, pa je poredak monoton y’, y”, y, (rastudi ili
padajuci). Ako dokaz provedemo induktivno najvise prebrojivo puta (onoliko koliko ima
presjeka rjeSenja i lokalne transverzale S vremenski izmedu yy 1 y;), dok ne dodemo do
y1, dolazimo do toga da se Citav konacni ili prebrojivi niz presjeka oznacen sa y’, y”,...
nalazi na S strogo izmedu y, i y, (u rastuem ili padajuem poretku), pa se i y; kao tocka
akumulacije tog niza nalazi izmedu y, i y». O
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Slika 3.2: Lokalna transverzala S i skupovi Iy, I,[4, Figure 10.7] .

Definicija 3.1.5. ([1]) Dan je sustav X' = £(x) na skupu U C R? i neka je {¢,} tok sustava.
Za toc¢ku x € U, tocku'y € U nazivamo njezinom w-granicnom tockom ako postoji niz
(t,)n. € R, takav da vrijedi sljedece:

lim #, = +oo,

n—+oo

lim ¢,,(x) =y.

Za trajektoriju y sustava X' = f(X), kaZemo da je y w-granic¢na tocka trajektorije y ako
postoji tocka X na toj trajektoriji tako da je y njezina w-granicna tocka.

Analogno, za tocku x € U, tocku'y € U nazivamo njezinom a-granicnom tockom ako
postoji niz (t,), C R, takav da vrijedi sljedece:

Jim 6.0 =

Za trajektoriju y sustava X' = f(X), kaZemo da je y a-granicna tocka trajektorije y, ako
postoji tocka X na toj trajektoriji tako da je y njezina a-granic¢na tocka.

Skup svih w-granicnih tocaka (a-granicnih tocaka) za zadanu trajektoriju y naziva se w-
granicni skup (a-granicni skup) za trajektoriju y.

Definicija 3.1.6. (Granicni ciklus, [4])
Granicni ciklus je zatvorena periodicka trajektorija vy koja je a— ili w—granicni skup neke
trajektorije sustava.
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Teorem 3.1.7. (Poincaré—Bendixson, [1])

Neka je zadan sustav X' = £(x) na U C R?, gdje je £ € C'. Svaki neprazan, kompaktan,
w-granicni skup trajektorije sustava, koji sadrZi najvise konacno mnogo ekvilibrija, je ili
ekvilibrij, ili granicni ciklus, ili policiklus koji se sastoji od konacnog broja ekvilibrija i
invarijantnih krivulja koje ih spajaju.

Korolar 3.1.8. ([4])
Neka je L(x,y) prvi integral sustava x' = £f(x) na U C R%. Ako L(x,y) nije konstantna niti
na kojem podskupu od U, tada u U nema granicnih ciklusa.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji granicni ciklus y u U; neka je ¢ € R konstantna vrijednost
funkcije L(x,y) na krivulji y. Po definiciji grani¢nog ciklusa 7y, postoji trajektorija sustava
t — Xx(¢) takva da je y njezin w— ili @—grani¢ni skup (tj. trajektorija x(f) se “namata”
na y kad t — +o0). Tada je L(x(t)) = c zbog L|, = c, te jer je L neprekidna funkcija.
Uzmimo bilo koju tocku x = x(#,) te trajektorije. Tada je y w— (ili @—) grani¢ni skup tocke
X. Po Poincaré-Bendixsonovom teoremu moze se pokazati (vidjeti Korolar 1. u [4]) da
postoji otvorena okolina V tocke x takva da zay € V vrijedi w(y) = . No tada, istim
argumentom, radi namatanja tih trajektorija na y i neprekidnosti funkcije L, slijedi da je
L = ¢ na svim tim trajektorijama, za istu konstantu c¢. Stoga je L = ¢ na otvorenom skupu
V, $to je kontradikcija. O

Dokaz Teorema 3.1.1, [4]. Neka je Z = (5, %) ekvilibrij Lotka-Volterra sustava. Razmo-
trimo rjeSenje Lotka-Volterra sustava koje prolazi kroz W # Z, gdje se W nalazi u otvore-
nom prvom kvadrantu. Iz polja smjerova sustava moZemo vidjeti kako se krivulja rjeSenja
s pocetnim uvjetom W spiralno vrti oko Z u vremenu ¢ — =+oo, prelazeéi beskonacno
mnogo puta u vremenu preko svake singularne krivulje. Postoji beskonacan dvostrani niz
t,, n€Z,takavda... <t <ty <t <... gdjeje ty je pocetni trenutak, takav da se ¢, (W)
nalazi na x = £. Pritom, tocke ¢;, ne moraju biti razlicite. Postoji prebrojiv ili konacni pod-
niz t,, niza f, takav da su sve vrijednosti ¢, , medusobno razliCite. Ako imamo kona¢ni
podniz t,,), tada je putanja oko ekvilibrija zatvorena i dokaz je zavrSen. U suprotnom,
pretpostavimo da je podniz ?,,, prebrojiv. Ako imamo prebrojiv podniz #,,), tj. W nije na
zatvorenoj putanji, tocke ¢, . (W) su monotone duZ krivulje rjeSenja. Iz prethodne Propo-
zicije 3.1.4 znamo da su tocke ¢, (W) monotone duZ pravca x = §. Naime, pokaZe se da
je pravac x = 5 lokalna transverzala u smislu Definicije 3.1.3. Lako se provjeri da je duz

pravca x = % vektor sustava f (g, y) okomit na taj pravac za svaki y € R, te vrijedi uvjet
netangencijalnosti.

Skup {¢,,,, : n € N} leZi na x = § i moZe biti omeden ili neomeden skup. Primjetimo da su
sve vrijednosti medusobno razlicite jer smo to prethodno osigurali. Ako je skup omeden,
omeden i monoton niz konvergira. Sada znamo da imamo namatanje ili odmatanje tra-

jektorija na neki a— ili w— grani¢ni skup. Po Poincaré-Benedixsonovom teoremu 3.1.7 to
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moze biti granini ciklus ili ekvilibrij Z. Funkcija L nije konstanta niti u jednom otvorenom
podskupu U prvog kvadranta jer gradijent nije jednak O osim u ekvilibriju Z. Po Korolaru
3.1.8 nema grani¢nih ciklusa u prvom kvadrantu, pa vrijedi ¢,,, (W) — Z kako n — +o0
ili ¢y,,,(W) — Z kako n — —oco. Bududi da je L neprekidna i konstantna duZ rjeSenja
koje prolazi kroz W, to implicira da L(W) = L(Z). Ali to je u kontradikciji s globalnom
minimalno$¢u u tocki Z. Ako, s druge strane, skup {¢,, : n € N} nije omeden, postoji
niz y, — +cona x = § na kojem je funkcija L konstantna, $to je u kontradikciji s oblikom
funkcije Liz (3.9). Naime, kad y, —» +o0ix = 2, vrijedi L(x,y,) — +o0. Dakle, dobivamo
kontradikciju s pretpostavkom da krivulja kroz W nije zatvorena. Time je dokaz gotov. O

Zbog Teorema 3.1.1 slijedi da su krivulje rjeSenja sustava (3.4) zatvorene krivulje oko ek-
vilibrija (3, %) te je ekvilibrij (g, %) centar Lotka-Volterra sustava [4].

Vidjeli smo prije da je ekvilibrij (0, 0) sedlo. Fazni portret Lotka-Volterra sustava sa zada-
nim vrijednostima moZemo vidjeti na Slici 3.4.

Primjer 3.1.9. Promotrimo jedan konkretni nelinearni Lotka-Volterra sustav diferencijal-
nih jednadZbi
&0 = 1.5x(1) - 0.3x()y(0), (3.11)
D0 = 0.1x(t)y(®) — 0.5y(0), '

sa pocetnim uvjetima xo = 10 i yy = 1.

Ekvilibriji sustava (3.11) su (0,0) i (5,5). Zbog prijasnje analize znamo da je (0, 0) sedlo,
a (5,5) centar sustava (3.11). Fazni portret prikazan je na Slici 3.4, dok se oscilacije broja
Jjedinki plijena/grabeZljivaca kroz vrijeme uocavaju na Slici 3.3. Naime, interakcije izmedu
grabeZljivca i plijena u Lotka-Volterra modelu rezultiraju oscilacijama u velic¢ini popula-
cija t — x(t) plijena odnosno t — y(t) grabeZljivaca. U faznoj x — y-ravnini periodicnost
tih funkcija se vidi kroz zatvorene trajektorije, tj. periodicke trajektorije po kojima se gi-
banje ponavlja nakon perioda vremena, pa i su i x i y koordinata trajektorije periodicne
funkcije u vremenu. Na faznom portretu sustava (3.11) moZemo primjetiti zatvorene krivu-
lje rjeSenja oko ekvilibrija (5,5), Sto je povezano s oscilacijama na Slici 3.3. Kada raste
veli¢ina populacije plijena, tada raste velicina populacije grabeZljivaca Sto zatim dovodi
do pada velicine populacije plijena. Smanjenje populacije plijena uzrokuje pad u velicini
populacije grabeZljivaca, Sto daje mogucnosti populaciji plijena da nastavi rasti, te se
ciklus ponavlja [8].
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Slika 3.3: Populacije grabeZljivca i plijena kroz vrijeme (Izradeno u programu MATLAB).
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Slika 3.4: Fazni portret sustava (3.11) (Izradeno u programu Wolfram Cloud).
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Sazetak

U ovom radu promatramo modele ponasanja populacija u vremenu. Prvo promatramo
ponasanje jedne populacije kroz Malthusov i logisticki model rasta. Zatim promatramo
interakcije dvije populacije pomocu grabezljivac-plijen modela. Radimo kvalitativnu ana-
lizu ponaSanja trajektorija u vremenu bez eksplicitnog rjeSavanja jednadzbi. Kroz rad
proucavamo ekvilibrije linearnih i nelinearnih sustava te pripadajuce fazne portrete. Ana-
lizu faznih portreta linearnih sustava radimo s obzirom na svojstvene vrijednosti matrice
sustava. Koristimo Hartman-Grobmanov teorem koji povezuje izgled trajektorija neline-
arnih sustava i1 njegove linearizacije u slu¢aju hiperbolickog ekvilibrija. Objasnili smo
da za grabezljivac-plijen (Lotka-Volterra) model postoje dva ekvilibrija, jedan je sedlo, a
drugi centar. Na drugi ekvilibrij (ﬁ, %) grabeZzljivac-plijen modela ne moZemo primijeniti
Hartman-Grobmanov teorem, nego dokazujemo da su trajektorije rjeSenja oko ekvilibrija
(fl, ;—j) zatvorene. To objaSnjava periodi¢no ponaSanje populacije grabeZljivaca i populacije
plijena u vremenu.



Summary

In this thesis, we consider population behavior models over time. First, we examine the
behavior of a single population through the Malthusian and logistic growth models. Next,
we consider the interactions of two populations using the predator-prey model. We con-
duct a qualitative analysis of the system over time without explicitly solving the equations.
Throughout the work, we study the equilibria of linear and nonlinear systems, along with
their corresponding phase portraits. The analysis of phase portraits of linear systems is
based on the eigenvalues of the matrix of the system. We use the Hartman-Grobman the-
orem, which connects the trajectories of nonlinear systems and their linearizations in the
case of hyperbolic equilibrium. We explain that for the predator-prey model, two equili-
bria exist: one is a saddle, and the other is a center. For the second equilibrium é, %

of the predator-prey model, the Hartman-Grobman theorem cannot be applied. We show
that around second equlibrium solution trajectories are closed, which explains the periodic

behavior of the predator and prey populations over time.
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