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Uvod

Izračunljivost kao grana matematike proučava rekurzivne funkcijeNk Ñ N. Takva funkcija
je rekurzivna ako je totalna (definirana u svakoj točki iz Nk) i možemo napisati RAM
program za nju, odnosno intuitivno ako postoji ”algoritam” koji primi x P Nk i uvijek nakon
konačno mnogo koraka vrati f pxq. Skup je rekurzivan ako mu je karakteristična funkcija
rekurzivna. U ovom diplomskom radu se podrazumijeva poznavanje pojmova rekurzivnih
funkcija Nk Ñ N, rekurzivnih skupova i njihovih osnovnih svojstava te poznavanje pojma
metričkog prostora. Definiramo rekurzivno prebrojive skupove u Nk, te dokazujemo neka
njihova korisna svojstva.

Takoder proširujemo pojam rekurzivne funkcije na funkcije Nk Ñ Nn, i funkcije sa
Nk u Z, Q i R. Uvodimo i rekurzivne rekurzivno omedene funkcije Nk Ñ PpNnq čija
svojstva koristimo u drugom poglavlju. Pomoću rekurzivnih funkcija Nk Ñ R definiramo
rekurzivni broj, rekurzivni niz te rekurzivni skup u R. Uvodimo i poopćenje tih pojmova u
izračunljivom metričkom prostoru.

Uz izračunljive skupove u izračunljivom metričkom prostoru uvodimo i pojmove
izračunljivo prebrojivog, poluizračunljivog te koizračunljivo prebrojivog skupa, s većim
fokusom na poluizračunljive skupove. Koristeći racionalne otvorene kugle povezujemo
izračunljivost i topologiju na izračunljivom metričkom prostoru. Završavamo teoremom
da je luk s izračunljivim krajnjim točkama, koji je poluizračunljiv skup u izračunljivom
metričkom prostoru nužno izračunljiv skup, i sličnim rezultatom za lančaste kontinuum.
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Poglavlje 1

Izračunljivost

Oznake
Neka su n,m, k P Nzt0u i a1, . . . , an : Nk Ñ N, f : Nn Ñ Nm funkcije. Uvodimo oznaku
f ˝ pa1, . . . , anq za funkciju Nk Ñ Nm definiranu sa x ÞÑ f pa1pxq, . . . , anpxqq.

Neka su i, k P N, 1 ď i ď k. Definiramo projekciju na i-tu koordinatu, Ik
i : Nk Ñ N,

px1, . . . , xkq ÞÑ xi.

Neka su k,m, n P N takvi da je 1 ď m ď n ď k. Definiramo projekciju na koordinate
izmedu m i n, Ik

m:n : Nk Ñ Nn´m`1, Ik
m:npxq “ pIk

mpxq, . . . , Ik
npxqq.

Uvodimo oznaku x ´ y za maxtx ´ y, 0u.

1.1 Rekurzivno prebrojivi skupovi
Definicija 1.1.1. Neka su k, n P Nzt0u. Za funkciju f “ p f1, . . . , fnq : Nk Ñ Nn kažemo
da je rekurzivna ako su funkcije f1, . . . , fn : Nk Ñ N rekurzivne.

Primjer 1.1.2. Postoji rekurzivna surjekcija φ : NÑ Nk.

Dokaz. Neka su p0, p1, p2, . . . svi prosti brojevi u strogo rastućem poretku.
Znamo da je g : NÑ N, gpiq “ pi rekurzivna.
Neka je e : N2 Ñ N,

epx, iq “

#

eksponent kojim pi ulazi u rastav od x na proste faktore , x ě 1
0, x “ 0

Poznato je da je e rekurzivna.
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4 POGLAVLJE 1. IZRAČUNLJIVOST

Definiramo φ : N Ñ Nk, φpxq “ pepx, 1q, . . . , epx, kqq. φ je tražena rekurzivna surjekcija.
□

Primjer 1.1.3. Funkcija max : N2 Ñ N, pi, jq ÞÑ maxti, ju je rekurzivna. To ćemo poka-
zati tako da napišemo RAM-program za nju.

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0. DEC R1, 4
1. DEC R2, 7
2. INC R0

3. GO TO 0
4. DEC R2, 10
5. INC R0

6. GO TO 4
7. DEC R1, 10
8. INC R0

9. GO TO 7

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

Definicija 1.1.4. Za S Ď Nk kažemo da je rekurzivno prebrojiv ako je S “ H ili ako
postoji rekurzivna f : NÑ Nk takva da je S “ f pNq.

Propozicija 1.1.5. Neka su S ,T Ď Nk rekurzivni skupovi. Tada su rekurzivni i S X T,
S Y T i S C.

Dokaz. Definiramo funkcije sg, sg : NÑ N, sgpxq “

#

1, x ě 1
0, x “ 0

, sgpxq “

#

0, x ě 1
1, x “ 0

,

to su rekurzivne funkcije.
χS XT pxq “ χS pxq ¨ χT pxq, χS YT pxq “ sgpχS pxq ` χT pxqq, χS C pxq “ sgpχS pxqq su rekur-
zivne kao kompozicije rekurzivnih funkcija. □

Lema 1.1.6. (teorem o grananju)
Neka su f1, . . . , fn : Nk Ñ Nm rekurzivne funkcije i S 1, . . . , S n u parovima disjunktni rekur-
zivni skupovi takvi da je

Ťn
i“1 S i “ Nk.

Tada je funkcija F : Nk Ñ Nm, Fpxq “

$

’

&

’

%

f1pxq, x P S 1
...

fnpxq, x P S n

rekurzivna.

Dokaz. Tvrdnja vrijedi za m “ 1 (dokazano na kolegiju Izračunljivost). Neka je F i i-ta
komponentna funkcija od F te neka su f i

1, . . . , f i
n i-te komponentne funkcije od f1, . . . , fn.
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Tada je F i : Nk Ñ N, F ipxq “

$

’

&

’

%

f i
1pxq, x P S 1
...

f i
npxq, x P S n

za i “ 1, . . . , n. □

Propozicija 1.1.7. Neka je S Ď Nk rekurzivan skup. Tada je S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Promotrimo prvo slučaj kada je S Ď N, odnosno k “ 1. Pretpostavimo S ‰ H.
Odaberimo s0 P S .

Definiramo funkciju f : NÑ N, f pxq “

#

x, x P S
s0, x R S

“

#

x, x P S
s0, x P S C .

Po prethodnoj lemi je f rekurzivna te vrijedi S “ f pNq.
Promotrimo sada slučaj kada je k ą 1. Pretpostavimo S ‰ H. Odaberimo

s0 P S . Neka je φ : NÑ Nk rekurzivna surjekcija. Definiramo f : NÑ Nk,

f pxq “

#

φpxq, φpxq P S
s0, φpxq R S

“

#

φpxq, x P φ´1pS q

s0, x P pφ´1pS qqC .

Skup T “ tx P N | x P φ´1pS qu je rekurzivan jer je njegova karakteristična funkcija
χT : N Ñ N, χT “ χS ˝ φ. Onda je i TC rekurzivan, pa je po prethodnoj lemi funkcija f
rekurzivna i vrijedi S “ f pNq.

□

Propozicija 1.1.8. Neka je S Ď Nk rekurzivno prebrojiv skup. Neka je f : Nk Ñ Nn

rekurzivna funkcija. Tada je f pS q rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je S “ H, onda je i f pS q “ H pa je rekurzivno prebrojiv.
Preostaje slučaj kada je S neprazan. Tada postoji rekurzivna funkcija g : NÑ Nk takva da
je S “ gpNq. Tada je f ˝g : NÑ Nn rekurzivna funkcija takva da je p f ˝gqpNq “ f pS q. □

Teorem 1.1.9. (o projekciji) Neka je T Ď Nk`n rekurzivno prebrojiv skup. Neka je
S “ tx P Nk : Dy P Nn t.d. je px, yq P Tu. Tada je S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Imamo S “ ppT q, gdje je p : Nk`n Ñ Nk projekcija na prvih k koordinata. S je
rekurzivno prebrojiv po prethodnoj propoziciji. □

Propozicija 1.1.10. Neka je S Ď Nn rekurzivan te neka je f : Nk Ñ Nn rekurzivna
funkcija. Tada je T :“ f ´1pS q rekurzivan skup.

Dokaz. x P T ðñ f pxq P S ðñ χS p f pxqq “ 1 pa je χT “ χS ˝ f rekurzivna kao
kompozicija rekurzivnih. □
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Lema 1.1.11. Neka su f , g : Nk Ñ Nn rekurzivne funkcije. Tada je skup
S :“ tx P Nk : f pxq “ gpxqu rekurzivan.

Dokaz. Neka su fi, gi : Nk Ñ N, i “ 1, . . . , n, komponentne funkcije od f i g redom.
Funkcije fi, gi, i “ 1, . . . , n su rekurzivne. Skup S i “ tx P Nk : fipxq “ gipxqu je rekurzivan
jer je x P S i ako i samo ako je sgp| fipxq ´ gipxq|q “ 1, gdje je sg kao u dokazu propozicije
1.1.5. Dakle vrijedi χS ipxq “ sgp| fipxq ´ gipxq|q, @x P Nk, što je rekurzivna funkcija.
S “

Şn
i“1 S i pa je rekurzivan kao presjek konačno mnogo rekurzivnih skupova. □

Propozicija 1.1.12. Neka je S Ď Nn rekurzivno prebrojiv te neka je f : Nk Ñ Nn rekur-
zivna funkcija. Tada je f ´1pS q rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je S “ H, onda je i f ´1pS q “ H pa je rekurzivno prebrojiv.
U suprotnom, neka je g : NÑ Nn rekurzivna funkcija takva da je S “ gpNq.
Tada je

x P f ´1
pS q ðñ f pxq P S ðñ f pxq P gpNq ðñ pDy P Nq f pxq “ gpyq.

Definiramo T “ tpx, yq P Nk ˆ N | f pxq “ gpyqu, sada je

x P f ´1
pS q ðñ pDy P Nqpx, yq P T .

T je rekurzivan jer je jednak skupu tpx P Nk`1 | Fpxq “ Gpxqu, gdje su F,G : Nk`1 Ñ Nn

definirane sa Fpx1, . . . , xk, xk`1q “ f px1, . . . , xkq, Gpx1, . . . , xk, xk`1q “ gpxk`1q, koji je
rekurzivan po prethodnoj lemi. Po teoremu o projekciji slijedi da je f ´1pS q rekurzivno
prebrojiv. □

Propozicija 1.1.13. Neka su S ,T Ď Nk rekurzivno prebrojivi skupovi. Tada su i skupovi
S Y T i S X T rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Ako je S “ H ili T “ H, tvrdnja trivijalno vrijedi. U nastavku promatramo slučaj
kada su S i T oba neprazni.
Neka su f , g : NÑ Nk rekurzivne funkcije takve da je S “ f pNq i T “ gpNq.

x P S X T ðñ x P S i x P T ðñ Di P N t.d. je x “ f piq i D j P N t.d. je x “ gp jq

ðñ Dpi, jq P N2 t.d. je x “ f piq i x “ gp jq

Definiramo Ω “ tpx, i, jq P Nk`2 | x “ f piq i x “ gp jqu. Vrijedi x P S X T ako i samo ako
postoje i, j P N takvi da je px, i, jq P Ω.
Skup Ω je rekurzivan jer je jednak skupu tpx, i, jq P Nk`2 | Fpxq “ Gpxqu, gdje su
F,G : Nk`2 Ñ N2k, Fpx, i, jq “ px, xq, Gpx, i, jq “ p f piq, gp jqq. Sada je skup S X T
rekurzivno prebrojiv po teoremu o projekciji.
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Definiramo funkciju h : NÑ Nk,

hpxq “

#

f px{{2q, x paran
gpx{{2q, x neparan

.

Karakteristična funkcija skupa parnih brojeva je rekurzivna i cjelobrojno dijeljenje s 2, u
oznaci {{2, je rekurzivno pa je h rekurzivna.
Vrijedi hpNq “ S Y T , dakle S Y T je rekurzivno prebrojiv. □

Propozicija 1.1.14. Neka je S Ď Nk`1 rekurzivan skup takav da za svaki x P Nk postoji
i P N takav da je px, iq P S . Tada je funkcija h : Nk Ñ N, hpxq “ µippx, iq P S q rekurzivna.

Dokaz. Funkcija h je parcijalno rekurzivna jer je dobivena minimizacijom rekurzivne re-
lacije i totalna je zbog uvjeta propozicije. Dakle rekurzivna je. □

Propozicija 1.1.15. Neka je S Ď Nk takav da su S i S C rekurzivno prebrojivi. Tada je S
rekurzivan.

Dokaz. Ako je S “ H ili S C “ H, tvrdnja trivijalno vrijedi. U nastavku promatramo
slučaj kada su S i S C oba neprazni.

Neka su f , g : N Ñ Nk rekurzivne funkcije takve da je S “ f pNq i S C “ gpNq.
Definiramo funkciju h : Nk Ñ N, hpxq “ µipx “ f piq ili x “ gpiqq, i skup
Ω “ tpx, iq P Nk`1 | x “ f piq ili x “ gpiqu. Vrijedi

Ω “ tp f piq, iq : i P Nu Y tpgpiq, iq : i P Nu

pa je rekurzivan kao unija dva rekurzivna skupa. Imamo hpxq “ µippx, iq P Ωq pa po
prethodnoj propoziciji slijedi da je h rekurzivna. Vrijedi S “ tx P Nk | x “ f phpxqqu.
Skup S je rekurzivan po lemi 1.1.11. □

Propozicija 1.1.16. Postoje rekurzivne funkcije σ : N2 Ñ N i η : N Ñ N takve da je
tpσpi, 0q, . . . , σpi, ηpiqqq | i P Nu skup svih konačnih nepraznih nizova u N.

Dokaz. Neka je e : N2 Ñ N kao u primjeru 1.1.2. Definiramo σ : N2 Ñ N sa

σpi, jq “ epi, jq ´ 1, te ηpiq “

#

mint j P N | p j`1 ∤ iu, i ě 1
0, i “ 0

gdje su p0, p1, p2, . . . svi prosti brojevi redom. Poznato je da su tako zadane σ i η rekur-
zivne.
Očito je za i P N niz pσpi, 0q, . . . , σpi, ηpiqqq neprazan konačan niz u N.
Za proizvoljan pa0, . . . , anq konačan niz u N definiramo i “ pa0`1

0 ¨ . . . ¨ pan`1
n . Za tako

zadani i vrijedi ηpiq “ n, te σpi, jq “ a j za 0 ď j ď ηpiq. Dakle za svaki a konačan niz u N
postoji i P N takav da je a “ pσpi, 0q, . . . , σpi, ηpiqqq. □
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Od sada pa nadalje neka su σ i η neke fiksirane funkcije kao u prethodnoj propoziciji.
Uvodimo oznake:

piq j : “ σpi, jq

i : “ ηpiq.

Dakle tppiq0, . . . , piqiqu je skup svih konačnih nepraznih nizova u N.
Za i P N definiramo ris “ tpiq0, . . . , piqiu.
Uočimo: tris | i P Nu je familija svih konačnih nepraznih podskupova od N.

1.2 Rekurzivne funkcije Nk Ñ Z

Definicija 1.2.1. Funkcija f : Nk Ñ Z je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije
a, b : Nk Ñ N takve da za svaki x P Nk vrijedi f pxq “ p´1qbpxqapxq.

Lema 1.2.2. Neka je f : Nk Ñ Z funkcija. Tada je f rekurzivna ako i samo ako postoje
rekurzivne funkcije u, v : Nk Ñ N takve da je f pxq “ upxq ´ vpxq za svaki x P Nk.

Dokaz. Neka je f rekurzivna i neka su a, b : Nk Ñ N rekurzivne funkcije takve da je
f pxq “ p´1qbpxqapxq, @x P Nk.

Definiramo upxq “

#

0, bpxq neparan
apxq, inače

, vpxq “

#

apxq, bpxq neparan
0, inače

.

Skup S :“ tx P Nk | bpxq R 2Nu je rekurzivan jer je χS “ n ˝ b, gdje je n : N Ñ N
karakteristična funkcija neparnih brojeva, koja je rekurzivna. Sada su u, v : Nk Ñ N
rekurzivne po teoremu o grananju i vrijedi f “ u ´ v.

Obratno, neka su u, v : Nk Ñ N rekurzivne takve da je f “ u ´ v. Funkcija
abs : N2 Ñ N, abspx, yq “ |x ´ y| je rekurzivna pa je i a : Nk Ñ N, apxq “ abspupxq, vpxqq

rekurzivna.

Definiramo b : Nk Ñ N, bpxq “

#

0, upxq ą vpxq

1, inače
.

Skup ∆ “ tpx, yq P N2 | x ą yu je rekurzivan jer je χ∆px, yq “ sgpx ´ yq. Treba pokazati
da je i skup T “ tx P Nk | upxq ą vpxqu rekurzivan. Vrijedi

x P T ðñ pupxq, vpxqq P ∆ðñ χ∆pupxq, vpxqq “ 1.

Dakle χT pxq “ χ∆pupxq, vpxqq pa je T rekurzivan, a onda i TC. Slijedi da je b rekurzivna. I
za svaki x P Nk vrijedi f pxq “ p´1qbpxqapxq. □

Propozicija 1.2.3. Neka su f , g : Nk Ñ Z rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije
f ` g, f ¨ g : Nk Ñ Z rekurzivne.
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Dokaz. Neka su a, b, c, d : Nk Ñ N rekurzivne funkcije takve da je f pxq “ p´1qbpxqapxq i
gpxq “ p´1qdpxqcpxq za svaki x P Nk. Tada je p f ¨gqpxq “ p´1qbpxq`dpxqapxq¨cpxq rekurzivna
jer su b ` d, a ¨ c : Nk Ñ N rekurzivne.

Neka su u, v, u1, v1 : Nk Ñ N rekurzivne funkcije takve da je f “ u ´ v, g “ u1 ´ v1.
Tada je f ` g “ u ` u1 ´ pv ` v1q rekurzivna po prethodnoj lemi. □

Lako se vidi da vrijedi iduća tvrdnja:

Lema 1.2.4. Funkcija f : Nk Ñ N je rekurzivna ako i samo ako je rekurzivna kao funkcija
Nk Ñ Z.

Iduća tvrdnja je poznata iz izračunljivosti:

Propozicija 1.2.5. Neka je f : Nk`1 Ñ N rekurzivna funkcija i neka su α, β : Nk Ñ N
rekurzivne. Tada su funkcije g, h : Nk Ñ N,

gpxq “

#

řβpxq

i“αpxq
f px, iq, αpxq ď βpxq

0, inače
,

hpxq “

#

śβpxq

i“αpxq
f px, iq, αpxq ď βpxq

1, inače

rekurzivne.

Propozicija 1.2.6. Neka je f : Nk`1 Ñ Z rekurzivna funkcija i neka su α, β : Nk Ñ N
rekurzivne. Tada su funkcije g, h : Nk Ñ Z,

gpxq “

#

řβpxq

i“αpxq
f px, iq, αpxq ď βpxq

0, inače
,

hpxq “

#

śβpxq

i“αpxq
f px, iq, αpxq ď βpxq

1, inače

rekurzivne.

Dokaz. U nastavku uzimamo da je prazna suma jednaka 0 i da je prazan produkt 1, to jest
řn2

i“n1
zi “ 0 i

śn2
i“n1

zi “ 1 ako je n1 ą n2.
Postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk`1 Ñ N takve da je f px, iq “ upx, iq ´ vpx, iq, @x P Nk,
@i P N. Definiramo g1, g2 : Nk Ñ N, g1pxq “

řβpxq

i“αpxq
upx, iq, g2pxq “

řβpxq

i“αpxq
vpx, iq, one

su rekurzivne po prethodnoj propoziciji. Funkcija g je rekurzivna jer je g “ g1 ´ g2.
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Postoje rekurzivne funkcije a, b : Nk`1 Ñ N takve da je f px, iq “ p´1qbpx,iqapx, iq,
@x P Nk, @i P N. Definiramo e, c : Nk Ñ N, epxq “

řβpxq

i“αpxq
bpx, iq, cpxq “

śβpxq

i“αpxq
apx, iq,

one su rekurzivne po prethodnoj propoziciji.
Vrijedi hpxq “ p´1qepxqcpxq, @x P Nk, pa je h rekurzivna funkcija. □

1.3 Rekurzivne funkcije Nk Ñ Q

Definicija 1.3.1. Funkcija f : Nk Ñ Q je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije

a, b, c : Nk Ñ N takve da za svaki x P Nk vrijedi f pxq “ p´1qcpxq
apxq

bpxq
.

Lema 1.3.2. Neka su f : Nk Ñ Nl i g : Nl Ñ Q rekurzivne funkcije. Tada je i
g ˝ f : Nk Ñ Q rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su a, b, c : Nl Ñ N rekurzivne funkcije takve da je f pxq “ p´1qcpxq
apxq

bpxq
za

svaki x P Nl. Tada su a ˝ f , b ˝ f , c ˝ f : Nk Ñ N rekurzivne funkcije takve da za svaki

x P Nk vrijedi pg ˝ f qpxq “ p´1qpc˝ f qpxq
pa ˝ f qpxq

pb ˝ f qpxq
. □

Lema 1.3.3. Funkcija f : Nk Ñ Q je rekurzivna ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije
u : Nk Ñ Z i v : Nk Ñ N takve da je f “ u

v .

Propozicija 1.3.4. Neka su f , g : Nk Ñ Q rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije
f ` g, f ¨ g : Nk Ñ Q rekurzivne.

Dokaz. Neka su u, u1 : Nk Ñ Z i v, v1 : Nk Ñ N rekurzivne funkcije takve da je f “ u
v

i g “ u1

v1 . Tada su i u ¨ u1, v, v1 : Nk Ñ Z i v ¨ v1 : Nk Ñ N rekurzivne, pa su onda i
u ¨ v1, u1 ¨ v : Nk Ñ Z i u ¨ v1 ` u1 ¨ v : Nk Ñ Z rekurzivne. Po prethodnoj lemi su onda
rekurzivne i f ¨ g “ u¨u1

v¨v1 , f ` g “ u¨v1`u1¨v
v¨v1 . □

Iz izračunljivosti je poznato da vrijedi iduća tvrdnja:

Propozicija 1.3.5. Funkcija q : N2 Ñ N, qpx, yq “

#

X

x
y

\

, y ě 1
0, inače

je rekurzivna.

Propozicija 1.3.6. Funkcija f : Nk Ñ Z je rekurzivna ako i samo ako je rekurzivna kao
funkcija Nk Ñ Q.
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Dokaz. Neka je g : Nk Ñ Q, gpxq “ f pxq, @x P Nk

Ako je f rekurzivna, onda je g “
f

C1
, gdje je C1 : Nk Ñ N, C1pxq “ 1, @x P Nk, rekurzivna

funkcija. Dakle, g je rekurzivna.
Ako je g rekurzivna, onda postoje rekurzivne funkcije a, b, c : Nk Ñ N takve da je

f pxq “ gpxq “ p´1qcpxq apxq

bpxq
, @x P Nk. Zbog gpNkq Ď Z je

f pxq “ p´1q
cpxq

Z

apxq

bpxq

^

“ p´1q
cpxqqpapxq, bpxqq, @x P Nk,

gdje je q kao u prethodnoj propoziciji. Kako su c, q ˝ pa, bq : Nk Ñ N rekurzivne, slijedi
da je f rekurzivna. □

Lema 1.3.7. Neka je f : Nk Ñ Q rekurzivna funkcija. Tada su skupovi
S “ tx P Nk | f pxq “ 0u i T “ tx P Nk | f pxq ą 0u rekurzivni.

Dokaz. Funkcija f je rekurzivna pa postoje rekurzivne funkcije a, b, c : Nk Ñ N takve da
je za svaki x iz Nk f pxq “ p´1qapxq bpxq

cpxq
.

Vrijedi S “ tx P Nk | bpxq “ 0u pa je χS “ sg ˝ b što je rekurzivna funkcija kao
kompozicija rekurzivnih.
Definiramo U “ tx P Nk | bpxq ‰ 0u, V “ tx P Nk | 2|apxqu. Imamo T “ U X V . Skup U
je rekurzivan kao komplement rekurzivnog skupa, V je rekurzivan jer je χV “ g ˝ a, gdje je
g : NÑ N karakteristična funkcija parnih brojeva, koja je rekurzivna. T je sada rekurzivan
kao presjek dvaju rekurzivnih skupova. □

Propozicija 1.3.8. Neka su f , g : Nk Ñ Q rekurzivne funkcije. Tada su skupovi
S “ tx P Nk | f pxq “ gpxqu i T “ tx P Nk | f pxq ă gpxqu rekurzivni.

Dokaz. Od prije znamo da je h : Nk Ñ Q, h “ g ´ f rekurzivna. S “ tx P Nk | hpxq “ 0u,
T “ tx P Nk | hpxq ą 0u. S i T su rekurzivni po prethodnoj lemi. □

Propozicija 1.3.9. Neka su f : Nk`1 Ñ Q i α, β : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Tada su
rekurzivne i g, h : Nk Ñ Q, gpxq “

řβpxq

i“αpxq
f px, iq, hpxq “

śβpxq

i“αpxq
f px, iq.

Dokaz. Postoje rekurzivne funkcije b : Nk`1 Ñ Z, n : Nk`1 Ñ N takve da je f “ b
n . Onda

su i c : Nk Ñ Z, d : Nk Ñ N, cpxq “
śβpxq

i“αpxq
bpx, iq, dpxq “

śβpxq

i“αpxq
npx, iq rekurzivne,

dpNkq Ď Nzt0u. Vrijedi h “ c
d pa je i h rekurzivna.

βpxq
ÿ

i“αpxq

bpx, iq
npx, iq

“

řβpxq

i“αpxq
pbpx, iq

śβpxq

j“αpxq, j‰i npx, jqq

śβpxq

j“αpxq
npx, jq

“

řβpxq

i“αpxq

´

bpx, iq
Y

śβpxq

j“αpxq
npx, jq

npx,iq

]¯

śβpxq

j“αpxq
npx, jq
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Definiramo ψ : Nk`1 Ñ N,

ψpx, iq “

Z

śβpxq

j“αpxq
npx, jq

npx, iq

^

ψ je rekurzivna po propoziciji 1.3.5. Funkcija b ¨ ψ : Nk`1 Ñ Z je rekurzivna pa je i
γ : Nk Ñ Z, γpxq “

řβpxq

i“αpxq
bpx, iqψpx, iq rekurzivna, a onda i g jer je kvocijent rekurzivnih

funkcija γ i x ÞÑ
śβpxq

j“αpxq
npx, jq. □

1.4 Rekurzivne funkcije Nk Ñ R

Definicija 1.4.1. Funkcija f : N Ñ R je rekurzivna (rekurzivan niz u R) ako postoji
rekurzivna funkcija g : N2 Ñ Q takva da je | f pxq ´ gpx, kq| ă 2´k, @x, k P N.
Funkcija f : Nk Ñ R je rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija g : Nk`1 Ñ Q takva
da je | f pxq ´ gpx, lq| ă 2´l, @x P Nk, @l P N. Funkciju g tada zovemo rekurzivnom
aproksimacijom od f .

Lema 1.4.2. Neka je f : Nk Ñ Q rekurzivna. Tada je f rekurzivna i kao funkcija u R.

Dokaz. Neka je h : Nk Ñ R, hpxq :“ f pxq, @x P Nk. Tada je g : Nk`1 Ñ Q, gpx, lq :“ f pxq

rekurzivna aproksimacija od h jer za svaki x iz Nk i svaki l iz N vrijedi
|hpxq ´ gpx, lq| “ | f pxq ´ f pxq| “ 0 ă 2´l, i g je rekurzivna po lemi 1.3.2 kao kompozicija
rekurzivnih funkcija. □

Propozicija 1.4.3. Neka su f : Nk Ñ R i g : Nn Ñ Nk rekurzivne. Tada je i f ˝g : Nn Ñ R
rekurzivna.

Dokaz. Neka je h rekurzivna aproksimacija od f , dakle h : Nk`1 Ñ Q,
| f pxq ´ hpx, lq| ă 2´l, @x P Nk, @l P N. Definiramo funkciju h̃ : Nn`1 Ñ Q,
h̃py, lq “ hpgpyq, lq, h̃ je rekurzivna po lemi 1.3.2 kao kompozicija rekurzivnih funkcija
i za svaki y iz Nn i svaki l iz N vrijedi | f pgpyqq ´ h̃py, lq| ă 2´l, dakle h̃ je rekurzivna
aproksimacija od f ˝ g. □

Propozicija 1.4.4. Neka su f , g : Nk Ñ R rekurzivne funkcije. Tada je i f ` g rekurzivna
funkcija.

Dokaz. Neka su f̃ , g̃ rekurzivne aproksimacije od f , g redom. Definiramo funkcije
h : Nk Ñ R, h “ f ` g, te h̃ : Nk`1 Ñ Q, h̃px, lq “ f̃ px, l ` 1q ` g̃px, l ` 1q, h̃ je rekurzivna
kao zbroj rekurzivnih racionalnih funkcija px, lq ÞÑ f̃ px, l ` 1q i px, lq ÞÑ g̃px, l ` 1q koje
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su rekurzivne kao kompozicija koordinatnih projekcija, funkcije sljedbenik i rekurzivnih
funkcija.

|hpxq ´ h̃px, lq| “ | f pxq ` gpxq ´ f̃ px, l ` 1q ´ g̃px, l ` 1q|

ď | f pxq ´ f̃ px, l ` 1q| ` |gpxq ´ g̃px, l ` 1q| ă 2 ¨ 2´l´1
“ 2´l

□

Iduća tvrdnja slijedi direktno iz propozicije 1.1.14:

Propozicija 1.4.5. Neka je S Ď Nn`1 rekurzivan skup takav da za svaki x P Nn postoji
i P N takav da je px, iq P S . Onda postoji rekurzivna funkcija f : Nn Ñ N takva da je
px, f pxqq P S , @x P Nn.

Lema 1.4.6. Neka su f : Nk Ñ R, g : Nk`1 Ñ Q i H : Nk Ñ N funkcije, i g i H su
rekurzivne, neka je 0 ă q ă 1 i vrijedi | f pxq ´ gpx, lq| ă ql ¨ Hpxq, @x P Nk, @l P N.
Tada je f rekurzivna.

Dokaz. Odaberemo a, b P Nzt0u takve da je a ă b i q ă a
b . Tada je

| f pxq´gpx, lq| ă pa
bql ¨Hpxq. Definiramo S “ tpx, l, l1q : p a

bql1 ¨Hpxq ă 2´lu, S je rekurzivan
po propoziciji 1.3.8, i za svaki px, lq postoji l1 takav da je px, l, l1q P S .
Dakle po prethodnoj propoziciji postoji rekurzivna funkcija c : Nk`1 Ñ N takva da je
px, l, cpx, lqq P S za sve x, l. Onda je jedna rekurzivna aproksimacija od f funkcija
f̃ px, lq “ gpx, cpx, lqq, ona je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija i vrijedi

| f pxq ´ f̃ px, lq| “ | f pxq ´ gpx, cpx, lqq| ă p
a
b

q
cpx,lq

¨ Hpxq ă 2´l.

□

Lema 1.4.7. Neka je f : Nk Ñ R rekurzivna. Tada postoji rekurzivna funkcija H : Nk Ñ N
takva da je | f pxq| ď Hpxq, @x P Nk.

Dokaz. Postoji rekurzivna funkcija F : Nk`1 Ñ Q takva da za svaki x P Nk vrijedi
| f pxq ´ Fpx, iq| ă 2i. Onda je | f pxq| ´ |Fpx, iq| ď | f pxq ´ Fpx, iq| ă 2i pa je
| f pxq| ă |Fpx, iq| ` 2i. Posebno vrijedi | f pxq| ă |Fpx, 0q| ` 1.

Funkcija g : Nk Ñ Q, gpxq “ |Fpx, 0q| ` 1 je rekurzivna pa postoje rekurzivne
a, b, c : Nk Ñ N takve da je gpxq “ p´1qcpxq apxq

bpxq
, @x P Nk. Vrijedi | f pxq| ă gpxq ď apxq pa

funkcija H “ a zadovoljava tvrdnju leme. □

Propozicija 1.4.8. Neka su f , g : Nk Ñ R rekurzivne. Tada je i f ¨ g : Nk Ñ R rekurzivna.
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Dokaz. Po prethodnoj lemi postoje rekurzivne H1,H2 : Nk Ñ N takve da za svaki
x P Nk vrijedi | f pxq| ď H1pxq i |gpxq| ` 1 ď H2pxq. Neka su f̃ , g̃ : Nk`1 Ñ Q rekurzivne
aproksimacije od f , g redom. f̃ ¨ g̃ : Nk`1 Ñ Q je rekurzivna.

| f pxq ¨ gpxq ´ f̃ px, lq ¨ g̃px, lq| “ | f pxq ¨ gpxq ´ f̃ px, lq ¨ g̃px, lq ` f pxqg̃px, lq ´ f pxqg̃px, lq|

ď | f pxq ¨ pgpxq ´ g̃px, lqq| ` |g̃px, lq ¨ p f pxq ´ f̃ px, lqq|

ď | f pxq| ¨ 2´l
` |g̃px, lq| ¨ 2´l

ď pH1pxq ` H2pxqq ¨ 2´l

gdje zadnja nejednakost vrijedi jer je |g̃px, lq| ď |gpxq| ` 1 ď H2pxq

(jer |g̃px, lq| ´ |gpxq| ď |g̃px, lq ´ gpxq| ď 1).
Sada po lemi 1.4.6 slijedi da je f ¨ g rekurzivna. □

Propozicija 1.4.9. Neka je f : Nk Ñ R rekurzivna. Tada je skup tx P Nk | f pxq ą 0u

rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je F : Nk`1 Ñ Q rekurzivna aproksimacija od f .
Pretpostavimo da je x P Nk te da je f pxq ą 0. Znamo da vrijedi Fpx, iq Ñ f pxq. Postoji

i P N takav da je 2´i ă Fpx, iq jer bi u suprotnom za svaki i P N vrijedilo Fpx, iq ď 2´i pa
bi bilo f pxq ď 0.

Ako postoji i P N takav da je 2´i ă Fpx, iq, onda je i f pxq ą 0 jer bi u suprotnom
bilo 2´i ě |Fpx, iq ´ f pxq| “ Fpx, iq ´ f pxq, dakle 2´i ´ Fpx, iq ě ´ f pxq ě 0, što je u
kontradikciji s 2´i ă Fpx, iq.

Dakle f pxq ą 0 ako i samo ako postoji i P N takav da je 2´i ă Fpx, iq.
Neka je S :“ tx P Nk | f pxq ą 0u. Imamo x P S ðñ Di P N t.d. je 2´i ă Fpx, iq.

Odnosno S “ tx P Nk | Di P N t.d. je px, iq P Tu pri čemu je
T :“ tpx, iq P Nk`1 | 2´i ă Fpx, iqu. Po teoremu o projekciji i propoziciji 1.3.8 slijedi da
je S rekurzivno prebrojiv. □

Propozicija 1.4.10. Neka su f : Nk`1 Ñ R i α, β : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Tada je
g : Nk Ñ R, gpxq “

řβpxq

i“αpxq
f px, iq rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je F : Nk`2 Ñ Q rekurzivna aproksimacija od f . Definiramo G : Nk`1 Ñ Q,
Gpx, lq “

řβpxq

i“αpxq
Fpx, i, lq. G je rekurzivna po propoziciji 1.2.5. Imamo

|gpxq ´ Gpx, lq| “ |

βpxq
ÿ

i“αpxq

p f px, iq ´ Fpx, i, lqq| ď

βpxq
ÿ

i“αpxq

| f px, iq ´ Fpx, i, lq| ă pβpxq ` 1q ¨ 2´l

Sada je po lemi 1.4.6 funkcija g rekurzivna. □
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Lema 1.4.11. Ako su a1, . . . , an, A1, . . . , An, M, ε P R takvi da je
$

’

&

’

%

|ai| ă M, i “ 1, . . . , n
|Ai| ă M, i “ 1, . . . , n
|ai ´ Ai| ă ε, i “ 1, . . . , n

(˚)

onda vrijedi |a1 . . . an ´ A1 . . . An| ă n ¨ Mn´1 ¨ ε.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Baza: za n “ 1 vrijedi |a1 ´ A1| ă ε.
Pretpostavka: ako za n i a1, . . . , an, A1, . . . , An vrijedi (˚), onda je
|a1 . . . an ´ A1 . . . An| ă n ¨ Mn´1 ¨ ε.
Korak: uzmemo a1, . . . , an`1, A1, . . . , An`1 takve da vrijedi (˚), |an`1| ă M, |An`1| ă M i
|an`1 ´ An`1| ă ε. Definiramo s “

śn
i“1 ai, S “

śn
i“1 Ai. Vrijedi

|a1 . . . an`1 ´ A1 . . . An`1| “ |san`1 ´ S An`1|

“ |san`1 ´ sAn`1 ` sAn`1 ´ S An`1|

ď |s| ¨ |an`1 ´ An`1| ` |s ´ S | ¨ |An`1|

ă Mn
¨ ε ` nMn´1ε ¨ M

“ pn ` 1qMnε.

Dakle pretpostavka vrijedi i za n ` 1. □

Iduća propozicija je poznata činjenica iz izračunljivosti:

Propozicija 1.4.12. Neka su β : Nk Ñ N i f : Nk ˆ N Ñ N rekurzivne funkcije. Tada je
rekurzivna i funkcija Nk Ñ N, x ÞÑ maxt f px, iq | 0 ď i ď βpxqu.

Propozicija 1.4.13. Neka su f : Nk`1 Ñ R i α, β : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Tada je
g : Nk Ñ R, gpxq “

śβpxq

i“αpxq
f px, iq rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je F : Nk`2 Ñ Q rekurzivna aproksimacija od f .
Po lemi 1.4.7 postoji rekurzivna funkcija M1 : Nk`1 Ñ N takva da je
| f px, iq| ď M1px, iq, @x P Nk`1, @i P N. Definiramo M : Nk`1 Ñ N, Mpx, iq “ M1px, iq ` 1.

Vrijedi | f px, iq| ă Mpx, iq i |Fpx, i, lq| ă Mpx, iq. Definiramo N : Nk Ñ N,
Npxq “ maxtMpx, iq | 0 ď i ď βpxqu, N je rekurzivna.
Imamo:

| f px, iq| ă Npxq, @i P tαpxq, . . . , βpxqu

|Fpx, i, lq| ă Npxq, @i P tαpxq, . . . , βpxqu

| f px, iq ´ Fpx, i, lq| ă 2´l, @i P tαpxq, . . . , βpxqu
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Sada po prethodnoj lemi vrijedi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

βpxq
ź

i“αpxq

f px, iq ´

βpxq
ź

i“αpxq

Fpx, i, lq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă pβpxq ` 1qNpxq
βpxq

¨ 2´l

pa je po lemi 1.4.6 g rekurzivna. □

1.5 Izračunljivi brojevi
Definicija 1.5.1. Broj α P R je izračunljiv ako postoji rekurzivna funkcija f : N Ñ Q
takva da je |α ´ f pkq| ă 2´k, @k P N.

Korolar 1.5.2. Svaki racionalan broj je izračunljiv.

Propozicija 1.5.3. Skup izračunljivih brojeva je prebrojiv.

Dokaz. Svaki izračunljiv broj α ima pripadnu rekurzivnu funkciju fα : NÑ Q takvu da je
|α ´ fαpkq| ă 2´k, i svaka takva funkcija f ima pripadne rekurzivne funkcije
a f , b f , c f : NÑ N takve da je f “ p´1qc f a f

b f
.

Pridruživanja α ÞÑ fα i f ÞÑ pa f , b f , c f q su injektivna, a kako rekurzivnih funkcija sa N u
N ima prebrojivo mnogo slijedi da i izračunljivih brojeva ima prebrojivo mnogo. □

Lema 1.5.4. Neka su a0 P N, ai P t0, . . . , 9u, @i ě 1. Neka je α “ a0, a1a2a3 . . . decimalni
zapis broja α.
Ako je funkcija f : NÑ N, f pnq “ an rekurzivna, onda je α izračunljiv broj.

Dokaz. Imamo α “
ř8

n“0
an
10n . Uzmimo k P N. Vrijedi

|α ´

k
ÿ

n“0

an

10n | “

8
ÿ

n“k`1

an

10n ď 9
8
ÿ

n“k`1

1
10n

“
9

10k`1

8
ÿ

n“0

1
10n “

9
10k`1

1
1 ´ 1

10

“
1

10k

Dakle, |α ´
řk`1

n“0
an
10n | ď 1

10k`1 ď 1
2k`1 ă 1

2k .
Definiramo g : N Ñ Q, gpkq “

řk`1
n“0

an
10n . Funkcija h : N2 Ñ Q, hpk, nq “

f pnq

10n je
rekurzivna jer je f rekurzivna. Funkcije α, β : NÑ N, αpxq “ 0, βpxq “ x ` 1, @x P N su
rekurzivne pa je po lemi 1.3.9 rekurzivna i g jer je gpkq “

řβpkq

i“αpkq
hpk, iq. □
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Primjer 1.5.5.
?

2 je izračunljiv.
Neka je a0, a1a2a3 . . . an . . . decimalni zapis od

?
2.

Tada je a0, a1a2a3 . . . an ă
?

2 ă a0, a1a2a3 . . . an ` 10´n z ¨ 10n

a0a1a2a3 . . . an ă
?

2 ¨ 10n ă a0a1a2a3 . . . an ` 1 z2

pa0a1a2a3 . . . anq2 ă 2 ¨ 102n ă pa0a1a2a3 . . . an ` 1q2

ùñ a0a1a2a3 . . . an “ pµyp2 ¨ 102n ă y2qq ´ 1
an “ ostpa0a1a2a3 . . . an, 10q, gdje je ost : N2 Ñ N funkcija koja uredenom paru
px, yq P N2 pridruži ostatak koji x daje pri dijeljenju s y ako je y ‰ 0, a 0 inače. Poznato je
da je ta funkcija rekurzivna.
Dakle an “ ostppµyp2 ¨ 102n ă y2qq ´ 1, 10q pa je f : NÑ N, f pnq “ an rekurzivna.

Po prethodnoj lemi slijedi da je
?

2 izračunljiv.

Napomena. Slično kao u prethodnom primjeru se može pokazati i da je p
?

n izračunljiv za
bilo koje p, n P N`.

Primjer 1.5.6. e je izračunljiv broj.
Imamo e “

ř8

i“0
1
i! . Za i ě 4 vrijedi 2i ă i!.

Neka je k P N, k ě 3. Imamo

|e ´

k
ÿ

i“0

1
i!

| “

8
ÿ

i“k`1

1
i!

ă

8
ÿ

i“k`1

1
2i “

1
2k

|e ´
řk

i“0
1
i! | ă 1

2k , @k ě 3
ùñ |e ´

řk`4
i“0

1
i! | ă 1

2k`4 ă 1
2k , @k P N

Definiramo g : N Ñ Q, gpkq “
řk`4

i“0
1
i! . Funkcija h : N2 Ñ Q, hpk, iq “ 1

i! je rekurzivna
i funkcije α, β : N Ñ N, αpxq “ 0, βpxq “ x ` 4, @x P N su rekurzivne. Sada je po lemi
1.3.9 rekurzivna i funkcija g.

Propozicija 1.5.7.

1. Neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija. Tada je f pxq izračunljiv broj za svaki
x P Nk.

2. Neka je α izračunljiv broj. Tada je funkcija f : Nk Ñ R, f pxq “ α, @x P Nk,
rekurzivna.

Napomena. Ako je f : Nk Ñ R funkcija takva da je f pxq izračunljiv broj za svaki x P Nk, f
ne mora biti rekurzivna. Svih funkcija NÑ t0, 1u ima neprebrojivo mnogo, a rekurzivnih
funkcija N Ñ N ima samo prebrojivo mnogo, dakle postoji funkcija f : N Ñ R koja nije
rekurzivna i takva da je f pNq Ď t0, 1u.
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Prisjetimo se da smo fiksirali rekurzivne funkcije σ : N2 Ñ N i η : NÑ N takve da je
tpσpi, 0q, . . . , σpi, ηpiqq | i P Nu skup svih konačnih nepraznih nizova u N.
Uveli smo oznake: piq j “ σpi, jq, i “ ηpiq.
Dakle, tppiq0, . . . , piqi | i P Nu je skup svih konačnih nepraznih nizova u N.
Definirali smo ris “ tpiq0, . . . , piqiu.

Definiramo funkciju α : N Ñ Q, αpxq “ p´1qσpx,0q σpx,1q

σpx,2q`1 “ p´1qpxq0 pxq1

pxq2`1 , @x P N.
Lako se vidi da je α rekurzivna surjekcija.
Primijetimo da je tpαpiq0 , . . . , αpiqi

q | i P Nu skup svih nepraznih konačnih nizova u Q te da
je ttαpiq0 , . . . , αpiqi

u | i P Nu skup svih nepraznih konačnih podskupova od Q.
Uvodimo oznaku Λi :“ tαpiq0 , . . . , αpiqi

u.

Definicija 1.5.8. Neka je S neprazan i kompaktan podskup odR. Kažemo da je S izračunljiv
skup ako postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N takva da je

S «2´k Λ f pkq, @k P N.

1.6 Rekurzivne i rekurzivno omedene funkcije
Definicija 1.6.1. Neka su k, n P Nzt0u te neka je Φ : Nk Ñ PpNnq. Kažemo da je Φ
rekurzivna funkcija ako je funkcija Φ̃ : Nk`n Ñ N, Φ̃px, yq “ χΦpxqpyq, @px, yq P Nk ˆ Nn,
rekurzivna.
Uočimo da je to ekvivalentno sljedećem: skup tpx, yq P Nk`n | y P Φpxqu je rekurzivan.

Za k P Nzt0u neka je

Nk
m :“ tpx1, . . . , xkq P Nk

| 0 ď xi ď m, @i P t1, . . . , kuu.

Posebno, Nm “ t0, . . . ,mu.

Definicija 1.6.2. Neka su k, n P Nzt0u. Za funkciju Φ : Nk Ñ PpNnq kažemo da je
rekurzivno omedena ako postoji rekurzivna funkcija φ : Nk Ñ N takva da je

Φpxq Ď Nn
φpxq

, @x P Nk.

Uočimo: ako je Φ : Nk Ñ PpNnq rekurzivno omedena funkcija, onda je Φpxq konačan
skup za svaki x P Nk.

Definicija 1.6.3. Za funkciju Φ : Nk Ñ PpNnq koja je rekurzivna i rekurzivno omedena
kažemo da je r.r.o. funkcija.
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Propozicija 1.6.4. Neka su Φ,Ψ : Nk Ñ PpNnq r.r.o. funkcije. Tada su i funkcije
Λ1,Λ2,Λ3 : Nk Ñ PpNnq,

Λ1pxq “ Φpxq X Ψpxq

Λ2pxq “ Φpxq Y Ψpxq

Λ3pxq “ ΦpxqzΨpxq

r.r.o.

Dokaz. Neka su φ, ψ : Nk Ñ N rekurzivne funkcije takve da je Φpxq Ď Nn
φpxq

i
Ψpxq Ď Nn

ψpxq
, @x P Nk. Tada je i funkcija Nk Ñ N, x ÞÑ maxtφpxq, ψpxqu rekurzivna.

Funkcije Λ1,Λ2,Λ3 su rekurzivno omedene jer za svaki x P Nk vrijedi
Λ1pxq Ď Nn

maxtφpxq,ψpxqu
, Λ2pxq Ď Nn

φpxq
i Λ3pxq Ď Nn

φpxq
.

Pokažimo da su skupovi Ωi “ tpx, yq P Nk`n | y P Λipxqu, i “ 1, 2, 3, rekurzivni.
Vrijedi:

Ω1 “ tpx, yq P Nk`n
| y P Φpxq Y Ψpxqu

“ tpx, yq P Nk`n
| y P Φpxqu Y tpx, yq P Nk`n

| y P Ψpxqu

Ω2 “ tpx, yq P Nk`n
| y P Φpxq X Ψpxqu

“ tpx, yq P Nk`n
| y P Φpxqu X tpx, yq P Nk`n

| y P Ψpxqu

Ω3 “ tpx, yq P Nk`n
| y P ΦpxqzΨpxqu

“ tpx, yq P Nk`n
| y P Φpxqu X pNk`n

ztpx, yq P Nk`n
| y P Ψpxquq

pa su Ω2 i Ω3 rekurzivni kao presjek dva rekurzivna skupa, a Ω1 kao unija dva rekur-
zivna skupa. □

Lema 1.6.5. Neka je n P Nzt0u. Tada postoje rekurzivne funkcije g : NÑ Nn i τ : NÑ N
takve da je

Nn
m Ď tgpiq | 0 ď i ď τpmqu, @m P N.

Dokaz. Neka je gpxq “ pepx, 0q, . . . , epx, n ´ 1qq, gdje je e funkcija iz primjera 1.1.2. Neka
su p0, p1, p2, . . . svi prosti brojevi u rastućem poretku. Definiramo τpmq “ pp0 ¨ . . . ¨ pn´1qm.
Neka je x P Nn

m. Tada je x “ px1, . . . , xnq za neke 0 ď xi ď m, i “ 1, . . . , n pa za
i “ px1

0 ¨ . . . ¨ pxn
n´1 vrijedi x “ gpiq te 0 ď i ď τpmq. □

Lema 1.6.6. Neka je Φ : Nk Ñ PpNnq r.r.o. funkcija. Tada je skup
S “ tx P Nk | Φpxq “ Hu rekurzivan.

Dokaz. Neka je Φ̃ : Nk`n Ñ N takva da je Φ̃px, yq “ χΦpxqpyq, @px, yq P Nk ˆNn te neka je
φ : Nk Ñ N rekurzivna funkcija takva da za sve x P Nk vrijedi Φpxq Ď Nn

φpxq
.
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Definiramo funkciju ε : Nk Ñ N kao εpxq “
řτpφpxqq

i“0 Φ̃px, gpiqq, gdje su g i τ kao iz pret-
hodne leme. Funkcija Φ̃ je rekurzivna jer je Φ r.r.o. pa je po propoziciji 1.2.5 ε rekurzivna
funkcija.
Ako je x P S , onda je Φpxq “ H pa za svaki i P N (onda posebno i za svaki i ď τpφpxqq)
vrijedi Φ̃px, gpiqq “ 0 pa je εpxq “ 0, odnosno sgpεpxqq “ 1.
Ako je x P NkzS , onda postoji y P Φpxq Ď Nn

φpxq
Ď tgpiq | 0 ď i ď τpφpxqqu. U tom

slučaju je εpxq ě 1, odnosno sgpεpxqq “ 0.
Dobili smo da je χS “ sg ˝ ε što je rekurzivna funkcija, dakle S je rekurzivan skup. □

Propozicija 1.6.7. Neka su Φ,Ψ : Nk Ñ PpNnq r.r.o. funkcije. Tada su skupovi
S “ tx P Nk | Φpxq Ď Ψpxqu i T “ tx P Nk | Φpxq “ Ψpxqu rekurzivni.

Dokaz. Funkcija Λ : Nk Ñ PpNnq, Λpxq “ ΦpxqzΨpxq je r.r.o. po propoziciji 1.6.4 i
vrijedi S “ tx P Nk | ΦpxqzΨpxq “ Hu “ tx P Nk | Λpxq “ Hu pa je po prethodnoj lemi
S rekurzivan.
Imamo T “ tx P Nk | Φpxq Ď ΨpxquXtx P Nk | Ψpxq Ď Φpxqu, ta dva skupa su rekurzivni
po prvom dijelu dokaza, dakle T je rekurzivan kao presjek dva rekurzivna skupa. □

Propozicija 1.6.8. Neka je Φ : Nk Ñ PpNnq r.r.o. funkcija te neka je f : Nl Ñ Nk

rekurzivna. Tada je Φ ˝ f : Nl Ñ PpNnq r.r.o. funkcija.

Dokaz. Definiramo Ψ “ Φ ˝ f . Funkcija Φ̃ : Nk`n Ñ N, Φ̃px, yq “ χΦpxqpyq je rekurzivna
pa je i funkcija Ψ̃ : Nl`n Ñ N, Ψ̃px, yq “ Φ̃p f pxq, yq rekurzivna jer je f rekurzivna.
Vrijedi Ψ̃px, yq “ χΦp f pxqqpyq “ χpΦ˝ f qpxqpyq, dakle Φ ˝ f je rekurzivna.
Neka je φ : Nk Ñ N rekurzivna funkcija takva da je Φpxq Ď Nn

φpxq
, @x P Nk. Tada je φ ˝ f

rekurzivna funkcija takva da je Ψpxq “ Φp f pxqq Ď Nn
φp f pxqq

, @x P Nl, odnosno Φ ˝ f je
rekurzivno omedena. □

Teorem 1.6.9. Neka su Φ : Nk Ñ PpNnq i Ψ : Nn Ñ PpNmq r.r.o. funkcije. Definiramo
Λ : Nk Ñ PpNmq,

Λpxq “
ď

yPΦpxq

Ψpyq

Tada je Λ r.r.o.

Dokaz. Neka su φ : Nk Ñ N i ψ : Nn Ñ N rekurzivne funkcije takve da je Φpxq Ď Nn
φpxq

za svaki x P Nk i Ψpxq Ď Nn
ψpxq

za svaki x P Nn. Vrijedi

Λpxq “
ď

yPΦpxq

Ψpyq Ď
ď

yPΦpxq

Nm
ψpyq

Ď Nm
maxtψpyq|yPΦpxqu
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Neka su g : NÑ Nn i τ : NÑ N kao u lemi 1.6.5.
Zbog Φpxq Ď Nn

φpxq
Ď tgpiq | 0 ď i ď τpφpxqqu imamo

tψpyq | y P Φpxqu Ď tψpyq | y P Nn
φpxq

u Ď tψpgpiqq | 0 ď i ď τpφpxqqu

pa je maxtψpyq | y P Φpxqu ď maxtψpgpiqq | 0 ď i ď τpφpxqqu,
dakle Λpxq Ď Nn

maxtψpgpiqq|0ďiďτpφpxqqu
.

Jer su τ ˝ φ : Nk Ñ N i ψ ˝ g : NÑ N rekurzivne, funkcija Nk Ñ N,
x ÞÑ maxtψpgpiqq | 0 ď i ď τpφpxqqu je rekurzivna po propoziciji 1.4.12. Time je poka-
zano da je Λ rekurzivno omedena.

Pokažimo sada da je rekurzivna. Definiramo Λ̃ : Nk`m Ñ N kao Λ̃px, yq “ χΛpxqpyq za
sve px, yq P Nk ˆNm. Vrijedi Λ̃px, zq “ 1 ako i samo ako je z P

Ť

yPΦpxqΨpyq, odnosno ako
i samo ako postoji y P Φpxq takav da je z P Ψpyq.

Tvrdimo da je Λ̃px, zq “ 1 ako i samo ako postoji i P t0, . . . , τpφpxqqu takav da je
z P Ψpgpiqq i gpiq P Φpxq. Ako je Λ̃px, zq “ 1, onda postoji

y P Φpxq Ď Nn
φpxq

Ď tgpiq | 0 ď i ď τpφpxqqu

takav da je z P Ψpyq, odnosno postoji i P t0, . . . , τpφpxqqu takav da je gpiq “ y P Φpxq i
z P Ψpyq “ Ψpgpiqq. Obrat očito vrijedi.
Neka su Φ̃ : Nk`n Ñ N, Ψ̃ : Nn`m Ñ N takve da je Φ̃px, yq “ χΦpxqpyq i Ψ̃py, zq “ χΨpyqpzq

za sve x P Nk, y P Nn, z P Nm. Iz prethodno dokazane tvrdnje slijedi da je

Λ̃px, zq “ sg

˜

τpφpxqq
ÿ

i“0

Ψ̃pgpiq, zq ¨ Φ̃px, gpiqq

¸

što je rekurzivna funkcija po propoziciji 1.2.5. □

Korolar 1.6.10. Neka je Φ : Nk Ñ PpNnq r.r.o. funkcija te neka je f : Nn Ñ Nm

rekurzivna funkcija. Neka je Λ : Nk Ñ PpNmq definirana sa Λpxq “ f pΦpxqq. Tada je Λ
r.r.o.

Dokaz. Neka je Ψ : Nn Ñ PpNmq definirana sa Ψpxq “ t f pxqu, za sve x P Nn. Tvrdimo
da je Ψ r.r.o.
Funkcija Ψ je rekurzivno omedena jer je Ψpxq Ď Nm

maxt f1pxq,..., fmpxqu
, gdje su f1, . . . , fm koor-

dinatne funkcije od f , a funkcija Nn Ñ N, x ÞÑ maxt f1pxq, . . . , fmpxqu je rekurzivna.
Neka je Ψ̃ : Nn`m Ñ N definirana sa Ψ̃px, yq “ χΨpxqpyq. Ona je karakteristična funkcija
skupa tpx, yq P Nn`m | f pxq “ yu koji je rekurzivan po lemi 1.1.11. Time je pokazano da
je Ψ r.r.o. funkcija.
Imamo da je Λpxq “

Ť

yPΦpxqΨpyq pa je rekurzivna po prethodnom teoremu. □
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Primjer 1.6.11. Neka je f : N Ñ Nn rekurzivna funkcija. Definiramo Φ : N Ñ PpNnq,
Φpxq “ t f p0q, . . . , f pxqu. Tada je Φ r.r.o.
Definiramo funkciju Ψ : N Ñ PpNq, Ψpiq “ t0, . . . , iu, tvrdimo da je r.r.o. Imamo
Ψpiq Ď Ni pa je rekurzivno omedena jer je identiteta id : N Ñ N rekurzivna funkcija.
Vrijedi Ψ̃px, yq “ 1 ako i samo ako je y ď x, a relacija tpx, yq P N2 | y ď xu je rekurzivna.
Dakle, Ψ je rekurzivna funkcija.
Sada je po prethodnom korolaru Φ rekurzivna jer je Φpxq “ f pΨpxqq.

Podsjetimo se da smo fiksirali rekurzivne funkcije σ : N2 Ñ N i η : N Ñ N takve da
je tpσpi, 0q, . . . , σpi, ηpiqq | i P Nu skup svih konačnih nepraznih nizova u N.
Uveli smo oznake: piq j “ σpi, jq, i “ ηpiq.
Dakle, tppiq0, . . . , piqi | i P Nu je skup svih konačnih nepraznih nizova u N.
Definirali smo ris “ tpiq0, . . . , piqiu.

Primjer 1.6.12. Funkcija NÑ PpNq, i ÞÑ ris je r.r.o.
Imamo

ris “ tσpi, 0q, . . . , σpi, ηpiqqu “ σptpi, 0q, . . . , pi, ηpiqquq

pa je po korolaru 1.6.10 dovoljno pokazati da je funkcija Φ : NÑ PpN2q,
Φpiq “ tpi, 0q, . . . , pi, ηpiqqu r.r.o.
Funkcija i ÞÑ maxti, ηpiqu je rekurzivna i za svaki i P N vrijedi Φpiq Ď Nmaxti,ηpiqu, dakle Φ
je rekurzivno omedena.
Definiramo Φ̃ : N3 Ñ N sa Φ̃pi, x, yq “ sgp|i ´ x|q ¨ sgpy ´ ηpiqq, to je rekurzivna funkcija.
Vrijedi χΦpiqpx, yq “ Φ̃pi, x, yq, dakle Φ je rekurzivna.

Lema 1.6.13. Neka je S Ď Nn neprazan rekurzivno prebrojiv skup. Tada postoji r.r.o.
funkcija Φ : N Ñ PpNnq takva da za svaki i P N vrijedi Φpiq Ď Φpi ` 1q te da je
S “

Ť

iPNΦpiq.

Dokaz. Budući da je S neprazan i rekurzivno prebrojiv, postoji rekurzivna funkcija
f : NÑ Nn takva da je S “ f pNq. Definiramo funkciju Φ : NÑ PpNnq sa
Φpiq “ t f p0q, . . . , f piqu.Tako definirana funkcija je r.r.o. po primjeru 1.6.11 i očito za svaki
i P N vrijedi Φpiq Ď Φpi ` 1q te je S “

Ť

iPNΦpiq. □

Propozicija 1.6.14. Neka je Φ : Nk Ñ PpNnq r.r.o. funkcija te neka je S Ď Nn rekurzivno
prebrojiv skup. Tada je skup T “ tx P Nk | Φpxq Ď S u rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S prazan skup, onda je T “ tx P Nk | Φpxq “ Hu pa je T rekurzivan po
lemi 1.6.6.
Ako je S neprazan, onda prema prethodnoj lemi postoji r.r.o. funkcija Ψ : N Ñ PpNnq

takva da je S “
Ť

iPNΨpiq te za svaki i P N vrijedi Ψpiq Ď Ψpi ` 1q.
Neka je x P Nk. Tada je x P T ako i samo ako je Φpxq Ď S , odnosno ako i samo ako postoji
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i P N takav da je Φpxq Ď Ψpiq.
Definiramo skup V “ tpx, iq P Nk`1 | pΦ ˝ Ik`1

1:k qpx, iq Ď pΨ ˝ Ik`1
k`1qpx, iqu. Kako su funkcije

Φ ˝ Ik`1
1:k i Ψ ˝ Ik`1

k`1 r.r.o., po propoziciji 1.6.7 slijedi da je V rekurzivan skup. Dakle imamo
da je x P T ako i samo ako postoji i P N takav da je px, iq P V pa je T rekurzivno prebrojiv
skup kao projekcija rekurzivnog skupa V . □

Lema 1.6.15. Neka je Φ : NÑ PpNq r.r.o. funkcija takva da je za svaki x P N skup Φpxq

neprazan. Tada postoji rekurzivna funkcija g : N Ñ N takva da za svaki x P N vrijedi
Φpxq “ rgpxqs.

Dokaz. Skup Ω “ tpx, jq P N2 | Φpxq “ r jsu je rekurzivan te za svaki x P N postoji j P N
takav da je px, jq P Ω. Dakle postoji rekurzivna funkcija g : N Ñ N takva da za svaki
x P N vrijedi px, gpxqq P Ω, odnosno Φpxq “ rgpxqs. □

Lema 1.6.16. Neka su Φ : Nk Ñ PpNnq i Ψ : Nk Ñ PpNmq r.r.o. funkcije. Tada je i
Λ : Nk Ñ PpNn`mq, Λpxq “ Φpxq ˆ Ψpxq r.r.o. funkcija.

Dokaz. Budući da su Φ i Ψ r.r.o. funkcije, postoje rekurzivne funkcije φ, ψ : Nk Ñ N
takve da za svaki x P Nk vrijedi Φpxq Ď Nn

φpxq
i Ψpxq Ď Nm

ψpxq
. Za svaki x P Nk vrijedi

Λpxq Ď Nn`m
maxpφpxq,ψpxqq

. Budući da je funkcija N2 Ñ N, pi, jq ÞÑ maxpi, jq rekurzivna slijedi
da je Λ rekurzivno omedena.
Funkcije Φ̃ : Nk ˆ Nn Ñ N, px, yq ÞÑ χΦpxqpyq i Ψ̃ : Nk ˆ Nm Ñ N, px, zq ÞÑ χΨpxqpzq su
rekurzivne pa su rekurzivne i funkcije Φ : Nk ˆ Nn ˆ Nm Ñ N, px, y, zq ÞÑ Φ̃px, yq i
Ψ : Nk ˆ Nn ˆ Nm Ñ N, px, y, zq ÞÑ Ψ̃px, zq budući da su dobivene kompozicijom rekur-
zivnih funkcija s koordinatnim projekcijama. Funkcija Nk ˆ Nn ˆ Nm Ñ N,
px, y, zq ÞÑ χΛpxqpy, zq jednaka je produktu funkcija Φ i Ψ, dakle rekurzivna je.
Time je pokazano da je Λ r.r.o. funkcija. □





Poglavlje 2

Izračunljivost na metričkim prostorima

2.1 Hausdorffova metrika
Definicija 2.1.1. Neka je pX, dq metrički prostor. Za S ,T Ď X i ε ą 0 pišemo S «ε T ako
vrijedi

p@x P S qpDy P T q dpx, yq ă ε i p@y P T qpDx P S q dpx, yq ă ε.

Propozicija 2.1.2. Neka je pX, dq metrički prostor te K Ď X kompaktan i neprazan skup.
Neka je D gust skup u pX, dq. Tada za svaki ε ą 0 postoji konačan skup D1 takav da je
D1 Ď D i K «ε D1.

Dokaz. Skup M :“ tKpx, εq | x P Du je pokrivač od X pa onda i od K. Kako je K
kompaktan, postoji konačan M1 Ď M koji je pokrivač od K. Definiramo
T “ tA P M1 | A X K ‰ Hu, po konstrukciji skupa T postoje x1, . . . , xn P D takvi da je
T “ tKpx1, εq, . . . ,Kpxn, εqu. Tvrdimo da za D1 “ tx1, . . . , xnu vrijedi K «ε D1. Neka je
x P K. T je pokrivač od K pa postoji y P D1 takav da je x P Kpy, εq, odnosno dpx, yq ă ε.
Neka je sada y P D1, onda zbog Kpy, εq P T vrijedi Kpy, εq X K ‰ H. Dakle, postoji x P K
takav da je x P Kpy, εq, odnosno dpx, yq ă ε. □

Definicija 2.1.3. Neka je pX, dq metrički prostor. Neka je K familija svih nepraznih kom-
paktnih skupova u pX, dq. Definiramo funkciju dH : K ˆK Ñ R,

dHpS ,T q “ inftε ą 0 | S «ε Tu.

Tu funkciju nazivamo Hausdorffova metrika.

Napomena. Funkcija dH je dobro definirana jer je za svaka dva S ,T P K skup
D :“ tε ą 0 | S «ε Tu neprazan. Naime, jer je S Y T kompaktan u pX, dq, on je i omeden,
što znači da postoje x P X i r ą 0 takvi da je S Y T Ď Kpx, rq pa je 2r P D.

25
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Lema 2.1.4. Neka su S ,T P K te neka je r ą 0. Tada za svaki x P S postoji y P T takav
da je dpx, yq ă dHpS ,T q ` r.

Dokaz. Imamo dHpS ,T q ă dHpS ,T q ` r. Dakle postoji ε ą 0 takav da je ε ă dHpS ,T q ` r
i S «ε T . Po definiciji od S «ε T za svaki x P S postoji y P T takav da je
dpx, yq ă ε ă dHpS ,T q ` r. □

Propozicija 2.1.5. Funkcija dH je metrika na K .

Dokaz. Očito je dHpS ,T q ě 0, @S ,T P K .
Očito je dHpS ,T q “ dHpT, S q, @S ,T P K .
Neka je S P K . Za svaki ε ą 0 vrijedi S «ε S . Stoga je dHpS , S q “ infx0,8y “ 0.
Obratno, neka su S ,T P K takvi da je dHpS ,T q “ 0. Pretpostavimo da je T ‰ S , onda
bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da postoji x P X takav da je x P S i
x R T . Jer je x P TC koji je otvoren, postoji r ą 0 takav da je Kpx, rq Ď TC pa je
tε ą 0 | S «ε Tu Ď xr,8y, što je u kontradikciji s dHpS ,T q “ 0. Zaključak: ako su
S ,T P K takvi da je dHpS ,T q “ 0, onda je S “ T .
Neka su S ,T,V P K te neka je r ą 0. Neka je x P S , tada po prethodnoj lemi postoji y P T
takav da je dpx, yq ă dHpS ,T q ` r. Takoder po prethodnoj lemi postoji z P V takav da je
dpy, zq ă dHpT,Vq ` r. Sada imamo

dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq ă dHpS ,T q ` dHpT,Vq ` 2r.

Dakle: p@x P S qpDz P Vq dpx, zq ă dHpS ,T q ` dHpT,Vq ` 2r.
Analogno se pokaže da vrijedi: p@z P VqpDx P S q dpx, zq ă dHpS ,T q ` dHpT,Vq ` 2r.
Dakle, za svaki r ą 0 vrijedi S «dHpS ,Tq`dHpT,Vq`2r V , odnosno
tε ą 0 | S «ε Vu Ě tdHpS ,T q ` dHpT,Vq ` 2r | r ą 0u. Iz toga slijedi

dHpS ,Vq “ inftε ą 0 | S «ε Vu

ď inftdHpS ,T q ` dHpT,Vq ` 2r | r ą 0u

“ dHpS ,T q ` dHpT,Vq.

Time je pokazano da je dH metrika na K . □

Lema 2.1.6. Neka je pX, dq metrički prostor te A neprazan podskup od X. Tada je funkcija
f : X Ñ R, definirana sa f pxq “ dpx, Aq, neprekidna.

Dokaz. Neka su x, y P X proizvoljni.
Za svaki a P A vrijedi

dpx, Aq ď dpx, aq ď dpx, yq ` dpy, aq

dpx, Aq ´ dpx, yq ď dpy, aq
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Onda i za dpy, Aq “ inftdpy, aq | a P Au vrijedi

dpx, Aq ´ dpx, yq ď dpy, Aq

Odnosno dpx, Aq ´ dpy, Aq ď dpx, yq.
Analogno se pokaže da vrijedi dpy, Aq ´ dpx, Aq ď dpx, yq.
Time je pokazano da za sve x, y P X vrijedi |dpx, Aq ´ dpy, Aq| ď dpx, yq, iz čega slijedi da
je f neprekidna.

□

Propozicija 2.1.7. Neka su S ,T P K te neka je ε ą 0. Tada je dHpS ,T q ă ε ako i samo
ako vrijedi S «ε T.

Dokaz. Neka je dHpS ,T q ă ε. Definiramo skup Ω “ tω ą 0 | S «ω Tu. Lako se vidi da
ako je a P Ω i b ą a, da je onda i b P Ω.
Kako je dHpS ,T q infimum skupa Ω i vrijedi dHpS ,T q ă ε, postoji ε0 P Ω takav da je
ε0 ă ε. Onda je i ε P Ω, odnosno vrijedi S «ε T .

Pretpostavimo da vrijedi S «ε T . Tada za svaki x P S postoji y P T takav da je
dpx, yq ă ε, iz čega slijedi da za svaki x P S vrijedi dpx,T q ă ε.
Funkcija f : X Ñ R, f pxq “ dpx,T q, @x P X, je neprekidna. Kako je S kompaktan, f |S

postiže maksimum. Neka je x0 P S točka u kojoj f |S postiže maksimum.
Za svaki x P S vrijedi dpx,T q ď dpx0,T q. Kako je dpx0,T q ă ε, postoji ε1 ą 0 takav da je
dpx0,T q ă ε1 ă ε. Dakle za svaki x P S vrijedi dpx,T q ă ε1.

Isto tako, za svaki y P T postoji x P S takav da je dpy, xq ă ε, pa za svaki y P S vri-
jedi dpy, S q ă ε. Istim argumentom kao u prethodnom dijelu dokaza se dobije da postoji
ε2 ą 0 takav da je ε2 ă ε i za svaki y P T vrijedi dpy, S q ă ε2.

Neka je δ “ maxtε1, ε2u. Sada imamo da za svaki x P S postoji y P T takav da je
dpx, yq ă δ, i za svaki y P T postoji x P S takav da je dpx, yq ă δ. Odnosno imamo S «δ T
pa je dHpS ,T q ď δ ă ε. □

2.2 Izračunljivi metrički prostori
Definicija 2.2.1. Neka je pX, dq metrički prostor te α : NÑ X niz koji je gust u pX, dq takav
da je funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpαi, αJq rekurzivna. Tada pX, d, αq zovemo izračunljiv
metrički prostor, a α efektivan separirajući niz u pX, dq.

Definicija 2.2.2. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor i x0 P X. Za x0 kažemo da
je izračunljiva točka u pX, d, αq ako postoji rekurzivna funkcija f : N Ñ N takva da je
dpx0, α f pkqq ă 2´k, @k P N.
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Definicija 2.2.3. Kažemo da je x : N Ñ X izračunljiv niz u izračunljivom metričkom
prostoru pX, d, αq ako postoji rekurzivna funkcija f : N2 Ñ N takva da je
dpxn, α f pn,lqq ă 2´l, @n, l P N.
Uočimo, α je izračunljiv niz u pX, d, αq.

Primjer 2.2.4. Neka je α : N Ñ Q izračunljiva funkcija takva da je αpNq “ Q. Tada je
niz α gust u pR, dq, gdje je d euklidska metrika na R. Vrijedi dpαi, α jq “ |αpiq ´ αp jq| pa
je funkcija N2 Ñ Q, pi, jq ÞÑ dpαi, α jq rekurzivna budući da je α rekurzivna funkcija u Q.
Onda je pi, jq ÞÑ dpαi, α jq rekurzivna i kao funkcija u R i time smo pokazali da je pR, d, αq

izračunljiv metrički prostor. Taj prostor još zovemo izračunljiv euklidski prostor.

Propozicija 2.2.5. Neka je α : N Ñ Q fiksirana izračunljiva surjekcija. Neka je x0 P R.
Tada je x0 izračunljiv broj ako i samo ako je x0 izračunljiva točka u izračunljivom me-
tričkom prostoru pR, d, αq, gdje je d euklidska metrika.

Dokaz. Neka je x0 izračunljiv broj. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N Ñ Q takva da
za svaki n P N vrijedi dpx0, f pnqq ă 2´n. Definiramo skup T “ tpn, iq P N2 | f pnq “ αpiqu.
Funkcije N2 Ñ Q, pn, iq ÞÑ f pnq i pn, iq ÞÑ αpiq su rekurzivne pa je po propoziciji 1.3.8
skup T rekurzivan. Budući da je α surjekcija, za svaki n P N postoji i P N takav da je
pn, iq P T . Dakle postoji rekurzivna funkcija g : N Ñ N takva da za svaki n P N vrijedi
pn, gpnqq P T , odnosno f pnq “ αpgpnqq. Vrijedi dpx0, αpgpnqqq “ dpx0, f pnqq ă 2´n pa je
x0 po definiciji izračunljiva točka u pR, d, αq.
Obratno, neka je x0 izračunljiva točka u pR, d, αq. Tada postoji rekurzivna funkcija
g : NÑ N takva da za svaki n P N vrijedi dpx0, αpgpnqqq ă 2´n. Funkcija α ˝ g : N Ñ Q
je rekurzivna pa je x0 izračunljiv broj. □

Propozicija 2.2.6. Neka je α : NÑ Q fiksirana izračunljiva surjekcija. Neka je
x : NÑ R. Tada je x rekurzivna funkcija ako i samo ako je x izračunljiv niz u pR, d, αq.

Dokaz. Neka je x : NÑ R rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivna funkcija
f : N2 Ñ Q takva da za sve n, l P N vrijedi dpxpnq, f pn, lqq ă 2´l. Definiramo
T “ tpn, l, iq P N3 | f pn, lq “ αpiqu. Budući da su f i α rekurzivne funkcije u Q, po pro-
poziciji 1.3.8 skup T je rekurzivan i budući da je α surjekcija, za svaki pn, lq P N2 postoji
i P N takav da je pn, l, iq P T . Dakle, postoji rekurzivna funkcija g : N2 Ñ N takva da je
pn, l, gpn, lqq P T za sve n, l P N. Sada imamo dpxpnq, αpgpn, lqqq “ dpxpnq, f pn, lqq ă 2´l

za sve n, l P N, dakle x je izračunljiv niz u pR, d, αq.
Obratno, ako je x : N Ñ R izračunljiv niz u pR, d, αq, onda postoji rekurzivna funkcija
g : N2 Ñ N takva da za sve n, l P N vrijedi dpxpnq, αpgpn, lqqq ă 2´l. Budući da je
α ˝ g : NÑ Q rekurzivna funkcija slijedi da je x : NÑ R rekurzivna funkcija. □

Napomena. Iz prethodnih propozicija slijedi da su pojmovi izračunljive točke i izračunljivog
niza u pR, d, αq neovisan o izboru rekurzivne surjekcije α : NÑ Q.
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Primjer 2.2.7. Neka je pR, d, αq izračunljiv metrički prostor iz prethodne propozicije.
Odaberimo γ P R neizračunljiv broj. Definiramo niz β : N Ñ R sa βpiq “ αpiq ` γ.
Sada je i pR, d, βq izračunljiv metrički prostor jer je βpNq gust u R i funkcija N2 Ñ R,
pi, jq ÞÑ dpβi, β jq je ista funkcija kao pi, jq ÞÑ dpαi, α jq, dakle rekurzivna je.
Tvrdimo da je x0 izračunljiva točka u pR, d, βq ako i samo ako je x0 ´ γ izračunljiv broj.
Ako je x0 izračunljiva točka u pR, d, βq, onda postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N takva
da za svaki k P N vrijedi dpx0, βp f pkqqq ă 2´k, odnosno

dpx0 ´ γ, αp f pkqqq “ dpx0, αp f pkqq ` γq “ dpx0, βp f pkqqq ă 2´k.

Dakle x0 ´ γ je izračunljiva točka u pR, d, αq, a onda i izračunljiv broj.
Obratno, ako je x0 ´ γ izračunljiv broj, onda je i izračunljiva točka u pR, d, αq pa postoji
rekurzivna funkcija f : N Ñ N takva da za svaki k P N vrijedi dpx0 ´ γ, αp f pkqqq ă 2´k,
odnosno dpx0, βp f pkqqq “ dpx0, αp f pkqq ` γq “ dpx0 ´ γ, αp f pkqqq ă 2´k. Dakle x0 je
izračunljiva točka u pR, d, βq.
Zanimljivo je da pR, d, αq i pR, d, βq nemaju zajedničku izračunljivu točku. Naime, kad bi
x0 P R bila izračunljiva točka i u pR, d, αq i u pR, d, βq, onda bi x0 ´ γ i x0 bili izračunljivi
brojevi. Tada bi i njihova razlika bila izračunljiv broj, ali x0 ´ px0 ´ γq “ γ, a γ je odabran
tako da ne bude izračunljiv.

Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Podsjetimo se da smo ranije fiksirali
rekurzivne funkcije σ : N2 Ñ N i η : NÑ N sa svojstvom da je
tpσpi, 0q, . . . , σpi, ηpiqqq | i P Nu skup svih konačnih nepraznih nizova u N. Takoder smo
uveli oznake piq j “ σpi, jq te i “ ηpiq. Nadalje, imamo ris “ tpiq0, . . . , piqiu, @i P N.
Znamo da je N Ñ PpNq, i ÞÑ ris r.r.o. funkcija čija je slika familija svih nepraznih
konačnih podskupova od N.
Za i P N definiramo

Λi “ tα j | j P risu,

tj. Λi “ αprisq.
Uočimo da je tΛi | i P Nu familija svih konačnih nepraznih podskupova od Im α.
Neka je K kompaktan skup u pX, dq i K ‰ H. Tada po propoziciji 2.1.2 za svaki ε ą 0
postoji konačan podskup A od Im α takav da je K «ε A.
Stoga za svaki k P N postoji i P N takav da je K «2´k Λi.

Definicija 2.2.8. Za kompaktan skup K u pX, dq kažemo da je izračunljiv u pX, d, αq ako je
prazan ili ako postoji rekurzivna funkcija F : NÑ N takva da je

K «2´k Λ f pkq, @k P N.

Dokažimo da ova definicija ne ovisi o izboru funkcija σ i η. Dovoljno je dokazati
sljedeće: ako su Φ,Ψ : N Ñ PpNq r.r.o. funkcije čije su slike familija svih konačnih
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nepraznih podskupova od N, onda za neprazan kompaktan skup K u pX, dq vrijedi sljedeća
ekvivalencija:
Postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N takva da za svaki k P N vrijedi K «2´k tαi | i P Φp f pkqqu

ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija g : N Ñ N takva da za svaki k P N vrijedi
K «2´k tαi | i P Ψpgpkqqu.
Pretpostavimo da su Φ i Ψ takve funkcije te da je K neprazan kompaktan skup u pX, dq i
f : NÑ N rekurzivna funkcija takva da je

K «2´k tαi | i P Φp f pkqqu, @k P N.

Definiramo skup T “ tpk, jq P N2 | Φp f pkqq “ Ψp jqu. Budući da su
Φ ˝ f ˝ I2

1 : N2 Ñ PpNq i Ψ ˝ I2
2 : N2 Ñ PpNq r.r.o. funkcije (po propoziciji 1.6.8), skup

T je rekurzivan po propoziciji 1.6.7.
Jasno je da za svaki k P N postoji j P N takav da je pk, jq P T . Slijedi da postoji rekurzivna
funkcija g : NÑ N takva da je pk, gpkqq P T , @k P N.
Kako je Φp f pkqq “ Ψpgpkqq, vrijedi

K «2´k tαi | i P Ψpgpkqqu, @k P N.

Time smo dokazali da definicija izračunljivog skupa ne ovisi o izboru σ i η.
Neka je α : N Ñ Q rekurzivna surjekcija. Neka je d euklidska metrika na R. Tada za

K Ď R očito vrijedi da je K izračunljiv skup u pR, d, αq ako i samo ako je K izračunljiv
skup u R (u smislu definicije 1.5.8).

Dokažimo još da definicija izračunljivog skupa u R ne ovisi o izboru α. Pretpostavimo
da su α, β : NÑ Q rekurzivne surjekcije te da je K kompaktan skup u R takav da je

K «2´k tαi | i P r f pkqsu, @k P N, za neku rekurzivnu funkciju f : NÑ N. (2.1)

Želimo dokazati da postoji rekurzivna funkcija g : NÑ N takva da je

K «2´k tβi | i P rgpkqsu, @k P N. (2.2)

Skup tpi, jq P N2 | αi “ β ju je rekurzivan i za svaki i P N postoji j P N takav da je αi “ β j

pa postoji rekurzivna funkcija h : NÑ N takva da je αi “ βhpiq, @i P N.
Imamo

tαi | i P r f pkqsu “ tβhpiq | i P r f pkqsu “ tβ j | j P hpr f pkqsqu. (2.3)

Funkcija N Ñ PpNq, k ÞÑ hpr f pkqsq je r.r.o. po korolaru 1.6.10 pa prema lemi 1.6.15
postoji rekurzivna funkcija g : NÑ N takva da je hpr f pkqsq “ rgpkqs, @k P N.
Iz (2.3) slijedi da je tαi | i P r f pkqsu “ tβ j | j P rgpkqsu. Sada je jasno da (2.1) povlači
(2.2).
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2.3 Izračunljivo prebrojivi skupovi
Neka su τ1, τ2 : NÑ N neke fiksirane funkcije sa svojstvom da je

tpτ1piq, τ2piqq | i P Nu “ N2.

Nadalje, neka je q : N Ñ Q fiksirana rekurzivna funkcija takva da je qpNq “ x0,8y X Q.

Primjer jedne takve funkcije je qpiq “
piq0`1
piq1`1 .

Definicija 2.3.1. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Ako je i P N i r P Q, r ą 0,
onda za Kpαi, rq kažemo da je otvorena racionalna kugla u pX, d, αq.

Za i P N definiramo
Ii “ Kpατ1piq, qτ2piqq.

Uočimo da je tIi | i P Nu familija svih otvorenih racionalnih kugli u pX, d, αq.

Definicija 2.3.2. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka je S zatvoren skup
u pX, dq. Kažemo da je S izračunljivo prebrojiv (c.e.) skup u pX, d, αq ako je
ti P N | Ii X S ‰ Hu rekurzivno prebrojiv podskup od N.

Propozicija 2.3.3. Definicija izračunljivo prebrojivog skupa u izračunljivom metričkom
prostoru pX, d, αq ne ovisi o izboru funkcija τ i q, odnosno ako je S zatvoren skup u pX, dq

te ako su τ1 : N Ñ N2 i q1 : N Ñ Q rekurzivne funkcije takve da je q1pNq “ x0,8y X Q i
τ1 je surjekcija, onda je skup ti P N | Kpατ1piq, qτ2piqq X S ‰ Hu rekurzivno prebrojiv ako i
samo ako je ti P N | Kpατ1

1piq, q1

τ1
2piqq X S ‰ Hu rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Definiramo I1
i “ Kpατ1

1piq, q1

τ1
2piqq.

Pretpostavimo da je ti P N | Ii X S ‰ Hu rekurzivno prebrojiv. Da bismo dokazali da
je ti P N | I1

i X S ‰ Hu rekurzivno prebrojiv dovoljno je dokazati da postoji rekurzivna
funkcija φ : N Ñ N takva da je I1

i “ Iφpiq, @i P N. Kada bi takva funkcija postojala,
vrijedilo bi

ti P N | I1
i X S ‰ Hu “ ti P N | Iφpiq X S ‰ Hu “ φ´1

pti P N | Ii X S ‰ Huq

pa bismo po propoziciji 1.1.12 imali da je ti P N | I1
i X S ‰ Hu rekurzivno prebrojiv.

U tu svrhu definiramo skup Ω “ tpi, jq P N2 | τ1
1piq “ τ1p jq i q1

τ1
2piq “ qτ2p jqu. Taj skup

je rekurzivan kao presjek dva rekurzivna skupa. Za svaki i P N postoji j P N takav da je
pi, jq P Ω. Dakle postoji rekurzivna funkcija φ : N Ñ N takva da za svaki i P N vrijedi
pi, φpiqq P Ω. Budući da pi, jq P Ω povlači I1

i “ I j, dokazali smo postajanje tražene funkcije
φ. □
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Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Za i P N definiramo λi “ ατ1piq i
ρi “ qτ2piq.
Uočimo da je pλiq izračunljiv niz u pX, d, αq te da je pρiq rekurzivan niz u Q. Nadalje,
uočimo da je Ii “ Kpλi, ρiq.

Teorem 2.3.4. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka je K izračunljiv skup
u tom prostoru. Tada je K izračunljivo prebrojiv u pX, d, αq.

Dokaz. Ako je K “ H, tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je K ‰ H. Tada postoji
rekurzivna funkcija f : NÑ N takva da je

K «2´k tα j | j P r f pkqsu, @k P N. (˚)

Neka je i P N. Pretpostavimo da Ii siječe K. Tada postoji x P K takav da je dpx, λiq ă ρi.
Odaberimo k P N takav da vrijedi dpx, λiq ` 2 ¨ 2´k ă ρi. Po (˚) postoji j P N takav da je
dpx, α jq ă 2´k i j P r f pkqs. Imamo

dpλi, α jq ` 2´k
ď dpλi, xq ` dpx, α jq ` 2´k

ă dpλi, xq ` 2 ¨ 2´k
ă ρi,

odnosno dpλi, α jq ` 2´k ă ρi.
Dakle, ako je Ii XK ‰ H, onda postoje k, j P N takvi da je dpλi, α jq`2´k ă ρi i j P r f pkqs.
Vrijedi i obrat. Pretpostavimo da postoje k, j P N takvi da je dpλi, α jq ` 2´k ă ρi i
j P r f pkqs. Prema (˚) postoji x P K takav da je dpx, α jq ă 2´k. Imamo

dpλi, xq ď dpλi, α jq ` dpx, α jq ă dpλi, α jq ` 2´k
ă ρi,

to jest x P Ii, odnosno Ii X K ‰ H.
Definiramo skup Ω “ tpi, j, kq P N3 | dpλi, α jq ` 2´k ă ρi i j P r f pkqsu. Funkcija

N3 Ñ R, pi, j, kq ÞÑ ρi je rekurzivna. Funkcija N3 Ñ R, pi, j, kq ÞÑ dpλi, α jq “ dpατ1piq, α jq

je rekurzivna jer su funkcije N3 Ñ R, pu, v,wq ÞÑ dpαu, αvq i N3 Ñ N3,
pi, j, kq ÞÑ pτ1piq, j, kq rekurzivne. Onda je i funkcija N3 Ñ R, pi, j, kq ÞÑ dpλi, α jq ` 2´k

rekurzivna pa je skup tpi, j, kq P N3 | dpλi, α jq ` 2´k ă ρiu rekurzivno prebrojiv. Skup
tpi, j, kq P N3 | j P r f pkqsu je rekurzivan po definiciji r.r.o. funkcije i propoziciji 1.6.8.
Sada možemo zaključiti da jeΩ rekurzivno prebrojiv kao presjek dva rekurzivno prebrojiva
skupa.
Pokazali smo da je Ii X K ‰ H ako i samo ako postoje k, j P N takvi da je pi, j, kq P Ω.
Sada je po teoremu o projekciji skup ti P N | Ii X K ‰ Hu rekurzivno prebrojiv.
Dakle K je izračunljivo prebrojiv u pX, d, αq. □

Lako se dokaže da vrijedi sljedeća propozicija:

Propozicija 2.3.5. Neka je f : Nk Ñ R funkcija te F : Nk`1 Ñ R rekurzivna funkcija
takva da je | f pxq ´ Fpx, lq| ă 2´l, @x P Nk, @l P N. Tada je f rekurzivna funkcija.
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Propozicija 2.3.6. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te pxiq, pyiq izračunljivi
nizovi u pX, d, αq. Tada je funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpxi, yiq rekurzivna.

Dokaz. Budući da su nizovi pxiq, pyiq izračunljivi, postoje rekurzivne funkcije
φ, ψ : N2 Ñ N takve da za sve i, j, k P N vrijedi dpxi, αφpi,kqq ă 2´k i dpy j, αψp j,kqq ă 2´k.
Nije teško koristeći nejednakost trokuta dokazati da za sve a, a1, b, b1 P X vrijedi
|dpa, bq ´ dpa1, b1q| ď dpa, a1q ` dpb, b1q.
Stoga za sve i, j, k P N vrijedi

|dpxi, y jq ´ dpαφpi,kq, αψp j,kqq| ď dpxi, αφpi,kqq ` dpy j, αψp j,kqq ă 2 ¨ 2´k.

Funkcija N3 Ñ R, dana sa pi, j, kq ÞÑ dpαφpi,kq, αψp j,kqq je rekurzivna budući da su funkcije
N3 Ñ N2, pi, j, kq ÞÑ pφpi, kq, ψp j, kqq i N2 Ñ R, pu, vq ÞÑ dpαu, αvq rekurzivne.
Sada je po propoziciji 2.3.5 funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpxi, y jq rekurzivna. □

Lema 2.3.7. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te px jq izračunljiv niz u pX, d, αq.
Tada je skup tp j, iq P N2 | x j P Iiu rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Vrijedi x j P Ii ako i samo ako je dpx j, λiq ă ρi, dakle

tp j, iq P N2
| x j P Iiu “ tp j, iq P N2

| dpx j, λiq ă ρiu.

Nizovi px jq i pλiq su izračunljivi pa je funkcija N2 Ñ R, p j, iq ÞÑ dpx j, λiq rekurzivna po
prethodnoj propoziciji. Funkcija N2 Ñ R, p j, iq ÞÑ ρi je rekurzivna pa je skup
tp j, iq P N2 | x j P Iiu rekurzivno prebrojiv po propozicijama 1.4.9 i 1.4.4. □

Propozicija 2.3.8. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor, px jq izračunljiv niz u
pX, d, αq i S “ tx j | j P Nu. Tada je S izračunljivo prebrojiv skup u pX, d, αq.

Dokaz. Tvrdimo da vrijedi Ii X S ‰ H ako i samo ako postoji j P N takav da je x j P Ii.
Ako je x j P Ii, onda je očito Ii X S ‰ H.
Da bismo dokazali obrat, pretpostavimo da je Ii X S ‰ H, ali Ii X tx j | j P Nu “ H. Onda
je tx j | j P Nu Ď IC

i koji je zatvoren, pa je i S “ tx j | j P Nu Ď IC
i , što je u kontradikciji s

pretpostavkom Ii X S ‰ H.
Dakle vrijedi Ii X S ‰ H ako i samo ako postoji j P N takav da je
pi, jq P tpi, jq P N2 | x j P Iiu. Kako je skup tpi, jq P N2 | x j P Iiu rekurzivno prebrojiv po
prethodnoj lemi, skup ti P N | Ii XS ‰ Hu je rekurzivno prebrojiv po teoremu o projekciji.
Odnosno S je izračunljivo prebrojiv skup u pX, d, αq. □

Lema 2.3.9. Neka je d euklidska metrika na R, neka su a, b P R, a ă b te neka su
x0, . . . , xn P R i ε ą 0 takvi da je

ra, bs «ε tx0, . . . , xnu. (2.4)

Tada vrijedi |b ´ maxtx0, . . . , xnu| ă ε.
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Dokaz. Definiramo y “ maxtx0, . . . , xnu. Imamo dva slučaja

1. slučaj: b ă y.
Prema (2.4) postoji x P ra, bs takav da je |x ´ y| ă ε. Vrijedi x ď b ă y pa je
|b ´ y| ď |x ´ y| ă ε, to jest |b ´ y| ă ε.

2. slučaj: y ď b.
Prema (2.4) postoji i P t0, . . . , nu takav da je |xi ´ b| ă ε. Vrijedi xi ď y ď b pa je
|y ´ b| ď |xi ´ b| ă ε, to jest |b ´ y| ă ε.

□

Iduća tvrdnja je poznata činjenica iz izračunljive analize:

Propozicija 2.3.10. Neka su β : Nk Ñ N i f : Nk ˆ N Ñ Q rekurzivne funkcije. Tada je
rekurzivna i funkcija Nk Ñ Q, x ÞÑ maxt f px, iq | 0 ď i ď βpxqu.

Primjer 2.3.11. Poznato je da postoji rekurzivna funkcija f : N Ñ Q koja je rastuća i
nenegativna te postoji neizračunljiv broj γ takav da je limnÑ8 f pnq “ γ. Možemo pretpos-
taviti da je f p0q “ 0, inače uzmemo funkciju f̃ : NÑ Q,

f̃ pxq “

#

f pxq, x ‰ 0
0, x “ 0

koja je rekurzivna po teoremu o grananju.
Definiramo ω : NÑ Q, ωpiq “

piq0

piq0`piq1`1 . Lako se vidi da je ωpNq “ r0, 1y X Q.
Neka je h : N2 Ñ Q, hpi, jq “ f piq`ωp jq¨p f pi`1q´ f piqq. Očito je h rekurzivna funkcija.
Pokažimo da je hpN2q “ r0, γs X Q.
Jasno je da je hpN2q Ď Q, te je

0 ď hpi, jq “ f piq ` ωp jq ¨ p f pi ` 1q ´ f piqq

ď f piq ` f pi ` 1q ´ f piq “ f pi ` 1q ď γ.

Dakle vrijedi hpN2q Ď r0, γs X Q.
Neka je r P r0, γs X Q. Jer je γ R Q vrijedi 0 ď r ă γ. Postoji k P N takav da je r ă f pkq.
Neka je k0 “ mintk P N | r ă f pkqu, vrijedi k0 ě 1 i f pk0 ´ 1q ď r ă f pk0q. Dakle
postoji i P N takav da je f piq ď r ă f pi ` 1q. Tada je r´ f piq

f pi`1q´ f piq P r0, 1y X Q jer je

0 ď r ´ f piq ă f pi ` 1q ´ f piq pa postoji j P N takav da je ωp jq “
r´ f piq

f pi`1q´ f piq .
Imamo r “ f piq ` ωp jq ¨ p f pi ` 1q ´ f piqq, odnosno r P hpN2q.
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Odaberimo rekurzivnu surjekciju φ : N Ñ N2 i definiramo g : N Ñ Q kao g “ h ˝ φ.
Funkcija g je rekurzivna i vrijedi

gpNq “ r0, γs. (2.5)

Neka je pR, d, αq izračunljiv metrički prostor iz primjera 2.2.4. Po propoziciji 2.2.6, g je
izračunljiv niz u pR, d, αq. Sada je po propoziciji 2.3.8 skup r0, γs izračunljivo prebrojiv u
pR, d, αq. Jasno je da je r0, γs kompaktan u pR, dq. Tvrdimo da nije izračunljiv u pR, d, αq.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da je r0, γs izračunljiv skup u pR, d, αq. Tada postoji
rekurzivna funkcija ψ : NÑ N takva da za svaki k P N vrijedi r0, γs «2´k Λψpkq.
Dakle za svaki k P N vrijedi

r0, γs «2´k tαpψpkqq0 , . . . , αpψpkqq
ψpkq

u.

Po prethodnoj lemi za svaki k P N vrijedi

|γ ´ maxtαpψpkqq j | 0 ď j ď ψpkqu| ă 2´k.

Funkcija NÑ Q, k ÞÑ maxtαpψpkqq j | 0 ď j ď ψpkqu je rekurzivna po propoziciji 2.3.10 pa
je γ izračunljiv broj što je u kontradikciji s izborom funkcije f .

2.4 Poluizračunljivi skupovi
Definicija 2.4.1. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka su B0, . . . , Bn raci-
onalne otvorene kugle u pX, d, αq. Tada da B0 Y . . . Y Bn kažemo da je racionalan otvoren
skup u pX, d, αq.

Definicija 2.4.2. Za j P N definiramo

J j “ Ip jq0 Y . . . Y Ip jq j
.

Dakle J j “
Ť

iPr js Ii.

Uočimo da je tJ j | j P Nu familija svih racionalnih otvorenih skupova u pX, d, αq.

Definicija 2.4.3. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te K kompaktan skup u
pX, dq. Kažemo da je K poluizračunljiv skup u pX, d, αq ako je t j P N | K Ď J ju rekurzivno
prebrojiv podskup od N.

Dokažimo prvo da ova definicija ne ovisi o izboru funkcija σ i η. Zapravo, dokazat
ćemo i više:
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Ako su Φ,Ψ : NÑ PpNq r.r.o. funkcije čije su slike familija svih konačnih nepraznih
podskupova od N, onda je skup t j P N | K Ď

Ť

iPΦp jq Iiu rekurzivno prebrojiv ako i samo
ako je t j P N | K Ď

Ť

iPΨp jq Iiu rekurzivno prebrojiv.

Naime, neka je Ω “ tp j, j1q P N2 | Φp jq “ Ψp j1qu. Tada je Ω rekurzivan skup te
za svaki j P N postoji j1 P N takav da je p j, j1q P Ω. Stoga postoji rekurzivna funkcija
φ : N Ñ N takva da je p j, φp jqq P Ω za svaki j P N. Dakle za svaki j P N vrijedi
Φp jq “ Ψpφp jqq.
Označimo T “ t j P N | K Ď

Ť

iPΦp jq Iiu te T 1 “ t j P N | K Ď
Ť

iPΨp jq Iiu.
Imamo

j P T ðñ K Ď
ď

iPΦp jq

Ii ðñ K Ď
ď

iPΨpφp jqq

Ii ðñ φp jq P T 1.

Dakle vrijedi j P T ako i samo ako je φp jq P T 1 pa je T “ φ´1pT 1q. Ovo pokazuje sljedeće:
ako je T 1 rekurzivno prebrojiv, onda je i T rekurzivno prebrojiv. Prema tome, jedan smjer
u ekvivalenciji koju dokazujemo vrijedi, a drugi se dokazuje analogno.

Definicija 2.4.4. Neka je pX, dq metrički prostor te neka su x, y P X i r, s ą 0. Pišemo
py, sq ĎF px, rq ako je dpx, yq ` s ă r.

Uočimo: ako je py, sq ĎF px, rq, onda je Kpy, sq Ď Kpx, rq.

Lema 2.4.5. Neka je pX, dq metrički prostor te neka je K kompaktan skup u pX, dq. Pret-
postavimo da su a0, . . . , an P X i r0, . . . , rn ą 0 takvi da je K Ď Kpa0, r0q Y . . .Y Kpan, rnq.
Tada postoji λ ą 0 takav da za svaki x P K postoji i P t0, . . . , nu takav da je

px, λq ĎF pai, riq.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki k P N postoji xk P K takav da je dpxk, aiq `
1
k ě ri, i “ 0, . . . , n. Odnosno

dpxk, aiq ě ri ´
1
k
, i “ 0, . . . , n. (2.6)

Kako je pxkq niz u kompaktnom skupu K, postoji strogo rastući niz pk jq j u N takav da niz
pxk jq j teži nekoj točki x iz K.
Iz (2.6) imamo

dpxk j , aiq ě ri ´
1
k j
, i “ 0, . . . , n

iz čega slijedi dpx, aiq ě ri, i “ 0, . . . , n, odnosno x R
Ťn

i“0 Kpai, riq što je u kontradikciji s
x P K. □



2.4. POLUIZRAČUNLJIVI SKUPOVI 37

Teorem 2.4.6. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te K izračunljiv skup u tom
prostoru. Tada je K poluizračunljiv u pX, d, αq.

Dokaz. Ako je K “ H, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je K ‰ H. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N Ñ N takva da je
K «2´k tαi | i P r f pkqsu, za sve k P N. Želimo pokazati da je skup t j P N | K Ď J ju

rekurzivno prebrojiv.
Neka je j P N. Tada je K Ď J j ako i samo ako je K Ď Ip jq0 Y . . . Y Ip jq j

, odnosno
K Ď Kpλp jq0 , ρp jq0q Y . . . Y Kpλp jq j

, ρp jq j
q.

Pretpostavimo da je K Ď J j. Tada po lemi 2.4.5 postoji λ ą 0 takav da za svaki x P

K postoji u P t0, . . . , ju takav da je px, λq ĎF pλp jqu , ρp jquq. Odaberimo k P N takav
da je 2´k ă λ

4 . Uzmimo i P r f pkqs. Tada postoji x P K takav da je dpx, αiq ă 2´k.
Uzmimo x i u P t0, . . . , ju takve da je dpx, αiq ă 2´k i px, λq ĎF pλp jqu , ρp jquq. Tada je
dpx, λp jquq ` λ ă ρp jqu . Sada imamo

dpαi, λp jquq ` 2´k
ď dpαi, xq ` dpx, λp jquq ` 2´k

ă 2´k
` dpx, λp jquq ` 2´k

ă dpx, λp jquq ` λ ă ρp jqu

odnosno pαi, 2´kq ĎF pλp jqu , ρp jquq.
Dakle ako je K Ď J j onda postoji k P N takav da za svaki i P r f pkqs postoji u P t0, . . . , ju
takav da je pαi, 2´kq ĎF pλp jqu , ρp jquq.
Tvrdimo da vrijedi i obrat. Pretpostavimo da postoji takav k P N i neka je x P K. Tada
postoji i P r f pkqs takav da je x P Kpαi, 2´kq. Po pretpostavci postoji u P t0, . . . , j takav da
je pαi, 2´kq ĎF pλp jqu , ρp jquq, onda je x P Kpαi, 2´kq Ď Kpλp jqu , ρp jquq Ď J j. Pokazali smo da
za proizvoljan x P K vrijedi x P J j, dakle K Ď J j.
Definiramo skup

S “ tpk, i, j, uq P N4
| pαi, 2´k

q ĎF pλp jqu , ρp jququ

“ tpk, i, j, uq P N4
| dpαi, λp jquq ` 2´k

ă ρp jquu.

On je rekurzivno prebrojiv jer su funkcije N4 Ñ R, pk, i, j, uq ÞÑ dpαi, λp jquq ` 2´k i
pk, i, j, uq ÞÑ ρp jqu rekurzivne.
Definiramo skup

T “ tpk, i, jq P N3
| Du P t0, . . . , ju takav da je pαi, 2´k

q ĎF pλp jqu , ρp jququ

“ tpk, i, jq P N3
| Du P N takav da je u ď j i pk, i, j, uq P S u,

taj skup je rekurzivno prebrojiv jer je projekcija rekurzivno prebrojivog skupa
S X tpk, i, j, uq P N4 | u ď ju.
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Definiramo funkciju Φ : N2 Ñ PpN3q, Φpk, jq “ tku ˆ r f pkqs ˆ t ju. To je r.r.o. funkcija
po lemi 1.6.16. Sada imamo niz ekvivalencija

K Ď J j ðñ Dk P N @i P r f pkqs pk, i, jq P T ðñ Dk P N tku ˆ r f pkqs ˆ t ju Ď T
ðñ Dk P N Φpk, jq Ď T.

Skup tpk, jq P N2 | Φpk, jq Ď Tu je rekurzivno prebrojiv po propoziciji 1.6.14, a kako je
t j P N | K Ď J ju projekcija tog skupa, slijedi da je t j P N | K Ď J ju rekurzivno prebrojiv
skup, odnosno K je poluizračunljiv. □

Definicija 2.4.7. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te S Ď X. Kažemo da je S
koizračunljivo prebrojiv (co-c.e.) ako je S “ X ili postoji rekurzivna funkcija f : N Ñ N
takva da je XzS “

Ť

iPN I f piq.

Ekvivalentno, S je co-c.e. ako postoji rekurzivno prebrojiv skup A Ď N takav da je
XzS “

Ť

iPA Ii.

Definicija 2.4.8. Za izračunljiv metrički prostor pX, d, αq kažemo da je lokalno izračunljiv
ako je svaki kompaktan skup u pX, dq sadržan u nekom izračunljivom skupu u pX, d, αq.

Primjer 2.4.9. Neka je pR, d, αq izračunljiv euklidski prostor. Tada je pR, d, αq lokalno
izračunljiv.
Dovoljno je dokazati da je skup ra, bs, a ă b izračunljiv ako su a, b P R izračunljive točke
u pR, d, αq.
Neka su a i b izračunljive točke, tada postoje rekurzivne funkcije F,G : N Ñ N takve da
je dpa, αpFpiqqq ă 2´i i dpb, αpGpiqqq ă 2´i.
Definiramo M “ dpa, bq. Postoji l P N takav da je 2´l ă M

2 .
Sada iz nejednakosti trokuta imamo da za svaki i P N vrijedi

dpαpFpi ` lqq, αpGpi ` lqqq ă 2M.

Postoji N P N takav da je 2M
2N ă 1. Za takav N definiramo funkciju H : N2 Ñ Q sa

Hpi, kq “ αpFpk ` lqq ` i ¨
αpGpk ` lqq ´ αpFpk ` lqq

2k`N

Funkcija H je rekurzivna i vrijedi

Ak :“ tHpi, kq | 0 ď i ď 2k`N
u «2´k ra, bs

budući da je Ak skup točaka izmedu αpFpk ` lqq i αpGpk ` lqq u kojemu su susjedne točke
udaljene za manje od 2´k i vrijdi dpa, αpFpk ` lqqq ă 2´k i dpb, αpGpk ` lqqq ă 2´k.
Skup tpi, k, jq P N3 | Hpi, kq “ α ju je rekurzivan i za svaki pi, kq P N2 postoji j P N takav
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da je pi, k, jq element tog skupa pa postoji rekurzivna funkcija φ : N2 Ñ N takva da je
Hpi, kq “ αφpi,kq.
Imamo

Ak “ tαφpi,kq | 0 ď i ď 2k`N
u “ αptφpi, kq | 0 ď i ď 2k`N

uq

Želimo pokazati da je funkcija Φ : N Ñ PpNq definirana s k ÞÑ tφpi, kq | 0 ď i ď 2k`Nu

r.r.o. funkcija.
Vrijedi Φpkq “ φpΨpkqq gdje je Ψpkq “ tpi, kq | 0 ď i ď 2k`Nu. Budući da je φ rekurzivna,
dovoljno je dokazati da je Ψ r.r.o., a to slijedi iz Ψpkq “ t0, . . . , 2k`Nu ˆ tku.

Dakle pokazali smo da za svaki k P N vrijedi

αpΦpkqq «2´k ra, bs

gdje je Φ r.r.o. funkcija i Φpxq ‰ H, @x P N, pa postoji rekurzivna funkcija f : N Ñ N
takva da je Φpxq “ r f pxqs, @x P N. Time je dokazano da je ra, bs izračunljiv.
Za svaki K kompakt u pR, d, αq postoje a, b P Q takve da je a ă b i K Ď ra, bs. Kako su svi
racionalni brojevi ujedno i izračunljive točke u pR, d, αq, onda postoje i izračunljive točke
a, b s tim svojstvom, iz čega slijedi da je pR, d, αq lokalno izračunljiv.

Lema 2.4.10. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te S Ď X co-c.e. i S ‰ X. Tada
postoji rekurzivna funkcija g : NÑ N takva da je XzS “

Ť

iPN Jgpiq i za svaki i P N vrijedi
Jgpiq Ď Jgpi`1q.

Dokaz. Budući da je S co-c.e. i S ‰ X, postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N takva da je
XzS “

Ť

iPN I f piq.
Definiramo funkciju Φ : N Ñ PpNq sa Φpiq “ f pt0, . . . , iuq, ona je r.r.o. po primjeru
1.6.11. Očito za svaki x P N vrijedi Φpxq ‰ H. Po lemi 1.6.15 postoji rekurzivna funkcija
g : NÑ N takva da za svaki x P N vrijedi Φpxq “ rgpxqs. Budući da je Jgpiq “

Ť

jPrgpiqs I j,
imamo

ď

iPN

Jgpiq “
ď

iPN

ď

jPrgpiqs

I j “
ď

iPN

ď

jPΦpiq

I j “
ď

iPN

ď

jPt f p0q,..., f piqu

I j

“
ď

iPN

i
ď

j“0

I f p jq “
ď

iPN

I f p jq “ XzS .

Jer je rgpiqs “ Φpiq “ t f p0q, . . . , f piqu, vrijedi

Jgpiq “
ď

jPrgpiqs

I j “
ď

jPΦpiq

I j Ď
ď

jPΦpi`1q

I j “
ď

jPrgpi`1qs

I j “ Jgp j`1q.

□
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Lema 2.4.11. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Tada postoji rekurzivna funk-
cija φ : N2 Ñ N takva da za sve a, b P N vrijedi Ja Y Jb “ Jφpa,bq.

Dokaz. Budući da vrijedi Ja “
Ť

iPras Ii, dovoljno je dokazati da postoji rekurzivna funk-
cija φ : N2 Ñ N takva da je rφpa, bqs “ ras Y rbs. Funkcije Φ,Ψ : N2 Ñ PpNq,
Φpa, bq “ ras, Ψpa, bq “ rbs su r.r.o. po propoziciji 1.6.8 pa je i Λ : N2 Ñ PpNq,
Λpa, bq “ Φpa, bq Y Ψpa, bq r.r.o. po propoziciji 1.6.4. Za svaki pa, bq P N2 vrijedi
ras Y rbs ‰ H pa po propoziciji 1.6.15 postoji rekurzivna funkcija φ : N2 Ñ N takva da je
ras Y rbs “ Λpa, bq “ rφpa, bqs. □

Korolar 2.4.12. Postoji rekurzivna funkcija ψ : N3 Ñ N takva da za sve u, v,w P N vrijedi
Ju Y Jv Y Jw “ Jψpu,v,wq.

Dokaz. Neka je φ funkcija iz prethodne leme. Vrijedi

Ju Y Jv Y Jw “ Jφpu,vq Y Jw “ Jφpφpu,vq,wq.

Definiramo ψ sa ψpu, v,wq “ φpφpu, vq,wq, @u, v,w P N. Funkcija ψ je rekurzivna kao
kompozicija rekurzivnih funkcija. □

Propozicija 2.4.13. Neka je pX, d, αq lokalno izračunljiv metrički prostor te S Ď X kom-
paktan i co-c.e. skup. Tada je S poluizračunljiv.

Dokaz. Budući da je pX, d, αq lokalno izračunljiv, postoji izračunljiv skup K u pX, d, αq

takav da je S Ď K. Ako je S “ X, onda je i K “ X pa je S izračunljiv, a onda i
poluizračunljiv. U nastavku dokaza promatramo slučaj kada je S ‰ X. Po lemi 2.4.10
postoji rekurzivna funkcija g : NÑ N takva da je XzS “

Ť

iPN Jgpiq i za svaki i P N vrijedi
Jgpiq Ď Jgpi`1q.
Neka je j P N. Pretpostavimo da je S Ď J j. Tada je KzJ j Ď XzS “

Ť

iPN Jgpiq. Skup K je
kompaktan jer je izračunljiv, J j je otvoren pa je KzJ j zatvoren skup u kompaktu K, a onda
je i sam kompaktan. Budući da je KzJ j kompaktan, postoje n P N i ti1, . . . , inu Ď N takvi
da je KzJ j Ď

Ť

iPti1,...,inu Jgpiq. Ako uzmemo i “ maxti1, . . . , inu, onda je KzJ j Ď Jgpiq. Time
smo pokazali da postoji i P N takav da je KzJ j Ď Jgpiq, odnosno K Ď J j Y Jgpiq.
Dakle ako je S Ď J j, onda postoji i P N takav da je K Ď J j Y Jgpiq.
Vrijedi i obrat, budući da je XzS “

Ť

iPN Jgpiq, vrijedi S XJgpiq “ H pa iz S Ď K Ď J jYJgpiq

slijedi S Ď J j.
Dakle vrijedi S Ď J j ako i samo ako postoji i P N takav da je K Ď J j Y Jgpiq.
Definiramo skup Ω “ tp j, iq P N2 | K Ď J j Y Jgpiqu. Budući da je skup t j P N | S Ď J ju

projekcija od Ω, dovoljno je dokazati da je Ω rekurzivno prebrojiv jer bismo onda imali i
da je t j P N | S Ď J ju rekurzivno prebrojiv.
Neka je φ funkcija iz prethodne leme. Imamo:

J j Y Jgpiq “ Jφp j,gpiqq, @i, j P N
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dakleΩ “ tp j, iq P N2 | K Ď Jφp j,gpiqqu. Budući da je K izračunljiv, a onda i poluizračunljiv,
znamo da je Γ :“ t j P N | K Ď J ju rekurzivno prebrojiv. Uočimo:

Ω “ tp j, iq P N2
| φp j, gpiqq P Γu.

Definiramo funkciju F : N2 Ñ N, Fp j, iq “ φp j, gpiqq. Ta funkcija je rekurzivna pa je skup
Ω “ F´1pΓq rekurzivno prebrojiv po propoziciji 1.1.12.
Sada je t j P N | S Ď J ju rekurzivno prebrojiv po teoremu o projekciji. □

Definicija 2.4.14. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Za U Ď X kažemo da je
izračunljivo prebrojivo otvoren u pX, d, αq ako postoji rekurzivno prebrojiv skup A Ď N
takav da je U “

Ť

iPA Ii.

Uočimo da je S Ď X co-c.e. u pX, d, αq ako i samo ako je XzS izračunljivo prebrojivo
otvoren u pX, d, αq.

Propozicija 2.4.15. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka su U,V Ď X
izračunljivo prebrojivo otvoreni. Tada je U Y V izračunljivo prebrojivo otvoren.

Dokaz. Neka su A, B Ď N rekurzivno prebrojivi skupovi takvi da je U “
Ť

iPA Ii i
V “

Ť

iPB Ii. Tada je U Y V “
Ť

iPAYB Ii. Skup A Y B je izračunljivo prebrojiv kao unija
dva izračunljivo prebrojiva skupa, dakle U Y V je izračunljivo prebrojivo otvoren. □

Korolar 2.4.16. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka su S ,T Ď X co-c.e.
u pX, d, αq. Tada je i S X T co-c.e.

Dokaz. Skupovi XzS i XzT su izračunljivo prebrojivo otvoreni i vrijedi
XzpS X T q “ pXzS q Y pXzT q pa je po prethodnoj propoziciji XzpS X T q izračunljivo pre-
brojivo otvoren, dakle S X T je co-c.e. □

Primjer 2.4.17. Neka je pR, d, αq izračunljiv euklidski prostor i neka je r P Q. Tada su
skupovi xr,8y i x´8, ry izračunljivo prebrojivo otvoreni.
Vrijedi xr,8y “

Ť

nPNxr, r ` 2pn ` 1qy “
Ť

nPN Kpr ` n ` 1, n ` 1q.
Definiramo skup Ω “ tpn, iq P N2 | r ` n ` 1 “ λi i n ` 1 “ ρiu.
Prisjetimo se da je α : N Ñ Q rekurzivna funkcija pa je i λ : N Ñ Q rekurzivna funkcija.
Iz toga slijedi da je Ω rekurzivan skup. Budući da vrijedi pλ, ρqpNq “ Q ˆ pQ X x0,8yq,
za svaki n P N postoji i P N takav da je pn, iq P Ω. Dakle, postoji rekurzivna funkcija
f : N Ñ N takva da za svaki n P N vrijedi pn, f pnqq P Ω, odnosno r ` n ` 1 “ λ f pnq i
n ` 1 “ ρ f pnq.
Sada imamo xr,8y “

Ť

nPN Kpλ f pnq, ρ f pnqq “
Ť

nPN I f pnq, dakle xr,8y je izračunljivo pre-
brojivo otvoren.
Vrijedi

x´8, ry “
ď

nPN

xr ´ 2pn ` 1q, ry “
ď

nPN

Kpr ´ pn ` 1q, n ` 1q
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pa na isti način kao gore vidimo da je x´8, ry izračunljivo prebrojivo otvoren.

Primjer 2.4.18. Neka je f : N Ñ Q kao iz primjera 2.3.11. Funkcija f je rekurzivna i
rastuća funkcija takva da je f p0q “ 0 te f pnq Ñ γ gdje je γ neizračunljiv broj.
Možemo pretpostaviti da je γ ă 1. Inače odaberemo N P N takav da je γ

N ă 1 i umjesto f
promatramo funkciju n ÞÑ

f pnq

N . Ta funkcija je očito rekurzivna i rastuća, vrijedi f p0q

N “ 0 i
γ

N je neizračunljiv, jer bi inače γ “
γ

N ¨ N bio izračunljiv broj kao produkt dva izračunljiva
broja.

Neka je pR, d, αq izračunljiv euklidski prostor. Tvrdimo da je rγ, 1s co-c.e. Dovoljno je
dokazati da je Rzrγ, 1s “ x´8, γy Y x1,8y izračunljivo prebrojivo otvoren. U tu svrhu,
prema propoziciji 2.4.15, dovoljno je dokazati da su skupovi x´8, 0y, x´1, γy i x1,8y

izračunljivo prebrojivo otvoreni. Skupovi x´8, 0y i x1,8y su izračunljivo prebrojivo otvo-
reni po prethodnom primjeru. Preostaje stoga dokazati da je x´1, γy izračunljivo prebrojivo
otvoren.
Vrijedi

x´1, γy “
ď

nPN

x´1, f pnqy “
ď

nPN

Kp
´1 ` f pnq

2
,

1 ` f pnq

2
q

pa na isti način kao u prethodnom primjeru zaključujemo da je taj skup izračunljivo pre-
brojivo otvoren.
Time je dokazano da je rγ, 1s co-c.e. Znamo da je pR, d, αq lokalno izračunljiv pa je po
propoziciji 2.4.13 skup rγ, 1s poluizračunljiv.
Budući da γ nije izračunljiv broj, na sličan način kao u primjeru 2.3.11 vidimo da rγ, 1s

nije izračunljiv.

Prethodni primjer pokazuje da poluizračunljiv skup u izračunljivom metričkom pros-
toru ne mora biti izračunljiv.

Teorem 2.4.19. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor i S Ď X kompaktan. Tada je
S izračunljiv ako i samo ako je izračunljivo prebrojiv i poluizračunljiv.

Dokaz. Ranije smo dokazali da je izračunljiv skup nužno i izračunljivo prebrojiv i polu-
izračunljiv. Pokažimo sada i obrat.
Neka je S izračunljivo prebrojiv i poluizračunljiv.
Definiramo skup

Ω “ tpk, jq P N2
| S Ď J j, Ii X S ‰ H za svaki i P r js, ρi ă 2´k za svaki i P r jsu.

Tvrdimo da je Ω rekurzivno prebrojiv.
Budući da je S poluizračunljiv, skup t j P N | S Ď J ju je rekurzivno prebrojiv. Tada je

i N ˆ t j P N | S Ď J ju “ pI2
2q´1pt j P N | S Ď J juq rekurzivno prebrojiv po propoziciji

1.1.12.
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Definiramo A “ ti P N | Ii X S ‰ Hu. Taj skup je rekurzivno prebrojiv jer je S
izračunljivo prebrojiv. Funkcija Φ : N Ñ PpNq, Φp jq “ r js je r.r.o. pa je po propoziciji
1.6.14 skup

t j P N | Φp jq Ď Au “ t j P N | Ii X S ‰ H za svaki i P r jsu

rekurzivno prebrojiv. Onda je i N ˆ t j P N | Ii X S ‰ H za svaki i P r jsu rekurzivno
prebrojiv.

Skup B :“ tpk, iq P N2 | ρi ă 2´ku je rekurzivan jer su funkcije N2 Ñ Q, pk, iq ÞÑ ρi i
pk, iq ÞÑ 2´k rekurzivne. Funkcija Ψ : N2 Ñ PpN2q, Ψpk, jq “ tku ˆ r js je r.r.o. po lemi
1.6.16 pa je skup tpk, jq P N2 | Ψpk, jq Ď Bu rekurzivno prebrojiv po propoziciji 1.6.14.
Slijedi da je Ω rekurzivno prebrojiv kao presjek tri rekurzivno prebrojiva skupa.

Za fiksni k P N familija tIi | i P N, ρi ă 2´ku je pokrivač od X, onda posebno i pokrivač
od S . Skup S je kompaktan, pa ima konačan potpokrivač, neka je to tIi0 , . . . , Iinu, možemo
pretpostaviti da sve te kugle sijeku S , inače izbacimo one koje ne sijeku S .

Sada postoji j P N takav da je r js “ ti0, . . . , inu. Za tako odabran j vrijedi S Ď J j,
Ii X S ‰ H za svaki i P r js i ρi ă 2´k za svaki i P r js, odnosno pk, jq P Ω. Dakle za svaki
k P N postoji j P N takav da je pk, jq P Ω. Onda postoji rekurzivna funkcija φ : N Ñ N
takva da za svaki k P N vrijedi pk, φpkqq P Ω.

Tvrdimo da za sve pk, jq P Ω vrijedi

S «2´k tατ1pp jq0q, . . . , ατ1pp jq jq
u.

Neka je pk, jq P Ω, i neka je x P S . Tada je x P J j pa postoji i P r js “ tp jq0, . . . , p jq ju takav
da je x P Ii “ Kpατ1piq, ρiq, i vrijedi ρi ă 2´k jer je pk, jq P Ω. Dakle dpx, ατ1piqq ă ρi ă 2´k.

Neka je y P tατ1pp jq0q, . . . , ατ1pp jq jq
u, onda postoji i P r js takav da je y “ ατ1piq. Tada je

ρi ă 2´k i Ii X S ‰ H. Dakle postoji x P S takav da je

dpx, yq “ dpx, ατ1piqq ă ρi ă 2´k.

Definiramo funkciju Φ : NÑ PpNq, Φpkq “ tτ1ppφpkqq0q, . . . , τ1ppφpkqq
φpkq

qu.
Uočimo da za svaki k P N vrijedi S «2´k αpΦpkqq. Budući da je Φpkq “ τ1prφpkqsq, funk-
cija Φ je r.r.o. po korolaru 1.6.10. Ni za koji k P N skup Φpkq nije prazan pa po lemi 1.6.15
postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N takva da za svaki k P N vrijedi Φpkq “ r f pkqs.
Konačno imamo da za svaki k P N vrijedi S «2´k αpr f pkqsq “ Λ f pkq, odnosno S je
izračunljiv skup. □

2.5 Izračunljivost i topologija
Napomena. Neka je pX, dq metrički prostor te neka su x, y P X, r, s ą 0.
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1. Pretpostavimo da je dpx, yq ą r ` s. Tada se iz nejednakosti trokuta lako vidi da
vrijedi Kpx, rq X Kpy, sq “ H.

2. Pretpostavimo da je dpx, yq ` s ă r. Tada je Kpy, sq Ď Kpx, rq.

Definicija 2.5.1. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Pišemo Ii ˛ I j ako je
dpλi, λ jq ą ρi ` ρ j. Pišemo Ii ĎF I j ako je dpλi, λ jq ` ρi ă ρ j.

Uočimo da Ii ˛ I j povlači Ii X I j “ H, i Ii ĎF I j povlači Ii Ď I j.

Propozicija 2.5.2. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Tada su skupovi
tpi, jq P N2 | Ii ˛ I ju i tpi, jq P N2 | Ii ĎF I ju rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Nizovi i ÞÑ λi, j ÞÑ λ j su izračunljivi pa je funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpλi, λ jq

rekurzivna. Funkcije N2 Ñ Q, pi, jq ÞÑ ρi ` ρ j i pi, jq ÞÑ ρ j ´ ρi su takoder rekurzivne pa
su skupovi tpi, jq P N2 | Ii ˛ I ju “ tpi, jq P N2 | dpλi, λ jq ą ρi ` ρ ju i
tpi, jq P N2 | Ii ĎF I ju “ tpi, jq P N2 | dpλi, λ jq ă ρ j ´ ρiu rekurzivno prebrojivi po
propoziciji 1.4.9. □

Definicija 2.5.3. Za u, v P N pišemo Ju ˛ Jv ako za svaki i P rus i j P rvs vrijedi Ii ˛ I j.

Uočimo da Ju ˛ Jv povlači Ju X Jv “ H.

Propozicija 2.5.4. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Tada je skup
T “ tpu, vq P N2 | Ju ˛ Jvu rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je S “ tpi, jq P N2 | Ii ˛ I ju. Znamo da je S rekurzivno prebrojiv. Funkcija
Φ : N2 Ñ PpN2q, Φpu, vq “ rus ˆ rvs je r.r.o. po lemi 1.6.16 i vrijedi
T “ tpu, vq P N2 | Φpu, vq Ď S u pa je T rekurzivno prebrojiv po propoziciji 1.6.14. □

Propozicija 2.5.5. Neka su i, j, k P N takvi da je Ii ĎF I j i I j ˛ Ik. Tada je Ii ˛ Ik.

Dokaz. Vrijedi dpλi, λ jq ` ρi ă ρ j i dpλ j, λkq ą ρ j ` ρk. Zbrajanjem tih dviju ne-
jednakosti dobivamo dpλ j, λkq ´ dpλi, λ jq ą ρk ` ρi. Iz nejednakosti trokuta imamo
dpλi, λkq ě dpλ j, λkq ´ dpλi, λ jq. Dakle vrijedi dpλi, λkq ą ρi ` ρk, odnosno Ii ˛ Ik. □

Propozicija 2.5.6. Neka su i, j, k P N takvi da je Ii ĎF I j i I j ĎF Ik. Tada je Ii ĎF Ik.

Dokaz. Vrijedi dpλi, λ jq ` ρi ă ρ j i dpλ j, λkq ` ρ j ă ρk. Zbrajanjem tih dviju ne-
jednakosti dobivamo dpλi, λ jq ` dpλ j, λkq ` ρi ă ρk. Iz nejednakosti trokuta imamo
dpλi, λkq ď dpλi, λ jq ` dpλ j, λkq. Dakle vrijedi dpλi, λkq ` ρi ă ρk, odnosno Ii ĎF Ik. □

Propozicija 2.5.7. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor, neka su x P X, i, j P N
takvi da je x P Ii X I j. Tada postoji k P N takav da je x P Ik, Ik ĎF Ii i Ik ĎF I j.
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Dokaz. Vrijedi dpλi, xq ă ρi i dpλ j, xq ă ρ j pa postoji s P Q, s ą 0 takav da je
dpλi, xq ` 2s ă ρi i dpλ j, xq ` 2s ă ρ j.
Budući da je α gust u X, postoji n P N takav da je x P Kpαn, sq. Neka je k P N takav da je
αn “ λk i s “ ρk.
Tada je x P Kpαn, sq “ Ik i vrijedi

dpλk, λiq ` ρk ď dpλk, xq ` dpx, λiq ` ρk ă s ` dpx, λiq ` s ă ρi,

dakle dpλk, λiq ` ρk ă ρi. Analogno se pokaže da je dpλk, λ jq ` ρk ă ρ j.
Konačno imamo x P Ik, Ik ĎF Ii i Ik ĎF I j. □

Korolar 2.5.8. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor, neka su i0, . . . , in P N te neka
je x P Ii0 X . . . X Iin . Tada postoji k P N takav da je x P Ik te Ik ĎF Ii0 , . . . , Ik ĎF Iin .

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Baza: za n “ 0 vrijedi x P Ii0 X Ii0 pa za
n “ 0 i n “ 1 tvrdnja vrijedi po prethodnoj propoziciji.
Pretpostavka: ako su i0, . . . , in P N takvi da je x P Ii0 X . . . X Iin , onda postoji k P N takav
da je x P Ik i Ik ĎF Ii0 , . . . , Ik ĎF Iin .
Korak: neka je x P

Şn`1
j“0 Ii j . Tada po pretpostavci postoji k P N takav da je x P Ik

i Ik ĎF Ii0 , . . . , Ik ĎF Iin . Po prethodnoj propoziciji primijenjenoj na Ik i In`1 postoji
l P N takav da je x P Il, Il ĎF Ik i Il ĎF In`1. Sada po propoziciji 2.5.6 vrijedi
Il ĎF Ii0 , . . . , Il ĎF Iin . □

Propozicija 2.5.9. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor i neka su x, y P X, x ‰ y.
Tada postoje i, j P N takvi da vrijedi x P Ii, y P I j i Ii ˛ I j.

Dokaz. Neka je s P Q, s ą 0 takav da je s ă
dpx,yq

4 . Budući da je α gust u X, postoje
m, n P N takvi da je x P Kpαm, sq i y P Kpαn, sq. Neka su i, j P N takvi da je αm “ λi,
αn “ λ j i ρi “ ρ j “ s. Imamo

4s ă dpx, yq ď dpx, λiq ` dpλi, λ jq ` dpλ j, yq ă 2s ` dpλi, λ jq,

odnosno dpλi, λ jq ą 2s “ ρi ` ρ j, dakle Ii ˛ I j. □

Definicija 2.5.10. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Za u P N i i P N pišemo
Ju ˛ Ii ako za svaki j P rus vrijedi I j ˛ Ii.

Uočimo da je Ju ˛ Jv ako i samo ako za svaki i P rvs vrijedi Ju ˛ Ii.

Lema 2.5.11. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor, K Ď X neprazan i kompaktan
te x P X takav da je x R K. Tada postoje u, i P N takvi da je K Ď Ju, x P Ii i Ju ˛ Ii.
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Dokaz. Za svaki y P K vrijedi y ‰ x pa postoje iy, jy P N takvi da vrijedi y P Iiy , x P I jy
i Iiy ˛ I jy . Familija tIiy | y P Ku je otvoren pokrivač od K. Budući da je K kompaktan,
postoje y0, . . . , yn P K takvi da je K Ď

Ťn
l“0 Iiyl

. Imamo x P
Şn

l“0 I jyl
pa po korolaru 2.5.8

postoji k P N takav da je x P Ik te Ik ĎF I jy0
, . . . Ik ĎF I jyn

. Vrijedi I jy0
˛ Iiy0

, . . . , I jyn
˛ Iiyn

, po
propoziciji 2.5.5 vrijedi Ik ˛ Iiy0

, . . . , Ik ˛ Iiyn
. Uzmimo u P N takav da je rus “ tiy0 , . . . , iynu.

Konačno imamo Ju ˛ Ik, x P Ik i K Ď Ju.
□

Definicija 2.5.12. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka su u, v P N. Pišemo
Ju ĎF Jv ako za svaki i P rus postoji j P rvs takav da je Ii ĎF I j.

Uočimo: ako je Ju ĎF Jv, onda je Ju Ď Jv.

Propozicija 2.5.13. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor, K Ď X neprazan i kom-
paktan te u, v P N takvi da je K Ď Ju X Jv. Tada postoji w P N takav da je K Ď Jw,
Jw ĎF Ju i Jw ĎF Jv.

Dokaz. Neka je x P K. Tada postoje i P rus takav da je x P Ii i j P rvs takav da je
x P I j. Budući da je x P Ii X I j, po propoziciji 2.5.7 postoji kx P N takav da je x P Ikx ,
Ikx ĎF Ii i Ikx ĎF I j. Familija tIkx | x P Ku je otvoren pokrivač od K, pa ima konačan
potpokrivač tIk0 , . . . , Iknu. Odaberimo w P N takav da je rws “ tk0, . . . , knu. Sada za svaki
i P rws postoji j P rus takav da je Ii ĎF I j te za svaki i P rws postoji j P rvs takav da je
Ii ĎF I j. □

Napomena. Neka su u, v,w, i P N.

1. Ako je Ju Ď Jv i Jv ĎF Jw, onda je Ju ĎF Jw.

2. Ako je Ju Ď Jv i Jv ˛ Ii, onda je Ju ˛ Ii.

Idući korolar navodimo bez dokaza budući da je dokaz sličan dokazu korolara 2.5.8.

Korolar 2.5.14. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor, K Ď X neprazan i kompak-
tan te u0, . . . , un P N takvi da je K Ď Ju0 X . . .X Jun . Tada postoji w P N takav da je K Ď Jw

te Jw ĎF Ju0 , . . . , Jw ĎF Jun .

Teorem 2.5.15. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te K, L neprazni, medusobno
disjunktni, kompaktni skupovi u pX, dq. Tada postoje u, v P N takvi da je K Ď Ju, L Ď Jv i
Ju ˛ Jv.

Dokaz. Neka je x P L, s obzirom da je x R K, po lemi 2.5.11 postoje ux, ix P N takvi da je
K Ď Jux , x P Iix i Jux ˛ Iix . Familija tIix | x P Lu je otvoreni pokrivač od L, budući da je L
kompaktan postoje x0, . . . , xn P L takvi da je L Ď Iix0

Y . . . Y Iixn
.
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Vrijedi K Ď Jux0
X . . . X Juxn

. Po korolaru 2.5.14 postoji u P N takav da je K Ď Ju te
Ju ĎF Jux0

, . . . , Ju ĎF Juxn
.

Imamo da je Jux0
˛ Iix0

, . . . , Juxn
˛ Iixn

pa po prethodnoj napomeni vrijedi
Ju ˛ Iix0

, . . . , Ju ˛ Iixn
. Neka je v P N takav da je rvs “ tix0 , . . . , ixnu. Imamo Ju ˛ Jv, L Ď Jv

i K Ď Ju. □

Lema 2.5.16. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor, a P X izračunljiva točka te pxiq

izračunljiv niz u pX, d, αq. Tada je funkcija β : NÑ R, i ÞÑ dpa, xiq rekurzivna.

Dokaz. Definiramo niz py jq sa y j “ a, @ j P N. Taj niz je izračunljiv jer je a izračunljiva
točka. Po propoziciji 2.3.6, funkcija γ : N2 Ñ R, γpi, jq “ dpy j, xiq je rekurzivna. Vrijedi
βpiq “ γp0, iq pa je funkcija β rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. □

Lema 2.5.17. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te a P X izračunljiva točka u
pX, d, αq. Tada je skup S “ ti P N | a P Iiu rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Vrijedi i P S ako i samo ako je a P Ii, odnosno dpa, λiq ă ρi. Dakle
S “ ti P N | dpa, λiq ă ρiu, što je rekurzivno prebrojiv skup budući da su funkcije NÑ R,
i ÞÑ dpa, λiq i i ÞÑ ρi rekurzivne. □

Propozicija 2.5.18. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te a P X izračunljiva
točka u pX, d, αq. Tada je skup T “ t j P N | a P J ju rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Definiramo skup Ω “ tpi, jq P N2 | i P S i i P r jsu, gdje je S kao u prethod-
noj lemi. Skup Ω je rekurzivno prebrojiv kao presjek dva rekurzivno prebrojiva skupa,
tpi, jq P N2 | i P S u i tpi, jq P N2 | i P r jsu.
Skup Ω̃ :“ t j P N | postoji i P N takav da je pi, jq P Ωu je rekurzivno prebrojiv po teoremu
o projekciji.
Vrijedi sljedeći niz ekvivalencija:

j P T ðñ postoji i P r js takav da je a P Ii

ðñ postoji i P r js takav da je i P S
ðñ postoji i P N takav da je i P S i i P r js
ðñ postoji i P N takav da je pi, jq P Ω.

Dakle, T “ Ω̃ je rekurzivno prebrojiv. □

Lema 2.5.19. Postoji rekurzivna funkcija φ : N Ñ N takva da za svaki i P N vrijedi
Ii “ Jφpiq.

Dokaz. Funkcije Φ,Ψ : N2 Ñ PpNq, Φpi, jq “ tiu, Ψpi, jq “ r js su r.r.o. Definiramo
skup S “ tpi, jq P N2 | tiu “ r jsu “ tpi, jq P N2 | Φpi, jq “ Ψpi, jqu. Taj skup je
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rekurzivan po propoziciji 1.6.7, i za svaki i P N postoji j P N takav da je tiu “ r js,
odnosno pi, jq P S . Slijedi da postoji rekurzivna funkcija φ : N Ñ N takva da za svaki
i P N vrijedi pi, φpiqq P S , odnosno tiu “ rφpiqs. Onda je Jφpiq “

Ť

jPrφpiqs I j “ Ii. □

2.6 Luk
Definicija 2.6.1. Za topološki prostor L kažemo da je luk ako je L homeomorfan sa r0, 1s,
pri čemu na r0, 1s promatramo euklidsku topologiju.

Definicija 2.6.2. Neka je L luk te f : r0, 1s Ñ L homeomorfizam. Tada za f p0q i f p1q

kažemo da su krajnje točke od L.

Uočimo: 0 i 1 su sve točke x P r0, 1s sa svojstvom da je r0, 1sztxu povezan prostor.
Stoga su f p0q i f p1q sve točke y P L sa svojstvom da je Lztyu povezan. Ovo pokazuje da
definicija krajnje točke luka ne ovisi o izboru funkcije f .

Teorem 2.6.3. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka je S poluizračunljiv
skup u tom prostoru takav da je S , kao potprostor od pX, dq, luk s krajnjim točkama a i
b. Pretpostavimo da su a i b izračunljive točke u pX, d, αq. Tada je S izračunljiv skup u
pX, d, αq.

Dokaz. Neka je f : r0, 1s Ñ S homeomorfizam takav da je f p0q “ a i f p1q “ b (u suprot-
nom uzmemo funkciju x ÞÑ f p1 ´ xq). Budući da je S poluizračunljiv dovoljno je dokazati
da je S izračunljivo prebrojiv.
Pretpostavimo da je i P N takav da je Ii X S ‰ H. Tada postoji t P x0, 1y takav da je
f ptq P Ii. Kad takav t ne bi postojao, onda bi vrijedilo Ii X S “ ta, bu, Ii X S “ tau ili
Ii X S “ tbu. Ako je na primjer Ii X S “ tau, onda je tau otvoren u S , ali tau je očito
i zatvoren u S , iz čega slijedi da je S nepovezan, što je kontradikcija. Slično se dobije
kontradikcija i u preostala dva slučaja.
Jasno je da je f neprekidna i kao funkcija sa r0, 1s u X, dakle skup f ´1pIiq je otvoren i
vrijedi t P f ´1pIiq. Zbog toga i činjenice da je t P x0, 1y slijedi da postoje c, d P r0, 1s takvi
da je 0 ă c ă t ă d ă 1 i rc, ds P f ´1pIiq, odnosno f prc, dsq P Ii.
Definiramo F “ f pr0, csq i G “ f prd, 1sq. Skupovi F i G su neprazni, medusobno disjun-
ktni i kompaktni u pX, dq. Očito je a P F i b P G. Po teoremu 2.5.15 postoje u, v P N takvi
da je F Ď Ju, G Ď Jv i Ju ˛ Jv. Uočimo:

S “ f pr0, 1sq “ f pr0, csq Y f prc, dsq Y f prd, 1sq “ F Y f prc, dsq Y G Ď Ju Y Ii Y Jv.

Dakle S Ď Ju Y Ii Y Jv i vrijedi a P Ju i b P Jv.
Dakle za svaki i P N takav da je Ii X S ‰ H, postoje u, v P N takvi da vrijedi
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1. Ju ˛ Jv

2. S Ď Ju Y Ii Y Jv

3. a P Ju i b P Jv

Definiramo Ω “ tpi, u, vq P N3 | Ju ˛ Jv, S Ď Ju Y Ii Y Jv, a P Ju, b P Jvu. Tvrdimo da
je Ω rekurzivno prebrojiv. Budući da je skup tpu, vq P N2 | Ju ˛ Jvu rekurzivno prebrojiv
po propoziciji 2.5.4, a skupovi tu P N | a P Juu i tv P N | b P Jvu po propoziciji 2.5.18,
dovoljno je dokazati da je skup Γ “ tpi, u, vq P N3 | S Ď Ju Y Ii Y Jvu rekurzivno prebrojiv.
Neka je φ : N Ñ N rekurzivna funkcija takva da za svaki i P N vrijedi Ii “ Jφpiq. Neka je
ψ : N3 Ñ N rekurzivna funkcija takva da za sve u, v,w P N vrijedi Ju Y Jv Y Jw “ Jψpu,v,wq.
Takve funkcije postoje po lemi 2.5.19 i korolaru 2.4.12.
Definiramo funkciju γ : N3 Ñ N, γpi, u, vq “ ψpu, φpiq, vq, ona je rekurzivna. Imamo niz
ekvivalencija

pi, u, vq P Γðñ S Ď Ju Y Ii Y Jv ðñ S Ď Ju Y Jφpiq Y Jv ðñ S Ď Jψpu,φpiq,vq,

dakle vrijedi pi, u, vq P Γ ako i samo ako je ψpu, φpiq, vq P t j P N | S Ď J ju. Odnosno
Γ “ γ´1pt j P N | S Ď J juq pa je Γ rekurzivno prebrojiv jer je γ rekurzivna funkcija i
t j P N | S Ď J ju rekurzivno prebrojiv skup.
Sada je Ω rekurzivno prebrojiv kao presjek četiri rekurzivno prebrojiva skupa.
Pokazali smo da ako je i P N takav da je Ii X S ‰ H, onda postoje u, v P N takvi da je
pi, u, vq P Ω. Vrijedi i obrat: neka je pi, u, vq P Ω, pretpostavimo da je Ii X S “ H. Tada
su S X Ju i S X Jv neprazni i otvoreni u S . Budući da je Ju ˛ Jv, vrijedi Ju X Jv “ H, pa
iz S Ď Ju Y Ii Y Jv slijedi da je pS X Ju, S X Jvq separacija od S , što je u kontradikciji s
povezanošću od S .
Dokazali smo da za svaki i P N vrijedi ekvivalencija: Ii X S ‰ H ako i samo ako
postoje u, v P N takvi da je pi, u, vq P Ω. Iz teorema o projekciji slijedi da je skup
ti P N | Ii X S ‰ Hu rekurzivno prebrojiv. Dakle S je izračunljivo prebrojiv skup i time je
tvrdnja teorema dokazana. □

2.7 Lančasti kontinuumi
Definicija 2.7.1. Neka je X skup. Za konačan niz C0, . . . ,Cn podskupova od X kažemo da
je lanac u X ako za sve i, j P t0, . . . , nu vrijedi

|i ´ j| ď 1 ðñ Ci X C j ‰ H.

Definicija 2.7.2. Neka je pX, dq metrički prostor. Za lanac C0, . . . ,Cn u X kažemo da je
otvoreni lanac u pX, dq ako su C0, . . . ,Cn otvoreni skupovi u pX, dq.
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Za lanac C0, . . . ,Cn kažemo da je kompaktan lanac u pX, dq ako su C0, . . . ,Cn kompaktni u
pX, dq.

Definicija 2.7.3. Neka je pX, dq metrički prostor, neka je C0, . . . ,Cn lanac u X te ε ą 0.
Kažemo da je C0, . . . ,Cn ε´lanac u pX, dq ako za svaki i P t0, . . . , nu vrijedi diam Ci ă ε.

Definicija 2.7.4. Za metrički prostor pX, dq koji je povezan i kompaktan kažemo da je
kontinuum.

Definicija 2.7.5. Neka je pX, dq kontinuum. Kažemo da je pX, dq lančasti kontinuum ako
za svaki ε ą 0 postoji ε´otvoreni lanac C0, . . . ,Cn takav da je X “ C0 Y . . . Y Cn.

Definicija 2.7.6. Neka je pX, dq kontinuum te a, b P X. Kažemo da je pX, dq kontinuum
lančast od a do b ako za svaki ε ą 0 postoji ε´otvoreni lanac C0, . . . ,Cn takav da je
X “ C0 Y . . . Y Cn te a P C0 i b P Cn.

Lema 2.7.7. Neka je pX, dq kompaktan metrički prostor. Tada za svaki ε ą 0 postoje
kompaktni skupovi K0, . . . ,Kn takvi da je diam Ki ă ε, i “ 0, . . . , n i X “ K0 Y . . . Y Kn.

Dokaz. Neka je ε ą 0. Familija tKpx, ε3q | x P Xu je otvoren pokrivač od X pa zbog
kompaktnosti od X postoje x0, . . . , xn P X takvi da je X “

Ťn
i“0 Kpxi,

ε
3q. Traženi skupovi

su Ki “ Kpxi,
ε
3q. Vrijedi diam Ki ď 2ε

3 ă ε, X “
Ťn

i“0 Kpxi,
ε
3q “

Ťn
i“0 Ki, i Ki su

kompaktni u X jer su zatvoreni u X i X je kompaktan. □

Definicija 2.7.8. Neka je pX, dq metrički prostor. Za S Ď X i r ą 0 definiramo
NrpS q “

Ť

xPS Kpx, rq.

Lema 2.7.9. Neka je pX, dq metrički prostor te neka su K, L Ď X neprazni, kompaktni i
medusobno disjunktni skupovi. Tada postoji λ ą 0 takav da su skupovi NλpKq i NλpLq

medusobno disjunktni.

Dokaz. Budući da su K i L neprazni, kompaktni i medusobno disjunktni vrijedi
d :“ dpK, Lq ą 0. Neka je λ ą 0 takav da je λ ď d

2 , tvrdimo da su NλpKq i NλpLq

medusobno disjunktni. Pretpostavimo suprotno, neka je x P NλpKq X NλpLq, tada pos-
toje k P K i l P L takvi da je x P Kpk, λq i x P Kpl, λq. Tada je

d “ dpK, Lq ď dpk, lq ď dpk, xq ` dpx, lq ă 2λ ď d,

čime smo dobili kontradikciju. Dakle NλpKq i NλpLq su medusobno disjunktni. □

Lema 2.7.10. Neka je pX, dq metrički prostor te neka je S neprazan ograničen podskup od
X. Tada je diam NrpS q ď diam S ` 2r.
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Dokaz. Neka su x, y P NrpS q. Tada postoje a, b P S takvi da je x P Kpa, rq i y P Kpb, rq.
Računamo dpx, yq ď dpx, aq ` dpa, bq ` dpb, yq ă 2r` diam S . Dakle vrijedi
diam NrpS q “ supx,yPNrpS q dpx, yq ď 2r` diam S . □

Propozicija 2.7.11. Neka je pX, dq kontinuum.

(1) Tada je pX, dq lančast ako i samo ako za svaki ε ą 0 postoji ε´kompaktni lanac
K0, . . . ,Kn takav da je X “ K0 . . . ,Kn.

(2) Neka su a, b P X. Tada je pX, dq lančast od a do b ako i samo ako za svaki ε ą 0
postoji ε´kompaktni lanac K0, . . . ,Kn takav da je X “ K0 . . . ,Kn te a P K0 i b P Kn.

Dokaz. Pretpostavimo da je pX, dq lančast. Neka je ε ą 0. Tada postoji ε´otvoren lanac
C0, . . . ,Cn takav da je X “ C0 Y . . . Y Cn. Budući da je X kompaktan i C0, . . . ,Cn otvoren
pokrivač od X, taj pokrivač ima Lebesgueov broj λ. Po lemi 2.7.7 postoje kompaktni
skupovi F0, . . . , Fm takvi da je diam Fi ă λ, i “ 0, . . . , n i X “ F0 Y . . .Y Fm. Definiramo
F “ tF0, . . . , Fmu. Odaberimo x0, . . . , xn´1 P X takve da je xi P Ci X Ci`1.
Definiramo K0 “ tx0u Y

Ť

FPF ,FĎC0
F, Kn “ txn´1u Y

Ť

FPF ,FĎCn
F te

Ki “ txi, xi´1u Y
Ť

FPF ,FĎCi
F, i “ 1, . . . , n ´ 1.

Pokažimo da je K0, . . . ,Kn kompaktan ε´lanac na X. Skup Ki je kompaktan za
i “ 0, . . . , n jer je unija konačno mnogo kompaktnih skupova. Vrijedi Ki Ď Ci pa je
diam Ki ď diam Ci ă ε, i “ 0, . . . , n.
Neka je x P X. Tada postoji F P F takav da je x P F, i budući da je diam F ă λ, postoji
i P t0, . . . , nu takav da je F Ď Ci, a onda je i x P F Ď Ki. Dakle vrijedi X “

Ťn
i“0 Ki.

Vrijedi |i ´ j| ď 1 ùñ Ki X K j ‰ H jer je xi P Ki X Ki`1, i “ 0, . . . , n ´ 1. Vrijedi i
Ki X K j ‰ H ùñ |i ´ j| ď 1. Pretpostavimo suprotno, to jest da postoje i, j, |i ´ j| ą 1
takvi da je Ki X K j ‰ H. Onda je i Ci XC j ‰ H jer je Ki X K j Ď Ci XC j. Time smo dobili
kontradikciju s time da je C0, . . . ,Cn lanac.

Pretpostavimo da za svaki ε ą 0 postoji kompaktan ε´lanac K0, . . . ,Kn takav da je
X “ K0 Y . . . Y Kn. Neka je ε ą 0. Uzmimo kompaktan ε

2´lanac K0, . . . ,Kn takav da je
X “ K0 Y . . . Y Kn. Po lemi 2.7.9 za svaka dva i, j P t0, . . . , nu takva da je |i ´ j| ą 1
postoji λi, j takav da je Nλi, jpKiq X Nλi, jpK jq “ H. Definiramo
λ0 “ mintλi, j | i, j P t0, . . . , nu, |i ´ j| ą 1u te λ “ mintλ0,

ε
4u.

Definiramo Ci “ NλpKiq, i “ 0, . . . , n. Tvrdimo da je C0, . . . ,Cn otvoren ε´lanac u pX, dq

takav da je X “ C0 Y . . . Y Cn.
Očito su Ci otvoreni i vrijedi X “ C0 Y . . . Y Cn jer je Ci Ě Ki, za i “ 0, . . . , n. Po lemi
2.7.10 imamo diam Ci ď 2λ` diam Ki ď ε

2` diam Ki ă ε.
Za i, j P t0, . . . , nu takve da je |i ´ j| ď 1 vrijedi Ci X C j ‰ H jer je Ki X K j ‰ H. Za
i, j P t0, . . . , nu takve da je |i ´ j| ą 1 vrijedi Ci X C j “ H jer je λ ď λi, j.
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(2) se dokazuje slično, smjer ð uz potpuno isti dokaz, a smjer ñ uz modifikaciju da
se u K0 doda a i u Kn doda b. □

Lema 2.7.12. Neka su pX, dq i pY, d1q metrički prostori i f : X Ñ Y uniformno neprekidna
funkcija. Tada vrijedi

p@ε ą 0qpDδ ą 0qp@U Ď Xqpdiam U ă δ ñ diam f pUq ă εq.

Dokaz. Neka je ε ą 0. Funkcija f je uniformno neprekidna pa postoji δ ą 0 takav da za
sve x, y P X takve da je dpx, yq ă δ vrijedi d1p f pxq, f pyqq ă ε

2 . Neka je U Ď X takav da je
diam U ă δ. Tada za sve x, y P U vrijedi d1p f pxq, f pyqq ă ε

2 pa je
diam f pUq “ supx,yP f pUq d1px, yq “ supx,yPU d1p f pxq, f pyqq ď ε

2 ă ε. □

Propozicija 2.7.13. Neka su pX, dq i pY, d1q homeomorfni metrički prostori.

(1) Ako je pX, dq lančast kontinuum, onda je i pY, d1q lančast kontinuum.

(2) Ako je pX, dq kontinuum lančast od a do b te f : X Ñ Y homeomorfizam, onda je Y
kontinuum lančast od f paq do f pbq.

Dokaz. (1) Neka je f : X Ñ Y homeomorfizam. Tada je Y kontinuum. Funkcija f je
uniformno neprekidna jer je X kompaktan. Neka je ε ą 0 i neka je δ ą 0 takav da za svaki
U Ď X vrijedi diam U ă δ ñ f pUq ă ε.
Budući da je X lančast, postoji otvoreni δ´lanac C0, . . . ,Cn na X takav da je
X “ C0 Y . . . Y Cn.
Tvrdimo da je f pC0q, . . . , f pCnq otvoreni ε´lanac na Y . Vrijedi Y “ f pC0q Y . . . Y f pCnq

jer je X “ C0 Y . . .YCn. Skupovi f pCiq su otvoreni jer je f homeomorfizam te vrijedi diam
f pCiq ă ε zbog izbora δ. Takoder vrijedi CiXC j ‰ H ako i samo ako je f pCiqX f pC jq ‰ H

budući da je f bijekcija. Dakle imamo |i´ j| ď 1 ðñ f pCiqX f pC jq ‰ H. Time je tvrdnja
dokazana.
(2) jednostavno slijedi iz dokaza tvrdnje (1). □

Primjer 2.7.14. Skup r0, 1s s euklidskom metrikom je lančast od 0 do 1.
Poznato je da je r0, 1s kontinuum. Neka je ε ą 0, pokazat ćemo da postoji kompak-
tan ε´lanac na r0, 1s koji pokriva r0, 1s. Neka je n P N takav da je 1

n ă ε. Defini-
ramo Ki “

“

i
n ,

i`1
n

‰

, i “ 0, . . . , n ´ 1. Skupovi Ki su kompaktni, diam Ki “ 1
n ă ε,

r0, 1s “
Ťn´1

i“0 Ki, vrijedi |i ´ j| ď 1 ðñ Ki X K j ‰ H te 0 P K0 i 1 P Kn´1.

Korolar 2.7.15. Luk s krajnjim točkama a i b je kontinuum lančast od a do b.

Lema 2.7.16. Ako je kontinuum pX, dq lančast od a do b i vrijedi a “ b, onda je X “ tau.
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Dokaz. Neka je ε ą 0 i C0, . . . ,Cn otvoreni ε´lanac u X takav da je a P C0, b P Cn i
X “ C0 Y . . . Y Cn. Budući da je a “ b vrijedi C0 X Cn ‰ H pa mora biti n ď 1.
Iz činjenice da je diam Ci ă ε, i “ 0, n i C0 X Cn ‰ H slijedi
diam X “ diam pC0 Y Cnq ď 2ε.
Budući da ta ocjena vrijedi za svaki ε ą 0, slijedi da je diam X “ 0, odnosno X “ tau. □

Teorem 2.7.17. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka je S Ď X polu-
izračunljiv skup u pX, d, αq takav da je S (kao potprostor od pX, dq) kontinuum lančast od
a do b. Pretpostavimo da su a i b izračunljive točke u pX, d, αq. Tada je S izračunljiv skup
u pX, d, αq.

Dokaz. Budući da je S poluizračunljiv, dovoljno je dokazati da je S izračunljivo prebrojiv.
Ako je a “ b, onda je po prethodnoj lemi S “ tau, pa je ti P N | a P Iiu rekurzivno
prebrojiv skup po lemi 2.5.17 jer je a izračunljiva točka u pX, d, αq. Dakle S je izračunljivo
prebrojiv. U nastavku promatramo slučaj a ‰ b.
Pretpostavimo da je Ii X S ‰ H. Skup Ii je otvoren u S pa ne može biti Ii X S “ tau jer bi
onda tau bio i otvoren i zatvoren u S pa bi tau, S ztau bila separacija od S . Iz istog razloga
ne može biti Ii X S “ tbu. Kad bi vrijedilo Ii X S “ ta, bu, onda bi ta, bu bio i otvoren i
zatvoren u S pa bi zbog povezanosti od S moralo biti S “ ta, bu, što je u kontradikciji s
povezanošću od S .
Dakle postoji x P S , x ‰ a, x ‰ b takav da je x P Ii. Onda postoji r ą 0 takav da je
Kpx, rq Ď Ii. Definiramo ε “ mintdpa, xq, dpx, bq, ru.
Postoji kompaktni ε´lanac K0, . . . ,Km u S koji pokriva S takav da je a P K0 i b P Km.
Postoji j P t0, . . . ,mu takav da je x P K j i vrijedi j ‰ 0, j ‰ m jer je
diam K j ă ε ď mintdpa, xq, dpx, bqu. Takoder vrijedi K j Ď Ii jer je K j Ď Kpx, rq Ď Ii.
Definiramo F “ K0 Y . . . Y K j´1 i G “ K j`1 Y . . . Y Km.
Nastavak dokaza je sličan kao u teoremu 2.6.3. Skupovi F i G su neprazni, medusobno
disjunktni i kompaktni, vrijedi a P F i b P G. Postoje u, v P N takvi da je F Ď Ju, G Ď Jv i
Ju ˛ Jv.
Imamo S “ F Y Ii Y G Ď Ju Y Ii Y Jv.
Definiramo Ω “ tpi, u, vq P N3 | Ju ˛ Jv, S Ď Ju Y Ii Y Jv, a P Ju, b P Jvu.
Dakle za svaki i P N takav da je Ii X S ‰ H postoje u, v P N takvi da je pi, u, vq P Ω.
Na isti način kao u dokazu teorema 2.6.3 vidimo da je Ω rekurzivno prebrojiv skup i da
pi, u, vq P Ω povlači da je Ii X S ‰ H.
Imamo da za svaki i P N vrijedi da je Ii X S ‰ H ako i samo ako postoje u, v P N takvi da
je pi, u, vq P Ω. Po teoremu o projekciji slijedi da je skup ti P N | Ii X S ‰ Hu rekurzivno
prebrojiv čime je teorem dokazan. □
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Sažetak

U ovom diplomskom radu proučavamo izračunljive metričke prostore, s posebnim nagla-
skom na poluizračunljive skupove u izračunljivim metričkim prostorima.

Prvo se bavimo teorijom rekurzivnih funkcija sa Nk u Nm i rekurzivno prebrojivim sku-
povima u Nk te proširujemo pojam rekurzivnosti na funkcije sa Nk u Z,Q i R. Definiramo
pojmove izračunljive točke, izračunljivog niza i izračunljivog skupa u R. Obradujemo i
rekurzivne rekurzivno omedene funkcije, koje koristimo u raznim dokazima u drugom po-
glavlju.

U drugom poglavlju uvodimo pojam izračunljivog metričkog prostora te proširujemo
pojmove izračunljive točke, niza i skupa na apstraktni izračunljiv metrički prostor. De-
finiramo i izračunljivo prebrojive i poluizračunljive skupove u izračunljivom metričkom
prostoru. To su dva različita poopćenja pojma izračunljivog skupa. Dokazujemo neke
rezultate o njima koji će kasnije biti potrebni.

Glavni rezultati ovog rada su tvrdnja da je poluizračunljiv luk s izračunljivim krajnjim
točkama nužno izračunljiv te slična tvrdnja za lančasti kontinuum.





Summary

In this thesis we study computable metric spaces, with special focus on semicomputable
sets in computable metric spaces.

First we study the theory of recursive functions from Nk to Nm and recursively enun-
merable sets in Nk. Also, we extend the notion of recursive functions to functions from Nk

to Z,Q and R. We define the concepts of computable points, computable sequences and
computable sets in R. We also study recursive recursively bounded functions, which we
use in proofs in the second chapter.

In the second chapter we introduce the notion of a computable metric space and extend
the notions of computable points, sequences and sets to abstract computable metric spa-
ces. We also define countably enumerable and semicomputable sets in computable metric
spaces. Those are two different generalizations of computable sets. We prove some results
about those sets that we will need.

At the end, we prove the main result, that a semicomputable arc with computable end-
points is necessarily a computable set, and a similar result for the chainable continua.
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