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Uvod

Izracunljivost kao grana matematike proucava rekurzivne funkcije N¥ — N. Takva funkcija
je rekurzivna ako je totalna (definirana u svakoj tocki iz N¥) i mozemo napisati RAM
program za nju, odnosno intuitivno ako postoji ~algoritam” koji primi x € N i uvijek nakon
kona¢no mnogo koraka vrati f(x). Skup je rekurzivan ako mu je karakteristi¢na funkcija
rekurzivna. U ovom diplomskom radu se podrazumijeva poznavanje pojmova rekurzivnih
funkcija N* — N, rekurzivnih skupova i njihovih osnovnih svojstava te poznavanje pojma
metrickog prostora. Definiramo rekurzivno prebrojive skupove u N, te dokazujemo neka
njihova korisna svojstva.

Takoder proSirujemo pojam rekurzivne funkcije na funkcije N* — N”, i funkcije sa
Nfu Z, Q i R. Uvodimo i rekurzivne rekurzivno omedene funkcije N* — Z(N") &ija
svojstva koristimo u drugom poglavlju. Pomoéu rekurzivnih funkcija N¥ — R definiramo
rekurzivni broj, rekurzivni niz te rekurzivni skup u R. Uvodimo i poopcenje tih pojmova u
izraCunljivom metrickom prostoru.

Uz izracunljive skupove u izracunljivom metrickom prostoru uvodimo i pojmove
izraCunljivo prebrojivog, poluizracunljivog te koizraunljivo prebrojivog skupa, s vecim
fokusom na poluizraCunljive skupove. Koristeci racionalne otvorene kugle povezujemo
izracunljivost 1 topologiju na izraCunljivom metrickom prostoru. Zavr§avamo teoremom
da je luk s izracunljivim krajnjim tockama, koji je poluizracunljiv skup u izracunljivom
metrickom prostoru nuzno izraunljiv skup, 1 slicnim rezultatom za lancaste kontinuum.






Poglavlje 1

Izracunljivost

Oznake

Neka su n,m,k € N\{0} i ay,...,a, : N* - N, f : N* — N" funkcije. Uvodimo oznaku
fol(ai,...,a,) za funkciju N¥ — N" definiranu sa x — f(a;(x),...,a,(x)).

Neka su i,k € N, 1 < i < k. Definiramo projekciju na i-tu koordinatu, /¥ : N* — N,
(X1, .0y Xg) — X

< k. Definiramo projekciju na koordinate

Neka su k,m,n € Ntakvidaje ] < m < n
= (I5(0), . I (5).

izmedumin, I¥  : NF — Noom+l gk ()

> “m:n > “m:n

Uvodimo oznaku x - y za max{x — y, 0}.

1.1 Rekurzivno prebrojivi skupovi

Definicija 1.1.1. Neka su k,n € N\{0}. Za funkciju f = (fi,..., f,) : N¥ — N" kaZemo
da je rekurzivna ako su funkcije fi, ..., f, : N — N rekurzivne.

Primjer 1.1.2. Postoji rekurzivna surjekcija ¢ : N — N,

Dokaz. Neka su py, pi1, pa, . . . svi prosti brojevi u strogo rastu¢em poretku.
Znamo daje g : N — N, g(i) = p; rekurzivna.
Nekaje e : N> — N,

(x,) {eksponent kojim p; ulazi u rastav od x na proste faktore , x > 1
e(x, i) =
0, x=0

Poznato je da je e rekurzivna.
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Definiramo ¢ : N — N¥, o(x) = (e(x,1),...,e(x,k)). ¢ je traZena rekurzivna surjekcija.
O

Primjer 1.1.3. Funkcija max : N> — N, (i, j) — max{i, j} je rekurzivna. To ¢emo poka-
zati tako da napiSemo RAM-program za nju.

DEC R,,4
DEC R,,7
INC Ry
GOTOO
DEC R,, 10
INC Ry
GOTO4
DEC R, 10
INC Ry
GO TO7

WX R LD =o

Definicija 1.1.4. Za S < Nf kazemo da je rekurzivno prebrojiv ako je S = J ili ako
postoji rekurzivna f : N — N takva da je S = f(N).

Propozicija 1.1.5. Neka su S,T < N* rekurzivni skupovi. Tada su rekurzivni i S N T,
SuTiSC.

) .. _ Lx>1 __ 0,x>1
Dokaz. Definiramo funkcije sg,sg : N — N, sg(x) = ,58(x) =
0,x=0 1,x=0

to su rekurzivne funkcije.

Xsar(x) = xs(x) - xr(x), xsor(x) = sglys(x) +xr(x)), xsc(x) = 5g(xs(x)) su rekur-
zivne kao kompozicije rekurzivnih funkcija. O

Lema 1.1.6. (teorem o grananju)
Neka su fi, ..., f, : Nk — N" rekurzivne funkcijei S 1,...,S, u parovima disjunktni rekur-
zivni skupovi takvi da je | J;_, S; = N

filx), xe S8,

Tada je funkcija F : N¥ — N", F(x) = {

fu(x), xS,
rekurzivna.

Dokaz. Tvrdnja vrijedi za m = 1 (dokazano na kolegiju IzraCunljivost). Neka je F' i-ta
komponentna funkcija od F te neka su f, ..., f! i-te komponentne funkcije od fi, ..., f,.
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fi(x), xe S8,
Tadaje F' : N - N, Fi(x) = {

fi(x), xe$,
zai=1,...,n. O

Propozicija 1.1.7. Neka je S < N* rekurzivan skup. Tada je S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Promotrimo prvo slucaj kada je S < N, odnosno k = 1. Pretpostavimo S # .
Odaberimo sp € S.
Definiramo funkciju f : N — N, f(x) = Yoxes o )noxes
S0, X¢&S so, xeS€
Po prethodnoj lemi je f rekurzivna te vrijedi S = f(N).
Promotrimo sada slucaj kada je kK > 1. Pretpostavimo § # ¢J. Odaberimo
so € S. Neka je ¢ : N — N* rekurzivna surjekcija. Definiramo f : N — N¥,

oo e e es Jelx), xepl(S)
f(x) {SO, o(x) ¢S {SO, xe (o1(8))°

Skup T = {x € N | x € ¢7!(S)} je rekurzivan jer je njegova karakteristi¢na funkcija
xr : N — N, yr = x5 0 ¢. Onda je i T rekurzivan, pa je po prethodnoj lemi funkcija f
rekurzivna i vrijedi § = f(N).

O

Propozicija 1.1.8. Neka je S < N* rekurzivno prebrojiv skup. Neka je f : N — N*
rekurzivna funkcija. Tada je f(S) rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Akoje S = J,ondajei f(S) = J pa je rekurzivno prebrojiv.
Preostaje slu¢aj kada je S neprazan. Tada postoji rekurzivna funkcija g : N — N* takva da
jeS = g(N). Tadaje fog : N — N" rekurzivna funkcija takva da je (fog)(N) = f(S). O

Teorem 1.1.9. (o projekciji) Neka je T < N**" rekurzivno prebrojiv skup. Neka je
S ={xeNt:3yeN"td je (x,y) € T}. Tada je S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Tmamo S = p(T), gdje je p : N — N* projekcija na prvih k koordinata. S je
rekurzivno prebrojiv po prethodnoj propoziciji. O

Propozicija 1.1.10. Neka je S < N" rekurzivan te neka je f : N* — N" rekurzivna
funkcija. Tada je T := f~'(S) rekurzivan skup.

Dokaz. x € T < f(x) € § < xs(f(x)) = 1 paje xr = xs o f rekurzivna kao
kompozicija rekurzivnih. |
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Lema 1.1.11. Neka su f, g : N — N" rekurzivne funkcije. Tada je skup
S :={xeNt: f(x) = g(x)} rekurzivan.

Dokaz. Neka su fi,g; : N¥ — N, i = 1,...,n, komponentne funkcije od f i g redom.
Funkcije f;, gi,i = 1,...,nsurekurzivne. Skup S; = {x € N*: fi(x) = gi(x)} je rekurzivan
jer je x € §; ako i samo ako je 5g(|fi(x) — gi(x)|) = 1, gdje je 5g kao u dokazu propozicije
Dakle vrijedi ys,(x) = sg(|fi(x) — gi(x)|), Vx € N¥, §to je rekurzivna funkcija.
S = ()., S: pa je rekurzivan kao presjek konaéno mnogo rekurzivnih skupova. O

Propozicija 1.1.12. Neka je S < N" rekurzivno prebrojiv te neka je f : N¥ — N" rekur-
zivna funkcija. Tada je f~'(S) rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Akoje S = &, ondajei f~'(S) = J pa je rekurzivno prebrojiv.
U suprotnom, neka je g : N — N” rekurzivna funkcija takva da je § = g(N).
Tada je
xe f(S) = flx)eS < f(x) e g(N) <= (Iy e N)f(x) = g(»).
Definiramo T = {(x,y) € N* x N | f(x) = g(y)}, sada je
xe f1(S) < (AyeN)(x,y) eT.

T je rekurzivan jer je jednak skupu {(x € N**!' | F(x) = G(x)}, gdje su F,G : NfF! — N~

definirane sa F(xy, ..., X Xe1) = f(x1,..0, %), G(x1,. .., X Xe1) = g(xks1), koji je
rekurzivan po prethodnoj lemi. Po teoremu o projekciji slijedi da je f~'(S) rekurzivno
prebrojiv. O

Propozicija 1.1.13. Neka su S,T < N¥ rekurzivno prebrojivi skupovi. Tada su i skupovi
S uTiS nT rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. AkojeS = Jili T = J, tvrdnja trivijalno vrijedi. U nastavku promatramo slucaj
kada su S i T oba neprazni.
Neka su f, g : N — NF rekurzivne funkcije takve daje S = f(N)i T = g(N).

xeSNT << xeSixeT < JieNtd. jex= f(i)idjeNtd. jex = g())
— 3(i,j) e N*td. jex = f(i)ix = g())

Definiramo Q = {(x,i, j) € N2 | x = f(i) i x = g(j)}. Vrijedi x € S n T ako i samo ako
postoje i, j € N takvi da je (x, i, j) € Q.

Skup Q je rekurzivan jer je jednak skupu {(x, i, j) € N**2 | F(x) = G(x)}, gdje su

F,G : N2 — N* F(x,i,j) = (x,x), G(x,i,j) = (f(i),g(j)). Sada je skup S n T
rekurzivno prebrojiv po teoremu o projekciji.
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Definiramo funkciju i : N — N,

o) = f(x//2), x paran
h(x) {g(x//Z), X neparan

Karakteristi¢na funkcija skupa parnih brojeva je rekurzivna i cjelobrojno dijeljenje s 2, u
oznaci //2, je rekurzivno pa je h rekurzivna.
Vrijedi A(N) = S U T, dakle S U T je rekurzivno prebrojiv. ]

Propozicija 1.1.14. Neka je S = N¥! rekurzivan skup takav da za svaki x € N* postoji
i € N takav da je (x,i) € S. Tada je funkcija h : N*¥ — N, h(x) = ui((x,i) € S) rekurzivna.

Dokaz. Funkcija h je parcijalno rekurzivna jer je dobivena minimizacijom rekurzivne re-
lacije i totalna je zbog uvjeta propozicije. Dakle rekurzivna je. O

Propozicija 1.1.15. Neka je S < N¥ takav da su S i S€ rekurzivno prebrojivi. Tada je S
rekurzivan.

Dokaz. Akoje S = ¢Jili S¢ = (¥, tvrdnja trivijalno vrijedi. U nastavku promatramo
slu¢aj kada su S i S€ oba neprazni.

Neka su f,g : N — NF rekurzivne funkcije takve da je § = f(N) iS¢ = g(N).
Definiramo funkciju /2 : N — N, h(x) = pi(x = f(i) ili x = g(i)), i skup
Q = {(x,i) e N1 | x = £(i) ili x = g(i)}. Vrijedi

Q= {(f(0),i) : ie N} u {(g(i),i) : i € N}

pa je rekurzivan kao unija dva rekurzivna skupa. Imamo h(x) = ui((x,i) € Q) pa po
prethodnoj propoziciji slijedi da je h rekurzivna. Vrijedi S = {x € N* | x = f(h(x))}.
Skup S je rekurzivan po lemi|l.1.11 O

Propozicija 1.1.16. Postoje rekurzivne funkcije o : N> — Nin : N — N takve da je
{((i,0),...,0(i,n(i))) | i € N} skup svih konacnih nepraznih nizova u N.

Dokaz. Neka je e : N> — N kao u primjeru Definiramo o : N> — N sa

min{je N | p;y; i}, i>1

(i j) = e(i,j) = 1. te (i) = {0 i~ 0

gdje su po, p1, p2, . .. svi prosti brojevi redom. Poznato je da su tako zadane o i 7 rekur-
zivne.

Ocito je za i € N niz (0(i,0),...,0(i,n(i))) neprazan konacan niz u N.
Za proizvoljan (ay, ..., a,) konatan niz u N definiramo i = p*' - ... . p¥*'. Za tako

zadani i vrijedi 5(i) = n, te o°(i, j) = a; za 0 < j < n(i). Dakle za svaki a konaCan niz u N
postoji i € N takav da je a = (07(i,0),...,0(i,n(i))). o
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Od sada pa nadalje neka su o 1 7 neke fiksirane funkcije kao u prethodnoj propoziciji.
Uvodimo oznake:

(@) =o(i.j)
i:=n(i).
Dakle {((i)o, ..., (i);)} je skup svih kona¢nih nepraznih nizova u N.

Za i € N definiramo [i] = {(i)o, ..., (i);}.
Uocimo: {[i] | i € N} je familija svih kona¢nih nepraznih podskupova od N.

1.2 Rekurzivne funkcije N¥ — Z

Definicija 1.2.1. Funkcija f : N* — Z je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije
a,b : N¥ — N takve da za svaki x € N¥ vrijedi f(x) = (—1)"Wa(x).

Lema 1.2.2. Neka je f : N — Z funkcija. Tada je f rekurzivna ako i samo ako postoje
rekurzivne funkcije u,v : N* — N takve da je f(x) = u(x) — v(x) za svaki x € N,

Dokaz. Neka je f rekurzivna i neka su a,b : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je
f(x) = (—1)*Wa(x), Vx e N¥,
0, b(x) neparan ) = {a(x), b(x) neparan

Definiramo u(x) = D
a(x), inace

0, inace
Skup § := {x € N¥ | b(x) ¢ 2N} je rekurzivan jer je ys = nob, gdjejen : N — N
karakteristicna funkcija neparnih brojeva, koja je rekurzivna. Sada su u,v : N — N
rekurzivne po teoremu o grananju i vrijedi f = u — v.

Obratno, neka su u, v : N¥ — N rekurzivne takve da je f = u — v. Funkcija
abs : N> > N, abs(x,y) = |x—y| je rekurzivna pajeia : N¥ — N, a(x) = abs(u(x),v(x))
rekurzivna.
Definiramo b : N¥ — N, b(x) = {O’ u(x)v > v(x)

1, inace

Skup A = {(x,y) € N> | x > y} je rekurzivan jer je ya(x,y) = sg(x = y). Treba pokazati
dajeiskup T = {x € N* | u(x) > v(x)} rekurzivan. Vrijedi

xeT < (u(x),v(x)) € A = ya(u(x),v(x)) = 1.

Dakle y7(x) = ya(u(x),v(x)) paje T rekurzivan, a ondai T°. Slijedi da je b rekurzivna. I
za svaki x € NF vrijedi f(x) = (—1)"Wa(x). O

Propozicija 1.2.3. Neka su f, g : N* — Z rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije
f+g f-g: N — Zrekurzivne.
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Dokaz. Neka su a,b,c,d : N* — N rekurzivne funkcije takve da Je f (x) = (—=1)"Wa(x) i
g(x) = (=1)*@¢(x) za svaki x € N¥. Tadaje (f-g)(x) = (—1)2W+4Wg(x).c(x) rekurzivna
jersub +d,a-c:NF— N rekurzivne.

Neka su u,v,u’,v : N¥ — N rekurzivne funkcije takve daje f = u —v, g = u' — V.
Tadaje f + g = u + u' — (v + V) rekurzivna po prethodnoj lemi. ]

Lako se vidi da vrijedi iduca tvrdnja:

Lema 1.2.4. Funkcija f : N* — N je rekurzivna ako i samo ako je rekurzivna kao funkcija
Nt — Z,

Iduéa tvrdnja je poznata iz izraCunljivosti:

Propozicija 1.2.5. Neka je f : N**!' — N rekurzivna funkcija i neka su ., : N¥ — N
rekurzivne. Tada su funkcije g, h : N¥ — N,

g(x) = {Zzﬁgy)(x) f(x, 1), a(x) < B(x)

0, inace

1, inace

M) = {Hf(’;)(x) f(xi), a(x) < ()

rekurzivne.

Propozicija 1.2.6. Neka je f : Nt — Z rekurzivna funkcija i neka su a,8 : N¥ — N
rekurzivne. Tada su funkcije g, h : N — Z,

o) — {zfi’iﬁ(x) f(x,1), alx) < B(x)

2

0, inace

ey — [Tat (1), alx) <)
1, inace

rekurzivne.

Dokaz. U nastavku uzimamo da je prazna suma jednaka O i da je prazan produkt 1, to jest
> mZi=0i][2 nlz, = 1 ako je n; > n,.

Postoje rekurzivne funkcije u, v : N**! — N takve da je f(x,i) = u(x,i) — v(x,i), Vx € N¥,
Vi € N. Definiramo g, g, : N - N, g(x) = fo;)(x) u(x, i), g2(x) = fo;)(x) v(x,i), one
su rekurzivne po prethodnoj propoziciji. Funkcija g je rekurzivna jer je g = g — g».
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Postoje rekurzivne funkcije a,b : N1 — N takve da je f(x,i) = (—1)"®a(x, i),
Vx € N, Vi € N. Definiramo e, ¢ : N¥ — N, e(x) = Zl oy D%, 0), c(x) = A) yalx,i),
one su rekurzivne po prethodnoj propoziciji.

Vrijedi A(x) = (—1)*®¢(x), Vx € N¥, pa je h rekurzivna funkcija. o

1.3 Rekurzivne funkcije N¥ — Q

Definicija 1.3.1. Funkcija f : N¥ — Q je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije

a,b,c : N¥ — N takve da za svaki x € N¥ vrijedi f(x) = (—l)c(x)%.
x

Lema 1.3.2. Neka su f : N* — N'i g : N — Q rekurzivne funkcije. Tada je i
go f: NF — Q rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su a,b,c : N — N rekurzivne funkcije takve da je f(x) = (—1)‘“)% za
X

svaki x € N'. Tadasuao f,bo f,co f : N — N rekurzivne funkcije takve da za svaki
- 2o (@0 f)(x)

x € Nt vrijedi (g o f)(x) = (—1)(N® L2~

(bo f)(x)

Lema 1.3.3. Funkcija f : N* — Q je rekurzivna ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije
u:NK - Ziv:Nt N takve daje f = “

O

Propozicija 1.3.4. Neka su f, g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije
f+eg f-g: N — Q rekurzivne.

Dokaz. Neka su u,u’ : N¥ — Ziv,v' : N* — N rekurzivne funkcije takve da je f = “
ig = ’v‘—: Tada suiu-u,v,v : Nk — Ziv-Vv : N* — N rekurzivne, pa su onda i
u-Vviu-v: N Z fu-v 4+ : N¥ — Z rekurzivne. Po prethodnoj lemi su onda

rekurzivnei f-g =%, f+ g = Mv+u v -

VV/’

Iz izraCunljivosti je poznato da vrijedi iduca tvrdnja:

Propozicija 1.3.5. Funkcija q : N> — N, g(x,y) = { Je rekurzivna.

0, inace

Propozicija 1.3.6. Funkcija f : N* — Z je rekurzivna ako i samo ako je rekurzivna kao
funkcija N* — Q.



1.3. REKURZIVNE FUNKCIJENf — Q 11

Dokaz. Nekaje g: NF — Q, g(x) = f(x), Vx e Nf
Ako je f rekurzivna, onda je g = ci.’ gdjeje C; : N* - N, C(x) = 1, Vx € N¥, rekurzivna
funkcija. Dakle, g je rekurzivna.

Ako je g rekurzivna, onda postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve da je
F(x) = g(x) = (1) @5, ¥x e N Zbog g(N¥) < Z je

flx) = (1) {%| = (—1)*Wg(a(x), b(x)), Vx € NF,

gdje je g kao u prethodnoj propoziciji. Kako su ¢, q o (a,b) : N* — N rekurzivne, slijedi
da je f rekurzivna. O

Lema 1.3.7. Neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada su skupovi
S ={xeN|f(x)=0}iT = {xeN| f(x) > 0} rekurzivni.

Dokaz. Funkcija f je rekurzivna pa postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve da
je za svaki x iz N¥ f(x) = (—1) )%
Vrijedi S = {x € N* | b(x) = 0} paje ys = sg o b §to je rekurzivna funkcija kao
kompozicija rekurzivnih.

Definiramo U = {x € N* | b(x) # 0}, V = {x e N* | 2|a(x)}. Imamo T = U n V. Skup U
je rekurzivan kao komplement rekurzivnog skupa, V je rekurzivan jer je yy = g oa, gdje je
g : N — N karakteristi¢na funkcija parnih brojeva, koja je rekurzivna. T je sada rekurzivan

kao presjek dvaju rekurzivnih skupova. O

Propozicija 1.3.8. Neka su f, g : N¥ — Q rekurzivne funkcije. Tada su skupovi
S ={xeN|f(x)=gx)}iT ={xeN| f(x) < g(x)} rekurzivni.

Dokaz. Od prije znamo daje h : N* — Q, h = g — f rekurzivna. § = {x € N* | h(x) = 0},
T = {x e N* | h(x) > 0}. S i T su rekurzivni po prethodnoj lemi. o

Propozicija 1.3.9. Neka su f : N¥*! — Qi a,B : N¥ — N rekurzivne funkcije. Tada su
relurzivne i g,h : N — @, g(x) = Y20 (i), h(x) = T | F(x,i).

Dokaz. Postoje rekurzivne funkcije b : N1 — Z, 5 : NEH 5 N takve daje f = 2. Onda
suic:NF - Z, d: N > N, ¢(x) = H’ffg(x) b(x,i), d(x) = Hl o( M1(x, 1) Tekurzivne,

d(N*) = N\{0}. Vrijedi h = £ pa je i h rekurzivna.

B(x)

B(x)
B(x) N T8 . B(x) [T 2 n(d)
X, l) _ Z,’:a,(x)(b(x, l) Hj:a/(x),j;éin(x’ ])) Z, a(x) ( ( )l — n(xd)
i=a(x) (x,1) ]_[?(:i(x) n(x, j) H/;:a(x) n(x, j)

S | S
—
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Definiramo ¢ : N1 — N,
B(x) ;
W(x,i) = {Hjm(x)”(x’ J)J

n(x,i)

W je rekurzivna po propoziciji Funkcija b - ¢ : N¥*!' — 7 je rekurzivna pa je i
Yy NF > Z,y(x) = 37 ) b(x, i)y (x, i) rekurzivna, a onda i g jer je kvocijent rekurzivnih

i=a(x)
B(x)

funkcija y i x — ]_[j:a(x) n(x, j). mi

1.4 Rekurzivne funkcije N — R

Definicija 1.4.1. Funkcija f : N — R je rekurzivna (rekurzivan niz u R) ako postoji
rekurzivna funkcija g : N> — Q takva da je | f(x) — g(x, k)| < 27%, Vx,k e N,

Funkcija f : N¥ — R je rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija g : N¥*! — Q takva
da je |f(x) — g(x,0)| < 27!, Vx € N, VI € N. Funkciju g tada zovemo rekurzivnom
aproksimacijom od f.

Lema 1.4.2. Neka je f : N* — Q rekurzivna. Tada je f rekurzivna i kao funkcija u R.

Dokaz. Nekaje h: NF — R, h(x) := f(x), Vx € NK. Tadaje g : N1 — Q, g(x,1) := f(x)
rekurzivna aproksimacija od / jer za svaki x iz N¥ i svaki [ iz N vrijedi

|h(x) —g(x, )| = |f(x) = f(x)] = 0 < 27,1 g je rekurzivna po lemi kao kompozicija
rekurzivnih funkcija. O

Propozicija 1.4.3. Neka su f : N* — Ri g : N* — N rekurzivne. Tada jei fog : N" — R
rekurzivna.

Dokaz. Neka je h rekurzivna aproksimacija od f, dakle 4 : N1 — Q,

|f(x) — h(x,1)| <27, Vx e N¥, VI € N. Definiramo funkciju /2 : N**! — Q,

h(y,1) = h(g(y),), h je rekurzivna po lemi kao kompozicija rekurzivnih funkcija
i za svaki y iz N" i svaki [ iz N vrijedi |f(g(y)) — h(y,1)| < 27/, dakle % je rekurzivna

aproksimacija od f o g. O

Propozicija 1.4.4. Neka su f,g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada je i f + g rekurzivna
Sfunkcija.

Dokaz. Neka su f, g rekurzivne aproksimacije od f, g redom. Definiramo funkcije
h:NF >R h=f+gteh: N 5 Q, h(x,l) = f(x,l+ 1)+ g(x,I+ 1), h je rekurzivna
kao zbroj rekurzivnih racionalnih funkcija (x,1) — f(x,l + 1)1 (x,1) — g(x,I + 1) koje



1.4. REKURZIVNE FUNKCIJEN* — R 13

su rekurzivne kao kompozicija koordinatnih projekcija, funkcije sljedbenik i rekurzivnih
funkcija.

[h(x) = h(x, )] = [f(x) + 8(x) = f(x, 1+ 1) = g(x,1+ 1)
<) = fln 4+ D+ lg(x) = gl i+ 1 <2277 =27

Iduca tvrdnja slijedi direktno iz propozicije|l.1.14

Propozicija 1.4.5. Neka je S = N"*! rekurzivan skup takav da za svaki x € N" postoji
i € N takav da je (x,i) € S. Onda postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je
(x, f(x)) €S, Vxe N~

Lema 1.4.6. Neka su f : N¥ - R, g : N — Qi H : N* — N funkcije, i g i H su
rekurzivne, nekaje 0 < g < 1 ivrijedi |f(x) — g(x,1)| < ¢' - H(x), Vx € N¥, ¥l e N,
Tada je f rekurzivna.

Dokaz. Odaberemo a,b € N\{0} takve dajea < big < §. Tada je

|f(x)—g(x,1)| < (%)!-H(x). Definiramo § = {(x,L,1') : (& )' H(x) <27}, S jerekurzivan
po propoziciji(1.3.8] i za svaki (x, /) postoji I’ takav da je (x LI')eS.

Dakle po prethodnoj propoziciji postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥*! — N takva da je
(x,L,c(x,1)) € S za sve x, /. Onda je jedna rekurzivna aproksimacija od f funkcija

f(x,1) = g(x,c(x,1)), ona je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija i vrijedi

() = Fle D] = |f(x) = g(xe(xD)] < (Z)C("”) “H(x) <27
O

Lema 1.4.7. Neka je f : N* — R rekurzivna. Tada postoji rekurzivna funkcija H : N¥ — N
takva da je | f(x)| < H(x), Vx € NX,

Dokaz. Postoji rekurzivna funkcija F : N¥! — Q takva da za svaki x € N* vrijedi
|f(x) — F(x,i)| <2'. Ondaje |f(x)| — |F(x,i)| < |f(x) — F(x,i)| <2 paje
|f(x)| < |F(x,i)| + 2'. Posebno vrijedi | f(x)| < |F(x,0)| + 1.
Funkcija g : N¥ — Q, g(x) = |F(x,0)| + 1 je rekurzivna pa postoje rekurzivne
a,b,c: N* — N takve da je g(x) = (—1)0()‘)%, Vx € NX. Vrijedi | f(x)| < g(x) < a(x) pa
funkcija H = a zadovoljava tvrdnju leme. O

Propozicija 1.4.8. Neka su f,g : N* — R rekurzivne. Tada je i f - g : N*¥ — R rekurzivna.
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Dokaz. Po prethodnoj lemi postoje rekurzivne H,, H, : N — N takve da za svaki
x € NF vrijedi |f(x)| < Hy(x)i|g(x)| + 1 < Hy(x). Neka su f,& : N*'! — Q rekurzivne
aproksimacije od f, g redom. f - g : N**! — Q je rekurzivna.

[£(x) - g(x) = flx.0) - g(x. )] = |f(x) - 8(x) = fx.0) - B(x.D) + f(x)3(x. 1) — f(x)
f(x) - (g(x) — &(x l))|+|g( D) (f(x) = f(x.0))]
FG]- 27"+ [3(x D) 27" < (Hi(x) + Ha(x)) - 27

(x.1)]

NN
Oox

gdje zadnja nejednakost vrijedi jer je |2(x,[)| < |g(x)| + 1 < Hy(x)
Ger [g(x. D) — [¢(x)| < [&(x. 1) —g(x)| < D.
Sada po lemi [[.4.6]slijedi da je f - g rekurzivna. m|

Propozicija 1.4.9. Neka je f : N — R rekurzivna. Tada je skup {x € N* | f(x) > 0}
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Nekaje F : N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija od f.

Pretpostavimo da je x € N¥ te daje f(x) > 0. Znamo da vrijedi F(x,i) — f(x). Postoji
i € N takav da je 27" < F(x, i) jer bi u suprotnom za svaki i € N vrijedilo F(x,i) < 27" pa
bi bilo f(x) < 0

Ako postoji i € N takav da je 27/ < F(x,i), onda je i f(x) > 0 jer bi u suprotnom
bilo 27" = |F(x,i) — f(x)| = F(x,i) — f(x), dakle 27" — F(x,i) = —f(x) = 0, $to je u
kontradikciji s 27" < F(x,i).

Dakle f(x) > 0 ako i samo ako postoji i € N takav da je 27 < F(x, i).

Neka je S := {x € N* | f(x) > 0}. Imamox € § = Jie Ntd. je2™" < F(x,i).
Odnosno § = {x e N*¥ | 3i e N t.d. je (x,i) € T} pri ¢emu je
T := {(x,i) e N¥*1 | 277 < F(x,i)}. Po teoremu o projekciji i propoziciji slijedi da
je S rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 1.4.10. Neka su f: NFU 5 Ria,B: NF — N rekurzivne funkcije. Tada je
g:NF SR g(x) = Z, o f(x,1) rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je F : N2 — Q rekurzivna aproksimacija od f. Definiramo G : N**! — Q,
G(x, 1) = fo:(x) F(x,i,1). G je rekurzivna po propoziciji|l.2.5| Imamo

B(x) B(x)

g (x) = xl\—\Z F(xi,1)) Z!fxz F(x,i,)| < (B(x) +1)-27"

Sada je po lemi[I.4.6] funkcija g rekurzivna. m|
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Lema 1.4.11. Ako su ay,...,a,, Ai,...,A,, M, € € R takvi da je

]a,-\<M,i=1,...,n
]Ai‘<M,i=1,...,n (*)
la;— Al <e, i=1,...,n

onda vrijedi |a, ...a, — Ay ... A,| <n-M"!. &

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Baza: zan = 1 vrijedi |a; — A;| < &.
Pretpostavka: ako zania,...,a,,Ay,...,A, vrijedi (), onda je

lay...a, —Ay... Al <n-M""! &

Korak: uzmemo a,...,d, 1, Ay, ...,A,.1 takve da vrijedi (+), |a, 1| < M, |[A, 1] < M i
|ani1 — Ant1| < €. Definiramo s = [ [, a;, S = [[._, Ai. Vrijedi

lay...an1 — Ay Appt] = |san — SAu|
= |Sapi1 — SAns1 + SA1 — SAu|
< sl laner — Ant| + |5 = ST [Api |
<M"-g+nM"'s- M
=(n+1)M"e.

Dakle pretpostavka vrijediizan + 1. O
Iduca propozicija je poznata Cinjenica iz izracunljivosti:

Propozicija 1.4.12. Neka su 8 : N — Ni f : N* x N — N rekurzivne funkcije. Tada je
rekurzivna i funkcija N* — N, x — max{f(x,i) | 0 <i < B(x)}.

Propozicija 1.4.13. Neka su f : N**' — Ria,B : N* — N rekurzivne funkcije. Tada je
g:NF SR g(x) = Hff;)(x) f(x,1i) rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje F : N¥*2 — Q rekurzivna aproksimacija od f.

Po lemi [1.4.7] postoji rekurzivna funkcija M’ : N¥*! — N takva da je

|f(x,i)| < M'(x,i), Vx € N¥F1 Vi € N. Definiramo M : N1 — N, M(x,i) = M'(x,i) + 1.
Vrijedi |f(x,i)] < M(x,i)1|F(x,i,I)| < M(x,i). Definiramo N : N¥ — N,

N(x) = max{M(x,i) | 0 <i<pB(x)}, N je rekurzivna.

Imamo:

|f(x,0)] < N(x),Vie{a(x),...,B(x)}
|F(x,i,1)] < N(x),Vie{a(x),....,B(x)}
1f(x,i) — F(x,i,1)| <27, Vie {a(x),....B(x)}



16 POGLAVLIJE 1. IZRACUNLJIVOST

Sada po prethodnoj lemi vrijedi

B(x) B(x)
[ s~ [] Flain| < (Ba) + DN(PD -2
i=a(x) i=a(x)
pa je po lemi [[.4.6| g rekurzivna. m|

1.5 Izracunljivi brojevi

Definicija 1.5.1. Broj @ € R je izracunljiv ako postoji rekurzivna funkcija f : N — Q
takva da je |a — f(k)| < 27%, Vk e N.

Korolar 1.5.2. Svaki racionalan broj je izracunljiv.
Propozicija 1.5.3. Skup izracunljivih brojeva je prebrojiv.

Dokaz. Svaki izraCunljiv broj @ ima pripadnu rekurzivnu funkciju f, : N — Q takvu da je
la — £, (k)| < 27%, i svaka takva funkcija f ima pripadne rekurzivne funkcije

ag,bs,cy: N — Ntakve daje f = (— 1)erst 5

Pridruzivanja @ — f, 1 f — (ay, by, cy) su injektivna, a kako rekurzivnih funkcija sa N u
N ima prebrojivo mnogo slijedi da i izracunljivih brojeva ima prebrojivo mnogo. m|

Lema 1.5.4. Neka suay € N, a; € {0,...,9}, Vi > 1. Neka je @ = ap,a1azas . .. decimalni
zapis broja a.

Ako je funkcija f : N — N, f(n) = a, rekurzivna, onda je a izracunljiv broj.

Dokaz. Imamo « = 7, & Uzmimo k € N. Vrijedi

k 0 1
|a_210"|_ Z 10n<9 2 Ty
n=0 n=k+1 n=k+1

9 i 19 1 1
_10k+1n=010n_10k+11_1l0_10k

1 1 1
X 10k+1 < 2k+l < zk

Dakle, | — Yty &

Definiramo g : N — Q, g(k) = Zf;(l) 2. Funkcija h : N> — Q, h(k,n) = J;gf,) je

rekurzivna jer je f rekurzivna. Funkcije @, : N — N, a(x) = 0,8(x) = x+ 1,Vx e Nsu
rekurzivne pa je po lemi|l.3.9|rekurzivna i g jer je g(k) = Zfii)(k) h(k, Q). m]
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Primjer 1.5.5. /2 je izralunljiv.

Neka je ag, ajaza; . . . a, ... decimalni zapis od V2.

Tada je ag, ayaras . .. a, < V2 < ag,a1a2as . . . a, + 107" \ - 10"

Ay G203 . ..a, < V210" < qpaaas . ..a, + 1 \?

(apaiazas . ..a,)?* < 2- 10" < (apayazas . . . a, + 1)?

= aya1axa; . .. a, = (uy(2- 10" < y*)) =1

a, = ost(apa aza; . . . a,, 10), gdje je ost : N> — N funkcija koja uredenom paru

(x,y) € N? pridruZi ostatak koji x daje pri dijeljenju s y ako je y # 0, a 0 inale. Poznato je

da je ta funkcija rekurzivna.

Dakle a, = ost((uy(2 - 10> < y*)) = 1,10) paje f : N — N, f(n) = a, rekurzivna.
Po prethodnoj lemi slijedi da je /2 izradunljiv.

Napomena. Sli¢no kao u prethodnom primjeru se moZe pokazati i da je {/n izraunljiv za
bilo koje p,n e N,

Primjer 1.5.6. e je izraCunljiv broj.
Imamo e = Y +. Zai > 4 vrijedi 2' < i.
Neka je k € N, k > 3. Imamo

k 0 0

1 1 1
e~aql= L LyTx
i=0 i=k+ i=k+
e =3 il <3 Vk>

— le— 250 i < 7w < 2k’VkeN

Definiramo g : N — Q, g(k) = 31 1. Funkcija h : N2> — Q, h(k,i) = & je rekurzivna
i funkcije @, : N — N, a(x) = O,,B(x) = x + 4, Vx € N su rekurzivne. Sada je po lemi
[1.3.9|rekurzivna i funkcija g.

Propozicija 1.5.7.

1. Neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada je f(x) izracunljiv broj za svaki
x e N,

2. Neka je a izracunljiv broj. Tada je funkcija f : N¥ — R, f(x) = a, Vx € Nf,
rekurzivna.

Napomena. Ako je f : N¥ — R funkcija takva da je f(x) izracunljiv broj za svaki x € N¥, f
ne mora biti rekurzivna. Svih funkcija N — {0, 1} ima neprebrojivo mnogo, a rekurzivnih
funkcija N — N ima samo prebrojivo mnogo, dakle postoji funkcija f : N — R koja nije
rekurzivna i takva da je f(N) < {0, 1}.
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Prisjetimo se da smo fiksirali rekurzivne funkcije o : N> — Nin : N — N takve da je
{((i,0),...,0(i,n(i)) | i € N} skup svih kona¢nih nepraznih nizova u N.
Uveli smo oznake: (i); = o(i, j), i = n(i).
Dakle, {((i)o, ..., (i); | i € N} je skup svih kona¢nih nepraznih nizova u N.
Definirali smo [i] = {(i)o,. .., (i):}.

Definiramo funkciju @ : N — Q, a(x) = (—1)7&0 U(&(’;’)lll = (—1)(")0%, Vx e N.
Lako se vidi da je a rekurzivna surjekcija.
Primijetimo da je {(a(;,, .., @().) | i € N} skup svih nepraznih kona¢nih nizova u Q te da
je {{@(ys - - -» @)} | i € N} skup svih nepraznih kona¢nih podskupova od Q.
Uvodimo oznaku A; := {aj,, ..., @) }.

i

Definicija 1.5.8. Neka je S neprazan i kompaktan podskup od R. KaZemo da je S izraunljiv
skup ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

S Riy—k Af(k), Vk € N.

1.6 Rekurzivne i rekurzivno omedene funkcije
Definicija 1.6.1. Neka su k,n € N\{0} te neka je ® : N¥ — Z(N"). Kazemo da je ®
rekurzivna funkcija ako je funkcija @ : N — N, ®(x,y) = o (), V(x,y) € NF x N7,
rekurzivna.
Uocimo da je to ekvivalentno sljedeéem: skup {(x,y) € N¥*" | y € ®(x)} je rekurzivan.
Za k € N\{0} neka je

NE o= {(xp,...,0) e N[O < x; <m, Vie{l,...,k}}.

Posebno, N, = {0, ..., m}.

Definicija 1.6.2. Neka su k,n € N\{0}. Za funkciju ® : N* — Z?(N") kaZemo da je
rekurzivno omedena ako postoji rekurzivna funkcija ¢ : N*¥ — N takva da je

®(x) = N, ), Vo e N,

Uocimo: ako je ® : N¥ — Z2(N") rekurzivno omedena funkcija, onda je @(x) konacan
skup za svaki x € N¥,

Definicija 1.6.3. Za funkciju @ : N¥ — Z(N") koja je rekurzivna i rekurzivno omedena
kaZemo da je r.r.o. funkcija.
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Propozicija 1.6.4. Neka su ®,¥ : N* — P(N") rro. funkcije. Tada su i funkcije
Al,AQ,Ag . Nk - e@(Nn),

rr.o.

Dokaz. Neka su ¢, : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je ®(x) < N:(x) i
¥(x) € Ny, ), ¥x € N*. Tada je i funkcija N — N, x — max{p(x),y(x)} rekurzivna.
Funkcije Ay, Ay, A3 su rekurzivno omedene jer za svaki x € Nk vrijedi
A (x) € N:lnax{cp(x),d/(x)}’ Ar(x) € Ng(x) iA3(x) S N’;(x).

PokaZimo da su skupovi Q; = {(x,y) € N¥™ | y e A;(x)}, i = 1,2, 3, rekurzivni.
Vrijedi:

Q= {(x,y) e N*" | y e O(x) U ¥(x)}
= {(xy) eN""" |y e D(x)} U {(x,y) e N | y € W(x)}
Q; = {(x,y) eN""" | y e D(x) N ¥(x)}
= {(x,y) eN"" [ y e D(x)} N {(x,y) e N | y e ¥(x)}
Q3 = {(x,y) e N*'" | y € D(x)\¥(x)}
= {(x,y) eN*" | y e d(x)} n (N"\{(x,y) e N*" | y € ¥(x)})

pa su £, 1 Q3 rekurzivni kao presjek dva rekurzivna skupa, a Q; kao unija dva rekur-
zivna skupa. O

Lema 1.6.5. Neka je n € N\{0}. Tada postoje rekurzivne funkcije g : N — N"j7: N —» N
takve da je
N, < {g(i) |0<i<t(m)}, VmeN.

m

Dokaz. Nekaje g(x) = (e(x,0),...,e(x,n—1)), gdje je e funkcija iz primjera Neka

su po, P1, P2, - - - SVi prosti brojevi u rastuéem poretku. Definiramo 7(m) = (po-...- po_1)".
Neka je x € N!. Tada je x = (x1,...,x,) zaneke 0 < x;, < m,i = 1,...,n pa za
i=py -...op vrijedix = g(i) te 0 < i < 7(m). i

Lema 1.6.6. Neka je @ : N* — 2(N") r.r.o. funkcija. Tada je skup
S = {xe N | ®(x) = &} rekurzivan.

Dokaz. Nekaje @ : N — N takva da je ®(x,y) = yow) (), V(x,y) € N¥ x N" te neka je
¢ : N¥ — N rekurzivna funkcija takva da za sve x € N¥ vrijedi ®(x) N7 -
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Definiramo funkciju & : N¥ — N kao &(x) = Z:i%(x)) ®(x,g(i)), gdje su g i 7 kao iz pret-
hodne leme. Funkcija @ je rekurzivna jer je ® r.r.o. pa je po propoziciji g rekurzivna
funkcija.

Ako je x € S, onda je ®(x) = J pa za svaki i € N (onda posebno i za svaki i < 7(¢(x)))
vrijedi ®(x, g(i)) = 0 paje e(x) = 0, odnosno 5g(e(x)) = 1.

Ako je x € NK\S, onda postoji y € ®(x) < NC .y S {g(i) | 0 < i < 71(p(x))}. U tom
slucaju je &(x) > 1, odnosno sg(e(x)) = 0.

Dobili smo da je ys = sg o & Sto je rekurzivna funkcija, dakle S je rekurzivan skup. O

Propozicija 1.6.7. Neka su ®,¥ : N¥ — P2(N") r.r.o. funkcije. Tada su skupovi
S={xeN|D(x)SW¥(x)}iT = {xe N | D(x) =¥(x)} rekurzivni.

Dokaz. Funkcija A : N¥ — Z(N"), A(x) = ®(x)\P(x) je r.r.o. po propoziciji [1.6.4]i
vrijedi § = {x e NF | ®(x)\W(x) = &} = {x e N* | A(x) = &} pa je po prethodnoj lemi
S rekurzivan.

Imamo T = {x € N¥ | ®(x) < ¥(x)} n{x e N¥ | ¥(x) < ®(x)}, ta dva skupa su rekurzivni
po prvom dijelu dokaza, dakle T je rekurzivan kao presjek dva rekurzivna skupa. O

Propozicija 1.6.8. Neka je ® : N¥ — P(N") rro. funkcija te neka je f : N/ — NF
rekurzivna. Tada je ® o f : N — 2(N") r.r.o. funkcija.

Dokaz. Definiramo ¥ = ® o f. Funkcija ® : N — N, ®(x,y) = yo(y)(y) je rekurzivna
paje i funkcija ¥ : N — N, ¥(x,y) = ®(f(x),y) rekurzivna jer je f rekurzivna.
Vrijedi P(x,y) = xo(/(x) () = X(@op)(x) (7). dakle @ o f je rekurzivna.

Neka je ¢ : N¥ — N rekurzivna funkcija takva da je ®(x) < Ny Vx € NF. Tadaje g o f
rekurzivna funkcija takva da je ¥(x) = ®(f(x)) < N7 i) VX € N/, odnosno @ o f je
rekurzivno omedena. O

Teorem 1.6.9. Neka su @ : N¥ — Z(N") i ¥ : N* — P(N") r.ro. funkcije. Definiramo
A NF— P2(N™),

Tada je A rr.o.

Dokaz. Neka su ¢ : N¥ — Niy : N* — N rekurzivne funkcije takve da je ®(x) < N"

¢(x)
za svaki x € NFi W(x) Ny, za svaki x € N". Vrijedi

Ax) = | ¥ < U)Nz(y) < N y0beo()

YED(x) YED(x
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Nekasug:N — N"it:N — Nkao ulemi[l.6.3
Zbog ®(x) < Ny S {g(i) | 0 <i < 1(p(x))} imamo

W) [ye @)} < {y(y) [ye NG} < {(e() | 0 <i<(p(x)}

paje max{y(y) | y € ®(x)} < max{y(g(i)) | 0 <i<7(p(x))},

dakle A(x) = Nnmax{gl/(g(i))|0<l<7'(</7(x))}.

Jersutop:NfF - Niyog: N — N rekurzivne, funkcija N*¥ — N,
x — max{y(g(i)) | 0 < i< (p(x))} je rekurzivna po propoziciji Time je poka-
zano da je A rekurzivno omedena.

Pokazimo sada da je rekurzivna. Definiramo A : N**" — N kao A(x,y) = xa)(y) za
sve (x,y) € NF x N™, Vrijedi A(x,z) = 1 ako i samo ako je z € U,co(r ¥(), odnosno ako
i samo ako postoji y € @(x) takav da je z € ¥(y).

Tvrdimo da je A(x,z) = 1 ako i samo ako postoji i € {0, ..., 7(p(x))} takav da je
ze¥(g(i))igli) e ®(x). Akoje A(x,z) = 1, onda postoji

ye®(x) S Ng < {g(i) | 0 <i<7(p(x))}

takav da je z € W(y), odnosno postoji i € {0,...,7(¢(x))} takav da je g(i) = y € ®(x) i
z€ Y(y) = ¥P(g(i)). Obrat ocito vrijedi.

Neka su @ : N7 — N, ¥ : N**" — N takve da je ®(x,y) = yo () i P(y,2) = xwp)(2)
zasve x € Nk, y e N”, z e N™. Iz prethodno dokazane tvrdnje slijedi da je

(o))
A(x,2) = sg( > ‘i’(g(i),Z)@(x,g(i))>

i=0
Sto je rekurzivna funkcija po propoziciji|l.2. O

Korolar 1.6.10. Neka je ® : N* — P(N") rro. funkcija te neka je f : N* — N
rekurzivna funkcija. Neka je A : N — Z2(N™) definirana sa A(x) = f(®(x)). Tada je A
rr.o.

Dokaz. Nekaje W : N* — Z2(N™) definirana sa ¥(x) = {f(x)}, za sve x € N". Tvrdimo
daje ¥ r.r.o.

dinatne funkcije od f, a funkcija N — N, x — max{fi(x),..., fu(x)} je rekurzivna.
Neka je ¥ : N"*" — N definirana sa ¥(x,y) = yw((y). Ona je karakteristi¢na funkcija
skupa {(x,y) € N" | f(x) = y} koji je rekurzivan po lemi[I.1.11] Time je pokazano da
je ¥ r.r.o. funkcija.

Imamo da je A(x) = ,eqp( ¥(v) pa je rekurzivna po prethodnom teoremu. |
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Primjer 1.6.11. Neka je f : N — N” rekurzivna funkcija. Definiramo @ : N — Z2(N"),
@(x) = {f(0),..., f(x)}. Tada je @ r.r.0.

Definiramo funkciju ¥ : N — Z(N), ¥(i) = {0,...,i}, tvrdimo da je r.r.o. Imamo
Y(i) < N; pa je rekurzivno omedena jer je identiteta id : N — N rekurzivna funkcija.
Vrijedi ¥(x,y) = 1 ako i samo ako je y < x, a relacija {(x,y) € N? | y < x} je rekurzivna.
Dakle, V¥ je rekurzivna funkcija.

Sada je po prethodnom korolaru @ rekurzivna jer je ®(x) = f(¥(x)).

Podsjetimo se da smo fiksirali rekurzivne funkcije o : N> — Nin : N — N takve da
je {(o(i,0),...,0(i,n(i)) | i € N} skup svih kona¢nih nepraznih nizova u N.
Uveli smo oznake: (i); = o (i, j), i = n(i).
Dakle, {((7)o,. .., (i); | i € N} je skup svih kona¢nih nepraznih nizova u N.
Definirali smo [i] = {(i)o, ..., (i)}

Primjer 1.6.12. Funkcija N — P(N), i — [i] je r.r.o.

Imamo
(1] = {0(0,0), ... (i)} = ({(0.0), ... (s n(D)})
pa je po korolaru [1.6.10|dovoljno pokazati da je funkcija @ : N — Z2(N?),
@(i) = {(i,0),...,(i,n(i))} rro.
Funkcija i — max{i,n(i)} je rekurzivna i za svaki i € N vrijedi ®(i) S Npax{iy()}, dakle ®
je rekurzivno omedena.
Definiramo @ : N* — Nsa ®(i, x,y) = 5g(|i — x|) - 5g(y = n(i)), to je rekurzivna funkcija.
Vrijedi yo(i)(x,y) = @(i, x,y), dakle ® je rekurzivna.

Lema 1.6.13. Neka je S < N" neprazan rekurzivno prebrojiv skup. Tada postoji r.r.o.
funkcija ® : N — P (N") takva da za svaki i € N vrijedi ®(i) < O(i + 1) te da je
§ = UieN(D(i)‘

Dokaz. Bududi da je S neprazan i rekurzivno prebrojiv, postoji rekurzivna funkcija

f N — N'"takvadaje S = f(N). Definiramo funkciju @ : N — Z(N") sa

®(i) = {f(0),..., f(i)}.Tako definirana funkcija je r.r.o. po primjeru[I.6.11]i ogito za svaki
i€ Nvrijedi ®(i)) c @i+ 1) teje S = J,oy P(0). i

Propozicija 1.6.14. Neka je ® : N¥ — P (N") r.r.o. funkcija te neka je S < N" rekurzivno
prebrojiv skup. Tada je skup T = {x € N* | ®(x) < S} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S prazan skup, ondaje T = {x € N* | ®(x) = &} paje T rekurzivan po
lemi [.6.6l

Ako je S neprazan, onda prema prethodnoj lemi postoji r.r.o. funkcija ¥ : N — ZZ(N")
takvadaje S = ..y P(i) te za svaki i € N vrijedi ¥(i) < W(i + 1).

Neka je x € N¥, Tada je x € T ako i samo ako je ®(x) < S, odnosno ako i samo ako postoji
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i € N takav da je ®(x) < ¥(i).
Definiramo skup V = {(x,i) e N¥*! [ (Do I71)(x,i) = (Yo I T])(x,i)}. Kako su funkcije

Do Iﬁ:l 1Yo I,’(‘Ll I.I.0., PO propoziciji slijedi da je V rekurzivan skup. Dakle imamo
da je x € T ako i samo ako postoji i € N takav da je (x,i) € V pa je T rekurzivno prebrojiv

skup kao projekcija rekurzivnog skupa V. O

Lema 1.6.15. Neka je ® : N — P (N) rr.o. funkcija takva da je za svaki x € N skup ®(x)
neprazan. Tada postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da za svaki x € N vrijedi

D(x) = [g(x)].

Dokaz. Skup Q = {(x, j) € N> | ®(x) = [j]} je rekurzivan te za svaki x € N postoji j € N
takav da je (x, j) € Q. Dakle postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da za svaki
x € N vrijedi (x, g(x)) € Q, odnosno ®(x) = [g(x)]. o

Lema 1.6.16. Neka su @ : N* — Z(N") i ¥ : N* — P (N") r.ro. funkcije. Tada je i
A NF - PN A(x) = O(x) x W(x) r.ro. funkcija.

Dokaz. Buduéi da su ®@ i W r.ro. funkcije, postoje rekurzivne funkcije ¢, : N¥ — N
takve da za svaki x € N* vrijedi ®(x) < Ny iW(x) € Ny ). Zasvaki x € N* vrijedi
Ax) N”m;’zzw(x)’ J(x)- Bududi da je funkcija N? — N, (i, j) = max(i, j) rekurzivna slijedi
da je A rekurzivno omedena.

Funkcije @ : NF x N" — N, (x,y) — xow () i ¥ : NE x N" - N, (x,2) — yyu(z) su
rekurzivne pa su rekurzivne i funkcije @ : N¥ x N" x N — N, (x,y,z) — ®(x,y) i

¥ NFx N x N — N, (x,y,2) — P(x,z) buduéi da su dobivene kompozicijom rekur-
zivnih funkcija s koordinatnim projekcijama. Funkcija N* x N” x N" — N,

(x,5,2) = Xa( (7> 2) jednaka je produktu funkcija @ i ¥, dakle rekurzivna je.

Time je pokazano da je A r.r.o. funkcija. O






Poglavlje 2

Izracunljivost na metrickim prostorima

2.1 Hausdorffova metrika

Definicija 2.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Za S, 7T < Xie > 0 piSemo S ~, T ako
vrijedi
(VxeS)(FyeT)dxy) <e i (VyeT)(3xeS) d(xy) <e.

Propozicija 2.1.2. Neka je (X, d) metricki prostor te K = X kompaktan i neprazan skup.
Neka je D gust skup u (X,d). Tada za svaki € > 0 postoji konacan skup D' takav da je
DCDiK~,D.

Dokaz. Skup M := {K(x,&) | x € D} je pokriva¢ od X pa onda i od K. Kako je K
kompaktan, postoji konatan M’ = M koji je pokriva¢ od K. Definiramo

T ={Ae M | An K # I}, po konstrukciji skupa T postoje xi, ..., x, € D takvi da je
T = {K(x,€),...,K(xy,€)}. Tvrdimo da za D' = {xy,...,x,} vrijedi K ~, D’. Neka je
x € K. T je pokriva¢ od K pa postoji y € D' takav da je x € K(y, &), odnosno d(x,y) < &.
Neka je saday € D', onda zbog K(y, €) € T vrijedi K(y, &) n K # . Dakle, postoji x € K
takav da je x € K(y, ), odnosno d(x,y) < . i

Definicija 2.1.3. Neka je (X, d) metri¢ki prostor. Neka je K familija svih nepraznih kom-
paktnih skupova u (X, d). Definiramo funkciju dy : K x K — R,

dy(S,T) =inf{e > 0| S ~, T}.
Tu funkciju nazivamo Hausdorffova metrika.
Napomena. Funkcija dy je dobro definirana jer je za svaka dva S, T € K skup

D:={e>0|S ~, T} neprazan. Naime, jer je S U T kompaktan u (X, d), on je i omeden,
Sto znadi da postoje x € X ir > Otakvidaje S U T < K(x,r) paje 2r € D.

25
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Lema 2.1.4. Neka su S,T € K te neka je r > 0. Tada za svaki x € S postoji y € T takav
dajed(x,y) <dy(S,T)+r.

Dokaz. Tmamo dy(S,T) < dy(S,T) + r. Dakle postoji € > 0 takav daje & < dy(S,T)+r
1S ~, T. Podefinicijiod S ~, T za svaki x € § postoji y € T takav da je
d(x,y) <e<dy(S,T)+r. i

Propozicija 2.1.5. Funkcija dy je metrika na ‘K.

Dokaz. OCito je dy(S,T) = 0,VS,T € K.

Okito je dy(S,T) = du(T,S), VS, T € K.

Neka je S € K. Za svaki € > 0 vrijedi § ~, S. Stoga je dy(S,S) = inf(0,0) = 0.
Obratno, neka su S, T € K takvi da je dy(S,T) = 0. Pretpostavimo da je T # S, onda
bez smanjenja opcéenitosti moZzemo pretpostaviti da postoji x € X takav daje x € § i
x ¢ T. Jer je x € TC koji je otvoren, postoji » > 0 takav da je K(x,r) = T€ pa je
{e >0]S ~, T} < (r,o0), §to je u kontradikciji s dy(S,T) = 0. Zakljucak: ako su
S,T € K takvidaje dy(S,T) =0,ondaje S =T

Nekasu S,7T,V € K te neka je r > 0. Neka je x € S, tada po prethodnoj lemi postojiy € T
takav da je d(x,y) < dy(S,T) + r. Takoder po prethodnoj lemi postoji z € V takav da je
d(y,z) < dy(T,V) + r. Sada imamo

d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) < duy(S,T) +du(T,V) + 2r.

Dakle: (Vxe S)(3ze V) d(x,z) <du(S,T) + du(T,V) + 2r.

Analogno se pokaze da vrijedi: (Vze V)(3xe S) d(x,z) < dy(S,T) + dy(T,V) + 2r.
Dakle, za svaki r > 0 vrijedi S ~y,,(s.7)+dy(1,v)+2- V, 0dnosno

{e>0]S ~. V}2{dy(S,T)+dy(T,V)+ 2r| r> 0}. Iz toga slijedi

dy(S,V) =inf{e > 0| S ~, V}
<inf{dy(S,T) + dy(T,V) + 2r | r > 0}
=dy(S,T) +du(T, V).

Time je pokazano da je dy metrika na K. O

Lema 2.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor te A neprazan podskup od X. Tada je funkcija
f X — R, definirana sa f(x) = d(x,A), neprekidna.

Dokaz. Neka su x,y € X proizvoljni.
Za svaki a € A vrijedi

d(x,A) <d(x,a) < d(x,y) +d(y,a)
d(x,A) —d(x,y) < d(y,a)
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Ondaizad(y,A) = inf{d(y,a) | a € A} vrijedi
d(x,A) —d(x,y) < d(y,A)

Odnosno d(x,A) — d(y,A) < d(x,y).
Analogno se pokaze da vrijedi d(y,A) — d(x,A) < d(x,y).
Time je pokazano da za sve x,y € X vrijedi |d(x,A) — d(y,A)| < d(x,y), iz Cega slijedi da
je f neprekidna.
O

Propozicija 2.1.7. Neka su S,T € K te neka je € > 0. Tada je dy(S,T) < € ako i samo
ako vrijedi S ~. T.

Dokaz. Neka je dy(S,T) < &. Definiramo skup Q = {w > 0 | S ~,, T}. Lako se vidi da
akojeae Qib >a,dajeondaib e Q.

Kako je dy(S,T) infimum skupa Q i vrijedi dy(S,T) < &, postoji &g € Q takav da je
g < & Ondajeiee Q,odnosno vrijedi § ~, T.

Pretpostavimo da vrijedi S ~, T. Tada za svaki x € S postoji y € T takav da je
d(x,y) < &, iz Cega slijedi da za svaki x € S vrijedi d(x,T) < &.
Funkcija f : X — R, f(x) = d(x,T), Yx € X, je neprekidna. Kako je S kompaktan, f|s
postize maksimum. Neka je xy € S tocka u kojoj f|s postize maksimum.
Zasvaki x € S vrijedi d(x, T) < d(xo, T). Kako je d(xy, T) < &, postoji & > 0 takav da je
d(x0,T) < & < €. Dakle za svaki x € § vrijedid(x,T) < &'

Isto tako, za svaki y € T postoji x € S takav da je d(y,x) < &, pazasvakiy € S vri-
jedi d(y,S) < &. Istim argumentom kao u prethodnom dijelu dokaza se dobije da postoji
g > 0takav daje &’ < gizasvakiye T vrijedi d(y,S) < &”.

Neka je 6 = max{e’,&"}. Sada imamo da za svaki x € S postoji y € T takav da je
d(x,y) < 6,izasvakiy € T postoji x € S takav da je d(x,y) < 6. Odnosno imamo S ~s T
pajedy(S,T) <dé<e. i

2.2 Izracunljivi metrickKi prostori

Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te @ : N — X niz koji je gust u (X, d) takav
da je funkcija N> — R, (i, j) — d(a;, a;) rekurzivna. Tada (X, d, @) zovemo izradunljiv
metri¢ki prostor, a @ efektivan separirajuéi niz u (X, d).

Definicija 2.2.2. Neka je (X, d, @) izraunljiv metri¢ki prostor i xo € X. Za xy kazemo da
je izraCunljiva tocka u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je
d(X(), a/f(k)) < 2_k, Vk € N.
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Definicija 2.2.3. KaZzemo da je x : N — X izraCunljiv niz u izraunljivom metrickom
prostoru (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f : N> — N takva da je

d(Xp, apny) <27, ¥n,le N.

Uocimo, a je izraCunljiv niz u (X, d, @).

Primjer 2.2.4. Neka je @ : N — Q izracunljiva funkcija takva da je @(N) = Q. Tada je
niz @ gust u (R, d), gdje je d euklidska metrika na R. Vrijedi d(a;, @;) = |e(i) — a(j)| pa
je funkcija N? — Q, (i, j) — d(a;, @;) rekurzivna buduci da je a rekurzivna funkcija u Q.
Onda je (i, j) — d(a;, @;) rekurzivna i kao funkcija u R i time smo pokazali da je (R, d, @)
izracunljiv metricki prostor. Taj prostor jo§ zovemo izracunljiv euklidski prostor.

Propozicija 2.2.5. Neka je « : N — Q fiksirana izracunljiva surjekcija. Neka je xo € R.
Tada je xq izracunljiv broj ako i samo ako je x, izracunljiva tocka u izracunljivom me-
trickom prostoru (R, d, a), gdje je d euklidska metrika.

Dokaz. Neka je x( izraCunljiv broj. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — Q takva da
za svakin € N vrijedi d(x, f(n)) < 27". Definiramo skup T = {(n,i) € N* | f(n) = a(i)}.
Funkcije N> — Q, (n,i) — f(n) i (n,i) — a(i) su rekurzivne pa je po propoziciji
skup T rekurzivan. Buduéi da je « surjekcija, za svaki n € N postoji i € N takav da je
(n,i) € T. Dakle postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da za svaki n € N vrijedi
(n,g(n)) € T, odnosno f(n) = a(g(n)). Vrijedi d(x, @(g(n))) = d(xo, f(n)) < 27" paje
Xo po definiciji izraCunljiva to¢ka u (R, d, @).

Obratno, neka je xo izraCunljiva tocka u (R, d, @). Tada postoji rekurzivna funkcija

g : N — N takva da za svaki n € N vrijedi d(x, @(g(n))) < 27". Funkcijacog: N — Q
je rekurzivna pa je x, izracunljiv broj. O

Propozicija 2.2.6. Neka je « : N — Q fiksirana izracunljiva surjekcija. Neka je
x : N — R. Tada je x rekurzivna funkcija ako i samo ako je x izracunljiv niz u (R,d, @).

Dokaz. Neka je x : N — R rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivna funkcija

f :N? — Q takva da za sve n, [ € N vrijedi d(x(n), f(n,1)) < 27'. Definiramo

T ={(n,1,i)e N*| f(n,]) = a(i)}. Budu¢i da su f i @ rekurzivne funkcije u Q, po pro-
poziciji skup T je rekurzivan i buduci da je @ surjekcija, za svaki (n,[) € N? postoji
i € N takav da je (n,1,i) € T. Dakle, postoji rekurzivna funkcija g : N> — N takva da je
(n,1,g(n,1)) € T za sve n,l € N. Sada imamo d(x(n),a(g(n,1))) = d(x(n), f(n,1)) < 27
za sve n,l € N, dakle x je izraCunljiv niz u (R, d, @).

Obratno, ako je x : N — R izraCunljiv niz u (R, d, @), onda postoji rekurzivna funkcija
g : N> — N takva da za sve n,! € N vrijedi d(x(n),a(g(n,1))) < 27!. Bududi da je
a o g : N — Q rekurzivna funkcija slijedi da je x : N — R rekurzivna funkcija. i

Napomena. 1z prethodnih propozicija slijedi da su pojmovi izracunljive tocke i izracunljivog
niza u (R, d, @) neovisan o izboru rekurzivne surjekcije @ : N — Q.
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Primjer 2.2.7. Neka je (R,d, @) izraCunljiv metri¢ki prostor iz prethodne propozicije.
Odaberimo y € R neizratunljiv broj. Definiramo niz 8 : N — R sa (i) = a(i) + y.
Sada je i (R,d,p) izralunljiv metricki prostor jer je B(N) gust u R i funkcija N> — R,
(i, ) — d(B;,B;) je ista funkcija kao (i, j) — d(«a;, @;), dakle rekurzivna je.

Tvrdimo da je xo izracunljiva tocka u (R, d, B) ako i samo ako je xo — y izraCunljiv broj.
Ako je xg izraunljiva to¢ka u (R, d,8), onda postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva
da za svaki k € N vrijedi d(xo, 8(f(k))) < 27%, odnosno

d(xo —y.a(f(k))) = d(xo,a(f (k) +y) = d(x0.B(f (k) < 27"

Dakle xy — vy je izraunljiva tocka u (R, d, @), a onda i izracunljiv broj.

Obratno, ako je xo — vy izracunljiv broj, onda je i izraCunljiva to¢ka u (R, d, @) pa postoji
rekurzivna funkcija f : N — N takva da za svaki k € N vrijedi d(xo — v, @(f(k))) < 27%,
odnosno d(xo, B(f(k))) = d(xo,a(f(k)) +v) = d(xo — y,a(f(k))) < 27, Dakle x, je
izraCunljiva tocka u (R, d, ).

Zanimljivo je da (R,d, @) i (R, d,8) nemaju zajednicku izracunljivu to¢ku. Naime, kad bi
Xo € R bila izra¢unljiva tockaiu (R,d,a) iu (R,d,B), onda bi xo — y i xo bili izracunljivi
brojevi. Tada bi i njihova razlika bila izra¢unljiv broj, ali xo — (xo —y) = 7, a ¥ je odabran
tako da ne bude izracunljiv.

Neka je (X, d, @) izralunljiv metricki prostor. Podsjetimo se da smo ranije fiksirali
rekurzivne funkcije o : N> — Ni7n : N — N sa svojstvom da je
{(c(i,0),...,0(i,n(i))) | i € N} skup svih kona¢nih nepraznih nizova u N. Takoder smo
uveli oznake (i); = o (i, j) te i = n(i). Nadalje, imamo [i] = {(i)o, ..., (i);}, Vi € N.
Znamo da je N — Z(N), i — [i] rro. funkcija ¢ija je slika familija svih nepraznih
konacnih podskupova od N.
Za i € N definiramo

Ai = {a; | jelil},

tj. A; = a([i])-

Uocimo da je {A; | i € N} familija svih kona¢nih nepraznih podskupova od Im .

Neka je K kompaktan skup u (X,d) i K # . Tada po propoziciji za svaki e > 0
postoji konacan podskup A od Im « takav da je K ~, A.

Stoga za svaki k € N postoji i € N takav da je K ~,—« A;.

Definicija 2.2.8. Za kompaktan skup K u (X, d) kazemo da je izraCunljiv u (X, d, @) ako je
prazan ili ako postoji rekurzivna funkcija F' : N — N takva da je

K Riy—k Af(k), Vk € N.

Dokazimo da ova definicija ne ovisi o izboru funkcija o i . Dovoljno je dokazati
sljedeée: ako su @,¥ : N — Z(N) rro. funkcije Cije su slike familija svih konaénih
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nepraznih podskupova od N, onda za neprazan kompaktan skup K u (X, d) vrijedi sljedeca
ekvivalencija:

Postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da za svaki k € N vrijedi K ~,—« {@; | i € ©(f(k))}
ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da za svaki k € N vrijedi
K~y {a; | ie P(g(k))}.

Pretpostavimo da su @ i ¥ takve funkcije te da je K neprazan kompaktan skup u (X,d) i

f : N — N rekurzivna funkcija takva da je

K~y {a; | i€ O(f(k))}, VkeN.

Definiramo skup T = {(k, j) € N* | ®(f(k)) = ¥(j)}. Bududi da su
Qo fol?:N* - P2(N)iVol: N> - Z(N) rro. funkcije (po propoziciji[l.6.8), skup
T je rekurzivan po propoziciji
Jasno je da za svaki k € N postoji j € N takav da je (k, j) € T. Slijedi da postoji rekurzivna
funkcija g : N — N takva da je (k, g(k)) € T, Vk € N.
Kako je ®(f(k)) = W(g(k)), vrijedi

K~ {a; | ie¥(g(k))}, VkeN.

Time smo dokazali da definicija izraCunljivog skupa ne ovisi o izboru o i n.

Neka je @ : N — Q rekurzivna surjekcija. Neka je d euklidska metrika na R. Tada za
K < R ocito vrijedi da je K izraCunljiv skup u (R, d, @) ako i samo ako je K izralunljiv
skup u R (u smislu definicije|1.5.8)).

DokaZzimo jos da definicija izraCunljivog skupa u R ne ovisi o izboru a. Pretpostavimo
dasu a,B : N — Q rekurzivne surjekcije te da je K kompaktan skup u R takav da je

K ~y-« {a; | i € [f(k)]}, Vk € N, za neku rekurzivnu funkciju f : N — N. (2.1)
Zelimo dokazati da postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da je
K Ry—k {ﬁl | i€ [g(k)]},Vk e N, (22)

Skup {(i, j) € N? | @; = B;} je rekurzivan i za svaki i € N postoji j € N takav da je a; = 3,
pa postoji rekurzivna funkcija 2 : N — N takva da je @; = By, Vi € N.
Imamo

{ai [ i€ [f(K)]} = {Buy [ i€ LFIO]} = {B; [ J € A(LF(K)])}- (2.3)

Funkcija N — Z(N), k — h([f(k)]) je r.r.o. po korolaru [1.6.10| pa prema lemi [1.6.15
postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da je h([f(k)]) = [g(k)], Vk € N.

Iz 2.3) slijedi da je {a; | i € [f(k)]} = {B; | j € [g(k)]}. Sada je jasno da 2.1I)) povlaci
.2).
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2.3 Izracunljivo prebrojivi skupovi
Neka su 71, 7, : N — N neke fiksirane funkcije sa svojstvom da je
{(11(i),72(i)) | i e N} = N2,

Nadalje, neka je ¢ : N — Q fiksirana rekurzivna funkcija takva da je ¢(N) = (0,00) n Q.
(i)o+1

Primjer jedne takve funkcije je ¢(i) = OREEL

Definicija 2.3.1. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Akojei e Nire Q,r > 0,
onda za K(«;, r) kaZemo da je otvorena racionalna kugla u (X, d, @).

Za i € N definiramo
I; = K(ar,(i), 4 )-

Uocimo da je {/; | i € N} familija svih otvorenih racionalnih kugli u (X, d, ).

Definicija 2.3.2. Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka je S zatvoren skup
u (X,d). Kazemo da je S izraCunljivo prebrojiv (c.e.) skup u (X, d, @) ako je
{ieN|I;nS # &} rekurzivno prebrojiv podskup od N.

Propozicija 2.3.3. Definicija izracunljivo prebrojivog skupa u izracunljivom metrickom
prostoru (X, d, @) ne ovisi o izboru funkcija T i g, odnosno ako je S zatvoren skup u (X,d)
teako sutv : N — N?iq : N — Q rekurzivne funkcije takve da je ¢'(N) = (0,0) n Qi
T je surjekcija, onda je skup {i € N | K(ax, i), gr,(i)) NS # &} rekurzivno prebrojiv ako i
samo ako je {i € N | K(ay (i), q’T,z(l.)) NS # J} rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Definiramo I} = K (e i), 4. / (i)).

Pretpostavimo da je {i € N | [ n S # (J} rekurzivno prebrojiv. Da bismo dokazali da
je{ie N | I' n§ # &} rekurzivno prebrojiv dovoljno je dokazati da postoji rekurzivna
funkcija ¢ : N — N takva da je I = I,;), Vi € N. Kada bi takva funkcija postojala,
vrijedilo bi

{ieN|IInS-#}={ieN|LpnS#T}=¢ '{ieN|LnS +# T}

pa bismo po propoziciji|l.1.12|imali daje {i e N | I n S # (J} rekurzivno prebrojiv.

U tu svrhu definiramo skup Q = {(i, j) € N* | 7}(i) = 71()) i q;é(i) = ¢r,(j)}- Taj skup
je rekurzivan kao presjek dva rekurzivna skupa. Za svaki i € N postoji j € N takav da je
(i, j) € Q. Dakle postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da za svaki i € N vrijedi
(i,(i)) € Q. Buducida (i, j) € Q povlaci I = I;, dokazali smo postajanje traZene funkcije
®. o
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Neka je (X,d,a) izraCunljiv metricki prostor. Za i € N definiramo A4; = ar ;) i
Pi = qry(i)-
Uocdimo da je (4;) izraCunljiv niz u (X, d, @) te da je (p;) rekurzivan niz u Q. Nadalje,
uoc¢imo da je I; = K(4;, p;)-

Teorem 2.3.4. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je K izracunljiv skup
u tom prostoru. Tada je K izracunljivo prebrojiv u (X, d, @).

Dokaz. Ako je K = (J, tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je K # (. Tada postoji
rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

K ~oi {a; | j € [f(K)]}. ¥k € . (+)

Neka je i € N. Pretpostavimo da I; sije¢e K. Tada postoji x € K takav da je d(x, 4;) < p;.
Odaberimo k € N takav da vrijedi d(x, ;) + 2 - 27F < p;. Po (¥ postoji j € N takav da je
d(x,a;) <27%ije[f(k)]. Imamo

d(/li,aj) + 271{ < d(/l,',X) + d(x, CUj) + 27]( < d(/li,X) +2- 27k < Pi,

odnosno d(4;,@;) + 275 < p;.

Dakle, ako je I; n K # (&, onda postoje k, j € N takvi da je d(A;, @) +27% < p;i j € [f(k)].
Vrijedi i obrat. Pretpostavimo da postoje k, j € N takvi da je d(A;,@;) + 275 < p; i
j€[f(k)]. Prema () postoji x € K takav da je d(x, a;) < 27*. Imamo

d(/li,X) < d(/l,-,aj) + d(x, Q’j) < d(/ll-,a/j) + 27]( < Pi,

to jest x € I;, odnosno I; n K # (.

Definiramo skup Q = {(i, k) € N° | d(A;,@;) + 27% < p;ij € [f(k)]}. Funkcija
N° — R, (i, j,k) — p; je rekurzivna. Funkcija N° — R, (i, j, k) — d(A;, @;) = d(a.,), ;)
je rekurzivna jer su funkcije N* — R, (u,v, w) — d(a,, a,) i N°> — N,

(i, j,k) — (1(i), j, k) rekurzivne. Onda je i funkcija N* — R, (i, j,k) — d(A;, @;) +27*
rekurzivna pa je skup {(i, j k) € N° | d(A;,@;) + 27% < p;} rekurzivno prebrojiv. Skup
{(i, k) € N* | j e [f(k)]} je rekurzivan po definiciji r.r.o. funkcije i propoziciji[1.6.8]
Sada mozemo zakljuciti da je Q rekurzivno prebrojiv kao presjek dva rekurzivno prebrojiva
skupa.

Pokazali smo da je I; n K # (J ako i samo ako postoje k, j € N takvi da je (i, j, k) € Q.
Sada je po teoremu o projekciji skup {i € N | I, n K # J} rekurzivno prebrojiv.

Dakle K je izracunljivo prebrojiv u (X, d, @). O

Lako se dokaze da vrijedi sljede¢a propozicija:

Propozicija 2.3.5. Neka je f : N¥ — R funkcija te F : N*!' — R rekurzivna funkcija
takva da je | f(x) — F(x,1)| <27, Vx € N, Vi € N. Tada je f rekurzivna funkcija.
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Propozicija 2.3.6. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te (x;), (v;) izracunljivi
nizovi u (X,d, @). Tada je funkcija N> — R, (i, j) — d(x;,y;) rekurzivna.

Dokaz. Bududi da su nizovi (x;), (y;) izraCunljivi, postoje rekurzivne funkcije

@, : N* — N takve da za sve i, j, k € N vrijedi d(x;, @) < 275 id(yj ayir) <275
Nije tesko koriste¢i nejednakost trokuta dokazati da za sve a,d’, b, b’ € X vrijedi

|d(a,b) —d(a',b')| <d(a,d') +d(b,]).

Stoga za sve i, j, k € N vrijedi

]d(x,-,yj) — d(CZ(p(,"k), aw(j,k))’ < d(xl-, a¢(i,k)) + a’(yj, aw(j,k)) <2- 2_k.
Funkcija N> — R, dana sa (i, j, k) — d(@u(@ix), @y(jx) je rekurzivna buduci da su funkcije
N* — N2, (i, j, k) — (¢(i,k),¥(j,k)) iN*> - R, (u,v) — d(a,, a,) rekurzivne.
Sada je po propoziciji funkcija N> — R, (i, j) — d(x;, y,) rekurzivna. O

Lema 2.3.7. Neka je (X, d, &) izracunljiv metricki prostor te (x;) izracunljiv nizu (X, d, @).
Tada je skup {(j,i) € N* | x; € I;} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Vrijedi x; € I; ako i samo ako je d(x;, A;) < p;, dakle
{(Joi) eN? | xj € I} = {(jpi) € N? | d(xj, i) < pi}-

Nizovi (x;) i (4;) su izracunljivi pa je funkcija N*> — R, (j,i) — d(x;, 4;) rekurzivna po
prethodnoj propoziciji. Funkcija N> — R, (jj, i) — p; je rekurzivna pa je skup
{(j,i) € N* | x; € I} rekurzivno prebrojiv po propozicijama i O

Propozicija 2.3.8. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor, (x;) izracunljiv niz u
(X,d,a)iS = {x;| je N}. Tada je S izracunljivo prebrojiv skup u (X, d, @).

Dokaz. Tvrdimo da vrijedi I; 0§ # & ako i samo ako postoji j € N takav da je x; € I;.
Ako je xj € I, ondaje oCito I; n S # .

Da bismo dokazali obrat, pretpostavimo daje I; S # J,ali I; n {x; | j € N} = . Onda
je {x; | j € N} < I koji je zatvoren, pajeiS = {x; | j € N} < I, §to je u kontradikciji s
pretpostavkom I; n S # .

Dakle vrijedi I; n S # & ako i samo ako postoji j € N takav da je

(i, j) € {(i, j) e N* | x; € I;}. Kako je skup {(i, j) € N* | x; € I;} rekurzivno prebrojiv po
prethodnoj lemi, skup {i e N | ;S # J} je rekurzivno prebrojiv po teoremu o projekciji.
Odnosno S je izraunljivo prebrojiv skup u (X, d, @). |

Lema 2.3.9. Neka je d euklidska metrika na R, neka su a,b € R, a < b te neka su
X0, ..., X, € Rie > 0 takvi da je

[a,b] ~,; {x0,..., %} (2.4)

Tada vrijedi |b — max{xo, ..., x,}| < &
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Dokaz. Definiramo y = max{xo, ..., X, }. Imamo dva slucaja

1. slucaj: b < y.
Prema (2.4) postoji x € [a,b] takav da je |x — y| < &. Vrijedi x < b < y pa je
b—y| <|x—y| <etojest|b—y| <e.

2. slucaj: y < b.
Prema (2.4)) postoji i € {0, ...,n} takav da je |x; — b| < &. Vrijedi x; <y < b paje
ly —b| < |x;—b| <e tojest |b—y| <e.

Iduca tvrdnja je poznata Cinjenica iz izraCunljive analize:

Propozicija 2.3.10. Neka su 8 : N* — N i f : N* x N — Q rekurzivne funkcije. Tada je
rekurzivna i funkcija N — Q, x — max{f(x,i) | 0 <i < B(x)}.

Primjer 2.3.11. Poznato je da postoji rekurzivna funkcija f : N — Q koja je rastuca i
nenegativna te postoji neizracunljiv broj y takav da je lim,_,, f(n) = y. MoZemo pretpos-
taviti da je f(0) = 0, inafe uzmemo funkciju f : N — Q,

2 Jf(x), x#0
f<x>{o,x=o

koja je rekurzivna po teoremu o grananju.
Definiramo w : N — Q, w(i) = % Lako se vidi da je w(N) = [0,1) n Q.
Nekaje h: N? — Q, h(i, j) = f(i)+w(j) - (f(i+1)— f(i)). OCito je h rekurzivna funkcija.
Pokazimo da je h(N?) = [0,y] n Q.
Jasno je da je h(N?) € Q, te je

0<h(i,j) = fi) +w(j) - (fi+1) = ()
F@+ fi+1) = f) = fi+1) <.

Dakle vrijedi #(N?) < [0,y] n Q.

Neka je r € [0,7] n Q. Jer je y ¢ Q vrijedi 0 < r < y. Postoji k € N takav da je r < f(k).
Neka je kg = min{k € N | r < f(k)}, vrijedi kg = 11 f(ko — 1) < r < f(ko). Dakle
postoji i € N takav da je f(i) < r < f(i + 1). Tada je f(zi_Tf(:;(t) e [0,1) N Q jer je
0<r—f@i)<f(i+1)— f(i) papostoji j € N takav da je w(j) = NTTJC(:}(O

Imamo r = f(i) + w(j) - (f(i + 1) — f(i)), odnosno r € h(N?).

AN/
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Odaberimo rekurzivnu surjekciju ¢ : N — N? i definiramo g : N — Q kao g = h o ¢.
Funkcija g je rekurzivna i vrijedi

g(N) = [0,7]. (2.5)

Neka je (R,d, @) izra¢unljiv metri¢ki prostor iz primjera Po propoziciji g je
izraCunljiv niz u (R, d, @). Sada je po propoziciji skup [0, y] izralunljivo prebrojiv u
(R,d, @). Jasno je da je [0, y] kompaktan u (R, d). Tvrdimo da nije izra¢unljiv u (R, d, @).
Pretpostavimo suprotno, odnosno da je [0, y] izraCunljiv skup u (R, d,a). Tada postoji
rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da za svaki k € N vrijedi [0, y] ~— Ay).

Dakle za svaki k € N vrijedi

[0, 7] == {@ o - - » Q)

Po prethodnoj lemi za svaki k € N vrijedi

ly — max{auu), | 0 < j<yk)} <27

Funkcija N — Q, k — max{a ), | 0 < j < ¢(k)} je rekurzivna po propoziciji 2.3.10| pa
je y izracunljiv broj §to je u kontradikciji s izborom funkcije f.

2.4 Poluizracunljivi skupovi

Definicija 2.4.1. Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka su By, ..., B, raci-
onalne otvorene kugle u (X, d, ). Tadada By u ... U B, kazemo da je racionalan otvoren
skupu (X, d, @).

Definicija 2.4.2. Za j € N definiramo

Dakle Jj = Uie[ I,‘.

Jl
Uoc¢imo da je {J; | j € N} familija svih racionalnih otvorenih skupova u (X, d, ).
Definicija 2.4.3. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor te K kompaktan skup u

(X, d). Kazemo da je K poluizraCunljiv skup u (X, d, @) ako je {j € N | K < J;} rekurzivno
prebrojiv podskup od N.

DokaZzimo prvo da ova definicija ne ovisi o izboru funkcija o i . Zapravo, dokazat
¢emo i vise:
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Akosu @,¥ : N — Z(N) r.r.o. funkcije ¢ije su slike familija svih kona¢nih nepraznih
podskupova od N, onda je skup {j e N | K < Uieq,( p I;} rekurzivno prebrojiv ako i samo
ako je {j € N | K © (J,oy(;) Ii} rekurzivno prebrojiv.

Naime, neka je Q = {(j,j/) € N> | ®(j) = ¥(j')}. Tada je Q rekurzivan skup te
za svaki j € N postoji j/ € N takav da je (j, j/) € Q. Stoga postoji rekurzivna funkcija
¢ : N — N takva da je (j,¢(j)) € Q za svaki j € N. Dakle za svaki j € N vrijedi
O(j) = ¥(e()))-

Oznalimo T = {j e N | K € oy li} e T = {j €N | K S Ujey(j) Ii}-
Imamo
jeT«—=Kc |Jlie—=Kkc ] Leqg(jeT.
ie®(j) i€¥(e(j))
Dakle vrijedi j € T ako i samo ako je ¢(j) € T' paje T = ¢~ '(T’). Ovo pokazuje sljedece:
ako je T’ rekurzivno prebrojiv, onda je i T rekurzivno prebrojiv. Prema tome, jedan smjer
u ekvivalenciji koju dokazujemo vrijedi, a drugi se dokazuje analogno.

Definicija 2.4.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su x,y € X ir,s > 0. PiSemo
(v,s) SF (x,r) akoje d(x,y) + s < r.

Uocimo: ako je (y, s) Sr (x,r), onda je K(y, s) < K(x,r).

Lema 2.4.5. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d). Pret-
postavimo da su ay, . . .,a, € X iry,...,r, > 0takvida je K < K(ag,ro) U ... U K(ay, ).
Tada postoji A > 0 takav da za svaki x € K postoji i € {0, ...,n} takav da je

(x,2) SF (ai, ;).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki k € N postoji x; € K takav da je d(x;, a;) +
% > r;, i =0,...,n Odnosno

1
d(xg,a;) = ri — o i=0,...,n. (2.6)

Kako je (x) niz u kompaktnom skupu K, postoji strogo rastuci niz (k;); u N takav da niz
(xt;); tezi nekoj tocki x iz K.
Iz imamo

d(xp, a;) = r; — =0,...,n

|
—, 1
kj

iz Cega slijedi d(x,a;) = r;, i = 0,...,n, odnosno x ¢ | J._, K(a;, r;) §to je u kontradikciji s
xe K. O
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Teorem 2.4.6. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te K izracunljiv skup u tom
prostoru. Tada je K poluizracunljiv u (X,d, @).

Dokaz. Ako je K = ¢, tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je K # ¢J. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je
K ~,« {a; | i € [f(k)]}, za sve k € N. Zelimo pokazati da je skup {j e N | K < J;}
rekurzivno prebrojiv.

Neka je j € N. Tada je K < J; ako i samo ako je K < I, U ... U ()., odnosno
K < K(A(j)o» P()o) Y - - - Y K(A(j)- p(5)5)-

Pretpostavimo da je K < J;. Tada po lemi postoji 4 > 0 takav da za svaki x €
K postoji u € {0,...,;} takav da je (x,A) S¢ (A(j..p().). Odaberimo k € N takav
da je 27% < 4. Uzmimo i € [f(k)]. Tada postoji x € K takav da je d(x,e;) < 27%.
Uzmimo x i u € {0,. ,}} takve da je d(x,@;) < 2751 (x,4) S¢ (A(j..p(j).). Tada je
d(x,A¢j,) + A < p(j),- Sada imamo

d(ai, A¢j,) + 27 <d(aix) +d(x, A,) +27° <275+ d(x, 2,) +27°
<d(x,4¢),) + A < pg,

odnosno (@, 27%) ¢ (A, P(j))-

Dakle ako je K < J; onda postoji k € N takav da za svaki i € [f(k)] postoji u € {0,..., j}
takav da je (@, 27%) SF (¢, P(j))-

Tvrdimo da vrijedi i obrat. Pretpostavimo da postoji takav k € N i neka je x € K. Tada
postoji i € [f(k)] takav da je x € K(a;,27%). Po pretpostavci postoji u € {0,..., j takav da
je (@, 27%) F (A(j).-P(j).), onda je x € K(a;, 27%) < K(A(j),. p(j).) < J,. Pokazali smo da
za proizvoljan x € K vrijedi x € J;, dakle K < J;.

Definiramo skup

= {(k,i, jou) € N* | (@, 27%) <r (Ao ()}
= {<k’ i’ j’ l/l) € N4 ’ d<a/i’ /l(])u) + 271{ < p(])u}'
On je rekurzivno prebrojiv jer su funkcije N* — R, (k,i, ju) — d(a;,A(),) +27*

(k,i, j,u) — pj), rekurzivne.
Definiramo skup

(ki j) € N | Fue {0, ... J) takav daje (@ 27) S5 (Ay,00(,)}
(k,i,j) e N* | Ju e N takav daje u < ji (k,i, ju) € S},

I

{
{
taj skup je rekurzivno prebrojiv jer je projekcija rekurzivno prebrojivog skupa
S ki, jou) € N* [ u < j.
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Definiramo funkciju @ : N> — Z(N3), ®(k, j) = {k} x [f(k)] x {j}. To je r.r.o. funkcija
po lemi[[.6.16] Sada imamo niz ekvivalencija

KcJj— 3keNVie[f(k)] (kij)eT «— IkeN {k} x [f(k)] x {j} =T
— JkeN @Ok, j)c T.

Skup {(k, j) € N* | ®(k, j) < T} je rekurzivno prebrojiv po propoziciji [1.6.14, a kako je
{j e N | K < J;} projekcija tog skupa, slijedi da je {j € N | K < J;} rekurzivno prebrojiv
skup, odnosno K je poluizracunljiv. O

Definicija 2.4.7. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te § < X. KaZzemo da je S
koizracunljivo prebrojiv (co-c.e.) ako je S = X ili postoji rekurzivna funkcija f : N — N
takva da je X\S = U I1()-

Ekvivalentno, S je co-c.e. ako postoji rekurzivno prebrojiv skup A < N takav da je
X\S = UieA ;.

Definicija 2.4.8. Za izracunljiv metri¢ki prostor (X, d, @) kaZemo da je lokalno izracunljiv
ako je svaki kompaktan skup u (X, d) sadrzan u nekom izra¢unljivom skupu u (X, d, @).

Primjer 2.4.9. Neka je (R,d, @) izraCunljiv euklidski prostor. Tada je (R,d, ) lokalno
izracunljiv.

Dovoljno je dokazati da je skup [a, b|, a < b izraCunljiv ako su a, b € R izraCunljive tocke
u (R,d,a).

Neka su a i b izraCunljive toCke, tada postoje rekurzivne funkcije F,G : N — N takve da
jed(a,a(F(i))) <27"id(b,a(G(i))) < 27"

Definiramo M = d(a, b). Postoji [ € N takav da je 2~/ < 4.

Sada iz nejednakosti trokuta imamo da za svaki i € N vrijedi

dla(Fi+1),a(G(i+1))) <2M.
Postoji N € N takav da je 22—1,‘3 < 1. Za takav N definiramo funkciju H : N> — Q sa

o(Gk+1) —a(F(k+1))

H(i,k) = a(F(k+1)) +i- Sk+N

Funkcija H je rekurzivna i vrijedi
Ay = {H(i,k) | 0 <i< 2"} ~,4 [a,b]

bududi da je A skup toCaka izmedu a(F(k + 1)) i @(G(k + 1)) u kojemu su susjedne tocke
udaljene za manje od 2% i vrijdi d(a, a(F(k + 1)) <27*id(b,a(G(k +1))) < 27*.
Skup {(i,k, j) € N° | H(i,k) = a,} je rekurzivan i za svaki (i,k) € N? postoji j € N takav
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da je (i,k, j) element tog skupa pa postoji rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva da je
H(i, k) = ayi-
Imamo
A = {apun [0 <i <27} = a({(ik) |0 < i < 277}

Zelimo pokazati da je funkcija @ : N — Z2(N) definirana s k — {p(i,k) | 0 < i < 2¢+V}
r.r.o. funkcija.
Vrijedi ®(k) = ¢(¥(k)) gdje je W(k) = {(i,k) |0 <i < 2"+N} Bududi da je ¢ rekurzivna,
dovoljno je dokazati da je ¥ r.r.0., a to slijedi iz ¥(k) = {0,...,2™N} x {k}.

Dakle pokazali smo da za svaki k € N vrijedi

a(®(k)) ~y- [a,b]

gdje je @ r.r.o. funkcijai ®(x) # &, Vx € N, pa postoji rekurzivna funkcija f : N — N
takva da je ®@(x) = [f(x)], Vx € N. Time je dokazano da je [a, b] izraCunljiv.

Za svaki K kompakt u (R, d, @) postoje a,b € Qtakve dajea < bi K < [a, b]. Kako su svi
racionalni brojevi ujedno i izracunljive toc¢ke u (R, d, @), onda postoje i izraCunljive tocke
a, b s tim svojstvom, iz Cega slijedi da je (R, d, @) lokalno izracunljiv.

Lema 2.4.10. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostorte S < X co-c.e. i S # X. Tada
postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da je X\S = | ;o Jo0) 1 za svaki i € N vrijedi
(i) S Jgti+n)-

Dokaz. Buducidaje S co-c.e. 1S # X, postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je
X\S = Uiew L1 (-

Definiramo funkciju ® : N — Z(N) sa ®(i) = f({0,...,i}), ona je r.r.o. po primjeru
1.6.11] OCito za svaki x € N vrijedi ®(x) # . Po lemi|1.6.15|postoji rekurzivna funkcija
g : N — N takva da za svaki x € N vrijedi ®(x) = [g(x)]. Budu¢i da je Joi) = U eo1 L

Uw=-UUr=-UUs-U U 4

iEN ieN je[g(i)] iEN jed(i) ieN je{f(0),....f(i)}
- U Iy = iy = X\S.
ieN j= ieN

Jerje [g(i)] = @(i) = {f(0),..., f(i)}, vrijedi

UI—UI_ U = U =7

JED(i) JED(i+1) Jelg(i+1)]



40 POGLAVLIE 2. IZRACUNLJIVOST NA METRICKIM PROSTORIMA

Lema 2.4.11. Neka je (X,d,a) izracunljiv metricki prostor. Tada postoji rekurzivna funk-
cija ¢ : N> — N takva da za sve a,b € N vrijedi J, U J,, = Jo(ab)-

Dokaz. Bududi da vrijedi J, = Uie[a] I;, dovoljno je dokazati da postoji rekurzivna funk-
cija ¢ : N> — N takva da je [¢(a,b)] = [a] U [b]. Funkcije ®,¥ : N> — P (N),
®(a,b) = [a], ¥(a,b) = [b] su rro. po propoziciji [1.6.8] pa je i A : N> — P(N),
A(a,b) = ®(a,b) U ¥(a,b) r.r.o. po propoziciji[1.6.4] Za svaki (a,b) € N? vrijedi

[a] U [b] # & pa po propozwm“postop rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva da je
[a] v [b] = Ala,b) = [¢(a, D)]. O

Korolar 2.4.12. Postoji rekurzivna funkcija  : N* — N takva da za sve u, v, w € N vrijedi
Juu Ly U dy = Jyuvw)-

Dokaz. Neka je ¢ funkcija iz prethodne leme. Vrijedi
Joou Jy Uy = Jouw) Y Jw = Jo(e(un)w)-

Definiramo ¢ sa ¥/(u,v,w) = ¢(¢(u,v),w), Yu,v,w € N. Funkcija ¢ je rekurzivna kao
kompozicija rekurzivnih funkcija. O

Propozicija 2.4.13. Neka je (X, d,a) lokalno izracunljiv metricki prostor te S < X kom-
paktan i co-c.e. skup. Tada je S poluizracunljiv.

Dokaz. Bududéi da je (X, d, @) lokalno izracunljiv, postoji izra¢unljiv skup K u (X, d, @)
takav daje S < K. Akoje S = X, ondajei K = X paje S izraCunljiv, a onda i
poluizracunljiv. U nastavku dokaza promatramo slucaj kada je S # X. Po lemi [2.4.10|
postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da je X\S = ;o Je(i) 1 za svaki i € N vrijedi
To(i) S Jg(i+)-

Neka je j € N. Pretpostavimo da je S < J;. Tada je K\J; < X\S = |,y Je(i)- Skup K je
kompaktan jer je izracunljiv, J; je otvoren pa je K\J; zatvoren skup u kompaktu K, a onda
je i sam kompaktan. Buduci da je K\J; kompaktan, postoje n € N i {i|,...,i,} < N takvi
daje K\J; S Uicgi,. iy Jo()- Ako uzmemo i = max{iy, ..., i}, ondaje K\J; S Jy(;). Time
smo pokazali da pOStQ]l i € N takav da je K\J; S J,(;), odnosno K < J; U Jg(;).

Dakle ako je § < J;, onda postoji i € N takav da je K = J; U Jg()

Vrijedi i obrat, bududi da je X\S = ey Je(» Vrijedi S nJpp) = D paizS < K < J;ulg
slijedi § < J;.

Dakle vrijedi § < J; ako i samo ako postoji i € N takav da je K S J; U Jy(;).

Definiramo skup Q = {(j,i) € N> | K © J; U Jy(;}. Buduéida je skup {j e N | § < J;}
projekcija od €2, dovoljno je dokazati da je € rekurzivno prebrojiv jer bismo onda imali i
daje {je N |S < J;} rekurzivno prebrojiv.

Neka je ¢ funkcija iz prethodne leme. Imamo:

Ji v Jey = Jo(igy)s Vi, JEN
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dakle Q = {(j,i) € N? | K  Jy(;4()) }- Buduéi da je K izraCunljiv, a onda i poluizradunljiv,
znamo daje I := {j e N | K < J,} rekurzivno prebrojiv. Uo¢imo:

Q = {(j.i) e N* | o(j: g(i) € T}.
Definiramo funkciju F : N> — N, F(j,i) = ¢(j, g(i)). Ta funkcija je rekurzivna pa je skup

Q = F~(T') rekurzivno prebrojiv po propoziciji[1.1.12
Sadaje {j € N | § < J;} rekurzivno prebrojiv po teoremu o projekciji. m|

Definicija 2.4.14. Neka je (X, d, ) izraCunljiv metric¢ki prostor. Za U < X kaZemo da je
izraunljivo prebrojivo otvoren u (X, d, @) ako postoji rekurzivno prebrojiv skup A € N
takav daje U = |, I-

Uodimo da je S < X co-c.e. u (X,d,a) ako i samo ako je X\S izracunljivo prebrojivo
otvoren u (X, d, @).

Propozicija 2.4.15. Neka je (X,d,a) izracunljiv metricki prostor te neka su U,V < X
izracunljivo prebrojivo otvoreni. Tada je U U V izracunljivo prebrojivo otvoren.

Dokaz. Neka su A, B < N rekurzivno prebrojivi skupovi takvidaje U = | J,., [; i
V=Upli- Tadaje U UV = s pli- Skup A U B je izraunljivo prebrojiv kao unija
dva izracunljivo prebrojiva skupa, dakle U U V je izraCunljivo prebrojivo otvoren. O

Korolar 2.4.16. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor te neka su S,T < X co-c.e.
u(X,d,a). TadajeiS N T co-c.e.

Dokaz. Skupovi X\S i X\T su izracunljivo prebrojivo otvoreni i vrijedi
X\(S nT)=(X\S)u (X\T) pa je po prethodnoj propoziciji X\(S n T) izraCunljivo pre-
brojivo otvoren, dakle S n T je co-c.e. O

Primjer 2.4.17. Neka je (R, d, ) izraunljiv euklidski prostor i neka je r € Q. Tada su
skupovi {r, c0) i (—0o0, r) izraunljivo prebrojivo otvoreni.
Vrijedi (r,0) = o, 7+ 2(n+ 1)) = J,en K(r+n+ L,n+1).
Definiramo skup Q = {(n,i) e N> | r+n+ 1= A in+ 1 = p;}.
Prisjetimo se da je @ : N — Q rekurzivna funkcija pajei 4 : N — Q rekurzivna funkcija.
Iz toga slijedi da je Q rekurzivan skup. Bududi da vrijedi (4,p)(N) = Q x (Q n (0, 00)),
za svaki n € N postoji i € N takav da je (n,i) € Q. Dakle, postoji rekurzivna funkcija
f : N — N takva da za svaki n € N vrijedi (n, f(n)) € Q, odnosno r + n + 1 = Ay i
n+1= Prn)-
Sada imamo {r,0) = |J,a K(Art), Prtn)) = Unen Lr(n)> dakle {r, o) je izraCunljivo pre-
brojivo otvoren.
Vrijedi

(=oo,ry = | Jr=2(+1),ry = | JK(r— (n+1),n+ 1)

neN neN
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pa na isti na¢in kao gore vidimo da je (—o0, r) izralunljivo prebrojivo otvoren.

Primjer 2.4.18. Neka je f : N — Q kao iz primjera 2.3.11] Funkcija f je rekurzivna i
rastuca funkcija takva da je f(0) = O te f(n) — y gdje je y neizraunljiv broj.

MozZemo pretpostaviti da je y < 1. Inace odaberemo N € N takav da je % < 1 1umjesto f
promatramo funkciju n — LA';) Ta funkcija je ocito rekurzivna i rastuca, vrijedi % =0i
% je neizraCunljiv, jer bi inate y = % - N bio izraCunljiv broj kao produkt dva izracunljiva
broja.

Neka je (R, d, @) izracunljiv euklidski prostor. Tvrdimo da je [y, 1] co-c.e. Dovoljno je
dokazati da je R\[y, 1] = (—o0,y) u (1, 00) izraunljivo prebrojivo otvoren. U tu svrhu,
prema propoziciji dovoljno je dokazati da su skupovi (—o0,0), {(—1,y) i {1,0)
izraCunljivo prebrojivo otvoreni. Skupovi (—o0,0) 1 {1, o) su izraunljivo prebrojivo otvo-
reni po prethodnom primjeru. Preostaje stoga dokazati da je (—1,y) izraCunljivo prebrojivo
otvoren.

Vrijedi ” ”
-1+ f(n) 1+ f(n
1 = e f = | kS,

neN neN

pa na isti nacin kao u prethodnom primjeru zakljucujemo da je taj skup izracunljivo pre-
brojivo otvoren.

Time je dokazano da je [y, 1] co-c.e. Znamo da je (R, d, @) lokalno izracunljiv pa je po
propoziciji [2.4.13|skup [y, 1] poluizradunljiv.

Bududi da vy nije izraunljiv broj, na slican nacin kao u primjeru vidimo da [y, 1]
nije izraunljiv.

Prethodni primjer pokazuje da poluizracunljiv skup u izraCunljivom metrickom pros-
toru ne mora biti izraunljiv.

Teorem 2.4.19. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor i S < X kompaktan. Tada je
S izracunljiv ako i samo ako je izracunljivo prebrojiv i poluizracunljiv.

Dokaz. Ranije smo dokazali da je izraCunljiv skup nuZno i izraCunljivo prebrojiv i polu-
izraCunljiv. PokaZimo sada i obrat.

Neka je S izraCunljivo prebrojiv i poluizracunljiv.

Definiramo skup

Q={(k,j)eN*|S cJ, ;S # & zasvakiie [j],p; < 27* za svakii € [j]}.

Tvrdimo da je Q rekurzivno prebrojiv.

Buduci da je S poluizracunljiv, skup {j € N | § < J;} je rekurzivno prebrojiv. Tada je
iINx{jeN|S cJ}=(""{jeN|S < J;}) rekurzivno prebrojiv po propoziciji
LI12
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Definiramo A = {i e N | , n S # &}. Taj skup je rekurzivno prebrojiv jer je S
izraunljivo prebrojiv. Funkcija @ : N — Z(N), ®(j) = [j] je r.r.o. pa je po propoziciji

L6 skup
{(jJeEN|D(j)c A} ={jeN|LnS # Jzasvakiie [j|}

rekurzivno prebrojiv. Ondajei N x {j €e N | [, n' S # (Jzasvakii € [j]} rekurzivno
prebrojiv.

Skup B := {(k,i) € N* | p; < 27} je rekurzivan jer su funkcije N> — Q, (k,i) — p; i
(k, i) — 27% rekurzivne. Funkcija ¥ : N*> — 2(N?), W(k, j) = {k} x [j] je r.r.0. po lemi
[1.6.16] pa je skup {(k, j) € N* | ¥(k, j) B} rekurzivno prebrojiv po propoziciji
Slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv kao presjek tri rekurzivno prebrojiva skupa.

Za fiksni k € N familija {I; | i € N, p; < 27} je pokriva¢ od X, onda posebno i pokriva¢
od S. Skup S je kompaktan, pa ima konacan potpokrivac, neka je to {[;,, ..., I; }, moZemo
pretpostaviti da sve te kugle sijeku S, inace izbacimo one koje ne sijeku S'.

Sada postoji j € N takav da je [j] = {io,...,i,}. Za tako odabran j vrijedi § < J,,
I;nS # Jzasvakiie [j]ip; <27%zasvakiie [j], odnosno (k, j) € Q. Dakle za svaki
k € N postoji j € N takav da je (k, j) € Q. Onda postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N
takva da za svaki k € N vrijedi (k, ¢(k)) € Q.

Tvrdimo da za sve (k, j) € Q vrijedi

S~k {ar (o) - - @) -

Neka je (k, j) € Q,inekaje x € S. Tada je x € J; pa postoji i € [j] = {(j)o, .-, (j);} takav
daje x € I; = K(ar . p:), 1 vrijedi p; < 27* jer je (k, j) € Q. Dakle d(x, @) < p;i <275

Neka je y € {ar((j)p)s - - -» @ ((j)) }» Onda postoji i € [/] takav da je y = ar,(). Tada je
0 <2781~ S # . Dakle postoji x € S takav da je

d(x,y) = d(x, a’n(i)) <p;i < 27k,

Definiramo funkciju @ : N — Z(N), ©(k) = {7,((¢(k))o),- -, T ((go(k))@)}
Uocimo da za svaki k € N vrijedi S ~,—« a(®(k)). Bududi da je ®(k) = 7,([¢(k)]), funk-

cija @ je r.r.o. po korolaru|1.6.10l Ni za koji k € N skup ®(k) nije prazan pa po lemi|l1.6.15
postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da za svaki k € N vrijedi ®(k) = [f(k)].

Kona¢no imamo da za svaki k € N vrijedi S ~,—« a([f(k)]) = Ajx), odnosno S je
izracunljiv skup. O
2.5 Izracunljivost i topologija

Napomena. Neka je (X, d) metri¢ki prostor te neka su x,y € X, r, s > 0.
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1. Pretpostavimo da je d(x,y) > r + s. Tada se iz nejednakosti trokuta lako vidi da
vrijedi K(x,r) n K(y, s) = .

2. Pretpostavimo da je d(x,y) + s < r. Tada je K(y, s) < K(x,r).

Definicija 2.5.1. Neka je (X,d,a) izraCunljiv metricki prostor. PiSemo I; o I; ako je
d(4;,4;) > p; + pj. PiSemo I; ¢ I; ako je d(A;, ;) + pi < p;-.

UocCimoda f; o I; povlaci I; n I; = (J,11; SF I; povlaci I; < 1.

Propozicija 2.5.2. Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor. Tada su skupovi
{(i, ) eN* | Lo I;} i {(i, j) € N* | I; SF I;} rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Nizovi i — A;, j — A; su izralunljivi pa je funkcija N* — R, (i, j) — d(4;, ;)

rekurzivna. Funkcije N> — Q, (i, j) — p; + p; i (i, j) — p; — p; su takoder rekurzivne pa

su skupovi {(i, j) e N* | Lo I;} = {(i, j) e N* | d(A;, ;) > pi + p;} i

{(i,j) e N* | I ¢ I;} = {(i,j) € N* | d(A;,4;) < p; — p;} rekurzivno prebrojivi po

propoziciji[1.4.9] m|

Definicija 2.5.3. Za u,v € N piSemo J, ¢ J, ako za svakii € [u] i j € [v] vrijedi [; o I;.
Uocimo da J, ¢ J,, povlaci J, n J, = .

Propozicija 2.5.4. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Tada je skup
T = {(u,v) e N? | J, o J,} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Nekaje S = {(i, j) € N* | I, o I;}. Znamo da je S rekurzivno prebrojiv. Funkcija

O :N? - P(N?), ®(u,v) = [u] x [v] je r.r.o. polemi(1.6.16[i vrijedi
T = {(u,v) e N* | ®(u,v) = S} paje T rekurzivno prebrojiv po propoziciji|l.6.14 m|

Propozicija 2.5.5. Neka su i, j,k € N takvida je I; ©p 1;i1; o Iy. Tada je I; © .

Dokaz. Vrijedi d(2;,4;) + p; < p; id(4d;,4&) > p; + px. Zbrajanjem tih dviju ne-
jednakosti dobivamo d(4;, &) — d(A;,4;) > px + p;. 1z nejednakosti trokuta imamo
d(A;, &) = d(A;, &) — d(A;, A;). Dakle vrijedi d(A;, ) > p; + px, odnosno [;  Iy. O

Propozicija 2.5.6. Neka su i, j,k € N takvida je I; ¢ 1;i 1; Sf I. Tada je I; SF Ii.

Dokaz. Vrijedi d(2;,4;) + p; < p;id(4d;,4&) + p; < px. Zbrajanjem tih dviju ne-
jednakosti dobivamo d(4;, ;) + d(4;, &) + p; < px. Iz nejednakosti trokuta imamo
d(A;, &) < d(A;, ;) + d(A;, ). Dakle vrijedi d(A;, &) + p; < px, odnosno I; Sf Iy. O

Propozicija 2.5.7. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor, neka su x € X, i,j € N
takvi da je x € I; " 1. Tada postoji k € N takav da je x € I, Iy S I; i Iy SF 1.
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Dokaz. Vrijedi d(A;,x) < p; i d(1;,x) < p; pa postoji s € Q, s > 0 takav da je
d(Ai, x) +2s < p;iid(d;,x) + 25 < p;.

Bududi da je @ gust u X, postoji n € N takav da je x € K(a,, s). Neka je k € N takav da je
a, = 415 = py.

Tada je x € K(a,, s) = I; i vrijedi

d( A, i) + pre < d(A, x) +d(x, ) +pp < s +d(x, ) + 5 < pi,

dakle d(A, A;) + px < p;. Analogno se pokaze da je d(Ay, A;) + pr < p;-.

Konacno imamo x € I, I, S¢ ;1 Iy SF 1. O
Korolar 2.5.8. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor, neka su i, . . . ,i, € N te neka
jexel, n...n 1. Tada postoji k € N takav da je x € I te I, p Iy, ..., Iy F I;,.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Baza: za n = 0 vrijedi x € [
n = 01in = 1 tvrdnja vrijedi po prethodnoj propoziciji.

Pretpostavka: ako su iy,...,i, e Ntakvidajexe [, n...n[;
dajexe ily <r Iy,.... Iy SF I,

Korak: neka je x € ﬂ'}:é I;;. Tada po pretpostavci postoji k € N takav da je x € I
1k <p ly,.... Iy <p I;. Po prethodnoj propoziciji primijenjenoj na I; i I,4; postoji
l € Ntakavdajex € I, I, <p It i I, <f IL,41. Sada po propoziciji [2.5.6] vrijedi
I, cF¢ Iio,---,Il Cr Ii,l- O

N I;, paza

onda postoji k € N takav

n®

Propozicija 2.5.9. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor i neka su x,y € X, x # y.
Tada postoje i, j € N takvi da vrijedi x € I, ye I;i I; o I;.

Dokaz. Neka je s € Q, s > O takav daje s < @. Bududi da je @ gust u X, postoje

m,n € N takvi da je x € K(a,,,s) iy € K(a,,s). Neka su i, j € N takvi da je a,, = 4,
a, = Aj1p; = p; = 5. Imamo

4s < d(x,y) < d(x,4;) +d(A;, A;) +d(A;,y) <25+ d(4;,4;),
odnosno d(A;,4;) > 2s = p; + p;, dakle I; o I;. O

Definicija 2.5.10. Neka je (X, d, @) izraCunljiv metri¢ki prostor. Za u € N ii € N piSemo
Ju o I; ako za svaki j € [u] vrijedi I; < I.

Uocimo da je J, ¢ J, ako i samo ako za svaki i € [v] vrijedi J, ¢ I..

Lema 2.5.11. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor, K < X neprazan i kompaktan
te x € X takav da je x ¢ K. Tada postoje u,i € N takvida je K < J,, x€ I;i J, ¢ I
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Dokaz. Za svakiy € K vrijedi y # x pa postoje iy, j, € N takvi da vrijedi y € [; , x € I}
i I;, o I;,. Familija {/;, | y € K} je otvoren pokriva¢ od K. Budu¢i da je K kompaktan,
postoje Yo, ..., y, € K takvi da je K < | Ji_, /i,- Imamo x € (), I;, pa po korolaru
postoji k € Ntakavdajex e Iy te [, S ijo, ..y S 1, . Vrijedi ijo <>Il~y0, oI, oI, po
propozicijivrijedi Lol ,....Iko 1. Uzmimo u € N takav da je [u] = {iy,, ..., iy,}.
Kona¢no imamo J, ¢ I, x€ [, 1 K < J,.

m]

Definicija 2.5.12. Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka su u, v € N. Pisemo
Ju Sr J, ako za svaki i € [u] postoji j € [v] takav daje I; Sf I;.

Uoc¢imo: ako je J, r J,, onda je J, < J,.

Propozicija 2.5.13. Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor, K < X neprazan i kom-
paktan te u,v € N takvi da je K < J, n J,. Tada postoji w € N takav da je K < J,,
J,. < J,iJ, SFr J,.

Dokaz. Neka je x € K. Tada postoje i € [u] takav da je x € [; i j € [v] takav da je
x € I;. Bududi da je x € I; n I}, po propoziciji 2.5.7] postoji k. € N takav da je x € Iy,
I, <r I;i I, <F I;. Familija {I;, | x € K} je otvoren pokriva¢ od K, pa ima konacan
potpokriva¢ {I,, ..., I, }. Odaberimo w € N takav da je [w] = {ko,...,k,}. Sada za svaki
i € [w] postoji j € [u] takav da je I; ©f I; te za svaki i € [w] postoji j € [v] takav da je
I, cF Ij. O

Napomena. Neka su u,v,w,i e N.
1. Akoje J, < J,iJ, Sf J,,ondaje J, S J,,.
2. Akoje J, < J,1J,¢o1l;,ondaje J, o I,.
Idu¢i korolar navodimo bez dokaza bududi da je dokaz sli¢an dokazu korolara[2.5.8

Korolar 2.5.14. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, K < X neprazan i kompak-
tante uy, ..., u, € Ntakvidaje K < J,,n...nJ,,. Tada postojiw € N takav da je K < J,,
telJ, Cr Juo, o Jw CF Ju,,-

Teorem 2.5.15. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor te K, L neprazni, medusobno
disjunktni, kompaktni skupovi u (X, d). Tada postoje u,v € N takvida je K < J,, L < J, i
JyoJ,.

Dokaz. Neka je x € L, s obzirom da je x ¢ K, po lemi|2.5.11|postoje u,, i, € N takvi da je
KcJ,,xel ilJ, oI, . Familija {I; | x € L} je otvoreni pokriva¢ od L, bududi da je L
kompaktan postoje xo, ..., x, € Ltakvidaje L& I;, v ... U .
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Vrijedi K < J,,, N ... " Jy,. Po korolaru mpostoji u € N takav da je K < J, te
Ju Sk dugs oo duSr J

Uxp *

Imamodaje J,, oI, ..., Ju, ¢ 1, papo prethodnoj napomeni vrijedi
Juo iy, ..., Juol, . Nekajev e N takav da je [v] = {iy,...,iy,}. Imamo J, o J,, L S J,
1K < J,. O

Lema 2.5.16. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor, a € X izracunljiva tocka te (x;)
izracunljiv niz u (X, d, «). Tada je funkcija 8 : N — R, i — d(a, x;) rekurzivna.

Dokaz. Definiramo niz (y;) say; = a, Vj € N. Taj niz je izraCunljiv jer je a izraunljiva
to¢ka. Po propoziciji [2.3.6, funkcijay : N* — R, y(i, j) = d(y;, x;) je rekurzivna. Vrijedi
B(i) = y(0, i) pa je funkcija 8 rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. ]

Lema 2.5.17. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor te a € X izracunljiva tocka u
(X,d, ). Tada je skup S = {i € N | a € I;} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Vrijedi i € S ako i samo ako je a € I;, odnosno d(a, A;) < p;. Dakle
S ={ieN|d(a, ;) < p;}, §to je rekurzivno prebrojiv skup buduéi da su funkcije N — R,
i— d(a, ;) 1i— p; rekurzivne. i

Propozicija 2.5.18. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor te a € X izracunljiva
tocka u (X, d, ). Tada je skup T = {j € N | a € J;} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Definiramo skup Q = {(i,j) € N* | i € Sii € [j]}, gdje je S kao u prethod-
noj lemi. Skup Q je rekurzivno prebrojiv kao presjek dva rekurzivno prebrojiva skupa,
(i) e N2 | ieS}i{(ij)e W |ie [j])
Skup Q := {j € N | postoji i € N takav da je (i, j) € Q} je rekurzivno prebrojiv po teoremu
o projekciji.
Vrijedi sljedeci niz ekvivalencija:
JE€T < postojiie€ [j] takavdajea € I;
<= postojii € [j] takavdajeie S
<= postojii e Ntakavdajeie S iie [J]

<= postoji i € N takav da je (i, j) € Q.
Dakle, T = Q je rekurzivno prebrojiv. |

Lema 2.5.19. Postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da za svaki i € N vrijedi
i = Jy(i)-

Dokaz. Funkcije ®,¥ : N> — 2(N), ®(i, j) = {i}, P(i,j) =
skup § = {(i.j) € N* | {i} = [j]} = {(i.j) € N* | @(i, )

[j] su r.r.o. Definiramo
= Y(i,j)}. Taj skup je
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rekurzivan po propoziciji [1.6.7} i za svaki i € N postoji j € N takav da je {i} = [j],
odnosno (i, j) € S. Slijedi da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da za svaki

i € N vrijedi (i,¢(i)) € S, odnosno {i} = [¢(i)]. Onda je Joo) = U oy Li = I o

2.6 Luk

Definicija 2.6.1. Za topoloski prostor L kaZzemo da je luk ako je L homeomorfan sa [0, 1],
pri ¢emu na [0, 1] promatramo euklidsku topologiju.

Definicija 2.6.2. Neka je L luk te f : [0,1] — L homeomorfizam. Tada za f(0) i f(1)
kaZzemo da su krajnje toc¢ke od L.

Uoc¢imo: 01 1 su sve to¢ke x € [0, 1] sa svojstvom da je [0, 1]\{x} povezan prostor.
Stoga su f(0) i f(1) sve tocke y € L sa svojstvom da je L\{y} povezan. Ovo pokazuje da
definicija krajnje tocke luka ne ovisi o izboru funkcije f.

Teorem 2.6.3. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je S poluizracunljiv
skup u tom prostoru takav da je S, kao potprostor od (X,d), luk s krajnjim tockama a i
b. Pretpostavimo da su a i b izracunljive tocke u (X,d,@). Tada je S izracunljiv skup u
(X.d, a).

Dokaz. Nekaje f : [0,1] — S homeomorfizam takav da je f(0) = ai f(1) = b (u suprot-
nom uzmemo funkciju x — f(1 — x)). Buduéi da je S poluizracunljiv dovoljno je dokazati
daje S izracunljivo prebrojiv.

Pretpostavimo da je i € N takav daje I, n S # . Tada postoji t € {0, 1) takav da je
f(z) € I,. Kad takav ¢ ne bi postojao, onda bi vrijedilo I; n S = {a,b}, ; n' S = {a} ili
I; nS = {b}. Ako je na primjer I; n S = {a}, onda je {a} otvoren u S, ali {a} je oito
i zatvoren u S, iz Cega slijedi da je S nepovezan, Sto je kontradikcija. Slicno se dobije
kontradikcija i u preostala dva slucaja.

Jasno je da je f neprekidna i kao funkcija sa [0, 1] u X, dakle skup f~!(I;) je otvoren i
vrijedi t € f~1(I;). Zbog toga i Cinjenice da je ¢ € <0, 1) slijedi da postoje ¢, d € [0, 1] takvi
daje0<c<t<d<1lilcd e f~(I), odnosno f([c,d]) € I.

Definiramo F = f([0,c]) i G = f([d, 1]). Skupovi F i G su neprazni, medusobno disjun-
ktni i kompaktni u (X,d). O&ito je a € F i b € G. Po teoremu 2.5.15| postoje u, v € N takvi
daje F< J,,G< J,1J,¢J,. Uoimo:

§ = f([0.1]) = f([0,c]) v f([e.d]) v f([d. 1]) = F v f([e.d]) v G < Jy v L L Jy.

Dakle S € J,ul; u J,ivrijediae J,ibe J,.
Dakle za svaki i € N takavdaje I; n S # J, postoje u,v € N takvi da vrijedi
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1. J,oJ,
2.85cJ,ul;ulJ,
3.aeJ,ibe J,

Definiramo Q = {(i,u,v) e N* | J, 0 J,,§ < J,u L, U J,,a € J,,b € J,}. Tvrdimo da
je Q rekurzivno prebrojiv. Buduéi da je skup {(u,v) € N? | J, o J,} rekurzivno prebrojiv
po propoziciji [2.5.4] a skupovi {u e N | a € J,} i {v € N | b € J,} po propoziciji 2.5.18]
dovoljno je dokazati da je skup T’ = {(i,u,v) e N* | S < J, U I; U J,} rekurzivno prebrojiv.
Neka je ¢ : N — N rekurzivna funkcija takva da za svaki i € N vrijedi I; = J,(;). Neka je
 : N® — N rekurzivna funkcija takva da za sve u, v, w € N vrijedi J, U J, U J,, = Jy(uvw)-
Takve funkcije postoje po lemi[2.5.19]i korolaru

Definiramo funkciju y : N> — N, y(i,u,v) = ¢(u, ¢(i),v), ona je rekurzivna. Imamo niz
ekvivalencija

(buv)el'e=S cJ,uluJ, <= S S J, UJyp) Uy <=8 < Jyuu)m)

dakle vrijedi (i,u,v) € I ako i samo ako je ¢(u, ¢(i),v) € {j € N | § < J;}. Odnosno
I' =y !'({j e N|S < J;}) paje I rekurzivno prebrojiv jer je y rekurzivna funkcija i
{j e N|§ < J;} rekurzivno prebrojiv skup.

Sada je € rekurzivno prebrojiv kao presjek Cetiri rekurzivno prebrojiva skupa.

Pokazali smo da ako je i € N takav da je I; n S # (J, onda postoje u,v € N takvi da je
(i,u,v) € Q. Vrijedi i obrat: neka je (i,u,v) € Q, pretpostavimo da je I; n S = . Tada
suS nJ,1S n J, neprazni i otvoreni u S. Buduéi da je J, ¢ J,, vrijedi J, n J, = J, pa
izS < J,ul; U J,slijedidaje (S nJ,,S nJ,) separacija od S, §to je u kontradikciji s
povezanoScu od S.

Dokazali smo da za svaki i € N vrijedi ekvivalencija: I; n§ # (J ako i1 samo ako
postoje u,v € N takvi da je (i,u,v) € Q. Iz teorema o projekciji slijedi da je skup
{ieN|I;nS # J} rekurzivno prebrojiv. Dakle S je izraCunljivo prebrojiv skup i time je
tvrdnja teorema dokazana. O

2.7 Lancasti kontinuumi

Definicija 2.7.1. Neka je X skup. Za konacan niz Cy, ..., C, podskupova od X kaZemo da
je lanac u X ako za sve i, j € {0, ...,n} vrijedi

i—jl<1e=CnCj+J.

Definicija 2.7.2. Neka je (X, d) metri¢ki prostor. Za lanac Cy,...,C, u X kazemo da je
otvoreni lanac u (X, d) ako su Cy, ..., C, otvoreni skupovi u (X, d).
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Zalanac Cy, ..., C, kazemo da je kompaktan lanac u (X, d) ako su Cy, ..., C, kompaktni u
(X,d).

Definicija 2.7.3. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je C,...,C, lanac u X te ¢ > 0.
Kazemo da je Cy, ..., C, e—lanac u (X, d) ako za svaki i € {0,...,n} vrijedi diam C; < &.

Definicija 2.7.4. Za metricki prostor (X,d) koji je povezan i kompaktan kaZzemo da je
kontinuum.

Definicija 2.7.5. Neka je (X, d) kontinuum. Kazemo da je (X, d) lancasti kontinuum ako
za svaki € > 0 postoji e—otvoreni lanac Cy,...,C, takavdaje X = Cou ... U C,.

Definicija 2.7.6. Neka je (X, d) kontinuum te a,b € X. KaZzemo da je (X, d) kontinuum
lancast od a do b ako za svaki € > 0 postoji e—otvoreni lanac Cy,...,C, takav da je
X:C()U...UCntCCIECoibECn.

Lema 2.7.7. Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor. Tada za svaki € > 0 postoje
kompaktni skupovi Ky, ..., K, takvi da je diam K; < &,i=0,...,ni X =Kyu ... U K,.

Dokaz. Neka je € > 0. Familija {K(x,%) | x € X} je otvoren pokriva¢ od X pa zbog
kompaktnosti od X postoje xo, ..., x, € X takvi da je X = (Ji_y K(x;, £). TraZeni skupovi

suK; = K(x;,%). Vrijedi diam K; < £ < &, X = U K(x,%) = UK, i K; su

kompaktni u X jer su zatvoreni u X i X je kompaktan. O

Definicija 2.7.8. Neka je (X, d) metricki prostor. Za S < X i r > 0 definiramo
N:(S) = Uses K(x.7).

Lema 2.7.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su K,L < X neprazni, kompaktni i
medusobno disjunktni skupovi. Tada postoji A > 0 takav da su skupovi Ny(K) i N,(L)
medusobno disjunktni.

Dokaz. Buduci da su K i L neprazni, kompaktni i medusobno disjunktni vrijedi
d:=d(K,L) > 0. Nekaje A > 0 takav da je 1 < %, tvrdimo da su Ny(K) i Ny(L)
medusobno disjunktni. Pretpostavimo suprotno, neka je x € N,(K) n N,(L), tada pos-
tojeke€ Kile Ltakvidaje x € K(k,A)ixe K(I,4). Tada je

d=d(K,L) <dlk1]) <dkx)+dx]) <21<d,
¢ime smo dobili kontradikciju. Dakle N,(K) i N;(L) su medusobno disjunktni. o

Lema 2.7.10. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S neprazan ogranicen podskup od
X. Tada je diam N,(S) < diam S + 2r.
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Dokaz. Neka su x,y € N,(S). Tada postoje a,b € S takvi da je x € K(a,r)iy e K(b,r).
Racunamo d(x,y) < d(x,a) + d(a,b) + d(b,y) < 2r+ diam S. Dakle vrijedi
diam N,(S) = sup, ey (s) d(%,y) < 2r+ diam S. i

Propozicija 2.7.11. Neka je (X,d) kontinuum.

(1) Tada je (X,d) lancast ako i samo ako za svaki € > 0 postoji e—kompakni lanac
Ko, ..., K, takav daje X = K. .., K,.

(2) Neka su a,b € X. Tada je (X,d) lancast od a do b ako i samo ako za svaki € > 0
postoji e—kompaktni lanac Ky, . .., K, takavdaje X = Ky...,K,teaec Kyib € K,.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) lancast. Neka je £ > 0. Tada postoji e—otvoren lanac
Co,...,C,takavdaje X = Cy u ... u C,. Bududi da je X kompaktan i Cy, ..., C, otvoren
pokriva¢ od X, taj pokriva¢ ima Lebesgueov broj 4. Po lemi postoje kompaktni
skupovi Fy,...,F, takvidajediam F; < 4,i =0,...,n1 X = Fy u... U F,. Definiramo
¥ = {Fo,...,F,}. Odaberimo xo, ..., x, | € X takve da je x; € C; n Ci; .
Definiramo Ko = {xo} U Uperrec, F> Kn = {%0-1} U Uperrec, F te
K = {xj,xi_1} U UFeﬁFgCi F,i=1,...,n—1.

Pokazimo da je Ky, . .., K, kompaktan e—lanac na X. Skup K; je kompaktan za
i =0,...,n jer je unija konacno mnogo kompaktnih skupova. Vrijedi K; < C; pa je
diam K; < diam C; < ¢,i =0,...,n.
Neka je x € X. Tada postoji F' € ¥ takav da je x € F, 1 buduci da je diam F < A, postoji
i€{0,...,n} takavdaje F < C;,aondajeix e F C K;. Dakle vrijedi X = | J;_, K.
Vrijedi |i — j| < 1 = K;nK; # Jjerjex; € Kin Kiyy, i = 0,...,n— 1. Vrijedi i
K;nK; # & — |i — j| < 1. Pretpostavimo suprotno, to jest da postoje i, j, |i — j| > 1
takvidaje K;nK; # J.Ondaje1C;nC; # Jjerje Kin K; = C; n C;. Time smo dobili
kontradikciju s time da je Cy, ..., C, lanac.

Pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji kompaktan e—lanac Ky, ..., K, takav da je
X =Kou...uK, Nekajee > 0. Uzmimo kompaktan 5—lanac Ko, ..., K, takav da je
X=Kyu...UK,. Polemi[2.7.9 za svakadvai,j € {0,...,n} takvadaje [i — j| > 1
postoji 4;; takav da je N, ,(K;) n N,,(K;) = J. Definiramo
Ao = min{d;; | i, j € {0,...,n},|i — j| > 1} te 1 = min{Ap, 5}
Definiramo C; = Ny(K;), i = 0,...,n. Tvrdimo da je Cy, ..., C, otvoren e—lanac u (X, d)
takavdaje X = Cou ... u C,.
Ocito su C; otvoreni i vrijedi X = Cou ... uC,jerje C; 2 K;,zai = 0,...,n. Polemi
imamo diam C; < 24+ diam K; < §+ diam K; < &.
Zai,je{0,...,n}takvedaje i — j| < L vrijediC; nC; # Fjerje K;n K; # J. Za
i,je€{0,...,n} takvedaje |i — j| > 1 vrijedi C; n C; = Fjerje A < A; ;.
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(2) se dokazuje sli¢no, smjer < uz potpuno isti dokaz, a smjer = uz modifikaciju da
seu Kpdodaaiu K, doda b. O

Lema 2.7.12. Neka su (X,d) i (Y,d') metricki prostorii f : X — Y uniformno neprekidna
funkcija. Tada vrijedi

(Ve > 0)(36 > 0)(VU < X)(diam U < § = diam f(U) < ¢&).

Dokaz. Neka je € > 0. Funkcija f je uniformno neprekidna pa postoji 6 > 0 takav da za
sve x,y € X takve da je d(x,y) < ¢ vrijedi d'(f(x), f(y)) < 5. Neka je U < X takav da je
diam U < 6. Tada za sve x,y € U vrijedi d'(f(x), f(y)) < § paje

diam f(U) = Sup, 0y d'(%.3) = sup, e @' (F(). S3)) < £ < . :
Propozicija 2.7.13. Neka su (X,d) i (Y,d') homeomorfni metricki prostori.
(1) Ako je (X,d) lancast kontinuum, onda je i (Y,d') lancast kontinuum.

(2) Ako je (X, d) kontinuum lanc¢ast od a do b te f : X — Y homeomorfizam, onda je Y
kontinuum lancast od f(a) do f(b).

Dokaz. (1) Neka je f : X — Y homeomorfizam. Tada je Y kontinuum. Funkcija f je
uniformno neprekidna jer je X kompaktan. Neka je € > 01 neka je 6 > 0 takav da za svaki
U < X vrijedidiam U < § = f(U) < &.

Buduci da je X lancast, postoji otvoreni 6—lanac Cy, ..., C, na X takav da je
X=Cyu...u(C,.

Tvrdimo da je f(Cy), ..., f(C,) otvoreni e—lanac na Y. Vrijedi Y = f(Co) U ... U f(C,)
jerje X = Cyu...uC,. Skupovi f(C;) su otvoreni jer je f homeomorfizam te vrijedi diam
f(C;) < ezbog izbora 6. Takoder vrijedi C;nC; # & ako i samo ako je f(C;)nf(C;) # &
bududi da je f bijekcija. Dakle imamo |i—j| < 1 < f(C;)n f(C;) # . Time je tvrdnja
dokazana.

(2) jednostavno slijedi iz dokaza tvrdnje (1). O

Primjer 2.7.14. Skup [0, 1] s euklidskom metrikom je lan¢ast od 0 do 1.

Poznato je da je [0, 1] kontinuum. Neka je & > 0, pokazat ¢emo da postoji kompak-

tan e—lanac na [0, 1] koji pokriva [0,1]. Neka je n € N takav da je + < &. Defini-
ramo K; = [i ﬂ], i = 0,...,n— 1. Skupovi K; su kompaktni, diam K; = L < g

n’ n n

[0,1] = U;:Ol Kivrjedi|i— j|<1<—= K, nK; # te0eKyileK,_ ;.
Korolar 2.7.15. Luk s krajnjim tockama a i b je kontinuum lancast od a do b.

Lema 2.7.16. Ako je kontinuum (X, d) lancast od a do b i vrijedi a = b, onda je X = {a}.
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Dokaz. Neka je e > 01 Cy,...,C, otvoreni e—lanac u X takavdajea € Cyp, b € C, 1
X=Cyu...uC,. Buduéidajea = b vrijedi Cy n C, # J pamorabitin < 1.

Iz ¢injenice daje diam C; < g,i = 0,n1Cy n C,, # & slijedi

diam X = diam (Cy u C,) < 2e.

Bududi da ta ocjena vrijedi za svaki & > 0, slijedi da je diam X = 0, odnosno X = {a}. O

Teorem 2.7.17. Neka je (X,d,a) izracunljiv metric¢ki prostor te neka je S < X polu-
izracunljiv skup u (X, d, a) takav da je S (kao potprostor od (X, d)) kontinuum lancast od
a do b. Pretpostavimo da su a i b izracunljive tocke u (X,d, @). Tada je S izracunljiv skup
u(X,d,a).

Dokaz. Buduci da je S poluizracunljiv, dovoljno je dokazati da je S izracunljivo prebrojiv.
Ako je a = b, onda je po prethodnoj lemi S = {a}, paje {i € N | a € I;} rekurzivno
prebrojiv skup po lemi jer je a izraunljiva tocka u (X, d, @). Dakle S je izra¢unljivo
prebrojiv. U nastavku promatramo slucaj a # b.

Pretpostavimo da je I; ' S # ¢J. Skup I; je otvoren u S pa ne moze biti I; n S = {a} jer bi
onda {a} bio i otvoren i zatvoren u S pabi {a}, S\{a} bila separacija od S. Iz istog razloga
ne moze biti I; n § = {b}. Kad bi vrijedilo I; n S = {a, b}, onda bi {a, b} bio i otvoren i
zatvoren u S pa bi zbog povezanosti od S moralo biti S = {a, b}, Sto je u kontradikciji s
povezanoséu od S .

Dakle postoji x € S, x # a, x # b takav da je x € I;. Onda postoji r > 0 takav da je
K(x,r) < I,. Definiramo & = min{d(a, x),d(x, b), r}.

Postoji kompaktni e—lanac Kj,..., K, u S koji pokriva S takav daje a € Ky i1 b € K,,.
Postoji j € {0,...,m} takav da je x € K; i vrijedi j # 0, j # m jer je

diam K; < & < min{d(a, x),d(x, b)}. Takoder vrijedi K; < [; jer je K; < K(x,r) < I..
Definiramo FF = Kyu ... UK;_1iG=K;;; U... UK,.

Nastavak dokaza je sli¢an kao u teoremu Skupovi F' 1 G su neprazni, medusobno
disjunktni i kompaktni, vrijedia € F'ib € G. Postoje u,v € Ntakvidaje F < J,,G < J, 1
JuoJ,.

Imamo S =Ful,uG<c J,ul;ulJ,.

Definiramo Q = {(i,u,v) e N* | J, o J,,S € J,u ;U J,,ae J,,be J,}.

Dakle za svaki i € N takav da je ; n S # (J postoje u,v € N takvi da je (i,u,v) € Q.
Na isti nacin kao u dokazu teorema [2.6.3| vidimo da je Q rekurzivno prebrojiv skup i da
(i,u,v) e Qpovla¢idaje I; n S # .

Imamo da za svaki i € N vrijedi da je I; n S # ¢J ako i samo ako postoje u, v € N takvi da
je (i,u,v) € Q. Po teoremu o projekciji slijedi da je skup {i e N | I; n § # ¢F} rekurzivno
prebrojiv ¢ime je teorem dokazan. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu prouc¢avamo izracunljive metricke prostore, s posebnim nagla-
skom na poluizracunljive skupove u izracunljivim metri¢kim prostorima.

Prvo se bavimo teorijom rekurzivnih funkcija sa N¥ u N i rekurzivno prebrojivim sku-
povima u N¥ te proSirujemo pojam rekurzivnosti na funkcije sa N* u Z, Q i R. Definiramo
pojmove izracunljive tocke, izraunljivog niza i izraCunljivog skupa u R. Obradujemo i
rekurzivne rekurzivno omedene funkcije, koje koristimo u raznim dokazima u drugom po-
glavlju.

U drugom poglavlju uvodimo pojam izracunljivog metrickog prostora te proSirujemo
pojmove izracunljive tocke, niza i skupa na apstraktni izracunljiv metricki prostor. De-
finiramo 1 izraCunljivo prebrojive i poluizracunljive skupove u izraCunljivom metriCkom
prostoru. To su dva razli¢ita poopéenja pojma izracunljivog skupa. Dokazujemo neke
rezultate o njima koji ¢e kasnije biti potrebni.

Glavni rezultati ovog rada su tvrdnja da je poluizracunljiv luk s izracunljivim krajnjim
toCkama nuzno izracunljiv te slicna tvrdnja za lancasti kontinuum.






Summary

In this thesis we study computable metric spaces, with special focus on semicomputable
sets in computable metric spaces.

First we study the theory of recursive functions from N¥ to N and recursively enun-
merable sets in N¥. Also, we extend the notion of recursive functions to functions from N¥
to Z,Q and R. We define the concepts of computable points, computable sequences and
computable sets in R. We also study recursive recursively bounded functions, which we
use in proofs in the second chapter.

In the second chapter we introduce the notion of a computable metric space and extend
the notions of computable points, sequences and sets to abstract computable metric spa-
ces. We also define countably enumerable and semicomputable sets in computable metric
spaces. Those are two different generalizations of computable sets. We prove some results
about those sets that we will need.

At the end, we prove the main result, that a semicomputable arc with computable end-
points is necessarily a computable set, and a similar result for the chainable continua.
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