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Uvod

Teorija vjerojatnosti dala je mnostvo vrijednih rezulata, ali pod pretpostavkom da su
promatrani nizovi slu¢ajnih varijabli nezavisni. Nezavisnost je ipak snazna pretpo-
stavka i primjene nekad zahtijevaju zavisnost u promatranim procesima. Markovljevi
lanci primjer su jednog jednostavnog modela slucajnog procesa koji dozvoljava zavi-
snost medu uzastopnim varijablama u nizu. Markovljeve lance karakterizira svojstvo
da je neposredna buduénost nezavisna od proslosti uz danu sadasnjost. Takav model
nasao je svoje mjesto u mnogim primjenama. Matematicari Persi Diaconis, David
Aldous i Dave Beyer modelirali su mijesanje karata Markovljevim lancem i dosli do
optimalnog broja mijesanja za dobro promijesan Spil. Taj primjer je tema Poglavlja
Bl S druge strane, Markovljevi lanci su temelj cijele jedne klase metoda simulacija —
Monte Carlo Markov Chain (MCMC). U Poglavlju |5| govorit ¢emo vise o poopéenju
jakog zakona velikih brojeva na Markovljeve lance i teoriji koja opravdava valjanost
uzoraka dobivenih MCMC metodama.

No, da bismo razumjeli spomenute primjere, kroz Poglavlja [2| i [f] analizirat ¢emo
grani¢no ponasanje Markovljevih lanaca. Naime, uz posebne pretpostavke na sam
lanac i nakon dovoljno vremena, vjerojatnosna svojstva Markovljevog lanca posta-
ju stabilna i lanac pocinje otprilike pratiti istu distribuciju u svakom koraku, sto
omogucava tocnije predikcije o njegovom ponasanju kada pustimo da vrijeme tece.
Trenutak kad lanac se lanac prvi put nade blizu stacionarnosti zvat ¢emo vremenom
mijesanja. Svojstvene vrijednosti prijelazne matrice lanca odredit ¢e gornju i donju
ogradu na vrijeme mijeSanja, odnosno pokazat ¢emo da imaju neposredan utjecaj na
brzinu konvergencije lanca prema stacionarnosti.






Poglavlje 1

Osnovni pojmovi o Markovljevim
lancima i spektru linearnih
operatora

U ovom poglavlju dat ¢emo kratak pregled definicija i tvrdnji o spektrima linearnih
operatora prema [2] i [3], gdje se mogu naéi i dokazi koji ée ovdje biti izostavljeni.
Takoder ¢emo navesti definiciju i neka svojstva Markovljevih lanaca koja su potrebna
za razumijevanje daljnjeg sadrzaja u radu. Iako su tvrdnje u ovom poglavlju funda-
mentalne za teoriju Markovljevih lanaca, njihovi dokazi izlaze van okvira ovog rada,
ali se mogu pronadi u [8]; osim potpoglavlja Vrijeme zaustavljanja i jako stacionarno
vrijeme, koje je prezentirano prema [5].

1.1 Linearni operatori i spektar

Neka su V' i W vektorski prostori nad poljem F (R ili C) takvi da dimV = n i
dim W =m.

Unitarni i normirani prostori

Definicija 1.1.1. Norma na vektorskom prostoru V nad poljem F je preslikavanje
I|l : V= R za koju vrijede sljedeca svojstva:

a) ||z]| > 0,Vx e V;
b) ||z]] =0 <= x=0;

¢) llex| = laf||z]|,Ya € F,Vz € V;
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d) [lz+yl <zl +llyll ,Vz,y € V.
Normiran prostor je uredeni par (V,|-]|).

Definicija 1.1.2. Skalarni produkt na vektorskom prostoru V' nad poljem F je
preslikavange (-,-): V x V — F sa svojstvima:

Unitaran prostor je uredeni par (V, (-,-)).

U svakom unitarnom prostoru vrijedi Cauchy-Schwarzova nejednakost:

Nz, )P < (z,2)(y,y),Vz,y €V,

uz ¢iju pomo¢ se moze pokazati da na svakom unitarnom prostoru postoji i norma
definirana sa ||z|| = y/(x,x). Obrat ne vrijedi, tj. proizvoljna norma ne mora biti
inducirana nekim skalarnim produktom.

Od svih baza na unitarnom prostoru V', posebno ¢e nas zanimati ortonormirane.
Moze se pokazati da svaki kona¢nodimenzionalan unitaran prostor ima ortonormiranu
bazu. Naime, od svake baze prostora V moze se dobiti ortonormirana baza pomocéu
Gram-Schmidtovog postupka dijagonalizacije (vidi [2]). Ortonormirane baze imaju
puno korisnih svojstava koja ”obic¢ne” baze nemaju. Ovdje navodimo definiciju i
samo neka svojstva koja ¢emo kasnije eksplicitno koristiti.

Definicija 1.1.3. Neka je (V,(-,-)) unitaran prostor.
i) Za vektore x,y € V kazemo da su medusobno ortogonalni ako vrijedi (z,y) = 0.

i) Za bazu {eq,es, ..., e,} vektorskog prostora kazemo da je ortonormirana baza
ako su elementi baze u parovima ortogonalni, te vrijedi |le;|| = 1,1 < i < n.
Ortonormiranu bazu krace oznacavamo sa ONB.

Propozicija 1.1.4. U zapisu vektora x € V- u ONB {ey, €q,... €5}, =Y o | o€;,
koeficigenti o; dani su sa:
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Propozicija 1.1.5. Neka je {eq, e, ..., e,} ortonormiran skup u unitarnom prostoru
(V,(-,+)). Ekvivalentno je:

i) {e1,eq,...,e,} je ortonormirana baza;

it) wvrijedi Parsevalova jednakost:
Jol? = 3" e, |2, Vo € V.
i=1

Linearni operatori i spektar

Definicija 1.1.6. Linearan operator sa V- u W je funkcija A:'V — W takva da
vrijedi Alax + By) = aA(z) + BA(y), Vo, € F.Vz,y € V. Skup svih linearnih
operatora oznacavamo sa L(V,W).

Skup L(V, W) je takoder vektorski prostor nad poljem F. Prostor L(V, W) izo-
morfan je prostoru M,,,(IF), prostoru svih matrica dimenzije m x n, pa zato svaki
operator ima svoju matrié¢nu reprezentaciju (koja ovisi o fiksiranim bazama u V' i
W). Zato sve tvrdnje iskazane za operatore vrijede i za matrice, i obratno. Posebno,
kad je W =V, pisemo L(V) = L(V,V).

Za linearni operator A € L(V, W) definiramo i jezgru Ker A = {x € V : Az = 0}
isliku Im A= {Azx € W : 2z € V}. Jezgra i slika operatora su potprostori od V' i W
redom. Dodatno, definiramo defekt d(A) := dim Ker A i rang r(A) := dim Im A.

Teorem 1.1.7 (Teorem o rangu i defektu). Neka je A € L(V,W) i dimV < oc.
Tada je d(A) +r(A) = dim V.

Definicija 1.1.8. Swvojstvena vrijednost linearnog operatora A € L(V') je broj
A € F za koji postogi netrivijalan x € V' takav da vrijedi Ax = Ax. Vektor x onda
nazivamo svojstvenim vektorom uz svojstvenu vrijednost A. Skup svih svojstvenih
vrijednosti operatora A zove se spektar operatora A, u oznaci o(A).

Svi svojstveni vektori jedne svojstvene vrijednosti A\g Cine swvojstveni potprostor
Va(ho) = {x € V : Az = A\ox}. Dimenziju svojstvenog potprostora V4(Ag) nazivamo
geometrigskom kratnoséu svojstvene vrijednosti Ag.

Svojstvene vrijednosti se pronalaze kao nultocke svojstvenog polinoma ka(\) =
det(A— A1), gdje je A matri¢ni prikaz operatora A u bilo kojoj bazi. Svojstveni poli-
nom ne ovisi o izboru baze u matriécnom prikazu jer su matrice nastale kao prikazi istog
operatora u razlicitim bazama slicne, pa imaju iste determinante. Kratnost nultocke
Ap U svojstvenom polinomu nazivamo algebarskom kratnoséu svojstvene vrijednosti

Ao-
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Teorem 1.1.9. Neka je A € L(V) linearan operator, o(A) = {\1,..., \¢}, te e =
{e1,...,eq,} baza za svojstveni potprostor Va(X;) dimenzije d;, ¥Yi = 1,..., k. Unija
Uf’zle(i) je linearno nezavisan skup u V.

Iz Teorema [1.1.9 slijedi da se matrica moze dijagonalizirati ako i samo ako za
svaku svojstvenu vrijednost vrijedi da su njena algebarska i geometrijska kratnost
medusobno jednake. U tom slucaju, baza u kojoj se matrica dijagonalizira je skup
svojstvenih vektora.

Kako se svojstvene vrijednosti nalaze kao nultocke svojstvenog polinoma, vazno
je polje F nad kojim promatramo V', pa posljedicno i k4 (). Kad je F = C, neupitno
je postojanje n svojstvenih vrijednosti jer sve nultocke polinoma sadrzane su u C, no
kad je F = R, to ne mora biti slucaj, tj. nultocke polinoma ne moraju nuzno biti
sadrzane u R. Opéenito, matrica nad poljem R ne mora imati svojstvenih vrijednosti i
ne mora biti dijagonalizibilna. U nastavku ¢emo opisati jednu posebnu vrstu matrica
za koje su sve svojstvene vrijednosti realne i matrica se moze dijagonalizirati.

Moze se pokazati da za A € L(V'), gdje je V unitaran prostor, postoji jedinstveni
A* € L(V) takav da za svaki z,y € V vrijedi (Az,y) = (z, A*y).

Definicija 1.1.10. Neka je V unitaran prostor i A € L(V).

i) Operator A* za koji vrijedi (Ax,y) = (x, A*y),Vr,y € V zove se hermitski
adjungiran operator operatoru A.

i) Za operator A kaZemo da je hermitski ako je A = A*.

Teorem 1.1.11. Neka je V' konacnodimenzionalan unitaran prostor nad R i A €
L(V) hermitski operator. Tada je spektar operatora A meprazan i sve svojstvene
vrijednosti su realne.

Teorem 1.1.12. Neka je V' konacénodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V)
hermitski operator. Postoji ONB e = {ey,...,e,} za V u kojoj je matriéni zapis
operatora dijagonalna matrica.

Na kraju, napomenimo da ¢emo u ovom radu promatrati prostor V' = R" kao
unitaran prostor sa standardnim skalarnim produktom (-, -): R” x R” — R danim sa:

<($17 cee ’xn>a (yh ce 7y7’b)> = szyz

Taj skalarni produkt inducira 2-normu na R” danu sa:
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1.2 Markovljevi lanci

Definicija Markovljevog lanca i osnovna svojstva

Definicija 1.2.1. Neka je (X,G) izmjeriv prostor. Sluéajan proces s diskretnim
vremenom na prostoru stanja X je niz sluc¢ajnih varijabli (X, )nen,, gdje su X, : Q —
X slu¢ajne varijable na nekom vjerojatnosnom prostoru (2, F,P).

Definicija 1.2.2. Neka je X prebrojiv skup. Slucajni proces (X, )nen, je Markovljev
lanac ako za njega vrijedi:

P(Xn—l—l = len =, Xn—l = Tp—1,y-.- ,Xo = IL‘O) = ]P(Xn+1 = y|Xn = IL‘), (].].)

za sven > 0 1 za sve x,Y,%g,...,Tn_1 € X za koje su uvjetne vjerojatnosti dobro
definirane.

Uvjet u (L.1) zove se Markovljevo svojstvo i govori da ponasanje lanca u nepo-
srednoj buduénosti ovisi samo o sadasnjosti, a ne ovisi o proslosti.
Stohasticka matrica je matrica P = [P(z,y)|syex za koju vrijedi da je P(z,y) > 0,
Vr,y € X te > o P(z,y) =1, Vi € X. Pod pojmom distribucije u ovom radu
smatrat ¢emo niz nenegativnih brojeva = (u(z) : v € X) takav da ) . p(x) = 1.
Takve matrice i vektori vazni su jer sadrze prijelazne i pocetne vjerojatnosti za ho-
mogene lance koji su precizno opisani u sljedec¢oj definiciji.

Definicija 1.2.3. Neka je p = (u(z) : x € X) distribucija na X te neka je P =
[P(2,Y)]syex stohasticka matrica. Slucajni proces X = (X,,)nen, je homogen Mar-
kovljev lanac s pocetnom distribucijom u i prijelaznom matricom P, ili kraée (u, P)-
Markovljev lanac, ako vrijedi:

a) P(Xg=12)=p(z),Ver e X
b) Vag,...,xh 1,2,y € X,V¥n > 0 vrijedi:
]P(Xn-l—l = y’Xn = x>Xn—1 =Tp—1y--- 7X0 = -770) = P(.T,y)

Za stanje x € X takvo da u(x) > 0 mozemo definirati uvjetnu vjerojatnost
sa P,(A) = P(A| Xy = z),A € F. Isto tako ¢emo ocekivanje uz vjerojatnost P;
oznacavati sa E,. Ako je u koncentrirana u jednom stanju, tj. u(x) = 1 zanekiz € X,
onda je P(A) = P,(A). Takvu distribuciju koncentriranu u stanju z oznacavamo sa
0% = (0gy 2,y € X).
U nastavku govorimo samo o homogenim lancima, iako to neé¢emo eksplicitno na-
voditi. Nije odmah jasno iz definicije da homogeni Markovljevi lanci zadovoljavaju
Markovljevo svojstvo , ali to je jednostavna posljedica sljedeceg teorema.
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Teorem 1.2.4. Neka je X (u, P)-Markovljev lanac. Tada za sve n > 0 i sva stanja
10y - - -, b VTIjEdL:

P(Xo = Z'(), X1 = 1'1, e ,Xn = ’Ln) = Miopioh . .pin—lin' (12)

Vrigedi @ obrat: ako je X slucajni proces s konacnodimenzionalnim distribucijama
(1.2), onda je X (u, P)-Markovljev lanac.

Teorem 1.2.5. Neka je X (u, P)-Markovljev lanac. Uvjetno na X,, = x, sluéajni
proces (Xomin)nen, Jje (07, P)-Markovljev lanac koji je nezavisan od slu¢ajnih varijabli
Xo, .. X,

Ako lanac krece iz stanja x, vjerojatnost da se nakon n koraka nade u stanju y
dana je sa P,(X,, = y) = (P")(z,y), $to je takoder posljedica Teorema[l.2.5] Brojevi
P™(z,y) nazivaju se n-koracne prijelazne vjerojatnosti. Ako je pocetna distribucija
pt, onda je P(X,, = y) = (uP")(z,y).

Analiza prostora stanja

Da bismo mogli re¢i nesto o dugoroénom ponasanju lanca, vazno je razumjeti kakve su
mogucnosti prijelaza izmedu dostupnih stanja. Zato definiramo neka vazna svojstva
koja lanac moze imati, ireducibilnost i aperiodi¢nost, koja ovise o prijelaznim vjero-
jatnostima medu stanjima u X', a bit ¢e od vaznosti kad budemo govorili o grani¢nom
ponasanju lanca.

Prvo vrijeme pogadanja skupa B C & je sluc¢ajna varijabla:

T =min{n >0: X, € B},

uz konvenciju min @ = oo. Kad je B jednoclan, npr. B = {z}, piSemo T, umjesto

Definicija 1.2.6. Stanje y € X' je dostizZno iz stanja x € X ako je P, (T, < oco) > 0,
uw oznaci x — y. Ako je x — y i y — x, onda kaZemo da stanja x iy komunici-
raju, u oznaci x <— y. Za Markovljev lanac (X, )nen, S prostorom stanja X kazZemo
da je 1reducibilan ako svaka dva stanja u X komuniciraju.

Dostiznost stanja y iz stanja x ekvivalentno je egzistenciji t € N za koji je
P'(x,y) > 0. Prvo vrijeme povratka u stanje x € X definiramo sa:

T, =min{n > 0: X, = z}.

Definicija 1.2.7. Stanje x € X je povratno ako vrijedi P, (T, < o0) = 1, a pro-
laznim ga nazivamo ako je P,(T, < 00) < 1. Stanje v € X je pozitivno povratno
ako je E,[T,] < oc.
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Pozitivno povratno stanje je uvijek povratno, ali obrat ne vrijedi. Povratno stanje
koje nije pozitivno povratno je nul-povratno.

Definicija 1.2.8. Neka je (X, )nen, Markovljev lanac na skupu stanja X s prijelaz-
nom matricom P. Neka je T(x) = {t > 1 : P'(z,z) > 0} skup broja koraka kad
je moguce da se lanac vrati u pocetno stanje x € X. Neka je d(x) = gedT(x). Za
stanje x € X kaZemo da je aperiodiéno ako je d(x) = 1. U suprotnom je stanje x
periodicko, a d(x) je period tog stanja.

Ako su sva stanja aperiodi¢na, onda i za lanac kazemo da je aperiodican. Ana-
logno tomu, za lanac kazemo da je povratan ako su sva stanja povratna. Svojstva
perioda i povratnosti se prenose na druga stanja po komuniciranju, pa kod ireduci-
bilnih lanaca sva stanja nose ista svojstva periodi¢nosti i povratnosti, te ta svojstva
odmah pripisujemo i samom lancu. Ako lanac nije aperiodican, onda se skup stanja
moze dekomponirati na klase ovisno o periodima stanja. Takva particija skupa stanja
naziva se ciklicka dekompozicija.

Definicija 1.2.9. Za (p, P)-Markovljev lanac reéi éemo da je tranzitivan ako za
svakt T,y € X postoji bijekcija p = pry: X — X takva da vrijedi:

a) o(x) =y,
b) P(z,w) = P(p(2),p(w)),Vz,w € X.

Intuitivno, svojstvo tranzitivnosti govori da lanac (u smislu prijelaznih vjerojat-
nosti) izgleda jednako iz svakog stanja u X'.

Grani¢no ponasanje i stacionarna distribucija

Definicija 1.2.10. Neka je (X,)nen, Markovljev lanac sa skupom stanja X i prije-
laznom matricom P. Distribucija m = (w(x) : x € X)) je stacionarna distribucija
Markovljevog lanca (X,)nen, (odnosno matrice P) ako vrijedi m = 7P, tj. po kompo-
nentama m(x) =Y. ., 7(2)P(2,y), Yy € X.

Pojam stacionarnosti oznacava stabilnost vjerojatnosnih svojstava kroz vrijeme,
ili drugim rijecima, ako Markovljev lanac ima stacionarnu distribuciju u nekom tre-
nutku, ta distribucija ostaje ista i u sljede¢em koraku. Stacionarna distribucija za
neki Markovljev lanac opéenito ne mora postojati, ali u posebnom slucaju kad je
lanac ireducibilan i pozitivno povratan, znamo kako stacionarna distribucija izgleda
i moze se pokazati da je ona jedinstvena.

Teorem 1.2.11. Neka je (X,)nen, ireducibilan Markovljev lanac na skupu stanja X.
Ekuvivalentno je:
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a) svako stanje je pozitivno povratno,
b) postogi pozitivno povratno stanje,
¢) (Xpn)nen, #ma stacionarnu distribuciju m.

Ako vrijedi onda vrijedi:
1

m(z)

zbog cega je T jedinstvena stacionarna distribucija.

Teorem 1.2.12. Neka je p proizvoljna distribucija na X te neka je (X,)nen, iredu-
cibilan i aperiodic¢an (u, P)-Markovljev lanac sa stacionarnom distribucijom w. Tada
vrijeds:
lim P(X, =y) = lim P*(z,y) = 7(y),Yr,y € X.

Teorem 1.2.13 (Ergodsk{l] teorem). Pretpostavimo da je Markovljev lanac (X, )nen,
wreducibilan @ pozitivno povratan, te neka je ™ njegova jedinstvena stacionarna distri-
bucija. Pretpostavimo da je [ menegativna ili ogranicena realna funkcija definirana
na X. Tada vrijedi:

P ( I L3 ) =3 f<x>w<x>) ~ 1
k=0

reX

Od lanca koji konvergira prema stacionarnoj distribuciji o¢ekujemo nakon nekog
vremena stabilno kretanje, u skladu sa stacionarnom distribucijom u svakom koraku.
Motivacija Poglavlja 2 je pronaci broj koraka kada je lanac dovoljno blizu stacionar-
nosti.

S druge strane, ergodski teorem poopcuje jaki zakon velikih brojeva (Teorem do
Markovljevih lanaca. U Poglavlju [5| éemo reci nesto vise o toj konvergenciji uz pomo¢
Cebisevljeve nejednakosti.

Markovljevi lanci unatrag

Markovljevo svojstvo ((1.1) moze se iskoristiti da se pokaze da su u Markovljevom
lancu buduénost i proslost nezavisne uvjetno na sadasnjost. To sugerira da postoji
neka simetrija izmedu proslosti i buduénosti te da onda lanac mozemo promatrati i

I'Ergodi¢nost - svojstvo da je proizvoljan niz reprezentativan za cjelinu; u kontekstu Teorema,
1.2.13] gotovo svaka putanja Markovljevog lanca je reprezentativan uzorak za stacionarnu distribu-
ciju
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kad vrijeme tece unazad. Treba samo uzeti u obzir da po Teoremu [1.2.12] distribucija
lanca tezi ka stacionarnoj distribuciji, pa ako bismo pustili vrijeme da teCe unatrag,
simetriju mozemo oc¢uvati samo ako pocetna distribucija bude i stacionarna.

Definicija 1.2.14. Stohasticka matrica P = [p;;li jex 1 distribucija pp = (p; = 1,5 € X)
su u detalynoy ravnotezi ako za njih vrijedi:

w(x)P(z,y) = u(y) Py, z),Vz,y € X.

Propozicija 1.2.15. Ako su pu i P u detaljnoj ravnotezi, onda je p stacionarna za
P.

Motivirani uvjetom detaljne ravnoteze, definiramo matricu P = [ﬁ(m,y)]
T,yeX
po elementima sa:
~ P
P(z,y) = M,Vw,y e X.

()

Teorem 1.2.16. Neka je (X,)nen, treducibilan (m, P)-Markovljev lanac, gdje je m
stacionarna distribucija. Za N € N 10 < n < N definiramo Y,, = Xn_,. Tada je
(Yo)o<n<n treducibilan (7, P)-Markovljev lanac sa stacionarnom distribucijom .

Definicija 1.2.17. Za ireducibilan (u, P)-Markovljev lanac (X, )nen, kaZemo da je
reverzibilan ako je za sve N > 1 vektor (Xn_y,)o<n<n ponovno (u, P)-Markovljev
lanac.

Teorem 1.2.18. Neka je (X, )nen, treducibilan (u, P)-Markovljev lanac. Vrijedi da
je lanac (X,)nen, reverzibilan ako i samo ako su p i P u detaljnoj ravnotezi.

Vrijeme zaustavljanja i jako stacionarno vrijeme

Definicija 1.2.19. Neka je {Fi}tien, rastuca familija o-algebri, tj. za njih vrijedi
Fi C Fi, YVt € No Familiju {F}; nazivamo filtracijom. Za Markovljev lanac
(Xn)nen, kaZemo da je adaptiran filtraciji {F;}; ako je X; Fi-izmjeriva za sve t.
Ako je Fy = o(Xy,...,Xy), filtraciju nazivamo prirodnom.

Svaki Markovljev lanac je po svojoj definiciji adaptiran prirodnoj filtraciji.

Definicija 1.2.20. Neka je (X,)nen, adaptiran filtraciji {F:}:. Vrijeme zausta-
vljanga uz filtraciju {F;}¢ je sluéajna varijabla 7 s vrijednostima v N U {oo} t.d.
{r =t} € F. Ako drugacije nije navedeno, smatra se da je rijec¢ o prirodnoj filtraciji.

Intuitivno objasnjenje definicije vremena zaustavljanja je da odluka ho¢emo li neki
proces zaustaviti ili ne, ovisi isklju¢ivo o proslosti i sadasnjosti, ali ne i o buduc¢nosti.
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Definicija 1.2.21. Neka je (X, )nen, ireducibilan Markovljev lanac sa stacionarnom
distribucijom w. Neka je (X,)nen, adaptiran nekoj filtraciji {F;}:. Stacionarno
vrijeme 7 za (X,)nen, je {Fi}e-vrijeme zaustavljanja koje mozZda ovisi o pocetnoj
poziciji x, a takvo da X, tma distribuciju m:

Po(Xr =y)=7(y), Vyedi.
Ako X, ima distribuciju ™ neovisno o T, tj. vrijedi:
P.(r=tX,=y)=P.(r=0n(y), Vye€ X,Vte Ny,
onda T nazivamo jakim stacionarnim vremenom.

Na kraju, napomenimo jos da ¢emo u poglavljima koja slijede pretpostavljati da
je X konacan.



Poglavlje 2

Vrijeme mijesanja Markovljevog
lanca

Ako za neki Markovljev lanac postoji stacionarna distribucija, postavlja se pitanje
konvergira li distribucija lanca, dana sa P*(x,-), prema toj stacionarnoj distribuciji
kad t — oo. U ovom poglavlju definirat ¢emo odgovarajuce norme za mjerenje uda-
ljenosti medu spomenutim distribucijama te utvrditi dovoljne uvjete za konvergenciju
lanca prema stacionarnoj distribuciji. Ako lanac konvergira prema stacionarnoj dis-
tribuciji, sljede¢i vazan korak je ocjena brzine te konvergencije. Stoga ovo poglavlje
uvodi definiciju vremena mijeSanja, najmanjeg broja koraka ¢t nakon kojeg je distri-
bucija slucajne varijable X; blizu stacionarnoj distribuciji 7.

2.1 Udaljenost potpune varijacije

Definicija 2.1.1. Neka su p,v € RY. Normu potpune varijacije definiramo kao
najvecu apsolutnu vrijednost dodjeljenu jednom podskupu od X, to jest:

HNHTV = sup |u(E)|.
ECX

Posebno, definiramo udaljenost potpune varijacije koja mgjeri razliku izmedu
dvije funkcije 1 v u smislu norme potpune varijacije:

1= vllay = sup [(E) ~ v(E) (2.1)

U oba slucaja koristimo pokratu p(E) = pu(z), B C X.

13
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Napomena 2.1.2. Norma potpune varijacije tipicno se definira za realne mjere na
skupu X. Ako je F o-algebra na X i pu: F — R realna mjera na skupu X, norma
potpune varijacije na skupu realnih mjera na X definira se sa:

el vy = sup |u(E)].
EeF

Za mjeru pr moZemo definirati realnu funkciju f, : X — R sa:

fu@) = p({z}). (2.2)

Definicija[2.1.1] je onda poseban slucaj izveden iz definicije norme potpune varijacije
za realne mgjere. Kako nam je namjera u nastavku mjeriti udaljenost medu posebnim
tipom funkcija, funkcijama gustoée diskretnih sluc¢ajnih varijabli (dosad nazivane dis-
tribucijama), pojam norme potpune varijacije definirali smo za realne funkcije na X.
Po potrebi cemo identificirati p i f,, preko 1 uvigek pisati p, ali ée iz konteksta
biti jasno radi li se o mjeri ili funkciji na X.

Propozicija 2.1.3. Neka su p,v € RY. Za udaljenost potpune varijacije vrijedi:
1
e = vy =5 dolux) —v(@) = Y (u(x) - v(@)).
zeX reX,
(@) >v(z)

Dokaz. Neka je B :={z € X': u(x) > v(x)} inekaje A C X. Vrijedi:
(1= V)(A) < (- V)(AN B) < (- v)(B)

Prva nejednakost vrijedi jer je (1 —v)(AN B€) < 0 po definiciji skupa B, a druga jer
AN B C B. Analogno se moze pokazati i sljedece:

(v = p)(A) < (v = p)(B°).

Iz prve nejednakosti vidi se da se supremum u ([2.1)) postize za B, pa je || — v/ =
(i —v)(B). Sli¢no, iz druge nejednakosti onda slijedi da je ||p — v||py = (v — p)(B).
Ako iskoristimo samo prvu opservaciju, slijedi:

= vlpy = n(B) —v(B) = Y (u(x) - v(z)),

TEX,
p(x)zv(z)
a ako iskoristimo obje opservacije, slijedi:
1 . . 1
ln = vlipy = 5(u(B) = v(B) +v(B°) — u(B%)) = 5 > lnlw) = v()|

zeX
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Kad su funkcije p i v takve da im je slika u [0, 1] i u(X) = v(X) = 1, one se mogu
promatrati kao vjerojatnosne funkcije gusto¢e. Naime, takva funkcija p odreduje
diskretnu slucajnu varijablu X na X sa Fx(z) = > ., u(y). Egzistencija takve
slucajne varijable opravdava definiciju sparivanja.

Sparivanje funkcija p, v: X — [0, 1] takvih da u(X) = v(X) = 1, par je slu¢ajnih
varijabli (X,Y) definiran na nekom vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) takvom da p
odreduje marginalnu distribuciju za X, a v marginalnu distribuciju za Y.

U sljedecoj propoziciji sad mozemo dati karakterizaciju udaljenosti potpune varijacije
za dvije vjerojatnosne mjere pomocu njihovog sparivanja.

Propozicija 2.1.4. Neka su p i v vjerojatnosne funkcije gustoce na X. Vrijedi:
= vy =inf {P(X #Y) : (X,Y) je sparivanje pu i v} .

Infimum u gornjoj jednakosti se postiZe, i to sparivanje za koje se infimum postiZe
nazivamo optimalnim sparivanjem.

Na kraju iznosimo klju¢an rezultat ovog poglavlja - da bi lanac konvergirao prema
stacionarnoj distribuciji (u normi potpune varijacije), dovoljno je da je on bude ire-
ducibilan i aperiodi¢an(vidi Teorem [I.2.12)). Dodatno, u tom slu¢aju znamo i da se
ta konvergencija odvija eksponencijalnom brzinom.

Dokazi Propozicije i Teorema mogu se nacéi u [5].

Teorem 2.1.5 (Teorem konvergencije). Neka je (X, )nen, ireducibilan i aperiodican
lanac s prijelaznom matricom P 1 stacionarnom distribucijom m. Postoje konstante
a€(0,1) i C >0 takve da vrijedi:

max || P'(x, ) — |, < Ca.

2.2 Vrijeme mijeSanja

Za lanac koji konvergira prema stacionarnoj distribuciji korisno je ispitati brzinu
te konvergencije, odnosno, saznati nakon koliko koraka je lanac svojom distribucijom
blizu stacionarnoj. U tu svrhu, prvo ¢emo uvesti oznaku za udaljenost od stacionarne
distribucije uz ¢iju pomo¢ ¢emo definirati vrijeme mijeSanja - minimalan broj koraka
potreban da se distribucija lanca nade u e-okolini stacionarne distribucije. Funkcijom
d: Ny — R definiranom sa:
d(t) = max || P'(z,-) —
(t) = max || P(2, ) = | 1,

oznacavamo udaljenost distribucije lanca (X,,)nen, u trenutku ¢ od stacionarne dis-
tribucije 7.
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Napomena 2.2.1. Prema standardnoj definiciji iz teorije mjere, LP(Q,P(Q),u)-
prostor definiramo na sljedeci nacin:

Lp:{f: Q—R ‘ fizmjeriva,/\f]pdu<oo}.

Na tom prostoru se onda za p > 1 definira p-norma sa:

i1, = ( If\pdu); .

Zap=o00 je |fll, =inf{M >0:|f| < M gs.}, a L>® skup izmgerivih funkcija s
konacnom oo-normom.

U posebnom slucaju kad je ) prebrojiv i mjera p inducirana nekom nenegativnom iz-
mjerivom funkcijom g preko brojeée mjere (u(E) = Y. . g(€)), taj se prostor oznaéava
sa (P(,P(Q), u) ili krace (P(n), a integral iz definicije norme jednak je sumi:

[1Pa = I ate)).

weN

Uzimajuéi u obzir (2.2)), lako se vidi da je RY = LP(X,P(X), ), za svaki p €
[1,+00], te p-normu mozemo zapisati pomocu stacionarne distribucije:

£, = [Zﬁxu@www>i 1<p<oc
maxyex | f(y)], p = 00

Da bismo u p-normi mjerili udaljenost lanca od stacionarne distribucije, uvodimo
sljede¢u oznaku:
P'(z,y)
m(y)
Ako je lanac blizu stacionarnoj distribuciji, ¢;(x,y) bit ¢e blizu 1, zato ima smisla
udaljenost d® : Ny — R definirati sa:

a7, y) =

(») — D —
A1) = max |z, ) — 1],

Korisno je istaknuti neke osnovne veze izmedu svih dosad uvedenih udaljenosti.
Najcesce promatramo slucajeve kad je p = 1,2, 0o, pa kako je p — || f[|, neopadajuca
te zbog Propozicije [2.1.3] za d,d® i d*) vrijedi:

2d(t) = dV(t) < dP(t) < d(¢). (2.3)
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Kad je lanac reverzibilan, moze se pokazati da vrijedi i:
d®)(2t) = [d? ()] = masx (v, ) - 1. (2.4)
BS

Pomoéu funkcija d i d®,p > 1 mozemo napokon definirati vremena mijesanja.

Definicija 2.2.2. Neka je (X, )nen, Markovijev lanac s prijelaznom matricom P i
stactonarnom distribucijom .

i) Vrijeme mijeSanja Markovljevog lanca (X, )nen, je najmangi broj koraka po-
treban da distribucija lanca bude od stacionarne distribucije udaljena za najvise
e>0:

tmix(€) = min{t > 0: d(t) < e}.

i1) Analogno, PP-vrijeme mijeSanja definiramo sa:

t(p)

) (€)== min{t > 0:dP(t) < e}

Ako lanac ne konvergira pa je za neki izbor £ udaljenost izmedu distribucija veca
od €, uzimamo da je min @ = co. Standardni izbori € su ¢ = i za vrijeme mijesanja,
odnosno € = % za (P-vrijeme mijesanja, stoga uvodimo oznake:

1 1
tmix = tmix | — ) tr(i)x = tl(’IIl)l)X o |-
4 2

xXD) v . . . ee o .
() zesto se naziva uniformnim vremenom mijeSanja.

mix

Parametar ¢






Poglavlje 3

Mijesanje karata

Poznat primjer koji neka svoja vazna svojstva moze pripisati teoriji Markovljevih
lanaca i vremenu mijesanja je mijesanje Spila karata. Kada je $pil dovoljno dobro
promijesan i kojom metodom je najlakse do¢i do tog stanja pitanja su koja su moti-
virala autore rada Trailing the Dovetail Shuffle to its Lair, [4]. Cilj ovog poglavlja je
predstaviti osnovni rezultat tog rada i odgovoriti na pitanje kada mozemo ocekivati
da su karte dobro promijesane.

3.1 Slucajna Setnja na grupi permutacija

Prije nego mozemo opisati proces mijesanja Spila karata kao Markovljev lanac, eks-
plicitno ¢emo navesti neke osnovne defincije i tvrdnje iz teorije grupa koje su nam
potrebne za to.

Napomena 3.1.1. Neka je G neprazan skup i -: G X G — G binarna operacija na
G. Grupa je ureden par (G,-) za koji vrijede sljedeca tri svojstva:

a) asocijativnost: (g-h)-i=g-(h-i),Vg, h,i € G,
b) egzistencija neutralnog elementa (jedinice): (3id € G) (Vg € G) ¢g-id =id-g = g,
1 -1

c) egzistencija inverznog elementa: (Vg € G) (g7 € G) g-gt =g ' g=id.

Za podskup H C G kaZemo da generira G ako je G nagmanja grupa koja sadrzi
H. U tom slucaju se svaki element iz G zapisuje kao umnoZak nekih elemenata iz
H ili ngihovih inverza. Za skup generatora H kaZemo da je simetrican ako h € H
implicira da je h™' € H.

19
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Slucajna Setnja slijeva na kona¢noj grupi GG definira se kao Markovljev lanac ¢ije
su prijelazne vjerojatnosti:

P(g,hg) = u(h),¥g,h € G,

za neku distribuciju p. Za pu kazemo da je simetriéna na G ako u(g) = pu(g™'), Vg € G.
Distribucija unatrag za p je distribucija i koju definiramo sa fi(g) = u(g™') za sve

€ G. Distribucija unatrag odreduje i Markovljev lanac unatrag s prijelaznom
matrlcom p (prema oznakama u Definiciji ...). Cak i kad y nije simetri¢na, moze
se pokazati da su p i i jednako udaljene od uniformnosti, sto je precizno izreceno u
Propoziciji[3.1.2] U nastavku navodimo jos nekoliko vaznih svojstava slucajnih Setnji
na kona¢nim grupama. Dokazi tih tvrdnji mogu se naéi u [5].

Propozicija 3.1.2. Neka je P prijelazna matrica slucajne Setnje na konacnoj grupi
G s prijelaznom distribucijom p 1 neka je P prijelazna matrica slucajne Setnje s
prijelaznom distribucijom . Ako je m uniformna, za svakit > 0 vrijedi:

P'(id,") — = :Hﬁt id, - —7TH .

1P, )~ gy = [P0 ]
Propozicija 3.1.3. Neka je (X, )nen, slucajna Setnja na konacnoj grupi G s prije-
laznom matricom P, te neka je U uniformna funkcija gustoée na G. Tada je U i
stacionarna za (X, )nen, -

Dokaz. Neka je p prijelazna distribucija slucajne Setnje. Za g € G vrijedi:
1 _
> U(h)P(h,g) |G|Z |—G|ZP(/€ 'g Zu = U(g),
heG heG keG keG
gdje smo k uveli takav da k = gh™!, odnosno k~! = hg~ . [ |

Propozicija 3.1.4. Neka je p distribucija na konacnoj grupt G. Slucajna setnja na
G s prijelaznom distribucijom p je ireducibilna ako i samo ako nosac skupa G, tj.
skup S ={g € G : u(g) > 0}, generira cijeli G.

Propozicija 3.1.5. Slucajna Setnja na konacénoj grupi G s prijelaznom distribucijom
i je ireducibilna ako je p simetricna na G.

3.2 MijeSanje karata

Dosad uvedeni pojmovi i svojstva predstavljaju dobre temelje da mijesanje karata
interpretiramo matematicki. Proces mijesanja karata zapravo je promjena poretka
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karata, odnosno njihovo permutiranje. Zato promatramo grupu svih permutacija n
karata i slu¢ajnu Setnju na njoj. Grupu permutacija nazivamo simetri¢cnom grupom
i oznacavamo sa S,,. Pravilo kojim mijesamo karte odreduje prijelaznu distribuciju
izmedu permutacija, odnosno prijelaznu matricu slucajne Setnje na grupi S,,.
Najces¢a metoda mijeSanja karata je takozvani riffie shuffle. Postupak mijesanja onda
podrazumijeva da se Spil karata podijeli na dva dijela, a onda iz svakog od ta dva
dijela nasumicno ispusta karta kako bi se sve karte opet spojile u jedan spil. Pocetno
stanje je uvijek uredno poslozen §pil, tj. karte su poredane po svojoj vrijednosti.
Postoje tri nacina kako mozemo matematicki opisati ovaj proces mijesanja:

a) Za M ~ B (n7 %) podijelimo $pil na dva dijela - prvih M karata i preostalih
n — M karata. Relativni poredak unutar dvaju dijelova mora ostati sacuvan,
pa postoji (]\"4) jednako vjerojatnih nacina da se ti dijelovi pomijesaju (samo od
n pozicija odaberemo njih M za prvi dio, a ostatak popunimo drugim dijelom
spila);

b) Za M ~ B (n, %), Spil podijelimo na prvih M i preostalih n — M karata. Karte

spajamo u jednu hrpu tako da ispustamo po jednu kartu iz prvog ili drugog
dijela s vjerojatnoséu aiibi’ gdje je a; broj preostalih karata u prvom dijelu prije
ispustanja i-te karte, b; broj preostalih karata u drugom dijelu prije ispustanja
i-te karte, a ¢; je a; ili b;, ovisno o tome gledamo li vjerojatnost za ispustanje
iz prvog ili drugog dijela spila redom;

c¢) U 8pilu karata svakoj karti dodijelimo indikator 0 ili 1 s jednakom vjerojatnoséu.
Karte oznacene nulom onda stavimo na vrh $pila, a karte oznacene jedinicom
na dno, postujuci relativni poredak karata u obje skupine.

Rastuéi niz u nekoj permutaciji o je najveéi podskup uzastopnih elemenata ciji rela-
tivni poredak je sacuvan u o. Na primjer, permutacija (235416) ima tri rastuca niza
(234), (56) i (1). Svaka od gore opisanih metoda u jednoj iteraciji stvara dvostruko
vise rastuc¢ih nizova nego Sto ih je bilo u prethodnom koraku. Prebrojavanjem per-
mutacija karata s dva rastuca niza koje mogu nastati jednom iteracijom metodom
@ ili @, moze se pokazati da je vjerojatnost da permutacija o predstavlja raspored
Spila dana distribucijom:

n+1 . . .
e ako je o =1id,

Qo) = 2% ako o ima dva rastuca niza,
0 inace.

Metoda naizgled je drugacija od prve dvije metode jer od jedne hrpe karata stvara
dvije, tj. na neki nacin djeluje u obratnom smjeru. Moze se pokazati da ona zbilja
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opisuje Setnju unatrag za metodu @ Zbog Propozicije dovoljno je istraziti sto
se dogada iteriranjem inverznih mijeSanja iz metode .

Ponavljanjem postupka generirat ¢emo niz nula i jedinica na svakoj karti u spilu, a
pomocu leksikografskog uredaja ¢emo karte sortirati prema vrijednostima tih binarnih
oznaka. Karte koje imaju iste binarne oznake ostaju u istom relativnom poretku kao
u pocetnom stanju. To znaci da su karte promijesane kada ne ostane sacuvan nijedan
takav relativni poredak s pocetka, odnosno kad sve karte imaju medusobno razlicite
binarne oznake.

Propozicija 3.2.1. Neka je 7 broj inverznih mijesanja potreban da bi se postigle
razlicite binarne oznake na svim kartama. Tada je T jako stacionarno vrijeme.

Dokaz. Prema definiciji jakog stacionarnog vremena, treba pokazati da je X, uvjetno
na 7 = t uniformno distribuirana, jer je uniformna distribucija stacionarna za slucajnu
Setnju na permutacijama prema Propoziciji [3.1.3] U trenutku 7 = ¢, imamo n
medusobno razli¢itih oznaka duljine ¢. Takva binarna matrica veli¢ine n X ¢t tocno
odreduje jednu permutaciju karata . Svaki od n! moguéih nacina da se tih n redaka
slozi u matricu jednako je vjerojatan, a definira neku novu permutaciju. Slijedi da je
svaka permutacija jednako vjerojatna, neovisno o t. [

Propozicija 3.2.2. Ako je 7 jako stacionarno vrijeme uz pocetno stanje x, onda
vrijeds:
HPt(x, )= 7r||TV < P(r > t).

Propozicija 3.2.3. Za riffle shuffle metodu mijesanja Spila od n karata, uz dovoljno
velike n, vrijedi:
tmix S 21n (4—n> .
3

Dokaz. Neka je 7 definiran kao u Propoziciji [3.2.1} Da bismo mogli nesto zakljuciti
0 tmix, trebamo ograniciti ||P*(z,-) — 7||py odozgo s ;. Prema Propoziciji m,
vrijedi ||P'(z, ) — 7|y < P(7 > t), Sto znaci da ¢emo trazenu ocjenu posti¢i ako
ograni¢imo P(r > t) < 1, ili tomu ekvivalentno P(r < t) > 3. Za racunanje P(t < t),
prebrojavamo moguce izbore binarnih oznaka redom po kartama, uzimajuéi u obzir
da svaka sljede¢a mora biti razli¢ita od svih prethodnih. Za prvu kartu to moze biti
bilo koja oznaka, za drugu onda imamo 2! — 1 izbora, za treéu 2' — 2 i tako dalje
do n-te karte kada imamo 2" — (n — 1) izbora za oznaku od svih 2 moguéih oznaka

duljine t. Tako dolazimo do sljedece jednakosti:

S CE

k=0 k=0
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Neka je t = 2log, 2, tj. 2" = 7;—22 Vrijedi:

n—1 n—1
k Ak
n-l /9 2
c°k k
- (o(%))
k=0

An(n —1) n?
=g 1O (n—)

Kako % — 0 kad n — o0, iz prethodnog mozemo zakljuciti:

lim -
n—oo =5

[

Zato trazenu ogradu P(r < t) > 3 dobivamo za ¢ < ,/2In 3 koja slijedi ogranica-

C2 . .o
vanjem izraza iz nazivnika gornjeg limesa, tj. e~z > %. Jedna povoljna vrijednost
koja zadovoljava taj uvijet za ¢ je ¢ = % Sto uvrStavanjem u t = 2log, 2 dokazuje
tvrdnju. |

Klasican spil karata ima 52 karte, pa prema Propoziciji znamo da je gor-
nja granica za vrijeme mijeSanja jednaka 21n41—§’2 ~ 8.48, tj. ve¢ nakon 8§ iteracija
mijeSanja smo vrlo blizu uniformnosti i mozemo karte smatrati dobro promijesanima.






Poglavlje 4

Svojstvene vrijednosti prijelazne
matrice Markovljevog lanca

4.1 Spektralna reprezentacija prijelazne matrice

Za prijelaznu matricu P svojstvene vektore nalazimo u vektorskom prostoru svih re-
alnih funkcija na prostoru stanja X i tad svojstveni vektor nazivamo svojstvenom
funkcijom matrice P. Toé¢nije, svojstvena funkcija matrice P uz svojstvenu vrijed-
nost A je funkcija f: X — R za koju vrijedi:

Pz, ) f(-) = Mf(z),Vz € X.

Propozicija 4.1.1. Neka je (X,)nen, Markovljev lanac s konacnim skupom stanja
X 1 prigelaznom matricom P. Vriyedi:

i) N <1, VA€a(P),

i) ako je (X, )nen, ireducibilan, 1 € o(P) i svojstveni potprostor uz X = 1 generiran
je sa 1 € RY,

Dokaz. i) Neka je A € o(P) i f pripadna svojstvena funkcija. Vrijedi sljedece:
12 flloo = masx | P(z,9) f(y)] < [l
Kako je Pf = \f, slijedi:
A e = 1P flloe < 11 llsc -
iz cega dijeljenjem s || f||_ slijedi tvrdnja.

25
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ii) Direktnom provjerom se vidi da je 1 € o(P) uz svojstvenu funkciju 1. Za
ireducibilan lanac je stacionarna distribucija 7 jedini vektor za koji vrijedi 7P =
7. Transponiranjem te jednakosti slijedi da je 77 jedina svojstvena funkcija za
A =1 uz matricu P'. (Jedinstvenost vrijedi do na multiplikativnu konstantu.)
Jos treba primijetiti da je geometrijska kratnost od A = 1 jednaka, bilo da se
gleda kao svojstvena vrijednost od P ili P'. To vrijedi zato §to je r(P — I) =
r((P —1)7), a po teoremu o rangu i defektu (Teorem su onda i defekti
odgovarajué¢ih matrica jednaki, tj. geometrijska kratnost od A = 1 je 1 u
oba slucaja zbog gore pokazane jedinstvenosti do na mnozenje konstantom.

Zakljucujemo da 1 generira cijeli svojstveni potprostor od A = 1 uz matricu P.
|

Napomena 4.1.2. Na spomenutom prostoru RY mozemo, osim standardnog skalar-
nog produkta (-,-), definirati i skalarni produkt na sljedeci nacin:

(f:9), =D f(x)g(x)m(z) VfgeRY,

zeX

gdje je w stacionarna distribucija promatranog lanca. Ovaj skalarni produkt inducira
2-normu na (*(r).
Ako pretpostavimo da je (X, )nen, reverzibilan uz pocetnu distribuciju w, to je
ekvivalentno cinjenici da vrijede uvjeti detaljne ravnoteze (Teorem :
m(x)P(z,y) =n(y)P(y,z) Vo,yeX. (4.1)
Koristenjem (4.1) imamo:

(Pf.g). =Y (PHx)g(x)m(x) = > Plx,y)f(y)g(z)m(x)

=Y Ply.2)fg@)r(y) =>_ fW)(Pe)u)r(y) = (f.Pg),.

1z ¢ega direktno slijedi da je P hermitska matrica, a svojstvene vrijednosti hermitskih
matrica su realni brojevi. Zato se u nastavku cesto ogranicavamo na reverzibilne
lance, jer su tada svojstvene vrijednosti realne, dok za lance koji nisu reverzibilni to
ne mora biti slucay.

Propozicija 4.1.3. Neka je (X,,)nen, reverzibilan Markovljev lanac uz pocetnu dis-
tribuciju ™ @ prijelaznu matricu P.

i) Svogstvene funkcije {fj}‘j)jl od P ¢ine ortonormiranu bazu za prostor (3(m).
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ii) Za elemente matrice P* vrijedi:

¥

Pt =3 it (4.2)

Dokaz. i) Neka je D, = diag() i definiramo operator A na (R%, (-,-)) sa:
Lo
A=D2PD;?2.

Kako zbog reverzibilnosti lanca za P vrijedi (4.1]), slijedi da je A simetri¢na:

m(z) w(y) m(y)
P(x,y) = - —== - Py,x) = P(y,z) = Ay, x).
) (z,y) ) ) (y, ) ) (y, ) (y, )

Za simetriénu matricu A postoji ortonormirana baza (ONB) u (R¥Y,(-,-)) u

Az,y) =

kojoj se A moze dijagonalizirati. Neka je to {goj}g-ill s pripadnim svojstvenim

vrijednostima {\; }lX|

1
Da bismo pokazali tvrdnju iz iskaza, definiramo f; == Dx *p;. Tvrdimo da je
{f]}p(| ONB iz ?(7) u kojoj se P moze dijagonalizirati uz svojstvene vrijednosti

{\; }'X‘ Da su funkcije f; svojstvene funkcije za P slijedi iz:
_1 111 _1 1
Pfj = PDﬂ— 290] = Dﬂ 2D712—PD7r QQOJ = DTI—QAQOJ = )\JDﬂ— QQDJ = )\jfj>
a da su medusobno ortogonalne uz (-, -)_ vidi se iz:

—ZD Ji(@)Di fi(x) = S V/al) filx) /7 (@) i (x)

rzeX zeX
= filz) (@) = (fi. fi), -
reX

ii) Definiramo:

o ={

Proizvoljna funkcija iz R, pa tako i d,, moZe se zapisati u ONB {fj}w|

| X || ||
Oy = Z <5y’f3 Z (Zd )) fi= ij(y)ﬂ(y)fj

j=1 7=1 TeEX
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Zbog P'f; = X f; i P'(x,y) = (P'd,)(z) imamo:

X X

P'(z,y) PthJ ij (y)P'f; | (x)

X

ij )‘tfj <I>7

a nakon dijeljenja s 7(y):

¥

P Zf]

Napomena 4.1.4. Tvrdnja iz Propozicije |4.1.5.1i) se moZe poboljsati do:

¥

P =1+ Z e (4.3)

Prema Propozicigi|4.1.1.11), moZemo uzeti \y = 1 i fi = 1, zbog cega je prvi sumand
jednak 1.

Za neku slucajnu varijablu X: Q0 — X s distribucijom 7 ima smisla promatrati
E[o(X)] = Er(¢). U sljedetoj lemi pokazujemo da kad svojstvena funkcija djeluje
na slucajnu varijablu s distribucijom 7, njena ocekivana vrijednost je 0, a za taj
zakljucak nam nije potrebna pretpostavka o reverzibilnosti lanca.

Lema 4.1.5. Neka je ¢ svojstvena funkcija matrice P uz svojstvenu vrijednost X # 1.
Tada je E, () = 0.

Dokaz. Po definiciji stacionarne distribucije, za 7 vrijedi # = 7 P. Po definiciji svoj-
stvene funkcije, za ¢ vrijedi Py = A\p. Koristeéi te dvije jednakosti, slijedi:

E.lp] =) m(z)p(x) = mp = mPp = Arp = AE ().

zeX

Kako je A # 1, mora biti E, () = 0. [
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4.2 QOgrade na vrijeme mijesanja

Pokazali smo u Propoziciji da su svojstvene vrijednosti po apsolutnoj vrijednosti
manje od 1. U nastavku ¢emo pokazati kako udaljenost od ruba jedini¢ne kugle utjece
na konvergenciju lanca prema stacionarnoj distribuciji.

Definicija 4.2.1. Neka je (X,)nen, Markovljev lanac s prijelaznom matricom P.
i) Apsolutni spektralni razmak je razlika v, == 1 — \., pri cemu je:

A = max{|A| : A € a(P),\ # 1}.

it) Neka je (X, )nen, reverzibilan. Indeksiramo svojstvene vrijednosti po veli¢ini:
Spektralni razmak lanca (X,)nen, je 7 =1 — Aa.

iii) Vrijeme relaksacije reverzibilnog lanca (X, )nen, Sa spektralnim razmakom
Y4 definirano je sa:

byl = —

*

Vaznost prethodno definiranih pojmova lezi u naredna dva teorema, gdje pomocu
t.er 1 ™ nalazimo gornju i donju ogradu na t,;y.

Teorem 4.2.2. Neka je (X, )nen, ireducibilan i reverzibilan Markovljev lanac s pri-
jelaznom matricom P i neka je myy, = mingey w(z). Tada vrijedi:

1 1 1
. < — — < .
tle(g) = ’Vtrel (2 In T + In 28>—‘ = trel In P (4 4)
tm@JMm }. (45)
ETmin

Dokaz. Primjenom nejednakosti trokuta i Cauchy-Schwarzove nejednakosti na (4.3))
slijedi:

=

i X ¥ 2

R Rl EACTAVIIEP ) B {0D OY-{1] BT

m(y)

=2
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Dalje, zato sto je {f; }‘j)jl ortonormirana baza u £%(7), imamo:

| x| | X
m(x) = (02, 0z) <Z filz $)fj,ij(37)7T($)fj>

¥

—Z (fi(@)m(@) [, fi(2)m(2) f;)

|X|
=> (Z 3 (Jf)WQ(fv)ff(y)W(y))

j=1 \yeX

]
= Z (@) (x) (Z ff(y)ﬂ(y))

yeX
N

™

J

~
[fll==1
¥

—r(@) Y fi)

iz Cega slijedi:
X |X]

>_ 1@ Z FHE ) (4.7)

Nejednakosti (4.6) i (4.7) zajedno daju:

AR [fjf >'§X;ff<y>rgw(k—i

m(y) )7 (y)
A e T O

Tmin Tmin Tmin

Po definiciji tfﬁf’x) iz gornje nejednakosti lako slijedi (4.5)), dok za (4.4) treba jos uzeti

u obzir da vrijedi sljedeca posljedica nejednakosti (2.3)) i (2.4)):
1 e_W*t
d(t) < z4/d>)(2t) < :
() =3 (2t) < 57—
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Teorem 4.2.3. Neka je (X, )nen, ireducibilan i aperiodi¢an Markovljev lanac i neka
je X # 1 svojstvena vrijednost za prijelaznu matricu P. Vrijedi:

binl(E) > (1—;|AI _ 1> In 2% (4.8)

Posebno, ako je lanac (X,)nen, jo$ i reverzibilan, onda imamo:

1
tmix(€) > (tre — 1) In % (4.9)

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da A # 0 jer u slucaju A = 0 tvrdnja slijedi trivijalno.
Neka je f svojstvena funkcija uz A, tj. vrijedi Pf = \f. Pozivajuéi se na Lemu 4.1.5
znamo da je E.(f) = 0. Uz Propoziciju onda vrijedi:

N F@) = [P f(x) = B<()l = [D_ [P (@, 9)f(y) = m(y) f()]| < 2d(8)]|f|oo-
yeX
Odaberemo z takav da |f(z)| = || f||oo 1 tmix(€) uvrstimo na mjesto ¢, pa dobivamo:

|A tmix(a) S 25

Izoliranjem ¢, (€) iz gornje nejednakosti slijedi (4.8)), odnosno (4.9) kad (4.8) mini-
miziramo po |A| # 1. |

Teorem 4.2.4. Neka je (X, )nen, reverzibilan Markovljev lanac s prijelaznom matri-
com P ¢ije su svojstvene vrijednosti:

I=M>X =22 Ay =1
s pripadnim svojstvenim funkcijama { fj}ﬁ'r Vrijedi:

; 2 |X]
AR AT

4P =y < | 2

Posebno, ako je lanac tranzitivan, vrijedi:

2 |X]

= ZA?.

2 j=2

Pt(x, )
()

-1

1)~y < |
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Dokaz. Prema Propoziciji vrijedi:

2
¥ X

Pt( Z)\ f] ij )\JQ]&)

7?(

[Pt (z,) — x|, = I=()]3
N——

=1

a zbog Propozicije i ¢injenice da je preslikavanje p — || f||, neopadajuce vrijedi
i:

2 Pz, 2
1P ol = (S P -t = (ot 2200 -

|-

Kombinacijom tih (ne)jednakosti slijedi prva tvrdnja.
Pt(xa )
m(:)

2

ne ovisi o x, tj. za bilo
2

-1

Ako je lanac dodatno i tranzitivan, onda izraz
koji zyp € X vrijedi:

2 |X]

=oail Rap DECRE

Uprosjecivanjem po z uz distribuciju = shJedlz

2 |X]

Z Z f] )\2t

j=2 zeX

e

()

2
If1I%=1

sto u kombinaciji s prethodnom daje drugu tvrdnju iz iskaza. [ |



Poglavlje 5

Ocjene uz grani¢no ponasanje
lanaca

Neka su dane distribucija 7 na konacnom skupu & i funkcija f: X — R. Cilj
nam je odrediti Er(f) = E[f(X)] = > ,cr f(@)m(z), gdje je X slucajna varijabla
s distribucijom 7. Ako nije moguce izracunati egzaktan iznos sume, mozda zbog
veli¢ine skupa X ili zahtjevnosti izracuna f(z), jedan na¢in procjene vrijednosti E,(f)
je uprosjeciti vrijednosti funkcije f nad uzorcima iz 7.

Kad je moguce generirati nezavisan i jednakodistribuiran (n.j.d.) niz (X,)nen iz
7, onda je i (f(X,)), n.j.d. niz. Jaki zakon velikih brojeva nam onda osigurava
da %22:1 f(X,) = E.(f) gotovo sigurno. Stovise, uz Cebisevljevu nejednakost,
mozemo nadi i veli¢inu uzorka n takvu da s € > 0 ograni¢imo vjerojatnost da je
greska takve procjene veca od n > 0. Sve ovo precizno je iskazano u naredne tri
tvrdnje. U tim tvrdnjama koristimo i oznaku Var,(f) = Var(f(X)), za X ~ m,
analogno definiciji E(f).

Teorem 5.1 (Jaki zakon velikih brojeva, [7]). Neka je (X,)nen niz n.j.d. slucajnih
variabli. Tada niz (% Z?zl X; konvergira gotovo sigurno ako i samo ako EX;
neN

postogi © u tom slucaju vrijedi:

) lim — ZX =EX,.

nﬁoo n

Propozicija 5.2 (Cebisevljeva nejednakost, [7]). Neka je X slucajna varijabla s
konacnim ocekivanjem v varijancom. Za proizvoljan € > 0 vrijedi:

VarX
o2

P(|X —EX|>¢) <

33
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Teorem 5.3. Neka je f: X — R i (X,))nen n.j.d. niz slucajnih varijabli s vrijednos-
tima u X 1 distribucijom w. Vrijedi:

]P <
=(f)

. AV .. .
Posebno, ako je n > ~“ lijeva je strana ogradena odozgo sa €.
n

LS (X~ Ee()

)ﬁ
n‘n

Dokaz. Tvrdnja je direktna posljedica primjene Cebisevljeve nejednakosti (Teorem
5.2) na slucajnu varijablu %22:1 f(Xs) ¢ija je varijanca %Varﬂ(f). |

Ipak, moguce je da je m takva distribucija da nije jednostavno ili uopce nije mogucée

generirati nezavisne uzorke iz nje. Taj problem rjesava posebna klasa Monte Carlo
metoda simulacija, Markov Chain Monte Carlo ili MCMC. MCMC metode temelje
se na konstrukciji Markovljevog lanca ¢ija je stacionarna distribucija 7. Prema teoriji
o vremenima mijeSanja koju smo dosad predstavili u radu, takav lanac bi nakon #,,;,
koraka trebao imati distribuciji priblizno jednaku 7.
Teorem nije primjenjiv na Markovljeve lance zbog pretpostavke nezavisnosti niza
(X)nen,, ali slican rezultat vrijedi i za reverzibilne Markovljeve lance. Dovoljno je
preskociti prvih ¢, koraka (tzv. burn-in period), a onda uzeti uzorak duljine barem
W;Qr—;m da bismo iz Markovljevog lanca dobili dovoljno dobru procjenu za E.(f) u
smislu Teorema |5.3] Ostatak poglavlja posve¢ujemo preciznom iskazu i dokazu te
tvrdnje.

Lema 5.4. Neka je (X,)nen, reverzibilan Markovljev lanac i neka je ¢ svojstvena
funkcija prijelazne matrice P uz svojstvenu vrijednost A takva da vrijedi (@, @) = 1.
Za X # 1 vrijedi:

t—1 2 ot
E, X < —
(Zrw) | =i
Ako je f: X — R proizvoljna funkcija za koju vrijedi E(f) =0, onda vrijedi:

E. (if()@)) < AE(S)

v

Dokaz. Razvojem kvadrata sume i po linearnosti ocekivanja slijedi:

t—1

E, (Zws)) SR X)) 4230 Y B fp(X)e(X)]. (5.)

s=0 r=0 s=r+1
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Prvo ¢emo izracunati E, [p(X,)¢(Xs)] iz (5.1). Neka je r < s. Vrijedi:

Ex [p(Xr) (X)) = Er [Ex [p(Xr) 0 (X)X, ]]
= Er [o(X0)Ex [0(X) | X0 ]]
=Er [0(X,) P o(X,)]

gdje E, [p(X.)[X,] = P7o(X,) vrijedi zbog:

B [p(X)|X, = 2] =Y oy)P(X, = y|X, = )
= )P (z,y)

=Pz, )e() = (P7p)(2).
Bududi da je Po = Ao i {(p, @) = E.(p?) = 1, slijedi:
Er [o(Xo)e(Xs)] = X Er [o(X,)?] = X TER (%) = X7

Dalje, pojednostavljujemo dvostruku sumu iz (5.1)):

t—1 t—1 t—1 -1 t—1 t—1—r
Z Z Er [p(X;)e(X)] = AT = Z Z A?
r=0 s=r+1 r=0 s=r+1 r=0 s=1
B -1 (1 o\ 1) B -1 <)\ _ )\t—r)
— 1—A — 1—A
£\ p U ) AL 1= 2
p— _— A_T — .
11— 1—/\;0 1—X2 1—X 1-=)"1
tA A 1— M\

Uzimajuéi u obzir dosad izvedeno te da je E, [p?(X,)] = Ex(¢) = 1, (5.1) mozemo
raspisati dalje:

<Z @(Xs)) = iEw [p(X.)?] +22 i E [0(X,)p(X,)]

26N —2X\g(t)  t(1+X) — 2Xg(t)
1—)\ - 1—\
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gdje je g(\) = ll%\t Za A € (—1,1) je g(A) > 0. Ovisno o A gornje ograde na brojnik
iz prethodnog izraza su:

A€ (0,1) = t(1+X) =2 g(\) <t(1+X) <2t
A€ [_170]7t > 2 :>g()‘) < 17
H1+ X)) =2 g(\) <1+ X)) —tA < 2,

sto dokazuje prvu tvrdnju.

Za drugu tvrdnju, neka je f: X — R takva da E.(f) = 0. Neka je {fj}ljjl ONB

svojstvenih funkcija od P. Funkcija f zapisuje se u toj ONB kao f = Zlﬁl a;f;, gdje
su a; = (f, f;),. Treba primijetiti da je:

a1 = <f7f1>7r = <f71>71- :Eﬂ'(f> :Oa
a prema Parsevalovoj jednakosti (Propozicija [1.1.5.i1))), vrijedi jos i
|X]

E«(f)={f.f), = Za?.

Ako definiramo G; = Y170 f;(X,), uz a; = 0 vrijedi da je:

t—1 t—1 [ |X| | X t—1 |x]|
FXD) =)D S aifi(X) | =D a ) (X)) =D a6y
s=0 s=0 j=1 j=2 s=0 j=2

Nadalje, za r < s 1 j # k vrijedi:

E, [f](Xs)fk(Xr)] =E, [fk(Xr>E7F [f](Xs)|Xr]]
=E. [fu(X,) P f;(X,)]
=A"T"Er [fo(X0) f3(X)] =0

Iz toga slijedi i da je E, [G;Gx] = 0 za j # k, pa u razvoju sume kvadrata samo su
kvadratni ¢lanovi razliciti od nule:

t1 2 x| 2 x| x|
(zm) w5 | (S ) | = Sm e = e o)
s=0

Jj=2 Jj=2
Jos treba primijetiti da je G, definiran kao izraz u prvoj tvrdnji za ¢ = f;, zato
prema prethodno dokazanome mozemo zakljuciti:
|X] | x|

; G [G]) =D 1=

7=2

| x| 2

@ AE(f)
S tzl—)\z Y

2t2
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Teorem 5.5. Neka je (X,)nen, reverzibilan Markovljev lanac. Ako je 1 > tiix (%) i

t> %, onda za bilo koje pocetno stanje x € X wvrijedi:

Pr( 2n)§8.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, neka je f takva da E.(f) = 0. U suprotnom samo
promatramo f — E.(f). Neka je p, optimalno sparivanje za P"(z,-) i m. Prema
Propoziciji 2.1.4] za p, vrijedi:

S )~ B )

Do meley) = 1P (@) = 7y (5.2)

y#z

Definiramo proces (Y, Z;)ien, tako da (Yy, Zy) ~ ., a onda uz dano (Y, Zy) su
(Yo)ten 1 (Z1)1en dva nezavisna lanca koji se kreéu po X prema prijelaznoj matrici
P, dok se prvi put ne sretnu u istom stanju, nakon ¢ega ostaju zauvijek medusobno
isti, a stanja i dalje mijenjaju prema matrici P. Drugim rije¢ima, definirali smo
Markovljev lanac (Y;, Z;)ien, s poCetnom distribucijom g, i prijelaznom matricom @
koja je dana sa:

P(y,u) akojey=ziu=wv,
Q(y,2), (u,v)) = { P(y,u)P(z,v) ako jey # 2,
0 inace.

Prema toj konstrukciji, proces (Y;)s>o je Markovljev lanac s prijelaznom matricom
P i pocetnom distribucijom P"(x,-), pa mozemo zakljuciti da je jednako distribuiran
kao (X,is)s>0. Takoder, (Z)s>o je Markovljev lanac s prijelaznom matricom 7 i
pocetnom distribucijom 7.

Kako je (Yo, Zy) ~ p, prema ((5.2)) vrijedi:
P(Yo # Zo) = | P"(z, ") = 7llpy - (5.3)

Zbog Y ~ X, ¢ vrijedi:
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-). Ovisno o tome je li

s

gdje vise ne pisemo P, ve¢ samo P jer znamo Yy ~ P’(«x,
Yy = Z, ili ne, slijedi:

|

1

LS,

s=0

> n> —P(Y = Z,) P ( ISz - B)
Z

77Y07£Z0)

J/

wl»—t

+P(Yo # Z) P (

<P(Yy # Zo) +P(‘ Zf )zn>.

Po definiciji tmix(g) 1 (5.3)), za 7 > tmix (%) vrijedi da je P(Yy # Zp) < §5. Uz pomo¢
Leme dobivamo jos da vrijedi sljedeca ograda:

ar (% i f(Zs)> = tlgvarﬂ (i f(Zs)>

<Z f(Zs)> (Z f(Zs)>
=0, jer Ex(f)=0

Lem<am l 2tE7r[f2] i Qvarw(f)
-2 vty

2

Cebisevljeva najednakost iz Teoremai gornja ograda na Var (% ZZ;B f (ZS)) daju:

(%z; ) SQVarW(f)‘

Pty
I, Naalf) < 5 dobivamo da za t > Warelf) je P (| ZZ;%) f(Zs) — Ew(f)‘ 2 77) <3
|

2t’y ZE,Y
Sto dokazuje tvrdnJu teorema.

(f)

>
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Sazetak

Cilj ovoga rada je prouciti granicno ponasSanje Markovljevih lanaca. Na pocetku
dajemo kratak pregled osnovnih definicija i teorema iz podruc¢ja Markovljevih lanaca.
Teorem o konvergenciji ireducibilnog aperiodi¢nog lanca ka stacionarnoj distribuciji
motivira nas na proucavanje brzine te konvergencije. Zato uvodimo normu potpune
varijacije kao mjeru udaljenosti izmedu dvije distribucije, te vrijeme mijeSanja kao
broj koraka potreban da se lanac svojom distribucijom dovoljno priblizi stacionarnoj
distribuciji.

Promatrajuci prijelaznu matricu reverzibilnog lanca kao linearan operator u odgo-
varaju¢em unitarnom prostoru, pokazujemo da je ta matrica hermitska te konstru-
iramo jednu ortonormiranu bazu. Takoder, pomoc¢u svojstvenih vrijednosti prijelazne
matrice definiramo pojmove (apsolutnog) spektralnog razmaka i vremena relaksacije,
koji u konacnici odreduju gornju i donju ogradu na vrijeme mijesanja.

Takoder, proucit ¢emo dvije vazne primjene. Prva primjena je optimalno mijesanje
karata, pitanje koje je potaknulo razvoj teorije vremena mijesanja. U drugom pri-
mjeru poopéujemo ideju jakog zakona velikih brojeva i Cebisevljeve nejednakosti na
Markovljeve lance, sto je dio teorijske podloge na kojoj se zasnivaju MCMC metode
simuliranja.






Summary

The aim of this paper is to study the limiting behavior of Markov chains. We begin
by introducing the fundamental definitions and theorems of Markov chain theory. A
theorem which states that an irreducible and aperiodic Markov chain approaches its
stationary distribution motivates us to study the speed of that convergence. There-
fore, we define the total variation norm as a measure of distance between two prob-
ability distributions, and mixing times as the number of steps needed for a Markov
chain to come close to the stationary distribution.

Applying the theory of linear operators on a reversible transition matrix within a
appropriately defined unitary space allows us to prove that the matrix is self-adjoint
and so we construct an orthonormal basis which will be useful in upcoming proofs.
Using eigenvalues of the transition matrix, we define the (absolute) spectral gap and
relaxation time of a Markov chain and show how those values are used to establish
upper and lower bounds on mixing time.

We also discuss two important consequences of the mixing time theory. The first
example is a problem that sparked the development of the mixing time theory in the
first place — the optimal number of shuffles for a deck of cards. The second application
is a generalization of the law of large numbers and Chebyshev inequality to Markov
chains, which is strongly related to the theory MCMC methods are built upon.
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