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Uvod

Optimizacija portfelja proces je pronalaZzenja optimalne raspodjele bogatstva medu skupom
imovine. U vecini situacija, optimalna raspodjela se odnosi na maksimiziranje ocekivanog
povrata i minimiziranje rizika kao osnove za formiranje portfelja. Opcenito, u teoriji port-
felja, koncept oCekivanog povrata predstavlja ukupan povrat svih imovina. Medutim, kon-
cept rizika ima razli¢ita tumacenja. Rizik u financijama je mogucnost da se stvarni ishod
neke investicije ili ulaganja razlikuje od ocekivanog ishoda ili povrata. Rizik ukljucuje
vjerojatnost od gubitka dijela ili cijele poCetne investicije. Prisutan je u gotovo svim finan-
cijskim aktivnostima, a posebno za financijske odluke kod kojih donosenje odluka ovisi o
buduéim dogadajima.

Problem odabira portfelja zanimljiv je i iz teorijske i iz prakti¢ne perspektive. Mar-
kowitz [7] je postavio temelje istraZzivanja u ovom podruc¢ju sa svojim modelom srednje
varijance (Mean-Variance). Dok je Markowitz koristio varijancu portfelja kao mjeru ri-
zika, predloZene su i druge definicije rizika. Konno i Yamazaki [8] koristili su prosjecnu
apsolutnu devijaciju kao svoju mjeru rizika. Prosjecna apsolutna devijacija odgovara [,
funkciji, dok varijanca odgovara l, funkciji rizika. Cai, Teo 1 Yang i Zhou (vidi [1], [10])
su predlozili /., funkciju rizika i alternativnu [/, funkciju rizika. Funkcija minimax tj. /.
promatra maksimalni individualni rizik medu svim imovinama kao mjeru rizika. Mjera
minimax u problemu odabira portfelja odnosi se na problem optimizacije koji maksimizira
minimalni povrat portfelja ili minimizira maksimalni rizik portfelja.

U ovom radu predlazemo konzervativnije pravilo odabira portfelja u kojem investitor
minimizira maksimalni rizik pojedinacnih imovina. Ova mjera rizika odgovara [, funkciji
rizika. Nas uvedeni model uspostavlja jasnu vezu izmedu ocekivanih povrata imovine i nji-
hove vaznosti u optimalnom portfelju. Prema naSem pravilu odlucivanja, rjeSenje se sastoji
od dva koraka. Prvo rangiramo pojedinacnu imovinu prema njihovim o€ekivanim povra-
tima 1 rizicima. Zatim, izracunavamo optimalna svojstva temeljem informacija sadrZzanih
u rangiranju. Pravilo rangiranja sastoji se od nejednakosti medu ocekivanim povratima.
To nam omogucuje jasniji uvid u varijacije sastava portfelja. Postoje dvije vaZne razlike
izmedu naseg modela i konvencionalnih modela, poput modela srednje varijance. U naSem
modelu ne dopustamo kratko trgovanje kako bismo dobili jednostavno eksplicitno rjeSenje,
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1ako to predstavlja slabost modela. Ne uzimaju se u obzir korelacije izmedu imovina, §to
je suprotno pristupu (primjerice modela srednje varijance) gdje diverzifikacija pomaze u
smanjenju rizika. Medutim, pokazat ¢emo da ¢e ukupni rizik portfelja biti mali ako je i
nasa mjera rizika mala. U nekim aspektima na§ pristup je sli¢an pristupu Younga [9]. U
oba modela nema kratkog trgovanja i korelacije izmedu imovinom ne ulaze eksplicitno u
rjeSenja. Glavne razlike su:

e Na$ model minimizira ocekivani apsolutno odstupanje od buduéih povrata u odnosu
na njihovu srednju vrijednost, dok Youngov model maksimizira minimalni povrat
portfelja na temelju skupa proslih povrata.

e Youngovo rjesenje ukljuCuje linearno programiranje, dok mi moZemo pruZiti ekspli-
citno rjeSenje.

Optimizacijski problem upravljanja rizikom u financijama Cesto zahtijeva da odredena
mjera rizika prilikom nekog ulaganja ne prelazi unaprijed odredenu granicu. Na financij-
skom trziStu, brojne investicijske institucije, poput fondova i banaka, analiziraju imovine
koje su podijeljene u razlicite grupe te postavljaju ograni¢enja na ulaganja u te grupe. Chi
Ying Wong [6] formulirao je problem takve optimizacije portfelja s ograni¢enjima ulaga-
nja.

U ovom radu dajemo pregled osnovnih pojmova u teoriji portfelja te promatramo op-
timizaciju portfelja u kontekstu metode najgoreg slucaja, konkretno mjere rizika /,. U
prvom poglavlju uvodimo potrebnu teorijsku podlogu te predstavljamo mjere rizika [, i
alternativnu /. Iako predstavljamo obje mjere rizika, fokus stavljamo na prvu te formuli-
ramo njen pripadni optimizacijski problem. U drugom poglavlju formuliramo sam model,
toCnije problem optimizacije portfelja. Bikriterijski problem je pretvoren u ekvivalentni
parametarski problem s jednim kriterijem. Pretpostavljajuci da kratka prodaja nije dozvo-
ljena, izvedeno je eksplicitno rjeSenje i optimalna investicijska strategija za u¢inkovitu gra-
nicu problema optimizacije portfelja bez rjeSavanja bilo kojeg optimizacijskog problema.
Optimalnost ovog rjeSenja osigurana je preko Karush-Kuhn-Tuckerovih uvjeta, buduci da
se radi o problemu konveksnog programiranja. Takoder, provodimo analizu pronalaska
ucinkovite granice. U treCem poglavlju analiziramo usporedbu modela /., i modela srednje
varijance kojeg je uveo Markowitz.



Poglavlje 1

Mjere rizika

U ovom poglavlju dajemo pregled potrebne teorije portfelja, uvodimo mjeru rizika [ 1
alternativnu /., mjeru rizika. Pokazat ¢emo pojedina svojstva koja zadovoljavaju navedene
mjere rizika.

1.1 [, mjera rizika

Pretpostavimo da investitor ima pocetno bogatstvo M, koje treba ulozZiti. Neka je R;
slucajna varijabla koja predstavlja stopu povrata imovine S;, i = 1,...,n, gdje je n broj
imovina. Varijabla x; predstavlja novac koji treba uloziti u imovinu S; od ukupnog iznosa
bogatstva M. Neka je u; gornja granica, a O donja granica za x;. Dakle, postoji ogranicenje
ulaganja na x;. To¢nije, kratka prodaja nije dozvoljena.

Dopustivi skup za problem optimizacije portfelja je:

n
F = {x: X1y vy Xp) in =My, 0<x;<u;,i= 1,...,n}.
i=1

Definirajmo ocekivanu stopu povrata imovine te o¢ekivano apsolutno odstupanje R; od
srednje vrijednosti:

ri=ER;) gqi=E(R;—ri)

Svaki x = (xy, ...x,) predstavlja dopustiv portfelj, a njegov ocekivani povrat dan je izrazom:

r(xy,..x,) = E [Z Rix;| = Z rix; gdje je r; = E(R;) matemati¢ko ocCekivanje slucajne
i=1 i=1

varijable R;.
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Definicija 1.1.1. Mjera rizika [, definirana je kao:
H.(x) = max E(IR;x; — rixi]) (1.1)

Jasno, ako je x € F tada vrijedi Hy,(x) = 111<1;a<§ E(R; — ri])x; = {2?32 gixi, gdje je g; apsolutno
odstupanje imovine ;. o .

Ovom mjerom se minimizira maksimalno standardno odstupanje za svu imovinu. Dru-
gim rijeCima, investitor, koji ne Zeli imati visok rizik ni u jednoj imovini, moZe koristiti
ovu mjeru za postizanje tog cilja. Prednost ove mjere je u tome Sto je odgovarajuci pro-
blem optimizacije portfelja problem linearnog programiranja koji se ¢ak moZze eksplicitno
rijesiti.

Ukoliko je dana distribucija svake slucajne varijable R; mjera rizika H,(x) eksplicitno
je poznata. Primjerice, ako je slucajna varijabla R; normalno distribuirana s parametrom
ocekivanja u 1 standardnom devijacijom o, lako se provjeri da vrijedi sljedece:

2
HOO(X) = max \/jO'l'X,'
I<i<n T

Pretpostavimo da dostupni povijesni podaci su podijeljeni u T vremenskih razdoblja. Slu¢ajna
varijabla R;, predstavlja slucajnu varijablu R; tijekom razdobljat = 1,2,..., T, a r;; njenu
ocekivanu vrijednost. Markowitz te Konno i Yamazaki dokazali su da se ocekivana vrijed-
nost slucajne varijable moze aproksimirati prosjekom izvedenim iz podataka. Naime, ako
su r;; 1 r; procijenjene koriStenjem povijesnih podataka vrijedi tvrdnja:
1 T
ri=E(r) = Zrit
T
i=1
Pretpostavimo da investitor Zeli maksimizirati ocekivani povrat te minimizirati razinu
rizika. Uz definiranu mjeru rizika /., nas problem optimizacije portfelja formulira se kao
bikriterijski problem.

Definicija 1.1.2. Bikriterijski problem optimizacije portfelja definira se na sljedec¢i nacin:

min | max ¢;x;, — riX;

[1sisn 9 ; ] (1.2)
uzx € ¥

gdje je dopustiv portfelj x = (x1,...,x,) € F efikasan (optimalan u Paretovom smislu) ako

ne postoji y = (y1,...,yn,) € ¥ takav da vrijedi:

n n

max g;y; < max gq;x; I E riyi = E TiX;i
1<i<n =
1=

1<i<n -
i=1

uz barem jednu strogu nejednakost.
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n

Kazemo da je vrijednost [max qiXi, — E r,-xiJ efikasna minimalna vrijednost funkcije
1<i<n
i=1

cilja. Skup svih efikasnih portfelja u skupu dopustivih portfelja naziva se ucinkovita gra-
nica.
MoZemo zapisati i (1.2) u vidu ekvivalentnog bikriterijskog linearnog programiranja:

min (y, - Zn: rixi]

=t (1.3)
qgixi <y zai=1,...,n

uzxeF.

Nadalje, transformiramo dobiveni bikriterijski problem linearnog programiranja (1.3) u
problem parametarske optimizacije s jednim kriterijem.
Za fiksni A € (0, 1) problem parametarske optimizacije s jednim kriterijem je sljedeci:

min F(x,y) =Ay+ (1 - Q) [— Z rl-xi)
=1 (1.4)
qixi <y zai=1,..,n
uzx eF

Parametar A predstavlja toleranciju investitora na rizik. Uo¢imo §to je parametar A veci
investitor preuzima manji rizik, ali i o¢ekuje manju dobit.

Zasvaki A € (0, 1) optimalno rjeSenje parametarske optimizacije (2.1) daje nam ucinkovito
rjeSenje za (1.2). Pretpostavimo da vrijedi:

rISrQS...Sr,,
qi>0,i:1,...,l’l
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1.2 Alternativna /., mjeru rizika

Uvodimo alternativnu /,, mjeru rizika u optimizaciji portfelja koja se definira kao prosjek
maksimalnih pojedinacnih rizika tijekom nekoliko (proslih) vremenskih razdoblja. Dru-
gim rije€ima, investitor Zeli minimizirati prosjek maksimalnih pojedina¢nih rizika medu
imovinom koju ¢e uloziti.

Definicija 1.2.1. Alternativna l., mjera rizika definirana je kao:
1 &
T = -_— 3 . — . .
HL(x) = _§_1 max E (R;x; = E (Ry) xi)

U svakom razdoblju pojedinacno se racuna apsolutno odstupanje u odnosu na o¢ekivanu
vrijednost. Mjera rizika se uzima kao prosjek maksimuma tih pojedinacnih apsolutnih od-
stupanja tijekom svih razdoblja, a o¢ekivani povrat kao prosjek ocekivanih povrata tijekom
T razdoblja. Model odredivanja cijene kapitalne imovine izmedu trziSnog portfelja i sva-
kog pojedinacnog povrata uspostavlja se koriStenjem metode neglatke optimizacije.

Napomena 1.2.2. Prisjetimo se |, mjere rizika koju je uveo Markowitz:

n n 2 n n
Z Rix;— E (Z Rixi] ] = Z Z T ijXiXj
pay i=1

i=1 j=I
gdje je oij = E(R; — r))(Rj — r;)) kovarijanca izmedu R; i R;. Navedena I, funkcija rizika
ovisi o kovarijancama medu imovinom. Neka je q; = E(|R; — E(R;)|). Tada mjeru HOTO
moZemo napisati u sljedecem obliku:

HQ(X) = E[

T
1
T e — . .
HLW = 5 ) man il
Stovise, ako je x € F vrijedi:
1 T
T - — . .
H (x) = T Z; max g X;

Dakle, mjera rizika H- ne ovisi o kovarijancama medu imovinom.

- .

Zn: Rixi— E [an R,-x,-)
i=1 i=1

Uvedimo vjerojatnost
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da povrat nije unutar zadanog raspona ocekivanog povrata. Jasno da p, ovisi o kovarijan-
cama medu imovinom. Koriste¢i CebiSevljevu nejednakost vrijedi sljedece:

n
< — T
p TTHm(x)

Dakle, p, je ograni¢ena konstantom i alternativnom funkcijom rizika H_..
Primijetimo, za sluc¢aj T=1, sljedeca relacija izvedena je u [1]

pr < ZHw(x)

za prethodno definiranu mjeru rizika H..

1.3 Svojstva mjera rizika na financijskom trzistu

Kao $to je ve¢ spomenuto rizik procjenjujemo razli¢itim mjerama rizika. Prve ideje za pro-
cjenu rizika potjecu od Markovitz-a koji je rizik mjerio standardnom devijacijom. Pozeljna
svojstva, o kojima Ce biti rije¢ u ovom dijelu, a koje bi mjera rizika trebala imati kako bi
bila korisna, su: koherentnost, subaditivnost i konveksnost. Sada ¢emo definirati neka
svojstva, te pokazati koja svojstva zadovoljavaju uvedene mjere rizika [ i alternativna /.

Za pocetak definirajmo koherentnu mjeru rizika. Mjera rizika predstavljena je funkci-
jom f:R — R. S XiY oznacit ¢emo dvije realne slucajne varijable koje ¢emo koristiti u
sljedecim svojstvima mjera rizika:

1. Monotonost: X <Y < f(X) < f(Y)

2. Subaditivnost: f(X +Y) < f(X) + f(Y)

3. Pozitivna homogenost: f(0) = 01 f(41X) = Af(X), za sve pozitivne konstante 4 > 0

4. Translacijska invarijantnost: f(X + f) = f(X) — ¢, za sve realne konstante t.
Napomena 1.3.1. Pojasnimo svako svojstvo:

1. Monotonost osigurava ako su gubitci X uvijek manji od Y, tada je Y barem jednako
rizi¢an kao X.

2. Subaditivnost se smatra najvaznijim, odreduje da rizik zbroja nikada ne prelazi zbroj
pojedinacnih rizika. Tocnije, kombiniranjem pojedinacnih rizika ne povecava se
ukupni rizik. Subaditivnost podrazumijeva postojanje koristi od diverzifikacije kom-
biniranjem rizika. Mjere rizika koje ne zadovoljavaju ovo svojstvo mogu dovesti do
pogresnog zakljucka da diverzifikacija portfelja rezultira povecanjem rizika.
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3. Pozitivna homogenost je zapravo pretpostavka da veli¢ina pozicije ne utjece direktno
na rizik sto znaci da implicitno pretpostavljamo da su trZista likvidna. U upravljanju
financijskim rizicima, pod pozitivnom homogenoscu se smatra da je rizik nekog port-
felja proporcionalan njegovoj vrijednosti sto u praksi cesto ne vrijedi. Ako se poveca
broj dionica koje se prodaju, njihova cijena ¢e pasti i na kraju prodajna cijena moZze
biti niZa od pocetne, sto rezultira gubitkom.

4. Svojstvo translacijske invarijantnosti nam govori da ako poziciji dodamo iznos t i
uloZimo ga u referentni instrument, smanjit cemo mjeru rizika za t. Translacijska
invarijantnost znaci da se dodavanje ili oduzimanje gotovine portfelju X smanjuje ili
povecava riziCnost za taj iznos.

Definicija 1.3.2. KaZemo da je f koherentna mjera rizika ako zadovoljava svojstva suba-
ditivnost, monotonost, pozitivnu homogenost i translacijsku invarijantnost.

Kombinacija svojstava subaditivnosti 1 pozitivne homogenosti implicira konveksnost:
JAX+ (1 -2)Y) <Af(X)+ (1 =D f(Y)zasve A € [0, 1]

Ako pretpostavku pozitivne homogenosti zamijenimo s pretpostavkom konveksnosti, dobi-

vamo klasu konveksnih mjera rizika. Drugim rije¢ima, mjera rizika pripada klasi konvek-

snih mjera rizika ako zadovoljava homogenost, translacijsku invarijantnost i konveksnost.
Takoder, svojstvo GP (Gaivoronsky-Pflug,vidi [3]) translacijske invarijantnosti:

f(X +1) = f(X), zasve realne t

moZe se interpretirati na sljedeci nacin: rizik portfelja se ne moZe smanjiti ili povecati
jednostavnim dodavanjem odredene koli¢ine sigurnog novca.

Analiziramo svojstva /., mjere rizika:

— subaditivnost:

H.(X)+H.,(Y)—H.,(X+7Y)
=max E|X; — EX;| + max E|Y; — EY}| - {nax ElX;+Y)—-EX;+Y)
<n <i<n

1<i<n 1<i

>max (E|X; — EX;|+ E|Y; = EY)| - E|(X; - EX;)) = (Y; + EY})[) >0

1<i<n
— pozitivna homogenost:

He(AX) = max E|1X; = E(QAX))| = Amax E|X; - EXi| = AHo(X)
<i<n

1<i<n
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— GP translacijska invarijantnost:
Ho(X+1) = max E|(X;+1) - EX; +1)| = Ho(X)
<isn
Dakle, [, mjera rizika zadovoljava svojstva subaditivnosti, pozitivne homogenosti, te takoder

konveksnost i GP translacijsku invarijantnost kao posljedice prva dva svojstva.
Sada analiziramo svojstva alternativne /., mjere rizika:

— subaditivnost:

H.(X+Y) =

N =
INgh

{nfchE | Xis + Y — E (X + Yi)|
<i<n

i=1

max E |X; — E(X;) + Yy — E(Yy)|

1<i<n

Il
~| =
[+

i=1

1
< —

M1~

1 T
D A E Xy~ ECX)I+ 7 Zl max E|Y; ~ E(Y,)

= HL(X) + HL(Y)

— pozitivna homogenost:

1 T
HL(X) = — > max £ |AX; — E ()| = AHL(X)
=1

— GP translacijska invarijantnost:

1 T
HLX +10) = 7 ) max E|(X; + 1) = E (X, + 0] = HL(O)

i=1
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Vidimo da alternativna [, mjera rizika zadovoljava jednaka svojstva kao i /,, mjera
rizika.
PokaZimo da obje mjere rizika nisu monotone. Pretpostavimo da je T=1, te promotrimo
sljedecu tablicu:

Slucaj X |Y

1 2 |5

2 4 |5

3 1 |5

4 315
Ocekivana vrijednost | 2.5 | 5

Ocito je Hoo(X) = 1.5 > Ho(Y) = 0te H.(X) = 1.5 > H.(Y) = 0. Dakle, alternativna I, i
I, mjera rizika nisu monotone mjere rizika.
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Optimizacija portfelja

U ovom poglavlju promotrimo definirani model /., sluajeve kada nije 1 kada je ukljucena
bezrizi¢na imovina. To¢nije, promatrat ¢emo parametarski problem optimizacije portfelja
(u prethodnom poglavlju smo uveli i ekvivalentni linearan). Uvest ¢emo pojam uinkovite
granice te analizirati njen pronalazak.

2.1 Model

Analogno oznakama u prvom poglavlju, pretpostavimo da ulaga¢ ima pocetno bogatstvo
M, koje treba uloZiti u n mogucih imovina S ;, j = 1,...,n. Neka je R; sluCajna varijabla
koja predstavlja stopu povrata imovinu S j, r; = E(R;), qj = E(IR; — rj|) 1 x; > O raspodjela
bogatstva M, na imovine § ;. Kratka prodaja nije moguca, dakle vrijedi x; > 0.

Za fiksni A € (0, 1) definirali smo problem parametarske optimizacije s jednim kriterijem:

min Fy(x,y) = Ay + (1 — A) [— Z r,-xi)
=1 (2.1)

qixi <y zai=1,...,n

uzx € F.

Pretpostavimo da vrijedi:

Nn<ns...<n
qi>0,i:1,...,l’l

T={x:(x1,...,xn) in:MO, xiZO,izl,...,n}.

i=1

11
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Teorem 2.1.1. Za bilo koji A € (0, 1), optimalno rjesenje za (2.1) dano je:

-1
M 1
. —0( > —] ako i € T*(A)
NI e U
0 ako i ¢ J"(A)

1

. 1

y :Mo[ Z —_)
jega 4

gdje je J () skup imovine koja se ulaZe, odreden prema sljedecéim pravilima:

a) ako postoji cijeli broj k € [0,n — 2] takav da:

T — Vel A
<
qn 1-A1
Ty — T2 Yn—1 — Fn-2 A
+ <
qdn qn-1 -4
Ty = Tk Fn—1 = Fn—k A
+ , te
dn n—k+1 I-4
Fn = kot | Tuct ZFackot | Tackel T ket Tnck T Tkl A 2.2)
qn qn-1 qn-k+1 qn-k I1-2

tadaje () ={n,n—-1,...,n—k}

b) Inace, ako gore navedeni uvjet nije zadovoljen niti za jedan k € [0,n — 2], vrijedi
j*(/l) = {nan_ 1991}

Dokaz. Primjenjujemo Karush-Kuhn-Tuckerove uvjete na (2.1). Za pocetak, uvedimo La-
grangerovu funkciju:

n

Lx,y, 1, Ao, y) = Ay + (1 = 2) [— Z rixi] + Zﬂi(Qixi -y)+ Ao [Z Xi — Mo] - Z YiXi
i=1 1 i=1

i=1 j i=
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Pomocu Karush-Kuhn-Tuckerovih uvjeta, dopustiva tocka (x, y) je rjeSenje ako i samo ako
su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

oL -
ay ;
oL
a—:—(l—/l)r,-+,u,-q,-+/lo—7l~:0 i=1,...,n (24)
Xi
> xi= My (2.5)
i=1
uilgixi—y)y=0 i=1,...,n (2.6)
vix;i=0 i=1,...,n 2.7
w=0 i=1,...,n (2.8)
viz0 i=1,...,n (2.9)

Definiramo J*(1) = {i : ; > 0}. Neka je x; = 0 za svaki i ¢ J" (). 1z (2.6) slijedi x; = 2

za svaki i € J7(1). Ako uvrstimo taj izraz u (2.5) dobijemo

-1
1
y= MO[ Z —) (2.10)

jer

tada slijedi:

-1
Mo [ 1 ) o
— — akoie J°(1)

Xi =9 g ‘,6;)) qj (2.11)
0 akoi ¢ J"(1)

Jednakost (2.7) povlaci ako x; > 0, tada je y; = 0. Dakle, y; = 0 za svaki i € J*(1). Za
i € J7(1), pomocu (2.4) lako se pokaze da vrijedi sljedece:

1 1
pi = —[(1 = Dri = A +yi] = = [(1 = Dr; = A] (2.12)

l ql

1
Iz ove jednakosti zajedno s (2.3) slijedi A = E — [(1 - rj— /lo]. Dakle,
iy 4i
JET* ()

-1
1 r;
w3 4 om0 3 2
g 4i g i
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Sada to mozemo uvrstiti u izraz za y; i dobijemo da za svaki i € J () vrijedi:

-1
1 1 j
ui:—(l—ﬂ)n—[z —) X((l—ﬂ) Z Q—ﬂ) (2.13)
4 jeg-w 4 jegw 4
dok za i ¢ J"(A) vrijedi:
yi=—=(1 = Dr; + piqi + g = —(1 = Dri + Ay (2.14)

Ocito, ako se moZze ispravno odrediti skup (1) koji zadovoljava da su y; i y; nenegativni
i definirani s (2.13) i (2.14) redom, tada ¢e y i x; definirani kao gore, biti rjeSenje koje
zadovoljava sve uvjete (2.3)-(2.9)

AKo postoji cijeli broj k t.d. k € [0,n — 2] za kojeg vrijedi (2.2), tada je J (1) skup Kkoji
zadovoljava p1; > 0i; 2 0. Iz (2.13) slijedi da za bilo koji i € J°(1) = {n,n—1,....n - k|

-1

qi ri—7T;j
Hi = =1 |1-2) +A1
e 4i w4
-1 )
: Sri-r A -y
| > = “‘”{[Z el ) f}>o
jegn 4 4 a- S 4

S druge strane, za j=1,2,...,n—k— 11z (2.14) 1 (2.12) slijedi

1
7,-=—<1—a)r,-+[z i) {(1—@ 3 Q—ﬂ]

g 4i ez i
-1
1 ri—r
=l > =] |a-» > L—=- /l)
g i w1
-1
1 Vi — I'j—k—1
> Z— (1—4)2’——1]
jegw i jerw 4
>0

Dokazali smo da su Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti (2.8) i1 (2.9) zadovoljeni. Takoder, uz
tvrdnju da je dano rjeSenje iskazano (2.11) i (2.10) zajedno s definiranim skupom 7 (1)
vidimo da su zadovoljeni svi Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti.

U slucaju da ne postoji niti jedan cijeli broj k € [0,n — 2] takav da vrijede (3.4)-(3.7),
moZemo pokazati da e rjeSenje koje je dano sa (2.2), pri cemu je J (1) = {n, n—1,..,2, 1},
zadovoljiti sve Karush-Kuhn-Tuckerove uvjete. Kako bismo to dokazali, bez smanjenja
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opcenitosti, mozemo uvesti fiktivnu imovinu Sy s ro = —L1¢go = L, gdje je L dovoljno velik
pozitivan broj. Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti se mogu primijeniti ¢ak i ako su neki para-
metri, poput r;, negativni. Analogno, moZemo pokazati da su svi Karush-Kuhn-Tuckerovi
uvjeti zadovoljeni.

Dakle, kako je (2.1) problem konveksnog programiranja, Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti su
nuzni i dovoljni za optimalnost, stoga je dopustiva tocka koja ih zadovoljava optimalna. O

2.2 Jednostavna optimalna strategija ulaganja

Promotrimo problem (2.1) sa zadanim A € (0, 1). Parametrir;ig; j = 1,...,n suKkonstante.
Pretpostavimo da vrijedi

n<rn...<rn (2.15)

Takoder, pretpostavimo da ne postoje dvije imovine S;1 8 j,i # jtakvedar; = r;i¢q; = g;.
Ako takve postoje, promatrat cemo ih kao jednu imovinu.

Sva imovina je rizi¢na
U ovom odjeljku promatramo slucaj u kojem je sva imovina rizina. Pretpostavimo da

imamo portfelj x° takav da x) > 0zai € J°ix? = 0zai ¢ J°. Naime, skup J°(1)

i
predstavlja skup imovine koja se ulaze. Pretpostavimo da postoji imovina S, koja nije
ukljucena u skup J°(1). Analizirat éemo portfelj u slu¢aju poveéanja alokacije na imovinu
S 1. Konstruiramo novi portfelj X" na sljedeci nacin:

x)—A; akoie J°
X, = Ay akoi=h (2.16)
0 inace

Pretpostavimo da je y° odgovarajuéi rizik portfelja x°, tj. (x°,y") predstavlja rjesenje pro-
blema (2.1). Konstruiramo novo rjesenje (x’,y") za (2.1) s prethodno definiranim x” i

Y =y -4,
Kako bismo zadovoljili uvjete problema (2.1) mora vrijediti sljedece:

Z":x;:Z”:x?_ Z A+ Ay =M,
=1 =1

i€J70(1)
Xqgi=0-A)gi <Y - A, zaie W)
Xpqn = Mg <30 = A
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Dakle, mozemo uzeti proizvoljne pozitivne brojeve za A;, A, 1 A, Koji zadovoljavaju jed-

nakosti:
A= DA

i€
_ A,y . 0
A= — zai e I (1)
qi
0_A
a2 00=A)
qn

Tada je funkcija cilja naseg optimizacijskog problema (2.1)

Fix,y)=20"-A) - (1-2) Z r(x) = A) = (1 = Dy, (2.17)
i€ g0
= Fx ") — A+ (1-2) Z rA; — (1= r, Z A, (2.18)
i€ g0 ISVAIO))
= F,(x*,y") - Ar (2.19)
gdje je

Ar=a8, (=D Y rA+(1=D Y na,
i€J0() i€J0)

Lako je primijetiti da u gornjoj jednadzbi AA, oznaCava smanjenje rizika, (1 —A) Z riA;
€0
oznalava smanjenje oéekivanog povrata zbog smanjenja raspodjele imovinama i € J°(1),
te (1-2) Z rpA; oznacava povecanje ocekivanog povrata zbog dodavanja imovine S, u
i€J0)
skup imovine za ulaganje. Na temelju danih jednakosti moZemo zapisati sljedece:

.~ rh
AF_{/I—(I—/l) P }Ay (2.20)
i€J0()

1
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Definirajmo skupove J, = {i e r; > rh} 19, = {i e’V :r < rh} tako da jedna-
kost (2.20) moZemo zapisati u obliku Ay = A% + A2 gdje su

AS = {/1— - > fi _.rh}Ay

i€ () 4

ri—rh
AL ={1—(1-2) Z — 1A,
i€g° ()

1

Promotrimo sljedeca tri slucaja:

1. Ako je Az > 0, tada prema definiciji A% znaci da je smanjenje vrijednosti rizika
{/lAy} veée od smanjenja ocekivanog povrata. Iz ta dva uvjeta A% > 0 povladi da
je Ap > 0. Dakle, prema (2.17) slijedi F (x',y) < Fa(x*,y°). Portfelj x* se moZe
poboljsati ako se imovina S, ukljuci u skup imovine za ulaganje.

2. Ako je A% < 01 skup 9, prazan, tada vrijedi Ay = A% < 0. Dakle, povecanje
raspodjele za imovinu S, ¢e rezultirati ili smanjenjem ocekivanog povrata ve¢im od
smanjenja vrijednosti rizika (ako je A% < 0) ili nee donijeti nikakvu korist (ako je
A% = 0). Stoga, imovina S, ne bi trebala biti ukljucena u skup imovine za ulaganje.

3. Akoje A% < 01i skup g, neprazan, tada postoji barem jedan element m € 7, takav da
rm < ry. Analogno (uklanjanjem imovine §,, te pove¢anjem raspodjele ostale imo-
vine) moZemo pokazati da u ovom slucaju imovinu S ,, takoder ne treba ukljuciti u
skup imovine za ulaganje J %(1). Imovina S, treba zadovoljiti uvjet Teorema (2.1.1)
(jer T'm < Fp i A;‘ <0 )

Napomena 2.2.1. Primijetimo da investicijska strategija dana u Teoremu (2.1.1) uvijek
sugerira ukljucivanje prvo imovine s vecim stopama prinosa. Drugim rijecima, imovina s
vecom stopom prinosa uvijek bi trebala biti odabrana prije imovine s niZom stopom pri-
nosa. Razlog za ovu naizgled kontraintuitivnu tvrdnju je taj Sto stvarni iznos uloZen u
odredenu imovinu takoder ovisi o riziku te imovine. Stoga je moguce da stvarno ulaganje
u imovinu s visokom stopom prinosa bude gotovo nula, ¢ak i ako je bila odabrana prema
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pravilima iz Teorema (2.1.1). Promotrimo primjer u kojem pretpostavljamo da vrijedi:

Tp — Tpoi A
<
qn 1-1
Fy — Tt — P A
2, I 2
qn qn-1 -4

Iz Teorema (2.1.1) slijedi da je optimalna investicijska strategija odabrati samo imovine
S, i8S ,-1. Nadalje, stvarni iznosi ulaganja u te imovine Ce biti:

. My My
Xn = ( 1 L) T 1
dn\g3 T o dn-1
. My M,
-1 = 1) 14t
qn_l (qn 1 q”) 4n

Ocito je da ako je q, znatno veci od q,_,, tada je moguce da je x, gotovo nula dok je x,_,
gotovo jednak M,.

Optimalna strategija opisana u Teoremu (2.1.1) sastoji se od dva koraka. Prvo, oda-
biru se imovine na temelju njihovih stopa prinosa. Zatim, u drugom koraku, odreduje se
stvarna raspodjela bogatstva po odabranim imovinama na temelju njihovih rizika. Ukoliko
uzmemo u obzir troSak transakcije za ulaganje u imovinu, vrlo mala raspodjela bogatstva
imovini moZe znaciti da je zapravo treba izostaviti. Stoga, prema investicijskoj strategiji iz
Teorema, imovina mozZe biti iskljucena iz skupa za ulaganje u bilo kojem koraku. U prvom
koraku, moze biti iskljucena ako je njena stopa prinosa preniska, dok se u drugom koraku
moze takoder iskljuciti ako je njen rizik previsok.

Takoder, optimalna investicijska strategija prema Teoremu (2.1.1) ima svojstvo da je
x;q; =y  zasvakii € J(1) (ix; =0zasvakii ¢ J"(1)). To znaci da ¢emo, za odabrane
imovine za investiranje, uloZiti iznose tako da imaju isti rizik y* ( po definiciji (1.1.1)
primijetimo da E(|R;x; — rix;) = ¢;x; predstavlja rizik ulaganja iznosa x; u imovinu S ;). Na$
cilj je minimizirati maksimalni pojedinacni rizik, tj. H,(x) = {r<1;a<)§ E(R;x; — rix;|). Teorem
(2.1.1) implicira da optimalna investicijska strategija treba uloZiti imovine tako da imaju
jednak rizik. Ukoliko to nije slucaj, odnosno ako postoji neka imovina ¢iji je rizik manji
od rizika druge imovine, tada se raspodjela toj imovini moze povecati. Takva promjena
raspodjele nee povecati maksimalni rizik, dok ¢e se ukupni ocekivani povrat povecati
(kasnije ¢emo iskazati Lemu (2.3.2) koja se odnosi na neucinkovitost rjeSenja (x*, y*) ako
su rizici odabrane imovine nejednaki).
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Napomena 2.2.2. Jos jedno svojstvo optimalnog portfelja prema Teoremu (2.1.1) je da
iznosi x; za i € J7(A), ne ovise o stopama prinosa rj, pod uvjetom da je odabrani skup
imovine za ulaganje (). To ukazuje da ocekivane stope prinosa odreduju skup imovine
koja se ulaZe, ali ne utjecu na velicinu raspodjele. Ovo svojstvo ne postoji u rjeSenju port-
felja u drugim modelima kao Sto je klasicni MV model. Zasto je ovo svojstvo opravdano?

i) Informacije o ocekivanim stopama prinosa vec se koriste prilikom odabira skupa
imovina prema pravilima iz Teorema (2.1.1).

ii) Nakon $to su odabrane imovine za investiranje, glavni problem je kako minimizi-
rati rizik ulaganja. Prema naSem modelu, maksimalni pojedinacni rizik treba mi-
nimizirati. Kao sto smo ve¢ napomenuli, za postizanje tog cilja smisleno je imati
sve imovine koje se ulazZu s istim rizikom. To rezultira raspodjelom koja ne ovisi o
ocekivanim stopama prinosa.

Uocimo iz Teorema (2.1.1) da je slucaj, u kojem ulazemo cijeli iznos bogatstva My u
jednu imovinu kada je

Tn— Vuel A
>
qn 1 - /l

rizik te imovine minimalan tj. y* = 0. Ipak, treba napomenuti da postoje i drugi slucajevi u
kojima se gotovo cijeli iznos bogatstva M, treba uloZiti u jednu imovinu. (Vidi Napomenu
(2.2.1)). Slucaj u kojem se cijeli iznos bogatstva ulaze u jednu bezrizi¢nu imovinu ¢emo
obraditi detaljnije u radu.

Napomena 2.2.3. Primijetimo da je slucaj kada odaberemo sve imovine S j, j = 1,2,...,n,,
za ulaganje, kada uvjet (2.2) nije zadovoljen ni za jedan 0 < k < n — 2. U tom slucaju
su skup J(A) = {n,n—1,...,2, 1} i udjeli imovina u efikasnom portfelju dani Teoremom
(2.1.1). Konkretno, ako pretpostavimo da je pocetno bogatstvo My = 1, vrijedi:

Postoji zanimljiv odnos izmedu ovog portfelja i globalnog portfelja najmanje varijance
prema modelu [4]. Pretpostavimo da je varijanca imovine S ; jednaka o?, zai = 1,2,...,n
te da su imovine medusobno nekorelirane. U tom slucaju moZemo pokazati da su udjeli
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imovina X; u globalnom portfelju najmanje varijance dani s:

1
o2
1

X = i=1,2,...,n

M=
w'qlol -

>~
l

1

Postoji jasna sli¢nost s gornjim izrazom za x;. Prema nasem modelu, efikasni portfelj

1
koristi —, dok u modelu srednje varijance, globalni portfelj najmanje varijence koristi —.

qi (o

U posljednjih nekoliko godina istrazivanja modela srednje varijance (vidi [2]) doka-
zana je izuzetna osjetljivost sastava efikasnog portfelja na odstupanja u ulaznim podacima
problema. Posebno je utvrdeno da pogreske u srednjim vrijednostima imovina mogu imati
znatno veci utjecaj od pogresaka u ostalim parametrima. Stoga se postavlja sli¢no pitanje
koliko je naSe rjeSenje osjetljivo na promjene u srednjim vrijednostima imovina. Prove-
dimo detaljniju analizu.

Pretpostavimo da m = n — k — 1 imovina zadovoljava uvjet Teorema (2.2). Drugim
rijeCima, skup imovina za ulaganje je (1) = {n,n—1,...,m + 1} i imovina S, je prva
iskljuCena iz tog skupa. Promotrimo sljedece tri kategorije imovina, gdje ¢; oznacava od-
stupanje parametra r;.

1) Za imovine S ; gdje je j < m vrijedi da nisu odabrane za ulaganje prema Teoremu
(2.1.1). RjeSenje ostaje nepromijenjeno sve dok je r; + 6; < r,. To znaci da se
optimalni portfelj ne mijenja sve dok su odstupanja unutar sljedecih raspona:

—00 <0<y zaj<m

ii) Za imovinu S ,,, jasno ako vrijedi 7,,, + 8, < Fppy1 1

rn_rm_ém rn—l_rm_ém rm+l_rm_5m A
+ + ...+ 2>
qn dn-1 dm+1 -2
) ) ) ) e . ) e —rm A
tada je optimalni portfelj nepromijenjen. Neka je ¢, = Z “T-71 kako
dr -

k=m+1
bismo zadovoljili oba gornja uvjeta dovoljno je da vrijedi:

. Cm
—00 < 5m < min n—arm+l —Fm

k=m+1
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A -rj y

iii) Za imovine S ; gdje je j > m, neka je {,, = —— — Z T 1 za j > m. Zelimo
1-4 k=1 9k

odrediti interval za ¢ kako bi uvjeti Teorema (2.1.1) bili zadovoljeni. Dovoljni su

sljedeci uvjeti:

= . ..
max { ——, ={uqj, rj-1 — rj¢ < 0; < min {{,,H]qj, Tisl = rj}, akoje j>m+1
k:ijk
=g .
max n—l,—ngJ,rj_l—rj S6j§l"j+1—l’j, akOJe]:m+l
k=j

Ukratko, gore navedena analiza ukazuje da ako je odstupanje ¢; srednje vrijednosti imovine
r; unutar gornjih intervala, tada ¢e optimalni portfelj prema naSem modelu ostati nepromije-
njen. Dobiveni uvjeti su dovoljni uvjeti te u mnogim slu¢ajevima oni mozda nisu ispunjeni
(ali portfelj se ipak moze zadrZati nepromijenjen ako nisu ispunjeni). Opcenito govoreci,
na$ model pokazuje odredenu otpornost na odstupanja u ulaznim podacima problema.

Primjer 2.2.4. Nas model moZe biti prilicno osjetljiv u nekim slucajevima na odstupanja
parametara problema, kao $to su srednje vrijednosti. Kako bismo to ilustrirali, promotrimo
primjer u kojem postoje tri imovine s procijenjenim srednjim vrijednostima ry < r, < rs.
Pretpostavimo da vrijedi slijedece:

- A - - A
r3 72< ; r3 r1+r2 rlz
7 1-24 93 92 1-2
Tada, po Teoremu (2.1.1) biramo imovinu 2 i 3, vrijedi x; = 0, x;, = c{: i x; =
q> + 4q3
Cf . Nadalje, pretpostavimo da je q, znacajno veci od qs. Tada slijedi x; ~ 01 x5 =
q> + 43

My. Medutim, uzmimo da postoji znacajno odstupanje u ry i stvarna srednja vrijednost ry
imovine 1 zadovoljava ry <rj <r3,

rs—r A . r—r =N A
< i + >
q3 -2 q3 73! 1-24
qs
q1 t g3

. Dodatno, ponovno pretpostavimo da je gz znacajno veci od q,. Tada

U ovom slucaju, trebamo izabrati imovinu 1 i 3, tada ce portfelj biti x;" = 0, x{* =

q1
q1 t g3

. kk
i x; =
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slijedi x3" = 0i x{" = My. Zakljuc¢imo, u ovom primjeru, odstupanje u procjeni ry gotovo
Jje potpuno promijenila portfelj.

Ukljucenje bezrizicne imovine

Promatramo slu€aj kada postoji bezrizicna imovina. Bez smanjenja opcenitosti, pretpos-
tavimo da ta bezrizicna imovina ima najniZi povrat, tj. i = 1 (Sto je u skladu s naSom
pretpostavkom (2.15). Sve rizi¢ne imovine mogu se iskljuditi iz analize ako njihovi po-
vrati nisu veci od povrata bezrizi¢ne imovine. Pod pretpostavkom navedenom gore, vrijedi
g1 = 0. Kako bismo generalizirali rezultat iz Teorema (2.1.1), prvo pretpostavimo da je
q1 = € > 0, gdje je € dovoljno mali broj. Promotrimo sljedeca dva slucaja kada pustimo
e —> 0"

1. Imovina S nije odabrana za ulaganje
Zbog g = € > 0, prema Teoremu (2.1.1) vrijedi 1 ¢ J7*(1). Dakle, optimalno
rjeSenje za (2.1) je nepromijenjeno.

2. Imovina S| odabrana je za ulaganje
Po Teoremu (2.1.1), uz pretpostavku g; = € > 0 vrijedi 1 € J(1). U ovom slucaju,
optimalno rjesenje za (2.1) je:

x;i=0 zasvaki j ¢ ()
-1
M1 <R
xj:—o[—+ > —] za j € J°(A)
9% \€  jongjm 1
-1
. 1 O
S Sy SR

Kada € — 07, vrijedi y* = 0, x] = Mo, x; = 0 za svaki j > 1. Rezultat je u skladu s
Teoremom (2.1.1).

Slucaj kada je bezrizicna imovina S| odabrana u skupu za ulaganje 7 (1) dogada se
samo kada je zadovoljen sljedeci uvjet

Fp—r  Fy1—T1 rh—r A
+ + ...+
qn qn-1 q>2 I-2a
Teorem 2.2.5. Neka je A € (0, 1). Ako uvjet (2.21) nije zadovoljen, tada je skup odabranih
imovina za ulaganje () i optimalno rjeSenje definirano Teoremom (2.1.1). S druge

strane, ako je uvjet (2.21) zadovoljen optimalna investicijska strategija treba biti ulaganje
Citavog bogatstva My u bezrizicnu imovinu, gdje je y* = 0.

2.21)
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2.3 Ucinkovita granica

Izveli smo optimalna rjeSenja za parametarski optimizacijski problem (2.1). Kao §to smo
ve¢ prije spomenuli, taj problem ukljucuje parametar A te optimalno rjeSenje generiramo s

tim danim parametrom. Prisjetimo se, izvornu ciljnu funkciju naseg problema optimizacije
n
Z rix;| , odnosno maksimizaciju
1<i<n =)
=
o¢ekivanog povrata portfelja i minimizaciju rizika [/, funkcije. Ozna¢imo y s max g;x;,
1<i<n

portfelja definirali smo kao minimizaciju [max qiXi, —

n

tada se problem svodi na maksimizaciju ocekivanog povrata Z r;X; 1 minimizaciju y.
i=1
Za bolje razumijevanje ucinkovite granice promotrimo sljedeéi primjer.

Primjer 2.3.1. Ucinkovita granica, poznata i kao granica portfelja, skup je optimalnih
portfelja za koje se ocekuje da ce ostvariti najveci povrat za danu razinu rizika. Ova se
granica formira crtanjem ocekivanog povrata na osi ordinata i standardnog odstupanja
kao mjere rizika na osi apscisa. Promotrimo pronalazak ucinkovite granice za model sred-
nje varijance (1, model) kojeg je uveo Markowitz (vidi [7]). Pretpostavimo da postoje dvije
imovine A, i Ay u odredenom portfelju. Tablicom 2.1 su prikazane pojedinosti za njih.

Pojedinosti Ay A;
Ocekivani povrat 10% | 20%
Standardna devijacija | 15% | 30%
Koeficijent korelacije | -0.05 | -0.05

Tablica 2.1: Pojedinosti za imovine A; i A,

U sljedecoj tablici (2.2) prikaZimo portfeljne mogucnosti ulaganja u imovinu. Izracunajmo

Portfelj | A tezina (u %) | A, tezina (u %)
1 100 0
2 75 25
3 50 50
4 25 75
5 0 100

Tablica 2.2: Portfelji

rizik i ocekivani povrat portfelja prema sljedecim formulama. Dobiveni rezultati prikazani
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su Tablicom (2.3) te promotrimo graficki prikaz ucinkovite granice na Slici (2.1).

2
ERpor) = > wiE(R;)
i=1

2
_ E : 2
O port = J wio+2 Z WiW ;07T

i=1 i<j

Portfelj | Rizik (u %) | Ocekivani povrat (u %)
1 15 10
2 9.92 12.5
3 12.99 15
4 20.88 17.5
5 30 20

Tablica 2.3: Dobiveni rezultati za portfelje

Ucinkovita granica

Odeklvani povrat
15 20 25
|

10

F
--—""_’_F.-v—ﬂ
R e
)”"’J}{f
’ &:“\I\o
T T T T T T
10 15 20 25 30 35

Standardna devijacija (rizik)

Slika 2.1: Ucinkovita granica

24

Ucinkovita granica predstavlja skup portfelja koji ¢e imati najveéi povrat pri svakoj
razini rizika, ili alternativno, najmanji rizik pri svakoj razini povrata.



POGLAVLIJE 2. OPTIMIZACIJA PORTFELJA 25

Sva imovina je rizi¢na

Za pocetak definirajmo:

1 1 1
a,k:_+ + ...+ zak:l,2,...,n—1
qdn  qu-1 qn—k+1
ry — Fp—k Fpn—1 — Fn—k Vo—k+1 — 'n—k
Pp=——1= 4 LR L A L zak=1,2,....,.n—1
dn qn-1 qn—k+1

Lako se pokaZze da vrijedi:

= Lr-1 + ekl — Fne ak=1,2,...,n-1
{ Bk = Bt + ax(Fyge1 = Tnk) 2 n (2.22)
Bo=0
gdje je @y definirana sljede¢om rekurzijom:
Oy = ap_1 + zak=1,2,...,n—-1
dn-k+1 (2.23)
gy = 0

Jasno je da se nejednakosti iz iskaza Teorema (2.1.1) svode na odredivanje cijelog broja
k € [0,n — 2] tako da

A A
ﬁ] < m, cees Bk < m, (224)
> 2.25
ﬂk+1 =1-2 ( )
(2.26)

Kako je g; = E(IR; — E(Rj)[) > 0 za bilo koji j, tada je oy > Ozak = 1,2,...,n— 1.
Primijetimodaizr; < rjyzaj=1,2,...,n—1slijedi By < B < B2 < ...B,-1. Stoga se
uvjeti (2.24) svode na:

A A

> —
1_/1’ ’ [gk+1—1_/1

Br <

ili ekvivalentno:
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Uvedimo oznake

ﬁk . z ﬁk+1

A, = i =
YA T+ Ben

tada su gornji uvjeti ekvivalentni s A € (4k,ik].

Zelimo odrediti uginkovitu granicu, odnosno sve efikasne totke koje odgovaraju svim
mogucim vrijednostima A4 € (0,1). Pomocu Teorema (2.1.1) za zadani cijeli broj k €
[0,n — 2], jasno je da za sve vrijednosti 4 € (4k,7lk], skup odabranih imovina za ula-
ganje (1) ostaje nepromijenjen, Sto znaci da se optimalno rjeSenje (2.1) ne mijenja.
Takvo rjeSenje odgovara efikasnoj tocki (1.2). Pitanje je postoje li druge efikasne tocke za
A€ (4, A¢]. To je ekvivalentno pitanju postoje li druga optimalna rjeSenja za (2.1) kada je
A€ (4 -

Osnovna ideja za analizu u¢inkovite granice sastoji se od:

1. Zasve A € (4,, 4], rjeSenje dano Teoremom (2.1.1) je jedinstveno optimalno rje$enje
zadace (2.1). Dakle, postoji samo jedna efikasna tocka za (1.2).

2. Za A = A, postoji vise efikasnih to¢aka za (1.2), koje se mogu odrediti eksplicitno.

Iskazimo sljedece dvije leme koje uspostavljaju ove tvrdnje. Radi jednostavnosti, u nas-

tavku ¢emo postaviti 4, _, = 1. Navedene leme dokazane su u [1].

Lema 2.3.2. Za svakik = 0,1,...,n—1, ako je A € (/_lk,ik], tada je rjesenje dano Teoremom
(2.1.1) jedinstveno optimalno rjesenje za (2.1).

Dokaz. Pretpostavimodajek =0,1,...,n—-21 (Xo,yo), gdje je x! = (x(l), ey xg), optimalno
rjesenje za (2.1). Neka je J°(1) skup ulaganja takav da je x? > 0ako j € J°N)i x? =0
ako j € J°(1). Prvo éemo pokazati da ako vrijedi J°(1) # JA) (skup ulaganja J 1)
odreden je Teoremom (2.1.1)), moZemo pronaéi bolje rjeSenje od (x°, y°) $to ée dovesti do
kontradikcije.

1. Ako vrijedi 7°(1) # J7(A) i postoji barem jedan & takavdaje h € T*(A)ih ¢ T°(),
tada je x) = 0. U ovom slucaju, prilikom konstrukcije rjeenja (x',y") za (2.1) po
Teoremu (2.1.1) mozemo pokazati da je:

’ A Fj=Tm F'm —Tj
FA(X,y)=F1(X0,y0)+Ay(l—/l){(—1_/l+z qu )—Z ” f} (2.27)

j>m Jj<m J
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. . ri—="rm A . 5 . . .

Zbog nejednakosti Z < akojem € J () ir, >rjza j < m,tadaje
qj I-4

Fax', yY) < F(x°,y°) $to implicira da je dopustivo rjesenje (x', y') bolje od rjesenja

(x°,y°). Dakle, dobili smo kontradikciju s tvrdnjom da je (x, y°) optimalno rjesenje.

Mora vrijediti 7°(1) 2 J*(1). Promotrimo sljededi slu¢aj u kojem éemo eliminirati

slu¢aj kada je 7°(1) > J*(Q).

j>m

2. Ako vrijedi 7°(2) D J*(1), tada postoji m takav da je x° > 0, te vrijedi m € J (1)
im ¢ J7°(1). U ovom sluaju, moZemo konstruirati rjeSenje (x”,y”) za (2.1) na
sljedeci nacin:

X)+A;  ako je TN
X = 0 — A, akoj=m,

x? inaCe
yi = YW+ A,

gdje su Ay, A,,, A; odabrani pozitivni brojevi takvi da

A
Ajzz JEIT )

y
J

2 A
€T (D

Uo¢imo da zadnje dvije jednakosti zajedno s dopustivosti (x°,y°) osiguravaju da je
(x*,y?) dopustivo rjesenje. Analogno kao u prvom slu¢aju, vrijedi:

Am =

J

ri—"rm
Fax"+ Ay + A) = Fi(x%%) = A1 = D=7 + :
w1
ri—"Tm A . . . = e 2 2 0 .0
Zbog Z 7 > -1 itvrdnjedaje A € (4, 4,) slijedi F(x7, y7) < Fa(x",y").
JET* (D) 1

Dakle, dobili smo ponovno kontradikciju.

Kombinacijom prvog dva sluéaja slijedi J°(1) = J*(1). Naime, bilo koje optimalno
rjeSenje (x°,y°) mora imati isti skup imovine za ulaganje kao i rjeSenje (x*,y"). Kada
fiksiramo skup %(1), sva imovina S ] €T %(2), treba biti investirana s jednakim rizi-
kom, dakle treba vrijediti ¢ jx? = y?. Ako to ne vrijedi, postoji imovina S, u skupu (1)
takva da 6 = y° — x%¢g,, > 0, te tada poveéavamo raspodjelu na imovinu S, za pozitivan
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broj A,, kako bismo konstruirali novo rjeSenje (x, y’) na sljedeci nacin:

0—A; akojeJ°),j#m
X = x?+Am ako j =m,
0 inace
Y= W+ A,

gdje je
Ay ]
Aj=— Vjie W) - {m)

qj
DY
}

JETO(D)~{m

-1
0 1
Ay = — —| .

m [je;?@ 4 ]
Uocimo da je rjeSenje (x',y") dopustivo. Analogno, kao u prvom slucaju, mozemo pokazati
da vrijedi Fy(x',y') < F(x°,y%). Otito, ako vrijedi J°(1) = J*(4), tada vrijedi g)x) = y°
za svaki j € J°() te je rjeSenje (x°,y°) jednako rjeSenju (x*,y"). Ovim smo dokazali i
jedinstvenost rjeSenja.
Preostaje nam slucaj za k = n—1. Prema Teoremu (2.1.1) skup (1) jednakjen,n —1,...,2,1
kada je A4 € (An — 1, 1). Drugi sluc¢aj tada je nemoguc, dok za prvi slucaj dokaz ostaje isti.
Dakle, rjeSenje dano Teoremom (2.1.1) je jedinstveno optimalno za (2.1) ako je 4 € (Ak, )
zak=0,1,...,n—1. m]

Koristeci dobivene izraze za rjesenje u ciljnoj funkeiji (1.2), moze se primijetiti da, od-
govarajucem rjeSenju (x*,y") za A € (4,, 4], odgovara efikasna tocka zadale P, = (y*,2"),
gdje je

-1
7= —MO[ > :7]+{ > qu] (2.28)

JeJT* () JET* ()

Lema 2.3.3. Za svaki k = 0,1,...,n— 2, ako je A1 = A, fada je " = A, + Ayl k/_l )
— A
gdje je

0<A. < Y (2.29)

==y = In—k-1
Lt Djegw g,

efikasna tocka zadace (1.2).
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Dokaz. Prvi sluéaj u dokazu Leme (2.3.2) nije mogué ako vrijedi i A = A, buduéi da je
0 < A < 1iizjednakosti (2.27) slijedi Fy(x',y") < F,(x°,y"). S druge strane, drugi sluéaj je
mogu¢ kada imamo imovinu S, gdje je [ € J (1) koja je odabrana u optimalnom rjesenju.
0&ito, (x*,y") je optimalno rjeSenje za (2.1) kada je A = A;. Konstruiramo novo rjeSenje
(x°,y°) povecanjem vrijednosti x; za A;, gdje je | = n—k — 1, smanjivanjem vrijednosti svih
x; za vrijednost A, gdje je j € (1) iy za A, tako da vrijedi

q;(x; =)=y =8, @jeTW
Qi <y = A

Z (X;—Aj)-i-Al:Mo

JET* ()

gdje su A;, Aj i A, pozitivni brojevi koji zadovoljavaju sljedece:

A,

A==, zaje g, (2.30)
J

Ay <Y = qi, (2.31)

A= A (2.32)
JET (D)

Analogno dokazu prethodne leme i jednakosti (2.27), moZemo pokazati da vrijedi

A ri—rn
0 0 _ 0.0 j
F,I(X +Ax,y +Ay)—F,1(X,y)+Ay(1—/l)[—m+'Z 7 ]
JET* () J
) ) ri—r A e 1 - .
Zbog jednakosti Z = te kada vrijedi A = A4y, slijedi da je
gy 4 14

. e e W 3k k /1
Fi(x°+As, Y’ +A,) = Fo(x%,y"). Drugim rije¢ima, sve tocke (y — Ay, 2+ —A, | suefi-

k
kasne toCke za bikriterijski problem (1.2) ako zadovoljavaju uvjete (2.30)-(2.32). Takoder,
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— Ay) vrijednost funkcije cilja za rjesenje (x°,y"), gdje su

uo¢imo da je [y* AT+
— /1](

0 * .
y =y = Ay i
0 %
Z =- Z rj(xj—Aj)—rlA,
JET (D)
:Z*+ Z rjAj— Z rlAj
JET* (D) JET ()
A7
=7+ ) ()2
JET*() i
= Z* +ﬁk+lAy
A
Ces M
1 - A

Primijetimo da A,, koji zadovoljava interval u iskazu Leme (2.3.3), takoder zadovoljava i
uvjete (2.30)-(2.32). |

Napomena 2.3.4. Iz prethodne Leme vrijedi da su sva rjesenja koja biraju imovinu iz skupa
imovine za ulaganje (A1) zajedno s imovinom | = n — k — 1 optimalna za zadacu para-
metarske optimizacije (2.1). Ukljuc¢ivanjem imovine koja nije u skupu J* (1) smanjuje se
ukupan povrat, ali istovremeno i rizik. Prema Lema (2.3.2) ako je A A, za 0 < k < n—=2 ili
vrijedi A € (A,_», 1), takvo rjeSenje Ce biti zanemarivo zbog rjesenja dobivenog Teoremom
(2.1.1). Medutim, ako je A # A za 0 < k < n—2, smanjenje rizika (s tezinom jednakom A;)
je uravnotezeno smanjenjem ukupnog povrata (s tezinom 1 — Ay) i daje efikasnu tocku.

Teorem 2.3.5. Ucinkovita granica problema (1.2) moZe se odrediti uzimajuci u obzir n
intervala (4, 4), k = 0,1,...,n — 1 i n — 1 krajnjih tocaka Ay za k = 0,1,...,n — 2.
Tocnije, ucinkovita granica sastoji se od:

1. efikasne tocke (y*,z") koje odgovara svakom intervalu (4,, /_lk) zak=0,1,....n—-1
gdje suy" i7" dani Teoremom (2.1.1) i (2.28),

. A —
2. viSestrukih efikasnih tocaka (y* — Ay, 7" + A, " L ) koje odgovaraju svakom Ay, gdje

— Ay
k=0,1,...,n=2iA, dan Lemom (2.3.3).
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Ukljucenje bezrizi¢ne imovine

Bez smanjenja opcenitosti, ponovno pretpostavimo da postoji samo jedna bezrizi¢na imo-
vina §;,, dakle ¢; > 0 zai # i) te g;, = 0. Po teoremu (2.2.5), optimalno rjeSenje za
(2.1) je uloziti svo bogatstvo M, u bezrizi¢nu imovinu ako je uvjet (2.21) zadovoljen, tj.

Bn-iy < — 1 Uvjet je ekvivalentan s 4 € (4, , ,1). U ovom slucaju lako se pokaze da
¢e svako drugo rjeSenje takvo da je x; > 0 (a time 1 x;, < My) gdje je k < i, biti loSije
od rjeSenja x, = 0, x; = My (jer vrijedi rp < rj, i g« > qi, = 0). Drugim rijeCima,
svaka preraspodjela bogatstva M, iz bezrizi¢ne imovine S ;, na imovinu S povecat ¢e vri-
jednost funkcije cilja zadace (2.1). Dakle, optimalno rjeSenje za (2.1) je jedinstveno kada
A € (A,—, 1). Kada A ¢ (4,-,, 1), bezrizicna imovina S ;, nije odabrana za ulaganje po
Teoremu (2.1.1), slijedimo analizu rizi¢ne.

Teorem 2.3.6. Ucinkovita granica problema (1.2) moZe se odrediti uzimajuci u obzir n —
io + lintervala (4, &), k =0, 1,...,n—ip— 1 i (A,—, 1), kao i n — iy krajnjih tocaka A; za
k=0,1,...,n—iy— 1. Tocnije, ucinkovita granica sastoji se od:

1. efikasne tocke (y", z") koje odgovara svakom intervalu (4,, A zak=0,1,...,n—ip—1
ili intervalu (4, 1) za k = n — iy, gdje suy" i z* dani Teoremom (2.1.1) i (2.28),

A -
w2 A " kZ ) koje odgovaraju svakom A, gdje

= A
Jjek=0,1,...,n—iy—1i A dan Lemom (2.3.3).

2. visestrukih efikasnih tocaka (y* — A
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Primjena

3.1 Ukupni rizik portfelja i kovarijanca

Ukupni rizik portfelja sadrZzan je u naSem modelu, ali na implicitan na¢in. Pokazat ¢emo
da je ukupni rizik portfelja odozgo ogranicen kriterijem rizika H,(x). Poznato je da se
ukupni rizik portfelja modelira kao nekakva vrsta odstupanja stvarnog ukupnog povrata
od ocekivanog ukupnog povrata. Promotrimo ukupni rizik portfelja u Markowitzovom
modelu, koji je definiran kao varijanca na nacin:

n n 2
Zijj - Z rjxj} (3.1
=1

J=1

H2(X) =F

Dakle, ocekivano kvadratno odstupanje stvarnog ukupnog povrata Z R;x; od oCekivanog

j=1
n

ukupnog povrata Z riXj.
J=1
Promotrimo vjerojatnost da je ovo odstupanje vece od unaprijed odredene razine za neki

pozitivan broj &, tj.
| -]

n

Z riXj— Zijj

J=1 J=1

32
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Sto je ova vjerojatnost manja to je odstupanje stvarnog ukupnog povrata od o&ekivanog
ukupnog povrata manje. KoriStenjem Markovljeve nejednakosti mozemo pisati:

n n 1 n n
P(erxj—ZR‘,-xj Zf]SEE ZR-’X<’_erxj]
j=1 j=1 j=1 j=1
1 n
<= E |RJ — l"j| .X'j
< gHm(X) 3.2)

Navedena nejednakost pokazuje nam da je ukupni rizik portfelja ograni¢en umnoskom
H,(x) i konstantom —, pri ¢emu konstanta ne ovisi o izboru portfelja. Kako bismo smanjili

ukupni rizik portfelja potrebno je odrZavati nizu vrijednost H,,(x). Obrat ne vrijedi nuZno.
Dakle, ukupni rizik portfelja ovisi o riziku H.(X). VaZzno je napomenuti da su kovarijacije
izmedu imovina ukljucene u ukupni rizik portfelja.

Kako bismo promotrili promjene sastava portfelja u [, modelu i modelu srednje vari-
jance te ih usporedili, analizirat ¢emo jedan primjer u kojem imovina koja se ulaze ima
razlicit stupanj korelacije. Uzmimo jednostavan primjer koji sadrzi dvije imovine.

Neka je o7 = E[(R, — 11)*], 05 = E[(R, — 2)’] i Cov(R,,Ry) = E[(R) — r1))(Ry — 1)].

Cov(R|,R
Nadalje, neka je koeficijent korelacije izmedu dvije imovine p = M.
g107
Model srednje varijance formuliran je na sljedeéi nacin:
min (Hy(X), —(r1x1 + 12x2))
uz x; +xp, = M() (33)

X1, X% >0

gdje je H,(x) varijanca ukupnog portfelja prethodno definirana. U ovom nasem primjeru s
dvije imovine, lako se pokaZe da je Hy(X) = 01X} +03X3+2p0 071 X1 X5. Uvedimo parametar
7 € (0, 1) 1 transformirajmo problem u problem parametarske optimizacije na nacin:

min T (O‘%X? + o%x% + 2p(710'2x1x2) — (1 =1)(r1x1 + r2x)

uz x; + x, = M, (34)
X1, x>0

Optimalno rjeSenje navedenog problema je X = (X}, X»), Sto predstavlja i uCinkovitu tocku
za viSekriterijski problem. Primjenom Karush-Kuhn-Tuckerovih uvjeta te nakon pojednos-
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tavljivanja dobivamo sljedece rezultate za:

1-71
Ay = (05 — poioa) My + 7 (r1 — 1)
-7
As = (0] — poio2) M + . (ry—r1)
1. Ako vrijedi Ay, A, > 0, tada
R Ay
X =
: 0'%+0'§—2p0'10'2
R Ay

= 3.5
o+ 0% = 2p007 (3-5)

2. Ako vrijedi A; <0, tada X; = 01 X, = M.
3. Ako vrijedi A, <0, tada X} = Myi X, = 0.

Sada, promotrimo sljedeca dva slucaja ovisna o korelaciji izmedu ove dvije imovine.
Prvo, pretpostavimo da dane imovine nisu u korelaciji tj. vrijedi p = 0. 1z (3.1) slijedi

2
. o 1-7\[{ n—n
X = 525 M+ ———
o +0; 2T o +0;

2 ‘1_ _
= — 2MO+( T)(rz ”) (3.6)

2 2
2T ot 0o,

—_

S druge strane, prema teoremu (2.1.1) znamo da je

XT = EE MO
q1 t 92
* q1
X5 = M (3.7
2 q1 t 4> 0

Primijetimo, uloga g; sli¢na je o>. Usporedujuéi zadnje Cetiri jednakosti, vidimo da

o o . . o (L=7\[2—n
rjeSenje X; modela srednje varijance ima dodatni ¢lan. Konkretno, za x; ¢lan ( > > >

T o]+ 0

1 2

l—7\(rn-r . e .. : . :
te za xp i 12 . Ovi ¢lanovi koriste informacije o povratima r; 1 r, kako bi
2t J\oy+ 03

precizno prilagodili portfelj (£, X,). Taj uCinak kompenzacije smanjuje se smanjivanjem
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razlike izmedu ry 1 r,.

Promotrimo graficke rezultate ucinkovitih granica modela srednje varijance i /. Prikazana
su dva slucaja, kada je razlika izmedu r; 1 r, velika (3.2) te kada je mala (3.2). Uocimo
da je uc¢inkovita granica modela [, uvijek ispod granice [, modela. Ucinkovita granica /.,
pribliZzava se granici /, kako se razlika izmedu r; 1 r, smanjuje.

0.45 A

Ocekivani povrat

0.25 T T T T T T T
0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90

Standardna devijacija

Slika 3.1: Ucinkovita granica za vrijednosti r; = 0.5, r, = 0.25

S druge strane, promotrimo slucaj kada je o} ~ 03 ~ o~ tj. kada su varijance dviju

imovina priblizno jednake. Iz jednakosti (3.1) slijedi:
YN 1-7\ri—n
202(1 - p) 2t 20%(1 - p) 402 1-p

1
2
ANO'Q(l—p)MO_i_l—T ry— 1 %Mo (1—7’)7‘2-1’1

201 —p) 2t 202(1=p) 1-p

N a*(1 = p)M, N -7 rn—-n

A

X1 =

4102 (3-8)

Dakle, ako je p = 1, ove dvije imovine su jako korelirane te portfelj X u /; modelu moze
biti jako osjetljiv na parametre. Takoder, moguce je da manje razlike u nekim parametrima
uzorkuju da portfelj X raspoloZzi svo bogatstvo M, na samo jednu imovinu (npr. sve na prvu
imovinu, a niSta na drugu). Raspodjela u modelu [, ostaje kao (3.7), to¢nije ako je g1 = ¢»

onda x| = x5 & EMO'
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i i
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0.45

Ocekivani povrat

0.30

0.25 T T T T T T T
0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90

Standardna devijacija

Slika 3.2: Ucinkovita granica za vrijednosti r; = 0.3, r, = 0.25

Napomena 3.1.1. IskaZimo neke zakljucke na temelju gornje analize.

1. Kada imovina ima nisku ili nema korelaciju, l, model prilagodava raspodjelu imo-
vina na temelju informacija o stopama povrata. Takoder, moZe ostvariti veci povrat
u odnosu na model ..

2. Kada je imovina visoko korelirana, a varijance priblizno jednake, generiranje port-
felja prema |, modelu moZe biti vrlo osjetljivo na parametre. Mala greska u procjeni
parametara moZe rezultirati potpuno razlicitim portfeljem. S druge strane, u l, mo-
delu se odrZava diverzifikacija u portfelju sto pomaZe u izbjegavanju rizika prilikom
generiranja pogresnog portfelja uslijed malih razlika u parametrima.

3. Kada za 2. vrijedi T = 1, za I, model to odgovara portfelju s minimalnom varijan-

A

com. Tada se (3.8) reduciraju na X, ~ X, = EMO’ Sto rezultira gotovo identicnim

portfeljem izmedu modela l, i [.
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3.2 Usporedba I, i [, modela

Kako bismo usporedili modele srednje varijance /; i [, modela, uzmimo podatke za dionice
u razdoblju od 01.01.2020 do 01.01.2023. na dnevnoj bazi. Promatramo dionice Google,
Apple, Coca-Cola, Tesla, Amazon te Walmart. U obzir su uzeti samo dani trgovanja tj. oni
dani na koje su burze otvorene, a pretpostavka je da takvih dana u godini ima 252.

Prilikom koriStenja modela srednje varijance [, dobivena struktura portfelja te u¢inkovita
granica prikazane su Slikom (3.2).

Model srednje varijance

—

o
of
o
i

. Ko
3 AAPL
Em TSLA
1 wMT
mEmm Others

—~|Others 0.0%
~—[WNT 6.7% 00%
0.00%

riziku

AAPL 27.7% |—|

Ocekivani povrat
8 & 8

Omjer povrata prilagoden

1 O0%%oo% — 2000%  3000%  4000%  5000%  6000%  7000%  80.00%
TSLA 24.8% e

Slika 3.3: Struktura portfelja (lijevo) i u¢inkovita granica (desno)

Optimizacija portfelja modelom [, rezultirala je druk¢ijom strukturom portfelja. Vi-
dimo da su iskljuCene dionice Coca-Cole i1 Tesle, dok je primjerice dionica Google-a
ukljucena. Slikom (3.2) prikazana je dobivena struktura portfelja.

Usporedba raspodjele imovine prikazana je Slikom (3.2) te pripadnom Tablicom (3.1).
Uoc¢imo da prilikom koriStenja /, modela u strukturi portfelja sudjeluju dionice Apple,
Coca-Cola, Tesla i Walmart, dok koriStenjem [, modela sudjeluju samo dionice Apple,
Google te Walmart.

Odnosno, ukoliko investitor ulaze po€etno bogatstvo u pripadni portfelj kojeg Cine di-
onice navedenih tvrtki ulaganje 27.7154% u dionice Apple-a, 40.7837% u dionice Coca-
Cole, 24.8061% u dionice Tesle te 6.6948% u dionice Walmart-a najmanje rizicno prema [/,
modelu. S druge strane, prema modelu /,, ukoliko investitor Zeli minimizirati maksimalni
rizik pojedinacnih imovina, najbolja optimalna strategija zahtijevala bi ulaganje 24.8241%
u dionice Apple-a, 48.8180% u dionice Google-a te 26.3579% u dionice Walmart-a. Me-
toda najgoreg slucaja moze pruZiti razliCite rezultate od Markowitzove metode, s nagla-
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Metoda najgoreg slucaja

/7 GOOG 48.8%
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Slika 3.4: Struktura portfelja dobivena modelom /. (lijevo) 1 usporedba modela (desno)

Dionice | udjeli /, modela | udjeli /., modela
Apple 27.7154% 24.8241%
Amazon 0% 0%
Google 0% 48.8180%
Coca-Cola 40.7837% 0%
Tesla 24.8061% 0%
Walmart 6.6948% 26.3579%

Tablica 3.1: Usporedba raspodjele imovine

skom na zasStitu od ekstremnih rizika. Ova moZe biti korisna za investitore koji Zele mini-
mizirati rizik svojih portfelja, posebno u uvjetima visoke nestabilnosti na trzistu.

Na temelju mnogih provedenih istrazivanja i usporedbi modela /, 1 /., (vidi [5], [10])
mozemo zakljuciti da je /., mjera rizika konzervativna. U Clanku s numeri¢kim primje-
nama [5] promatrani su modeli srednje varijance ([7]), model [, ([1], kojeg smo analizirali
u ovom radu), model kojeg su uveli Konno i Yamazaki (vidi [8], koristili su prosjecnu apso-
lutnu devijaciju kao svoju mjeru rizika) te model kojeg je uveo Yang (vidi ([10], koristio je
alternativnu /[, mjeru rizika), pokazano je da je rastuca stopa rizika za Caiov model najveca.
U vecini slucajeva, Markowitz model ima najvece vrijednosti korisnosti, a Yangov i Ca-
iov model najniZe. Polak [11] u svom ¢lanku uvodi strategije upravljanja rizikom putem
minimax optimizacije portfelja. Usporedio je metodu najgoreg slucaja s Markowitzovom
metodom srednje varijance, koja je Siroko prihvaéena u teoriji portfelja. NaglaSava vaznost
metode najgoreg slucaja u upravljanju rizikom te smatra da ta metoda omogucuje inves-
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titorima da se usredotoCe na zaStitu od ekstremnih rizika i nepoZeljnih scenarija, umjesto
da se oslanjaju samo na statisticke mjerne vrijednosti kao Sto su srednja vrijednost i vari-
janca. Polak takoder istice da je metoda najgoreg slucaja fleksibilna i da se moze prilagoditi
razli¢itim zahtjevima investitora u pogledu razine rizika i ocekivanog povrata. Osim toga,
vazno je imati na umu ogranicenja i pretpostavke koje se koriste prilikom primjene metode
najgoreg slucaja. Potrebno je paZzljivo procijeniti pouzdanost i dostupnost podataka te pro-
vesti temeljitu analizu o€ekivanih povrata 1 rizika kako bi se postigli optimalni rezultati.
Sveukupno, metoda najgoreg slucaja pruza znacajne prednosti u upravljanju rizikom i op-
timizaciji portfelja, te je vazno razmotriti njenu primjenu u financijskom svijetu kako bi se
postigla bolja ravnoteza izmedu rizika i1 povrata.

Nedostatak mjere rizika /., odnosno metode najgoreg slucaja, je da se fokusira samo na
najgori moguci scenarij 1 ekstremne rizike, zanemarujuci ostale varijable portfelja i sta-
tisticke informacije. Ova metoda ne uzima u obzir vjerojatnosti ili raspodjelu povrata
imovine, ve¢ se usredotocuje samo na maksimalni moguéi gubitak. To znaci da metoda
najgoreg slucaja ne pruza kompletnu sliku rizika portfelja, jer ne razmatra vjerojatnosti
povrata 1 moguénosti manjih gubitaka. Osim toga, moZe rezultirati prekonzervativnhim
pristupom, jer se sve tezine portfelja prilagodavaju najgorem mogucem scenariju, ¢ime se
moZe ograniciti potencijalni povrat portfelja. Takoder, ne uzima u obzir korelaciju izmedu
razli¢itih imovina u portfelju ve¢ pretpostavlja da se svi gubitci dogadaju istovremeno.
Stoga, iako metoda najgoreg slucaja ima svoje prednosti u zastiti od ekstremnih rizika,
vazno je uzeti u obzir ove nedostatke 1 razmotriti ih u kontekstu ukupne strategije upravlja-
nja rizikom i optimizacije portfelja. Druge metode, poput Markowitzove teorije portfelja
koja uzima u obzir 1 oCekivane povrate i kovarijacije imovine, mogu pruZiti dodatne infor-
macije i bolje uravnoteziti rizik i povrat u portfelju.
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3.3 Dodatak: Implementacija u Python-u

Rezultate dobivene ovim kodom izloZzili smo u prethodnom poglavlju. Za implementaciju
koristimo programski jezik Python.

| |import pandas as pd

2 |import yfinance as yf

3 import riskfolio as rp

4 import matplotlib.pyplot as plt

6 def izracun_i_prikaz_tezina(model, mjera_rizika, funkcija_cilja, naziv,
hist=True):

7 tezine = portfelj.optimization(model=model, rm=mjera_rizika,

8 obj=funkcija_cilja, 1=0, hist=hist)
9 ax = rp.plot_pie(w=tezine, title=naziv)

10 plt.show()

11 print(tezine)
13 return tezine

15 |def izracun_i_prikaz_tezina(model, mjera_rizika, funkcija_cilja, naziv,
hist=True):

16 tezine = portfelj.optimization(model=model, rm=mjera_rizika,

17 obj=funkcija_cilja, 1=0, hist=hist)

18 ax = rp.plot_pie(w=tezine, title=naziv)

19 plt.show()

20 print(tezine)

21

22 return tezine

23

24 |if __name__ == ’__main__":

25 pocetni_datum = '2020-03-30’

26 krajnji_datum = ’'2023-03-30’

27 pd.options.display.float_format = ’{:.4%}’.format

28

29 dionice = [’GOOG’, ’AAPL’, 'KO’, ’'TSLA’, ’AMZN’, ’'WMT’]

30 dionice.sort ()

31 podaci = yf.download(dionice, start=pocetni_datum, end=krajnji_datum
)

32 podaci = podaci.loc[:, (’Adj Close’, slice(None))]

33 podaci.columns = dionice

34 portfelj = rp.Portfolio(returns=podaci[dionice].pct_change().dropna
O

35

36 metoda_za_ocekivane_povrate = ’hist’

37 metoda_za_matricu_kovarijance = ’hist’
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portfelj.assets_stats(method_mu=-metoda_za_ocekivane_povrate,
method_cov=metoda_za_matricu_kovarijance)

model = ’Classic’

mjera_rizika_1 = "MV’

funkcija_cilja_1 = ’Sharpe’

naziv_1l = ’Model srednje varijance’

tezine_1 = izracun_i_prikaz_tezina(model=model, mjera_rizika=
mjera_rizika_1, funkcija_cilja=
funkcija_cilja_1, naziv=naziv_1)

broj_tocaka = 50
ucinkovita_granica=portfelj.efficient_frontier (model=model,
rm=mjera_rizika_1, points=broj_tocaka)

naslov = 'Portfelj s maksimalnim povratom prilagoden riziku’
ocekivani_povrati = portfelj.mu

matrica_kovarijance = portfelj.cov

povrati = portfelj.returns

ax = rp.plot_frontier(w_frontier=ucinkovita_granica, mu=

ocekivani_povrati, cov=
matrica_kovarijance, returns=
povrati, rm=mjera_rizika_ 1, w=
tezine_1, label=naslov)

plt.show()

mjera_rizika_2 = ’WR’

funkcija_cilja_2 = ’MinRisk’

naziv_2 = ’'Metoda najgoreg slucaja’

tezine_2 = izracun_i_prikaz_tezina(model=model, mjera_rizika=
mjera_rizika_2, funkcija_cilja=
funkcija_cilja_2,naziv=naziv_2, hist
=False)

# usporedba

tablica = pd.DataFrame ()

tablica = pd.concat([tezine_1, tezine_2], axis=1)
tablica.columns = [mjera_rizika_1, mjera_rizika_ 2]
tablica.plot.bar()

plt.show ()
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Sazetak

Cilj ovog rada bio je prikazati metodu najgoreg slucaja u teoriji portfelja. Uveli smo teorij-
sku podlogu potrebnu za razumijevanje zadace optimizacije portfelja te promatrali optimi-
zaciju portfelja u kontekstu metode najgoreg slucaja, konkretno mjere /.,. U prvom poglav-
lju definirali smo myjere rizika [ i alternativnu /.. Pretpostavljajuci da kratka prodaja nije
dozvoljena, izveli smo eksplicitno rjeSenje i analizirali optimalnu investicijsku strategiju
za ucinkovitu granicu problema optimizacije portfelja. Optimalnost rjeSenja osigurana je
pomocu Karush-Kuhn-Tuckerovih uvjeta. U tre¢em poglavlju analizirali smo ukupni rizik
portfelja te usporedili model /., i model srednje varijance kojeg je uveo Markowitz.



Summary

The aim of this paper was to present the worst-case method in portfolio theory. We pro-
vided the necessary theoretical background for understanding portfolio optimization and
focused on portfolio optimization using the worst-case method, specifically the [, risk
measure. In the first chapter, we defined the /., and the alternative [, risk measures. Assu-
ming the absence of short selling, we derived an explicit solution and analyzed the optimal
investment strategy for the efficient frontier of the portfolio optimization problem. The
optimality of the solution was ensured through the Karush-Kuhn-Tucker conditions. In the
third chapter, we analyzed the overall portfolio risk and compared the /., model with the
mean-variance model introduced by Markowitz.
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