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Uvod

U danasnje digitalno doba, podaci igraju klju¢nu ulogu u svim aspektima poslova-
nja. Od malih start-up poduzeca do velikih korporacija, sve viSe organizacija prepoznaje
vaznost prikupljanja, analize i koriStenja podataka u svrhu donosenja efikasnijih poslovnih
odluka. Stoga, strojno ucenje 1 umjetna inteligencija postaju klju¢ne tehnologije pri radu
s ogromnim koli¢inama podataka. One mogu znatno poboljSati u¢inkovitost, donoSenje
odluka, predvidanje trendova i optimizaciju procesa.

Cilj ovog diplomskog rada je istraZiti primjenu strojnog ucenja u bankarstvu, fokusi-
rajuci se na kreditni skoring kojim se procjenjuje kreditna sposobnost potencijalnih klije-
nata, odnosno zajmotraZitelja. Rad se sastoji od 4 poglavlja. U prvom poglavlju navedeni
su pojmovi iz vjerojatnosti i statistike koji su nuzni za daljnje razumijevanje rada. Drugo
poglavlje bavi se linearnom regresijom, jednom od najpopularnijih statistickih metoda za
proucavanje odnosa dviju varijabli. Nadalje, tree poglavlje predstavlja uvod u strojno
ucenje i njegove modele s naglaskom na boosting algoritam. Posljednje poglavlje prika-
zuje primjenu prethodno navedenih metoda u izracunu kreditnog skoringa.



Poglavlje 1

Osnovni koncepti statistike

Pojam statistika izveden je iz latinskog izraza statisticum collegium (vijeCe drZzava) te
talijanske rijeci statista (drzavnik ili politicar). Od pocetka 19. stoljeca smatra se da je
statistika grana primijenjene matematike koja se bavi prikupljanjem, uredivanjem, ana-
lizom, saZimanjem, interpretiranjem i prezentiranjem velikog broja podataka te izradom
predvidanja na temelju tih podataka [1]. Podaci se mogu dobiti promatranjem ili iz sta-
tistickoga pokusa te se smatraju statistickima samo ako su prikupljeni prema nacrtu sta-
tistickoga pokusa. Potrebno je raspolagati dovoljnim brojem podataka kako bi do izrazaja
dosle osobitosti istrazivanih pojava, odnosno statisticke zakonitosti.

Populacija i uzorak su temeljni pojmovi statistike. Sljedece definicije su preuzete iz
[1], poglavlje 1.2.

Definicija 1.0.1. Populacija ili osnovni skup je skup podataka svih jedinki ili objekata od
interesa.

Populacija moZe imati konacno ili beskona¢no mnogo objekata. Primjerice ako Zelimo
analizirati visinu studenata studija matematike onda je populacija, i to konac¢na, skup mje-
renih visina svih studenata matematike. Primjer populacije sa beskonacno mnogo objekata
jesu svi rezultati eksperimentalnih mjerenja koji bi mogli biti opazeni ako se mjerenja
provedu beskona¢no mnogo puta pod istim uvjetima. U praksi obi¢no nije moguce pri-
dobiti informacije o sveukupnoj populaciji. Stoga je primarni cilj statistike sakupljanje i
proucavanje podskupa populacije kako bi se dobile informacije o nekim specificnim karak-
teristikama populacije koje su od interesa. Takav podskup naziva se uzorkom. Neovisno o
tome je li populacija konacna ili beskonacna, promatrani uzorak je uvijek konacan.

Definicija 1.0.2. Uzorak je podskup populacije za koji se mjere ili skupljaju podaci koji
nas zanimaju.

Dva osnovna tipa statistike jesu deskriptivna i inferencijalna statistika. Deskriptivna
statistika opisuje dane podatke. Tu je uzorak jednak populaciji te se na njemu primjenjuju

2
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metode koje se sastoje od uredivanja, saZimanja i prikazivanja podataka u obliku tablica,
grafikona i dijagrama. Inferencijalna statistika izvodi zakljucke i donosi odluke o popula-
ciji pomocu promatranog uzorka. Takoder, ona koristi teoriju vjerojatnosti.

Definicija 1.0.3. Statisticki zakljucak je procjena, predvidanje, odluka ili generalizacija o
populaciji na temelju informacija sadrZanih u uzorku.

1.1 Deskriptivna statistika

Vrste podataka

Podaci se mogu klasificirati na nekoliko nacina. Promotrit ¢emo dvije vrste klasifika-
cija, jedna se temelji na tome jesu li podaci mjereni na numerickoj skali ili ne, a druga na
tome jesu li podaci prikupljeni u istom ili razli¢itom vremenskom razdoblju. Obzirom na
skalu po kojoj su podaci mjereni, razlikujemo kvantitativne i kvalitativne podatke. Kvan-
titativni ili numericki podaci su opaZanja mjerena na numerickoj skali. Za ne numericke
podatke koji se mogu svrstati samo u jednu od skupina kategorija kaze se da su kvalitativni
ili kategoricki podaci. Mjerenja kvantitativnih podataka mogu biti diskretna ili neprekidna,
dok kvalitativne podatke dijelimo na nominalne i ordinalne. S druge strane, podatke dije-
limo na podatke presjeka i podatke vremenskih serija. Podaci presjeka su podaci u kojima
se prikuplja viSe varijabli za pojedini element u istom vremenskom trenutku ili u istom
vremenskom periodu, a podaci prikupljeni o istom elementu ili istoj varijabli u razliitim
vremenskim trenucima ili za razlicita vremenska razdoblja nazivaju se podaci vremenske
serije.

Uzorkovanje

U ovom poglavlju slijedimo [1], poglavlje 1.3. U svakoj statistickoj analizi vazno je da
se populacija jasno definira u skladu sa ciljevima studije. Kada je u studiju ukljuena ci-
jela populacija, to se naziva popisna studija (eng. census study) jer se podaci prikupljaju o
svakom ¢lanu populacije. Opéenito nije moguce dobiti informacije o cijeloj populaciji radi
njene velicine ili isplativosti (financijske ili vremenske). Mali, ali paZljivo odabran, uzo-
rak moZe se koristiti za predstavljanje populacije. Dobar uzorak dobivamo prikupljanjem
podataka samo od pojedinih ¢lanova populacije uz o€uvanje svih njenih znacajnih karak-
teristika. Uzorak nazivamo reprezentativnim ako po svojim osnovnim karakteristikama
nalikuje na populaciju, suprotno uzorak nazivamo pristranim (eng. biased). Pouzdanost
ili tocnost zakljucaka koji se odnose na populaciju ovisi kvaliteti izabranoga uzorka, od-
nosno reprezentira li populaciju dovoljno dobro. Dostupne su mnoge metode uzorkovanja,
u nastavku navodimo nekoliko jednostavnih, ali ¢esto koriStenih metoda.
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Definicija 1.1.1. Uzorak odabran na nacin da svaki element populacije ima jednake Sanse
biti izabran naziva se jednostavnim slucajnim uzorkom. Ekvivalentno, svaki mogudci uzo-
rak velicine n ima jednaku sansu da bude odabran.

Neke prednosti jednostavnog slucajnog uzorkovanja jesu moguénost procjene veliine
uzorka za propisanu razinu pogreske, nemogucnost pristranosti istraZzivaca i nepotreba za
poznavanjem populacije.

Definicija 1.1.2. Slucajni sustavni uzorak je uzorak u kojem se odabire svaki k-ti element
nakon slucajno odabranog prvog elementa, gdje je k broj dobiven dijeljenjem velicine
populacije s velicinom uzorka.

Slucajno sustavno uzorkovanje ima Siroku primjenu jer ga je lako provesti, no bitno je
napomenuti da ukoliko postoji korelacija izmedu uzastopnih elemenata ili neka periodi¢na
struktura, tada ova metoda uzorkovanja moze dovesti do pristranosti.

Definicija 1.1.3. Stratificirano uzorkovanje je modifikacija jednostavnog slucajnog uzor-
kovanja i slucajnog sustavnog uzorkovanja s ciljem dobivanja reprezentativnijeg uzorka,
ali uz cijenu kompliciranijeg postupka. Elementi populacije grupiraju se u homogene sku-
pine ili stratume na temelju jednog ili vise ¢imbenika zatim uzorkovanjem iz svakog od
stratuma dobivamo uzorak kojeg nazivamo slucajni stratificirani uzorak.

Za razliku od ostalih metoda, stratificiranim se uzorkovanjem osigurava reprezentativ-
nost obzirom na nama relevantne faktore populacije ¢ime se smanjuje pogreska uzorko-
vanja. Takoder, ovo se uzorkovanje Cesto koristi kada jedan ili viSe stratuma u populaciji
imaju nisku ucestalost u odnosu na ostale stratume.

Definicija 1.1.4. U klasterskom uzorkovanju jedinice uzorkovanja su prirodno pojavijujuce
grupe elemenata koje se nazivaju klasteri. Slucajni uzorak klastera se dobiva jednos-
tavnim slucajnim uzorkom klastera (grupa) te zatim uzorkovanjem svih elemenata unutar
odabaranih klastera.

Za razliku od stratificiranog uzorkovanja, gdje istrazivac raspolaZze relevantnim poda-
cima o populaciji i stvara stratume, u klasterskom uzorkovanju grupe (klasteri) nisu formi-
rane od strane istrazivaca ve¢ prirodno postoje.

Odabir metode uzorkovanja ovisi o prirodi problema ili istraZivanja, dostupnosti do-
voljno dobrih izvora podataka iz kojih uzorkujemo, proracunu ili raspoloZivim financijskim
sredstvima, Zeljenoj razini to¢nosti te metodi prikupljanja podataka (ankete, intervjui, ...).
Uz odabir metode kojom se uzorkuje, jedno od glavnih pitanja je odabir veliine uzorka.
Odabir prave veliCine uzorka je vaZan jer moZe utjecati na valjanost 1 tocnost rezultata.
Idealna veli¢ina uzorka trebala bi biti dovoljno velika da tocno predstavlja populaciju, ali
dovoljno mala da se moze prikupiti i analizirati. Veli¢ina takoder ovisi o ¢imbenicima kao
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Sto su varijabilnost populacije te Zeljena statisticka pouzdanost rezultata, odnosno toleri-
rana koli¢ina pogreske.

Graficko prikazivanje podataka

U podacima leZi izvor naSeg statistickog znanja. Jedan od nacina upoznavanja podataka
jesu tabelarni i graficki prikazi. Takvi prikazi su vrlo vaZzan dio deskriptivne statistike iz
razloga Sto vizualno prenose informacije. U poslovnom svijetu su graficki prikazi svakod-
nevni statisticki alat za donoSenje odluka te razumijevanje procesa, problema i rjesenja.

Vrijednosti kvalitativne varijable jesu kategorije, a mjere kojima opisujemo zastuplje-
nost pojedine kategorije u uzorku jesu frekvencija kategorije te relativna frekvencija kate-
gorije. Podatke mozemo prikazivati tabelarno i grafi¢ki, posebno korisni graficki prikazi
kvalitativnih varijabli su stupicasti dijagram, Pareto dijagram i kruzni dijagram.

Kvantitativne varijable mogu biti diskretne i neprekidne. Ukoliko su kvantitativne vari-
jable diskretne s malo mogucih vrijednosti, tada podatke mozemo opisati gore navedenim
metodama opisivanja kvalitativnih podataka. U suprotnom, ako numericka varijabla prima
mnogo medusobno razliCitih vrijednosti, za grafi¢ki prikaz podataka koristimo posebnu
vrstu stupicastog dijagrama zvanog histogram.

Definicija 1.1.5. Histogram je graficki prikaz nekog skupa podataka koji se sastoji od
medusobno susjednih pravokutnika s po jednom stranicom na osi apscisa. Pritom se
povrsine dijelova odnose kao (relativne) frekvencije podataka, a visine iznad pojedine ap-
scise su te (relativne) frekvencije po jednoj stranici apscise, tj. povrsine podijeljene sa
Sirinom pojedine skupine podataka.

Stoga, u histogramu odnose medu frekvencijama ne pokazuju ordinate ve¢ povrSine,
a ukupna povrSina histograma jednaka je ukupnom broju izmjerenih vrijednosti, odnosno
1 ukoliko se radi o relativnim frekvencijama. Ukoliko su Sirine skupina podataka jed-
nake, onda su visine pravokutnika histograma proporcionalne frekvencijama. Primjerice,
sljedece podatke Zelimo prikazati pomocu histograma. Primijetimo kako se iz histograma
lako uocavaju srediSte podataka, rasprSenost podataka, asimetrija u podacima, outlier-i,
zvonoliki oblik 1 sli¢no. Slijede graficki prikazi podataka konstruirani u R-u pomocu ec-
harts4r paketa.

11192413012 ]20 2529|1521
24131 |16 |23 |25 (26|32 |17 |22]26
35118 |24 | 18 | 27

Tablica 1.1: Rezultati mjerenja necistoce vode, udio po milijunu
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Slika 1.1: Histogram frekvencija

Numericki opis podataka

S ciljem prikazivanja skupa podataka, u ovom potpoglavlju ¢emo razmotriti neke od
najceSce koriStenih numerickih karakteristika skupa podataka. Pretpostavimo da imamo
uzorak s numeri¢kim vrijednostima xi, x,, ..., x,. Numericke karakteristike povezane s
ovim skupom podataka jesu mjere lokacije i mjere rasprSenja podataka. Tri najvaznije
mjere lokacije, odnosno centralne tendencije, jesu aritmeticka sredina, medijan i mod.

Definicija 1.1.6. Aritmeticka sredina uzorka x, x,, . . ., x, definirana je kao
1 n
xX=- X;. (1.1)
n 4

Definicija 1.1.7. Medijan je broj koji se nalazi u sredini sortirane liste podataka (ili je
aritmeticka sredina srednjih dvaju podataka). Malo preciznije, to je broj sa svojstvom da
50% svih podataka ima vrijednost bar koliko on iznosi. Vertikala povucena u medijanu
dijeli histogram na dva dijela jednake povrsine.

Definicija 1.1.8. Mod je iznos koji se najcescée pojavijuje, tj. to je vrijednost s najvecom
frekvencijom. On ne mora postojati, ni biti jedinstveno odreden. MoZe se opisati i kao
najtipicnija vrijednost uzorka.

Uz mjere lokacije, odnosno srednje vrijednosti skupa podataka, vazno svojstvo distri-
bucije podataka je i1 kako su podaci rasprSeni, ¢esto u odnosu na neku srednju vrijednost.



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI KONCEPTI STATISTIKE 7

Definicija 1.1.9. Raspon je razlika maksimalne i minimalne vrijednosti u uzorku.

Definicija 1.1.10. Prvi (donji) kvartil je broj od kojega je 25% podataka manje ili je
njemu jednako. Treéi (gornji) kvartil je broj od kojega je 75% podataka manje ili je
njemu jednako. Konacno, interkvartil skupa podataka je razlika gornjeg i donjeg kvar-
tila, IQR = qy — q.-

Definicija 1.1.11. Varijanca uzorka je mjera rasprsenja podataka koja predstavlja pro-
sjecno kvadratno odstupanje podataka od njihove aritmeticke sredine i dana je formulom,

R Z(xi—%)z. (1.2)
i=1

n—1

Definicija 1.1.12. Standardna devijacija uzorka jest drugi korijen varijance, tj.:

s = Jn;;(xi—x)z (1.3)

Za graficki prikaz distribucije skupa numerickih podataka koristi se dijagram pravo-
kutnika (engl. box and whisker). 1z njega se direktno moze ocitati medijan, donji 1 gornji
kvartil, interkvartil, raspon, ekstremne vrijednosti i simetrija. Na slici 1.2 nalazi se primjer
dijagrama pravokutnika. Iz njega vidimo da je medijan 3, donji kvartil 2, gornji kvartil 5.5,
interkvartil 3.5, donji brk se proteze do 1, a gornji do 10.75 (1.5(/QR)), imamo i jednu
ekstremnu vrijednost koja iznosi 13.

1.2 Teorija vjerojatnosti

Teorija vjerojatnosti je matemati¢ka disciplina ¢iji je zadatak formirati 1 proucavati
matematicki model nekog danog slu¢ajnog pokusa (eksperimenta). Koncept vjerojatnosti
zauzima vaznu ulogu u procesu donoSenja odluka, bilo da se radi o problemu u poslov-
nom svijetu, inZenjerstvu, politici, znanosti ili svakodnevnom Zivotu [2]. Matematicki
modeli teorije vjerojatnosti omogucuju nam da predvidimo odredene pojave iz nuzno ne-
potpunih informacija dobivenih tehnikama uzorkovanja. Teorija vjerojatnosti je ta koja
omogucuje prijelaz iz deskriptivne statistike u inferencijalnu. Zapravo, teorija vjerojat-
nosti je najvazniji alat u statistickom zakljucivanju. [1]

Prostor elementarnih dogadaja

Svaki pokus definiran je odnosom uzroka i posljedica, a pretpostavke za realizaciju po-
kusa su ponavljanje pokusa proizvoljno konacno mnogo puta te poznavanje svih mogucih
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Slika 1.2: Dijagram pravokutnika

ishoda. Ishodi pokusa jedini su objekti koji nam sluZe za izgradnju matematickog mo-
dela. Obzirom na ishod, postoje dvije vrste pokusa deterministicki i slu¢ajni pokus. U
deterministickom pokusu je ishod jednoznacno odreden uvjetima pokusa, dok u slu¢ajnom
pokusu nije. Osnovna pretpostavka slucajnog pokusa je da svako izvodenje pokusa mora
dati ishod, tj. dogadaj koji odgovara jednom i samo jednom elementarnom dogadaju.
Slucajni pokus je definiran svojim osnovnim ishodima koji se medusobno iskljucuju 1
zovu se elementarni dogadaji, a oznacavaju se malim grckim slovima w1, w;, ws, . ... Skup
Q = {w; : w; = elementarni dogadaj, i = 1,2,...,n,...} je ne prazan skup i zove se prostor
elementarnih dogadaja. Cijeli prostor elementarnih dogadaja Q je siguran dogadaj koji se
mora dogoditi u svakom izvodenju pokusa, dok je prazan skup () nemogué dogadaj.

Definicija 1.2.1. Slucajni dogadaj je podskup prostora elementarnih dogadaja. Slucajni
dogadaji oznacavaju se velikim tiskanim slovima latinice A, B, ... C Q.

Definicija 1.2.2. Elementarni dogadaj koji pripada dogadaju A zove se povoljan dogadaj
za A. Pojavljivanje tog elementarnog dogadaja u pokusu povlaci da se dogodio dogadaj A.
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Definicije vjerojatnosti
Klasi¢na definicija vjerojatnosti
Neka je Q = {w;,ws,...,w,} konaCan skup gdje su svi elementarni dogadaji jednako

mogudi te neka dogadaj A ima m povoljnih elementarnih dogadaja, A C Q, |A| = m. Vje-

rojatnost svakog elementarnog dogadaja je P (w;) = Ilﬁl’ a vjerojatnost dogadaja A definira

se kao P(A) = %.

Aksiomatska definicija vjerojatnosti

Neka je Q prostor elementarnih dogadaja. Partitivni skup ili skup svih podskupova od
Q zovemo skup svih moguéih dogadaja sluc¢ajnog pokusa. Podskup A C P(2) zovemo
familija dogadaja iz QQ.

Definicija 1.2.3. Neka familija dogadaja ¥ C P(Q) ima svojstva:
i) DeF,
ii) AeF = A€ F,
iii) Ako je A;e F,ie N= | JZ A, e F.

Takvu familiju skupova F zovemo sigma algebra dogadaja (o-algebra). Ako je Q konacan
skup, onda je i svaka o-algebra A C P(Q) konacna i naziva se algebra dogadaja.

Definicija 1.2.4. Neka je Q prostor elementarnih dogadaja sluc¢ajnog pokusa i neka je ¥
o-algebra skupova na Q. Funkcija P : ¥ — R zove se vjerojatnost na F ako vrijedi:

(P1) P(A) > 0,A C F (svojstvo nenegativnosti),
(P2) P(Q) =1 (svojstvo normiranosti),

(P3) Aie F,ie NJANA; =0,i # j = P(U A) = X2, P(A) (svojstvo prebrojive
aditivnosti).

Vjerojatnosnim prostorom zovemo uredenu trojku (Q, 7, P), gdje je ¥ o-algebra na
Q, a P vjerojatnost na Q. Ako vrijedi da je Q prebrojiv ili kona¢an skup elementarnih
dogadaja, onda je (Q, ¥, P) diskretni vjerojatnosni prostor. Slijede svojstva funkcije vje-
rojatnosti, dokaz teorema preskacemo.

Teorem 1.2.5. Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor. Tada za funkciju vjerojatnosti P
vrijedi:

i) P@)=0
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i) A € Foi € {l,....n)AinA; = 0.i # j = P(UL A) = X1, P(4;) (svojstvo
konacne aditivnosti)

iii) A,Be ¥,A C B= P(A) < P(B) (svojstvo monotonosti)
iv) AeF = P(A°)=1-P(A)
v) A, BeEF = P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

Slucajne varijable

Elementarni dogadaji su dogadaji koji mogu biti rezultat nekog razmatranog pokusa.
U vecini slucajeva, pokus moze sadrzavati brojne karakteristike koje se mogu myjeriti te
osoba koja provodi pokus bira specificne karakteristike pokusa na koje ¢e se usredotociti.
Matematicki se to moZze predociti funkcijom koja slu¢ajno, ovisno o ishodu pokusa, postize
odredene vrijednosti te se iz toga razloga naziva slu¢ajnom varijablom. Preciznije, neka
je Q vjerojatnosni prostor tada je sluc¢ajna varijabla funkcija X : Q — R. Vazno je napo-
menuti da u definiciji sluajne varijable, vjerojatnost ne igra nikakvu ulogu. Medutim, za
svaku vrijednost ili skup vrijednosti slucajne varijable postoje odredeni dogadaji, a kroz te
dogadaje povezujemo vrijednosti sluajne varijable s mjerama vjerojatnosti.

Definicija 1.2.6. Funkcija distribucije slucajne varijable X je funkcija
Fx(x) = P(X < x). (1.4)

Vjerojatnost P(X < x) je vjerojatnost da slu¢ajna varijabla poprimi vrijednost manju ili
jednaku vrijednosti x:
Ux'o

y<x

PX<x)=P

Slucajna varijabla X je diskretna slucajna varijabla ako moze poprimiti samo konacno ili
prebrojivo mnogo vrijednosti. S druge strane, pretpostavimo da postoji nenegativna realna
funkcija f : R — [0, oo) tako da za svaki interval [a, b],

b
P(X € [a,b]) = f f(@)dt.

Tada X nazivamo neprekidnom sluc¢ajnom varijablom, a funkciju f funkcijom gustoée va-
rijable X. Funkcija f je funkcija gustoce ako zadovoljava sljedece uvijete:

f(x)>0,Vx

foo f(x)dx =1.
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Neka je x € (—oo, +00), funkcija distribucije diskretne slucajne varijable X dana je s

Fx(x) = PX <x)= ) P(X =),

Vy<x

dok je za neprekidnu slucajnu varijablu Y dana s

Fy(x)=P(Y <x) = fx f(@)dt.

Jedan od najkorisnijih koncepata u teoriji vjerojatnosti je koncept ocekivanja slucajne
varijable. Ocekivana vrijednost moze se promatrati kao toka ravnoteze distribucije vje-
rojatnosti na realnoj skali, ili uobicajeno receno, presjek. Ocekivanu vrijednost nazivamo
jos i ocekivanje ili matematicko ocekivanje te ju oznatavamo s u. Ocekivanu vrijednost
diskretne slucajne varijable oznacavamo s E[X], a definiramo je kao

1 = E[X] = Z xP(x), (1.5)

Vx

pod uvjetom da je Dy, |x|P(x) < oco. Dakle, ocekivanje diskretne slucajne varijable je
prosjek svih vrijednosti varijable X. Ocekivana vrijednost neprekidne slucajne varijable X
s funkcijom gustoée f definirana je s

u =E[X] = foo xf(x)dx, (1.6)

pod uvjetom da je f_o; |x] f(x)dx < oo.
Rasprsenje vrijednosti slucajne varijable X oko srednje vrijednosti 4 mjerimo varijan-
com koja se definira kao
o? = Var(X) = E(X — p)*, (1.7)

pri ¢emu s desne strane imamo prosjecnu vrijednost kvadrata otklona. Nadalje, drugi kori-
jen varijance nazivamo standardna devijacija i oznacavamo s

ox = \Var(X). (1.8)

Iako su ocekivanje i standardna devijacija znaCajne deskriptivne mjere distribucije,
one ne daju jedinstvenu karakterizaciju distribucije. Dvije distribucije mogu imati isto
oc¢ekivanje 1 varijancu, ali mogu biti vrlo razlicite (vidi sliku 1.3). Za bolju aproksimaciju
distribucije slu€ajne varijable trebaju nam visi momenti.

Neka je X slucajna varijabla, k prirodan broj, a ¢ neki realan broj. K-ti moment od X
oko c je broj

E[(X - ¢)'].
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Slika 1.3: Funkcije distribucije dviju slu€ajnih varijabli

Momenti oko ishodista (¢ = 0) jednostavno se nazivaju momentima, dok su momenti oko
matematickog ocekivanja centralni momenti. Na primjer, matematicko ocekivanje je prvi
moment, a varijanca drugi centralni moment. Standardizirani treci centralni moment, tzv.
koeficijent asimetrije (eng. skewness), sluCajne varijable X definira se kao

X-—pV, EX - pu
o) = Bl(~H) 1 = == - B
(o o 2
Hy
Distribucija od X je simetri¢na ako je a3(X) = 0, negativno je asimetri¢na ako je a3(X) < 0,
a pozitivno asimetri¢na ako je a3(X) > 0. Standardizirani Cetvrti centralni moment, tzv.
koeficijent spljosStenosti (eng. kurtosis), definira se kao

_EX -w?

y
o4

Koeficijent spljoStenosti temelji se na veli¢ini repova distribucije, pozitivna vrijednost uka-
zuje na premalo opaZanja u repovima, a negativna ukazuje na previSe opazanja u repu
distribucije.

Primjeri vaznih distribucija

Slucajne varijable Cesto se klasificiraju funkcijama distribucije, stoga su one jedno od
najvaznijih svojstava slucajnih varijabli. U ovom potpoglavlju, prateéi poglavlje 3 iz [1],
navodimo distribucije neprekidnih slucajni varijabli koje se prirodno pojavljuju u mnogim
podrucjima primjene.
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Normalna distribucija

Za kontinuiranu slu€ajnu varijablu X kaZzemo da ima normalnu ili Gaussovu razdiobu s
parametrima y i o, piSemo X ~ N (,u, 0'2), ako je njezina funkcija gustoée zadana formu-
lom:

1 1(x=1\2
= _7( (r” s 1.9
f(X) [ \/Ee ( )

gdje je o standardna devijacija, o varijanca, a u o¢ekivanje. Takvu slucajnu varijablu

X zovemo normalna slucajna varijabla. Specijalno, ako je g = 0 i 0> = 1, normalnu
slu¢ajnu varijablu zovemo standardna normalna slu¢ajna varijabla. Zelimo li izratunati
vjerojatnost da je normalna slu¢ajna varijabla N(u, o®) manja ili jednaka nekom broju a,
onda ¢emo morati poznavati funkciju distribucije slucajne varijable N, tj. morat ¢emo
izraCunati integral

: -4y
P(X <a)= f(x)dx = e 2V ) dx,
-0 o V27T -0
Sto je ne trivijalni integral koji ovisi o tri parametra (a, i, o). Umjesto toga, tabelirana je
samo funkcija distribucije standardne normalne slucajne varijable N(0, 1), a sve ostale nor-
malne slucajne varijable se jednostavnom transformacijom svode na tu normalnu slu¢ajnu
varijablu. Spomenutu transformaciju zovemo standardizacija (Z = %).

e
w
T

p=00=02 ——

B p=0,0*=1.0
0.8 p=002=50 —
0.7+ M= -2,0:=05 ——

Slika 1.4: Krivulje normalne razdiobe

Promatrajucu sliku 1.4 vidimo da vrh krivulje lezi na samoj ocekivanoj vrijednosti u.
Krivulja je simetri¢na s obje strane, a njeni krajevi padaju u zvonoliki oblik te se asimp-
totski priblizavaju apscisi, a to znaci da se dodiruju u beskonacnosti. Normalna krivulja
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ima dvije tocke infleksije, koje su od ocekivane vrijednosti udaljene za iznos standardne
devijacije o~. Stoga je medusobna udaljenost ovih tocaka 20-. Za manje iznose standardne
devijacije krivulja je strmija od, primjerice, krivulja s ve¢im iznosom devijacije. Moguce
je donijeti zakljucak da se Sirina razdiobe povecava kako se povecava i vrijednost o

Gama distribucija

Gama distribucija nasla je primjene u razli¢itim podrucjima. Primjerice, u inZenjerstvu
se gama distribucija koristi u istraZivanju pouzdanosti sustava. KaZzemo da slucajna vari-
jabla X ima gama distribuciju s parametrima @ > 018 > 0, i piSemo X ~ I'(a,f), ako je
strogo pozitivna (Im X = (0, +o0)) i gustoéa razdiobe je

L_xo=1o=xlF 73 x > 0

fx(x) = { pI@) (1.10)

0 inace ,
gdje je I'(@) = f0+00 1*~'e7'dt (I-funkcija). Za Gama distribuciju vrijedi:
E[X]=aB, Var(X)=ap*.

Ako je X ~ I'(1,B), tada kaZemo da X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom
B ipisSemo X ~ Exp(1/B). Moze se pokazati da se I'(k,5)-razdioba, gdje je k prirodan
broj, moZze interpretirati kao zbroj od k nezavisnih Exp(1/f)-distribuiranih slu¢ajnih vari-
jabli. Drugim rije¢ima, slu€ajna varijabla s tom gama razdiobom se interpretira kao vrijeme
¢ekanja da se dogodi to¢no k dogadaja u Poissonovom procesu s intenzitetom 1/8. Ekspo-
nencijalne slucajne varijable Cesto se koriste za modeliranje vijeka trajanja elektronickih
komponenti poput osiguraca, za analizu prezivljavanja, analizu pouzdanosti te razvoj mo-
dela osiguravajucih rizika. Jo$ jedan poseban slucaj gama distribucije koji je posebno
koristan u problemima statisti¢ke inferencije je distribucija hi-kvadrata. Neka je n prirodan
broj. Slu€ajna varijabla X ima hi-kvadrat distribuciju s n stupnjeva slobode ako i samo
ako je X gama distribuirana slucajna varijabla s parametrima @ = n/2 18 = 2. PiSemo,
X ~ x*(n). Slika 1.5 prikazuje ovisnost hi-kvadrat distribucije o broju stupnjeva slobode 7.

Granicni teoremi

Grani¢ni teoremi igraju vrlo vaznu ulogu u proucavanju teorije vjerojatnosti i njenim
primjenama. Mnoge slucajne varijable koje susreCemo u prirodi imaju distribucije bliske
normalnoj distribuciji te su upravo ta pojednostavljenja modeliranja moguca zbog razlicitih
grani¢nih teorema. Prvo navodimo Cebisevljev teorem, koji je koristan rezultat za dokazi-
vanje ostalih grani¢nih teorema. On daje donju granicu za povrSinu ispod krivulje izmedu
dvije tocke koje se nalaze na suprotnim stranama srednje vrijednosti i jednako su udaljene
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Slika 1.5: Hi-kvadrat funkcije gustoce s razli¢itim stupnjevima slobode

od nje. Snaga ovog rezultata lezZi u tome S$to nam nije potrebno poznavati distribuciju os-
novne populacije, ve¢ samo zahtijeva postojanje srednje vrijednosti i varijance. Dokaz je
dan u [1], poglavlje 3.5.

Teorem 1.2.7. (Cebisevljev teorem) Pretpostavimo da slucajna varijabla X ima konacnu
srednju vrijednost i i konac¢nu varijancu o*. Tada za svaki K > 0 vrijedi

2
o
PX - pl 2 K) < 5.

Cebisevljevu nejednakost koristimo u dokazu sljedeceg rezultata, koji se naziva slabim
zakonom velikih brojeva. U njemu se tvrdi da ako je veli¢ina uzorka (n) velika, sredina
uzroka rijetko odstupa od sredine distribucije X, Sto se u statistici naziva populacijskom
sredinom.

Teorem 1.2.8. (Slabi zakon velikih brojeva) Neka su X, . .., X, skup medusobno nezavis-
nih slucajnih varijabli s E(X;) = ui Var(X;) = 0 < co. Tada za svaki & > 0,

Sh
limP(‘——u‘ZS):O, (1.11)
n

gdjeje S, =Y, X.

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan. Uocimo da je

E[S;] = %Zn:E[Xi] -1
i=1
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gdje jednakosti slijede iz pretpostavki nezavisnosti i E(X;) = u, Vi. Slicno se pokazuje da
je Var(§ ,/n) < oo,

S,y 1 = 1, o
Var(;) = ; Var(; X,) = ;na = 7

Stoga, moZemo primijeniti teorem 1.2.7

Sy
Var(—) 2
n (oA

S
v
n Hj=¢ g2 ne?
Kada n tezi u beskonacnost, slijedi 1.11. m]

Teorem 1.2.9. (Jaki zakon velikih brojeva) Neka su X,, ..., X, skup nezavisnih i jednako
distribuiranih varijabli za koje je E[|X;|]] < oo te E[X;] = u, Vi € {1,2,...,n}. Tada vrijedi

A
P(lim— :ﬂ): 1, (1.12)

n—oco 1N

odnosno kazemo da S, /n konvergira gotovo sigurno prema Q.

Navedeni rezultati u osnovi kazu da mozemo poceti s pokusom ¢iji se ishod ne moze
predvidjeti s potpunom sigurno$éu i uzimajuci prosjek, mozemo dobiti pokus ¢iji se ishod
moze predvidjeti s visokom to¢noS¢u. Zakoni velikih brojeva se Siroko koriste u primje-
nama u osiguranju, statistici 1 proucavanju nasljedivanja. Jedan od najvaZznijih rezultata te-
orije vjerojatnosti koji je naSao primjene u statistici je centralni grani¢ni teorem. Na njemu
se zasniva statistiCko zakljucivanje, tj.inferencijalna statistika, o populacijskim srednjim
vrijednostima i proporcijama na osnovi velikih uzoraka neovisno o populacijskoj distribu-
ciji. Upravo je centralni grani¢ni teorem jedan od uzroka vaznosti normalne razdiobe u
statistici. Detaljan dokaz teorema se nalazi u [8], na stranicama 152 1 153.

Teorem 1.2.10. (Centralni grani¢ni teorem) Neka je X, X, ... niz nezavisnih jednako

distribuiranih slucajnih varijabli s konacnim matematickim ocekivanjem u i konacnom va-

rijancom o > 0. Nadalje, neka je X, := (X, + Xo + - - - + X,)) /n za sve prirodne brojeve n.

Tada za sve a < b vrijedi

)_(n —H
o

n—+oo

lim P[a < Vn < b] = ®(b) — (a), (1.13)

gdje je ©(x) funkcija distribucije jedinicne normalne razdiobe.

Drugim rije¢ima, kazemo da niz slucajnih varijabli (Y,, - ,u) \/n/o konvergira po dis-
tribuciji jedini¢énoj normalnoj razdiobi kada n tezi u beskonacnost, 1 piSemo

Yn_
Kun B NO. D, n— oo
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Sluc¢ajna varijabla

je standardizirana verzija od aritmeti¢ke sredine X, = X. Nadalje, Z je i standardizirana
verzija od )\, X; jer je

X_,u\/ﬁ: izt Xi — nyt

o o\n

Dakle, centralni grani¢ni teorem kaze da standardizirana verzija aritmeticke sredine, od-
nosno zbroja, od n nezavisnih jednako distribuiranih slu€ajnih varijabli s konanom ne-
nul varijancom ima aproksimativno jedini¢nu normalnu razdiobu za velike n. Prirodno se
postavlja pitanje koliko » mora biti velik da bi aproksimacija normalnom razdiobom bila
zadovoljavajuéa. Prema [2], poglavlje 5 slijedi: ”Obi¢no se uzima n > 30, ali potpuni od-
govor bi glasio da veli¢ina od n ovisi o obliku razdiobe slucajnih varijabli X;, preciznije, je
li simetri¢na, a ako nije, koliko je asimetricna. Ako je razdioba od X; priblizno simetricna,
tada i n = 10 moZe biti dovoljno velik, a ako je distribucija znatno asimetri¢na, tada se
mora uzeti barem n = 50”.

1.3 Uzoracke razdiobe

Informacije o populacijskoj razdiobi varijable koju izu¢avamo dobivamo iz uzorka
uzetog iz te populacije. Na primjer, procjenu populacijske srednje vrijednosti, odnosno
utvrdivanje istinitosti hipoteza o populacijskoj razdiobi donosimo na osnovi vrijednosti
iz uzorka. Stoga, od interesa nam je razdioba statistike izraCunate iz slucajnog uzorka.
Bududi da je uzorak skup slucajnih varijabli X1,..., X,, slijedi da je statistika kao funk-
cija uzorka takoder slucajna. Vjerojatnosnu razdiobu takve statistike nazivamo uzoracka
razdioba (distribucija). Uzoracke razdiobe pruzaju vezu izmedu teorije vjerojatnosti i sta-
tistickog zakljucivanja. Moguénost odredivanja razdiobe statistike kriti¢ni je dio u kons-
trukciji i evaluaciji statistickih postupaka [1]. Vazno je primijetiti da postoji razlika izmedu
distribucije populacije iz koje je uzorak uzet i uzoracke distribucije. Opcenito, populacija
ima distribuciju koja se naziva populacijskom distribucijom i1 obi¢no je nepoznata, dok
statistika ima uzoracku distribuciju koja se obi¢no razlikuje od populacijske distribucije.
Uzoracka razdioba statistike pruza teorijski model relativnog frekvencijskog histograma
za moguce vrijednosti statistike koje bismo promatrali opetovanim uzorkovanjem. Sada
predstavljamo, ve¢ poznate, definicije u terminima slucajnih varijabli slijedeci poglavlje 4
u[1].

Definicija 1.3.1. Uzorak je skup slucajnih varijabli X,, ..., X,.
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Definicija 1.3.2. Slucajni uzorak je skup nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih va-
rijabli X, ..., X,.

Definicija 1.3.3. Statistika je funkcija slucajnog uzorka koja ne sadrZi nepoznate parame-
tre.

Na primjer, dvije statistike su uzoracka sredina i uzoracka varijanca

>
I
SR
™M
2

i=1

Primijetimo da je zbog centralnog grani¢nog teorema uzoracka razdioba uzoracke sre-
dine X za velike uzorke aproksimativho normalna, bez obzira na populacijsku razdiobu
izucCavane varijable X, uz jedini uvjet da je populacijska varijanca konacna i nije jednaka
nuli.

Definicija 1.3.4. Uzoracka razdioba je vjerojatnosna razdioba statistike.

Uzoracke distribucije statistika normalnog uzorka

Uzoracka razdioba neke statistike ovisi o distribuciji populacije iz koje su uzorci uzeti.
U ovom potpoglavlju pratimo [1], poglavlje 4.2, i navodimo uzoracke razdiobe nekih statis-
tika koje se temelje na slu¢ajnom uzorku iz normalne distribucije. Te statistike se koriste u
mnogim statistickim postupcima koji su vrlo vazni u rjeSavanju problema u praksi. Sljedeci
rezultat uspostavlja distribuciju linearnih kombinacija nezavisnih normalnih slucajnih va-
rijabli.

Teorem 1.3.5. Neka su X, ..., X, nezavisne slucajne varijable gdje je svaka slucajna va-
rijabla X; normalno distribuirana sa o¢ekivanjem y; i varijancom o+ te neka su ay, . .., a,
realni brojevi. Tada je uzoracka distribucija od Y = Y., a;X; normalna sa parametrima

olekivanja py = Y\, a;p; i varijance o3, = YL a’o.

Dokaz je dan u [1] na stranici 191. Ako suu teoremu 1.3.5a; = 1/n, u; = p 1 0'? =072,

dobivamo sljedeci rezultat, koji daje distribuciju uzoracke sredine.

Korolar 1.3.6. Neka je X, ..., X, slucajni uzorak duljine n iz populacije s parametrima
olekivanja u i varijance o*. Tada je
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normalno distribuirana sa ocekivanjem ux = u i varijancom 0-2Y =o?/n.

Iz korolara 1.3.6 vidimo da X ima normalnu uzoracku razdiobu, X ~ N (u, o?/n), prema
tome standardizirana verzija Z od X ima jedini¢nu normalnu razdiobu

7= )%\/_~N(O,1). (1.14)

Usporedimo li ovaj zaklju€ak sa teoremom 1.2.10 vidimo da, u sluc¢aju normalno distribu-
iranog uzorka, konvergencija standardiziranih verzija aritmetickih sredina prelazi u identi-
tet.

Sada ¢emo navesti neke distribucije koje se mogu izvesti iz normalne distribucije. One
igraju vrlo vaznu ulogu u inferencijalnim problemima.

Hi-kvadrat distribucija

Hi-kvadrat razdioba koristi se u inferencijalnim problemima koji se bave varijancom.
Slijedeci teoremi su dokazani u [1], poglavlje 4.2.1 Chi-Square Distribution.

Teorem 1.3.7. Neka su X, ..., Xy nezavisne x* slucajne varijable s n,, .. .,n; stupnjeva
slobode, respektivno. Tada je suma 'V = Zle X; hi-kvadrat distribuirana s ny +ny + - - - + n;,
stupnjeva slobode.

Teorem 1.3.8. Ako je X standardizirana normalna sluc¢ajna varijabla, tada je X* hi-kvadrat
slucajna varijabla s jednim stupnjem slobode.

Teorem 1.3.9. Neka je slucajni uzorak X,, ..., X, iz normalne populacije N(u,o?). Tada
suZ;=X;—p)/o, i =1,...,nnezavisne jedinicne normalne slucajne varijable i

222 Z( “) (1.15)

ima )*-distribuciju s n stupnjeva slobode. Specijalno, ako su X,,...,X, nezavisne je-
dini¢ne normalne sluc¢ajne varijable, tada Y* = Y, Xl2 ima hi-kvadrat distribuciju s n
stupnjeva slobode.

Studentova ¢-distribucija

Ako su slucajne varijable X, ..., X, normalno distribuirane s ocekivanjem p 1 vari-
jancom o. Ako je o poznata, onda znamo da je \/ITI((Y — w)/o) ima N(O, 1) distri-
buciju. Medutim, ako o nije poznata, kao Sto je obicno slucaj, tada se rutinski zamje-
njuje uzorackom standardnom devijacijom S. Ako je veliCina uzorka velika, mogli bismo
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pretpostaviti da je S ~ o pa primjenom centralnog grani¢nog teorema dobivamo da je
\/r_z((f — n)/S) priblizno N(O, 1) distribuirana. No, ako je slu€ajni uzorak mali, tada je
distribucija Vn((X — u)/S) dana s tzv. Studentovom f-distribucijom, ili jednostavno z-
distribucijom. Preciznije, ako su Y i Z dvije nezavisne sludajne varijable, ¥ ~ x?(n) i
Z ~ N(0,1), onda za S

VY/n

kazemo da ima (Studentovu) #-distribuciju s n stupnjeva slobode.

T = (1.16)

Teorem 1.3.10. Ako su X i S? srednja vrijednost i varijanca slucajnog uzorka velicine n iz
normalne populacije s ocekivanjem u i varijancom o, onda

ima t-distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode.

Dokaz se nalazi u [1] pod dokazom teorema 4.2.9.

Fisherova F-distribucija

F-distribuciju je razvio R. Fisher za proucavanje ponasSanja varijanci slu€ajnih uzoraka
uzetih iz dviju nezavisnih normalnih populacija. U prakti¢nim problemima moZe nas zani-
mati jesu li populacijske varijance jednake ili ne, na temelju slucajnih uzoraka. Poznavanje
odgovora na takvo pitanje takoder je vazno pri odabiru odgovarajucih statistickih metoda
za proucavanje populacijskih stvarnih srednjih vrijednosti. Ako su U i1 V dvije nezavisne
slu¢ajne varijable, U ~ x*(n;) i V ~ x*(n,), tada varijabla

F= U/I’ll
Vin,

ima Fisherovu ili F-razdiobu s (n, n,) stupnjeva slobode. PiSemo, F ~ F(ny, ny).

Teorem 1.3.11. Neka su S7i S5 uzoracke varijance dvaju nezavisnih uzoraka duljine n,,
odnosno ny, iz normalno distribuiranih populacija s varijancama 0'%, odnosno 0'%. Tada
vrijedi:

St/ot

B S3/o3

~ F(l’ll - 1,1’12 - 1) (117)

Teorem se dokazuje u [1] na stranicama 203 i 204.



Poglavlje 2

Linearna regresija

U ovom poglavlju, prou¢avamo odnos izmedu varijabli pomocu analize regresije. Cilj
nam je stvoriti model koji se moZe koristiti u svrhe predvidanja i proucavati inferenci-
jalne postupke kada je prisutna jedna ovisna i nekoliko nezavisnih varijabli. Preciznije,
zanima nas distribucija neke istaknute varijable Y, koje se naziva ovisna ili odzivna varija-
bla, u ovisnosti o vrijednostima koje poprimaju druge, nezavisne ili prediktorske varijable
X, ..., X, Glavna znacCajka regresijske analize je sposobnost davanja izjava o varijablama
nakon provedenih kontroliranih promjena poznatih prediktorskih varijabli. Na primjer,
neka (x,y) oznacava visinu i teZinu odrasle osobe. NaSe bi zanimanje moglo biti pronaci
vezu izmedu visine i teZine iz uzoraka mjerenja n pojedinaca. Postupak pronalaZenja ma-
tematicke jednadzbe koja najbolje odgovara Sumovitim podacima poznat je kao analiza
regresije [1].

Ako pretpostavimo da Var (Y | X; = xy,...,Xx = x;) ne ovisi o vrijednostima predik-
tora xi, ..., X, onda moZemo zapisati

Y=f(X,...,X) +e,

pri ¢emu je izraz f (X, ..., X;) oCekivanje odaziva Y u ovisnosti o vrijednostima predik-
tora X1, ..., X}, a € je sluajna varijabla s ocekivanjem 0 koja opisuje gresku, tj. odstupanje
od ocekivanja. Normalna distribucija greske je imala klju¢nu ulogu u razvoju regresijske
analize 1 najcesca je pretpostavka, ali od interesa je prosiriti ideje regresije 1 na druge mo-
dele podataka. Stoga se ¥ moZe smatrati da ima odredenu deterministicku komponentu,
E(Y), 1 sluajnu komponentu, &. Prilikom modeliranja odziva Y, nuzno je uzeti u obzir
oblik funkcije f, tj. pretpostavljamo da f pripada nekom skupu funkcija #. Ako bismo
dopustili da f bude proizvoljan, doslo bi do prevelike prilagodbe modela. Tocnije, regre-
sijska funkcija bi savrSeno prolazila kroz sve trening podatke, no to bi rezultiralo velikom
pogreskom na testnim podacima. Postoje razliCite forme regresije: jednostavna linearna,
nelinearna, viSestruka i druge. Jedan od najjednostavnijih modela # je linearni model gdje

21
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je ocekivanje odaziva neka linearna kombinacija prediktorskih varijabli:
E[Y] = f(X1,.... X0 = Bo + BiXi + -+ + BiXi.

Takav model nazivamo viSestrukim linearnim regresijskim modelom, precizna definicija
dana je u [1] kao Definicija 8.2.1.
Razlozi za primjenu linearne regresije su:

e jednostavna prilagodba modela metodom najmanjih kvadrata,

e jednostavna interpretacija veze odzivne i prediktorskih varijabli,

e jednostavno raunanje vrijednosti raznih procjenitelja i njihovih distribucija,

e mogucnost konstrukcije intervala pouzdanosti za procijenjene parametre modela,

e moguénost predvidanja bududih vrijednosti odaziva te konstrukciju predikcijskih in-
tervala za njih.

2.1 Jednostavna linearna regresija

Kako bismo razumjeli osnovne koncepte regresijske analize, razmotrimo model koji se
sastoji od odzivne varijable Y opisane samo jednom prediktorskom varijablom X. Takav
model, oblika

Y:ﬂo +ﬁ1X+8, 2.1)

nazivamo jednostavnim linearnim regresijskim modelom, gdje je S, presjek pravca sa y-
osi, B; nagib pravca te € greSka. Ovaj osnovni linearni model pretpostavlja postojanje
linearnog odnosa izmedu varijabli X 1 Y uz prisutnost rasprSenosti.

Jednostavna linearna regresija ima prednost $to se moze lako prikazati na dvodimenzi-
onalnom grafu. Na ilustraciji 2.1, preuzetoj iz [1] sa stranice 414, vidimo da je problem
jednostavne linearne regresije zapravo optimalna prilagodba pravca danom skupu poda-
taka, odnosno pronalaZenje najboljih” procjenitelja za Sy 1 5;.

Metoda najmanjih kvadrata

U ovom potpoglavlju opisujemo najcesce koriStenu tehniku za odredivanje regresijske
krivulje zvanu metoda najmanjih kvadrata. Neka su (x;, y;), (x2,¥2), ..., (xy,) n opaZanja
s odgovarajuéim pogreSkama €;, i = 1,2, ..., n. Drugim rijeCima,

Yi=Bo+pPixi+e, i=12,...,n
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Slika 2.1: Regresijski pravac prilagoden metodom najmanjih kvadrata

Pretpostavimo da su greSke €;,7 = 1,2, ..., nnezavisne i jednako distribuirane s o¢ekivanjem
0 i varijancom o2. Jedan od nadina za ispitivanje koliko dobro pravac opisuje skup poda-
taka jest odredivanje u kojoj mjeri podaci odstupaju od pravca. Uz navedene pretpostavke,
za dani x vrijedi da je oCekivana vrijednost od Y jednaka E(Y) = By + B1x. Stoga, traZzeni
regresijski pravac je procijenjena od E(Y) i dan je s

Y :,Bo +B1X,

gdje su By i 81 procjenitelji parametara 3, i B, respektivno. Slijedi da se, za neko opaZanje
(x;, yi), procijenjena vrijednost od y; dobiva kao

i = Bo + Buixi. (2.2)

Odstupanje izmedu opazene vrijednosti y; i njenog predvidanja §; zovemo i-ti rezidual i
definiramo kao

e=0i—%)= [yi - (ﬁo +lei)] .
Primijetimo da su reziduali zapravo udaljenosti izmedu opazenih i predvidenih vrijednosti
na osi y. U metodi najmanjih kvadrata cilj nam je prilagoditi regresijski pravac, tj. pronaci
Bo i B, tako da je suma kvadrata reziduala minimalna za dani skup podataka. U tu svrhu
definiramo funkciju koja odreduje kvalitetu prilagodbe,

n n

SSE= > =) [~ (Bo+Bix)] - (2.3)

i=1 i=1
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Dakle, u metodi najmanjih kvadrata, trebamo odrediti parametre /3, i 3, tako da je SSE
minimum.

Propozicija 2.1.1. Metodom najmanjih kvadrata slijedi da su procjenitelji za koeficijente

Bo i By dani s
B = it (i =) (i =)
CEES -
fo=3-Bi%,

gdjejex =130 x;iy=130 v

Dokaz. Ako SSE doseze minimum, tada su parcijalne derivacije SSE u odnosu na 8y i 3}
jednake nuli:

{ % =0 o { Yim1 —2[yi—=(Bo +B1x)] =0
% =0 2 2% [yi = Bo +Bix)] = 0
o { i1 [yi— Bo+Bix)] =0
Sim1 Xi [yi = (Bo + Bi1x)] =0

rjeSavanjem dobivenih jednadzbi dobivamo:

2ic (i = X) (i = Y)
S (=%’
Bo=y—pix.
Nismo sigurni postiZe li funkcija SSE (8, 51) u dobivenom ekstremu maksimalnu ili mini-
malnu vrijednost, stoga provjeravamo dovoljan uvjet ekstrema koji kaze da diferencijabilna

funkcija SSE (,éo,[fl) postize minimum u tocki ekstrema 7" ako vrijedi da su determinante
minora Hessove matrice pozitivne, odnosno

B =

> 0.

& SSE 025515_(025515)2 0 i & SSE
B op \3BooB: B

IzraCunom druge parcijalne derivacije dobivamo

J SSE?
BdB1

0 SSE? 0 SSE2

o= =23 5 =2

UvrStavanjem dobivamo da su obje determinante pozitivne te zakljuCujemo da funkcija
SSE (By, B1) postize minimum. O
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MoZemo se zapitati zaSto smo odabrali metodu najmanjih kvadrata za minimalizaciju
udaljenosti podataka od regresijskog pravca. Razlog tome je Sto je funkcija SSE diferenci-
jabilna, Sto znaci da rjeSenje postoji, jedinstveno je i moZe se izraziti u zatvorenoj formi. S
druge strane, postoji i metoda L;-regresije koja promatra sumu apsolutnih vrijednosti rezi-
duala, ali apsolutna vrijednost nije neprekidno diferencijabilna funkcija. Takoder, metoda
najmanjih kvadrata je popularna jer postoje dokazi o njezinoj optimalnosti te, ako pretpos-
tavimo normalnu distribuciju greske &;, moZemo odrediti to¢ne distribucije procijenjenih
koeficijenata i raznih testnih statistika.

Pouzdanost regresije

Nakon §to odredimo linearni model, prirodno se namece pitanje: koliko dobro pravac
odgovara podacima? Jedan od nacina procijene pouzdanosti modela je pomocu reziduala

e; =yi—Bo—Pixi.

Sto je model bolji, to bi rezidual &; trebao biti “blizi” sluajnoj greici £ s otekivanjem
0. Nadalje, ako prikazemo reziduale u odnosu na nezavisnu varijablu na x-osi, oni ne bi
trebali pokazivati prepoznatljivi obrazac. Idealno bi to trebalo izgledati kao horizontalna
mutna slika, kao S$to je prikazano na slici 2.2 preuzetoj iz [1] sa stranice 421. Bilo kakav
simetri¢ni trend na grafu ukazuje na nepouzdani regresijski model.

Slika 2.2: Vidimo reziduali ne pokazuju nikakav odnos prema vrijednostima x

Dok nam grafovi reziduala daju vizualni prikaz kvalitete prilagodbe, numeri¢ka mjera
pouzdanosti regresije dobiva se racunanjem koeficijenta determinacije. Koeficijent deter-
minacije, oznake R?, mjeri za koliki dio sveukupne varijacije je odgovorna regresijska
funkcija, tj. proporcija varijance odzivne varijable koja je objaSnjena prediktorskom va-
rijablom. Kada bismo Zeljeli predvidjeti vrijednost ovisne varijable bez ikakvog znanja o
nezavisnoj varijabli, najbolje bi bilo koristiti prosjek mjerenja ovisne varijable. Medutim,
s obzirom na to da imamo poznate vrijednosti nezavisne varijable, naSa predikcija moZze
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biti znacajno preciznija. U sluCaju kada nemamo prediktorsku varijablu promatramo kva-
drat udaljenosti svakog mjerenja ovisne varijable od srednje vrijednosti svih mjerenja,
tj. (yi — )%, dok u suprotnom promatramo kvadratno odstupanje od regresijskog pravca
(y; — 9:)*. Koeficijent determinacije je dan s
n 532
PO T
21 i = 3)?
Maksimalna vrijednost koju koeficijent determinacije moze postici je 1 i ona predstavlja
slu¢aj kada svi podaci leze na regresijskom pravcu. Drugi ekstrem je 0, a to se dogada
kada je regresijski pravac dan s y =y, tj. kada nema prediktorskih varijabli koje opisuju
ovisnu varijablu. Sto je R? bliZe 1, to se veéi postotak rasprienosti moZe objasniti pomocu
prediktorske varijable. Ne postoje opCenite smjernice o tome koliko minimalno koeficijent
determinacije treba biti kako bi regresija bila pouzdana, niti postoje testovi za R?. Stoga,
moramo imati na umu da veli¢ina R?> ne znac¢i nuZzno da je prilagodeni model dobar ili
lo$. Primjerice, ako je varijanca greSaka o velika, vedi je i udio varijance odaziva koji ne
moZemo objasniti uz pomoéu regresije te je stoga i R* manji.

Svojstva regresijskih procjenitelja
Definicija 2.1.2. Procjenitelj § je nepristrani procjenitelj za parametar 6 ako vrijedi
E® = 6.

Definicija 2.1.3. Ako je procjenitelj 0 linearna kombinacija uzoraka i ima varijancu koja
Jje manja ili jednaka varijanci od bilo kojeg drugog procjenitelja koji je takoder linearna
kombinacija uzoraka, tada se 6 naziva najboljim linearnim nepristranim procjeniteljem
(eng. BLUE - best linear unbiased estimate) za 6.

U ovom potpoglavlju govorimo o svojevrsnoj optimalnosti metode najmanjih kvadrata.
Utvrditi ¢emo pretpostavke pod kojima metoda najmanjih kvadrata daje najtoCnije rezul-
tate. Postoje Cetiri pretpostavke poznate kao Gauss-Markovljevi uvjeti. Vazno je napome-
nuti da ove pretpostavke nece uvijek biti u potpunosti ispunjene u stvarnom svijetu zbog
nesavrsene distribucije podataka. Unato¢ tome, model linearne regresije s idealnim uvje-
tima moZze se koristiti kao referenca za usporedbu s drugim stvarnijim modelima.

Definicija 2.1.4. Gauss-Markovljevi uvjeti za slucajne greske €;,i = 1,2,...,n su:
1. E()=0,i=1,2,...,n
2. &~ N(,0?)

3. Cov(e,e))=0zai# ji,j=12,...,n
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4. Var(g))=02,i=1,2,...,n

Teorem 2.1.5. (Gauss - Markovljev teorem) Neka je Y = By + 31x + € jednostavni linearni
regresijski model. Ako vrijede Gauss-Markovljevi uvjeti 2.1.4, tada su procjenitelji metode
najmanjih kvadrata, By i 51, najbolji linearni nepristrani procjenitelji.

Dokaz teorema je u [9]. Nadalje, poznavanje distribucija procjenitelja najmanjih kva-
drata f3) i B, nuZno je za donoSenje statistickih zaklju¢aka o njima. Teorem u nastavku
daje uzoracku razdiobu procjenitelja najmanjih kvadrata, dokaz tog rezultata je dan u [1],
Teorem 8.2.1.

Teorem 2.1.6. Neka je Y = o+ x+& jednostavni linearni regresijski model s € ~ N(0, o)
i neka su greske €; medusobno nezavisne. Tada

(a) BoiB) imaju normalne distribucije.
(b) Ocekivanje i varijanca su jednake

—2
2 (Bo) = Bo. vm(zao):(h X )az

n S,

3)=p. Varlp)= 7

gdje je Sy = X, xi2 - %(Z?:l xi)z. Posebno, procjenitelji najmanjih kvadrata By i
Bl su nepristrani procjenitelji za By i B, respektivno.

Procjena varijance greSaka

Osim regresijskih koeficijenata, potrebno je procijeniti i varijancu greSke kako bi se
model u potpunosti procijenio. Varijanca greSke potrebna je za sve testove i intervale
pouzdanosti. Iz teorema 2.1.6 vidimo da Sto je varijanca sluCajne greske & veca, to Ce
greske u procjeni parametara modela S, 1 5; biti vece.

Teorem 2.1.7. Ukoliko vrijede Gauss-Markovljevi uvjeti 2.1.4, statistika

1 n
52 = = 5> 2.
e DI 2.5)

je nepristrani procjenitelj parametra zajednicke varijance o>.

U dokazu se koriste tvrdnje iz 2.2,2.412.1.6, a cijeli dokaz je danu [11]. Ideja je da ako
su koeficijenti By i 8; dobro procijenjeni, tada ¢e reziduali otprilike odgovarati slu¢ajnim
greSkama &;.
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2.2 Intervali pouzdanosti regresijskih parametara

Procjenitelji B i 31 su izra¢unati iz uzorka, $to povlaéi da se u slu¢aju drugaijeg uzorka
mijenja procjena. Stoga, su nam od interesa intervali pouzdanosti parametara nagiba S; 1
presjeka 3 linearnog regresijskog modela.

Iz teorema 2.1.6 slijedi,

_Bi-B

o
SXX

Takoder, mozZe se pokazati da je SSE /o nezavisna od 3, i ima hi-kvadrat distribuciju s
n — 2 stupnja slobode. Tada iz 1.16 imamo

Z, ~ N, 1).

f5, = Z _ Bi - Bi ,
SSE MSE
J( o2 ) S
n-2

koja ima t-distribuciju s n — 2 stupnja slobode i gdje je MSE = SSE /(n — 2). Slijedi da je
(1 — @)100% pouzdani interval za 5, dan s

N MSE . MSE
(,31— a/2n-2 4 3 7ﬁ1+ta//2,n—2\/ 3 ), (2.6)

pri ¢emu t,,,-2 predstavlja (1 — a)% kvantil Studentove z-distribucije s n — 2 stupnja
slobode. Sli¢no,

A

ZO:L’B_OZ~N(O,1)

1+x
O'_ —

(” Syy)

i

g, = ZO

fo SSE

0-2

n-—2

pa slijedi da je (1 — @)100% pouzdani interval za 3, dan s

1w\ 1 #\[
[BO — o202 [MSE (— + S )] ,BO +lopn-2 [MSE (— + )] ) (27)

n x no Sy

Sada uvodimo statisticko testiranje hipoteza, fokusirati ¢emo se samo na obostrani test.
Kako bismo saznali da li je razumno da vrijednost b € R bude nagib pravca, provodimo
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testiranje:
H() . ,31 =b
H 1 - ﬁ] b
Testna statistika 1 njena nul-distribucija dane su s
Bi—b
TH() = A ~ In-2.
9p

Kako bismo odredili podrucje prihvacanja i odbijanja hipoteze, koristimo nul-distribuciju
testne statistike, Sto je Studentova t-distribucija s n — 2 stupnja slobode, te promotrimo p-
vrijednost kako bi odlucili prihva¢amo li ili odbijamo nul-hipotezu. Lako se pokaze da je
regija prihvacanja jednaka gore navedenom intervalu pouzdanosti, stoga testiranje provo-
dimo tako da provjerimo nalazi li se ta vrijednost unutar intervala pouzdanosti. Hipotezom
H, : 81 = 0 testiramo znacajnost regresije. Ako je 8; = 0, zaklju¢ujemo da nema znacajne
linearnu povezanost izmedu X 1 Y, dakle nezavisna varijabla X nije vazna za predvidanje
vrijednosti Y. Drugim rije¢ima, pitanje vaznosti nezavisna varijable u regresijskom modelu
prevedeno je u uZe pitanje testa hipoteze Hy : ) = 0.

Testovi znaCajnosti odsjecka Sy nisu od velikog prakticnog znacaja. Naime, u praksi je
pravilo da se regresija ne provodi bez slobodnog ¢lana. Cak, i u slu¢aju kada nul-hipoteza
nije odbijena te postoji mogucnost da je slobodan Clan jednak nuli, ostavljamo ga u modelu.
Uklanjanje odsjecka iz modela predstavlja restrikciju koja zahtijeva da regresijski pravac
prolazi kroz ishodiste, Sto moze dovesti do loSe prilagodbe modela. Ovo je posebno ¢esto u
slucajevima kada su vrijednosti prediktora X u trening podacima daleko od nule te se javlja
nelinearna ovisnost izmedu odziva Y i prediktora X, iako linearni model mozda i dobro
lokalno opisuje trening podatke. Primjeri testiranja hipoteza za oba parametra nalaze se u
[1] od stranice 430 do 433.

2.3 Intervali pouzdanosti predvidanja

Cilj linearne regresije je predvidjeti vrijednost odaziva Y na temelju dane vrijednosti
prediktorske varijable X. Bududi da je E[Y|X = x] = By + 51X, moZemo procijeniti vrijed-
nost odaziva u tocki x kao

$(x) = Bo + prx.
Jedino je smisleno predvidjeti vrijednosti odaziva unutar domene prediktorskih varijabli
trening skupa podataka, to jest, onih koje smo koristili za prilagodavanje modela, Sto se
naziva interpolacija. S druge strane, ekstrapolacija podrazumijeva predvidanje izvan ras-
pona vrijednosti trening skupa, S§to je rizicno jer nemamo sigurnost da ¢e linearan model
biti primjenjiv tamo.
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Interval pouzdanosti odaziva

Regresijski koeficijenti su slucajne varijable pa je samim time i regresijski pravac 3, +
B1x sluCajna varijabla. Pomocu rezultata dobivenih u 2.2 definiramo pouzdani interval za
odaziv.

Definicija 2.3.1. Za fiksni x = x, vrijedi da je (1 — @)100% pouzdani interval za By + B1x
dan s

(,30 +,31xo) tlopnSe|= t+ M, (2.8)
n Sxx

5 = Syy_(Sxy)2
‘ (n_z)Sxx '

Interval pouzdanosti predikcije

gdje je

Interval 2.8 nam govori gdje se nalazi E[Y|X = x], no to nije valjani interval pouzdanosti
za sam odaziv Y|X = x iz razloga §to je promatrana vrijednost Y dodatno rasprSena oko
regresijskog pravca radi greSke €. U [1], na stranicama 437 i 438, je pokazano da greSka
predvidanja odredene vrijednosti od Y, uz dani x, ima normalnu distribuciju sa o¢ekivanjem

1 _ 72
1+—+(x x)]a'z.
n XX

nula i varijancom

Definicija 2.3.2. Interval u kojem bi se trebala nalaziti vrijednost odaziva Y je

A A 1 - X)?
(ﬁo +ﬁ1)€) + [a/zs \/1 + — + (x X) 5 (29)
n S
) . o . 'ws_ SSE
gdje je tyn (1 —a)% kvantil Studentove t-distribucije s (n—2) stupnja slobode i S~ = 1

Taj interval se naziva (1 — @)100% predikcijski interval.

Graf 2.3 prikazuje odnos intervala pouzdanosti prilagodene vrijednosti i predikcijskog
intervala. Podrucje unutar zelenih linija oznacava interval pouzdanosti regresijskog pravca,
odnosno podrucje unutar kojeg se otprilike nalazi to¢an pravac regresije. Plave linije
oznacavaju predikcijski interval buducih opazanja, tj. podrucje u kojem se otprilike mogu
ocekivati buduéi podaci. Vazno je primijetiti kako je predikcijski interval Siri zbog dodatne
nesigurnosti uzrokovane greskom e¢.
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Slika 2.3: Tlustracija preuzeta iz izvora [10].

2.4 Korelacija

Regresijskim modelom moZemo procijeniti veli€inu promjene ovisne varijable zbog
odredenih promjena nezavisnih varijabli. Nakon §to utvrdimo postojanje povezanosti izmedu
varijabli, zanima nas koliko je ta povezanost jaka. Linearna povezanost izmedu dviju
slucajnih varijabli naziva se korelacijom, snagu te veze opisujemo koeficijentom korela-
cije p. Neka su X i Y sluCajne varijable, koeficijent korelacije je dan s p = oxy/(ox0y).
Primijetimo, p je pozitivan ako 1 samo ako X 1 Y rastu zajedno (povecava se nagib), dok
je p negativan ako 1 samo ako Y opada s rastom X-a (opadajuci nagib). U slucaju kada je
p = 0, nema veze izmedu X-a i Y-a. Zakljucujemo, koeficijent korelacije moZe se koristiti
za utvrdivanje koliko dobro linearni regresijski model odgovara podacima.

Neka je (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (X,, Y,) sluCajni uzorak iz bivarijantne normalne distribu-
cije. Uzoracki korelacijski koeficijent r je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti od p te
je dan s
2 (Xi=X)(Yi = Y)

\/Z?:I(Xi ~ X T (Y; = Y)? (2.10)
SXY

VSxxSvr

R
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Pomocu Cauchy-Schwartzove nejednakost mozZe se pokazati da je —1 < R < 1. Primije-
timo da su brojnici od R i B; jednaki. Dodatno nazivnici su im nenegativni pa slijedi da
su istog predznaka. Ako je vrijednost od R blizu ili jednaka nuli, to implicira gotovo ne
postojeci linearni odnos izmedu x i y. S druge strane, $to je R blizi 1 ili —1, jaci je linearni
odnos izmedu x 1 y. Ako je R > 0, vrijednosti y rastu kako vrijednosti x rastu, a skup
podataka naziva se pozitivno koreliranim. Sli¢no, ako je R < 0, vrijednosti y padaju kako
vrijednosti x rastu, a skup podataka naziva se negativno koreliranim. U prakti¢nim pri-
mjenama, R se koristi kao pokazatelj smislenosti razvijanja linearnih regresijskih modela.
Nepisano pravilo je da ukoliko je R > 0.30 ili R < —0.30, nastavljamo s razvojem linear-
nog regresijskog modela. Medutim, poZeljna je mnogo veca apsolutna vrijednost. Izratun
vjerojatnosne distribucije od R je veoma kompleksan, iz [1] slijedi da za veliki uzorak,

varijabla
1 1+R
z==In
2 \1-R
ima aproksimativno normalnu distribuciju s ocekivanjem p, = (1/2)In[(1 + p)(1 — p)] 1

varijjancom o, = 1/(n — 3). Dakle, na velikim slu¢ajnim uzorcima, moZemo provoditi
testove hipoteza, primjerice da je p = 0, uz pomo¢ aproksimativne testne statistike

7 = T Hg
O-Z
1+R l1+p
) (1/2)ln(1 _R)—(I/Z)(1 —p)
= T .
n-3

2.5 Opdi linearni regresijski model

Vecina primjena regresijske analize u stvarnom Zivotu koristi modele koji su sloZeniji
od jednostavnog linearnog regresijskog modela iz razloga Sto je odzivna varijabla rijetko
posljedica samo jedne prediktorske varijable. Stoga Zelimo ukljuciti dodatne potencijalne
nezavisne varijable u modeliranje. Linearni model u kojem je zavisna varijabla opisana
pomocu k(> 1) nezavisnih dan je s

Y=Bg+0:X1+...+ B X + &, (2.11)

gdje je & ~ N(0,0?). U opéem linearnom regresijskom modelu imamo sloZeniji utjecaj
viSe prediktorskih varijabli na odzivnu varijablu, Sto moze ukljucivati i medusobni utje-
caj viSe prediktora. Osim toga, postaje izazovno odrediti koje su prediktorske varijable
znacajne 1 koje zaista utjeCu na odzivnu varijablu. Nadalje, Zelimo prilagoditi taj model
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podacima. Kao i dosad, iz podataka metodom najmanjih kvadrata procjenjujemo regresij-
ske parametre tako da rjeSenje bude na neki nacin optimalno.

Neka su yy, ys,...,y, nnezavisnih opservacija od Y. Tada je svaki y; u viSedimenzionalnom
linearnom modelu dan s

Vi :ﬁo +,81x,-1 +ﬁ2xi2+---+ﬁkxik+3i, 1= 1,2,...,1’1.

Elegantno moZemo preoblikovati gornje jednadzbe u matric¢ni oblik

Y =XB+e,
gdje su
[ 1 X111 X112 ... Xik |
&
1 1 X21 X220 ... Xok ﬁl !
% Y2 x o ] . B B2 &2
=1 .| =1 : : R =1 .|, €= .
n | 1 Xnl X2 oo+ Xpk | ﬁk &k

vektor odgovora, matrica dizajna, vektor koeficijenata i vektor greske, respektivno.
Procjenitelji najmanjih kvadrata 5; od 8; zai = 1,2, ..., k su oni koji minimiziraju sumu
kvadrata greske,

n n

SSE = Z e = Z [y,- - (,Bo + By + oy + - +ﬁ’<xk)]2

i=1 i=1
= (Y - XB)' (Y - XPp)
=YY -YTXB - (XB)Y + (BX)" XB.
Definicija 2.5.1. KaZe se da je matrica A € M,(F) regularna ako postoji matrica B €
M, (F) takva da vrijedi AB = BA = 1. U tom sluc¢aju se matrica B zove multiplikativni

inverz ili inverzna matrica od A i oznac¢ava s A~'. Matrica A € M,(F) se naziva singular-
nom matricom ako nema multiplikativni inverz.

Propozicija 2.5.2. Uz pretpostavku da je X' X regularna matrica, rjesenje regresijskog
problema pomocu metode najmanjih kvadrata je jedinstveno i dano s

B=(x"x)" XY 2.12)
Dokaz. Za minimum 3 funkcije SSE vrijedi da je V SSE(B) = 0, t;.

)
% (Y'Y -Y'XB-B'X"y+ X"B'XB) =0
2XTY-Xp) =0

(x"x)p=x"y
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Ukoliko je X7 X regularna, posljednja jednadZba ima jedinstveno rjeSenje
B = (XTX)_1 xTy.
O

Naravno, jedinstvenost rjeSenja imamo samo u slucaju kad je matrica X punog ranga, tj.
kada su prediktorske varijable linearno nezavisne. Problem nastaje kada je matrica dizajna
singularna, tj. nije punog ranga, a najces¢i uzroci su duplicirane i cirkularne varijable te
slucaj u kojem postoji viSe prediktora nego podataka.



Poglavlje 3

Strojno ucenje

3.1 Definicija i podjela

Definiciju strojnog ucenja preuzimamo iz [5], "Kazemo da racunalni program uci iz
iskustva E u odnosu na neki skup zadataka 7" 1 s obzirom na mjeru uspjesnosti izvodenja
P, ako se povecava uspjeSnost obavljanja zadataka 7', kroz iskustvo E, mjerena mjerom
uspjesSnosti P”. Disciplina strojnog ucenja je bazirana na pitanju kako konstruirati kompju-
terski program koji automatski poboljSava iskustvo. Na primjer, pretpostavimo da Zelimo
izgraditi model koji predvida cijenu automobila na temelju odredenih atributa. Za ispravnu
identifikaciju problema ucenja, treba utvrditi sljedeCe znaCajke: zadatak, mjeru uspjeSnosti
koja se treba unaprijediti i izvor iskustva. U nastavku opisujemo svaku od ovih znacajki:

o Iskustvo (E): Skup podataka s informacijama o automobilima, ukljuCujuci atribute
poput godine proizvodnje, snage motora, broja kilometara i cijene.

e Zadatak (T): Predvidanje cijene automobila na temelju atributa godine proizvodnje,
snage motora 1 broja kilometara.

e Mjera uspjesnosti (P): To moZe biti srednja kvadratna pogreska (MSE) koja mjeri
koliko dobro model predvida stvarne cijene automobila na temelju atributa.

Kroz strojno ucenje, moZemo trenirati model koristeéi iskustvo (E) kako bismo postigli
Sto nizu pogresku predvidanja cijene automobila (P). Nakon §to je model istreniran, moze
se koristiti za predvidanje cijene novih automobila na temelju njihovih atributa.

Algoritmi strojnog ucenja grade matematicki model temeljen na podacima iz uzorka,
koji se nazivaju trening podaci. Taj model omoguéava algoritmu da donese predvidanja,
odnosno odluke bez da je eksplicitno programiran za to. Podatke obi¢no dijelimo na skup
za treniranje (ucenje) i skup za testiranje u omjeru 70/30 ili 80/20, kako bi mogli provje-
riti uinkovitost istreniranog modela. Slijedi jednostavni nacin izgradnje modela strojnog

35
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ucenja. Prvo uzimamo neki skup podataka za koji znamo odgovor te podijelimo na sku-
pove za trening i testiranje. Zatim treniramo algoritam na trening skupu te provucemo test
podatke kroz algoritam i ocitujemo rezultate.

Tri su glavne podjele strojnog ucenja:

(i) Nadzirano ucenje (eng. supervised learning)
Podaci su dani u parovima (ulaz, izlaz) = (x, y) te treba pronaci procjenitelj y = f(x).
Cilj je napraviti model koji ¢e raditi predikcije na joS nevidenim primjerima (modeli
klasifikacije i regresije).

(ii) Nenadzirano ucenje (eng. unsupervised learning)
Dani su podaci bez ciljne vrijednosti, a treba naéi pravilnost u podacima (grupiranje,
otkrivanje outlier-a, smanjenje dimenzionalnosti)

(iii) Ucenje s podrskom (eng. reinforcement learning)
Ucenje optimalne strategije na temelju pokusaja s ciljem maksimizacije kumulativne
nagrade.

3.2 Teorija u pozadini

U ovom potpoglavlju upoznajemo teoriju potrebnu za razvoj prediktivnih modela. Pro-
motrimo prvo modele koji predvidaju kvantitativne izlaze. Neka je X € R? slucajni ulazni
vektoriY € R slu€ajna varijabla izlaza s zajednickom distribucijom P(X, Y). Cilj je pronaci
funkciju f(X) koja moZze predvidjeti Y na temelju ulaza X. Ovakav pristup zahtijeva funk-
ciju gubitka L(Y, f(X)) koja kaZnjava pogreske u predvidanju, a naj¢esci izbor je kvadratna
greska L(Y, f(X)) = (Y - £(X))%. To nas dovodi do kriterija za odabir f, poznatog kao
ocekivana kvadratna greska predikcije

EPE(f) = E(Y - f(X))*

5 (3.1)
= [1v-serpasa.
Koristeci svojstvo uvjetne vjerojatnosti na X, EPE se moZe izraziti kao
EPE(f) = ExEyx (LY - FOOF | X).
Minimizacija EPE po tockama rezultira rjeSenjem
f()=EX | X = x), (3.2)

Sto je uvjetno ocekivanje, odnosno tzv. funkcija regresije. Dakle, najbolje predvidanje,
mjereno prosjecnom kvadratnom greSkom, vrijednosti Y u bilo kojoj tocki X = x je uvjetno
ocekivanje.
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Primjerice, metode najblizih susjeda (eng. nearest-neighbors methods), ili jednostavno
kNN, nastoje izravno primijeniti ovaj postupak koristeci trening podatke. Za svaku tocku
x racunamo prosjek svih vrijednosti y; gdje je odgovarajuéa ulazna vrijednost x; = x. U
[4], poglavlje 2.4, to se definira kao

f(x) = Ave (y; | x; € Ni(x)),

gdje Ave predstavlja prosjek, a Ni(x) oznacava susjedstvo koje sadrZi k tocaka u T najblizih
x. Vidimo da se u ovoj metodi vrSe se dvije aproksimacije:

e ocekivanje se aproksimira prosjekom nad podacima iz uzorka,
e uvjetna vjerojatnost u odredenoj tocki prosiruje se na okolinu ciljne tocke.

Kada je veli€ina trening uzorka N velika, o¢ekujemo da su tocke iz susjedstva bliske tocki
x, te kako k raste, prosjek postaje stabilniji. Uz blage pretpostavke o distribuciji P(X, Y),
mozZe se pokazati da se f(x) priblizava E(Y | X = x) kako N 1 k teZe u beskonacnost uz
k/N — 0.

Obzirom na pokazano, mozemo se pitati ima li potrebe za daljnjim istrazivanjem.
Ipak, Cesto ne raspolazemo s vrlo velikim uzorcima te postoji mogucnost dobivanja sta-
bilnije procjene nekim drugim prikladnijim modelom u usporedbi s najblizim susjedima.
Takoder, porastom dimenzije p povecava se i metricka veliina algoritma, prethodno spo-
menuta konvergencija Ce i dalje vrijediti, ali stopa konvergencije opada (viSe o ovome u
slijede¢em potpoglavlju). Stoga, oslanjanje samo na metodu najblizih susjeda moze do-
vesti do znacajnih neuspjeha.

Pretpostavimo sada da je regresijska funkcija f(x) priblizno linearna u svojim argu-
mentima, f(x) ~ x! 8. Teorijski moZemo dobiti koeficijente 3 kao

B =[E(xx")| " ExY).

Ubacivanjem ovog linearnog modela u ocekivanu greSku predikcije (EPE) uocavamo da
rjeSenje metode najmanjih kvadrata zamjenjuje ocekivanja s prosjecima na trening poda-
cima. Zaklju¢ujemo da obje metode aproksimiraju uvjetna ocekivanja koristeci prosjeke,
no znatno se razlikuju u pretpostavkama modela, odnosno pretpostavkama aproksimacije
funkcije f(x). Mnoge fleksibilnije i modernije metode rjeSavaju problem procjene uvjet-
nog o¢ekivanja nametanjem nekih, cesto nerealisticnih, modelnih pretpostavki. Na pri-
mjer, aditivni modeli pretpostavljaju da f(X) = le fi (X j), upravo prethodna aditivnost
omogucuje da problemi procjene uvjetnih ocekivanja u visokim dimenzijama nestanu.
Pristup ostaje isti u sluc¢aju kada je varijabla izlaza kategoricka varijabla G, jedino Sto
se mijenja je funkcija gubitka. Neka procjena G poprima vrijednosti iz skupa G. Tada se
funkcija gubitka moze prikazati matricom L veli¢ine K X K, gdje je K = card(&). Matrica
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L ima nule na dijagonali i nenegativna je svugdje drugdje, pri ¢emu je L(k,[) kazna za
klasifikaciju opservacije iz klase G; u klasu G,. NajCesce se koristi funkcija gubitka “nula-
jedan”, gdje kazna za svaku krivu klasifikaciju iznosi 1. Oc¢ekivana greska predikcije je

EPE = E[L(G, G(X))],

gdje je oc¢ekivanje u odnosu na zajednicku distribuciju P(G, X). Ponovno, koristeci svojstvo
uvjetne vjerojatnosti i minimizacijom po to¢kama slijedi

K
G(x) = argmin,.; > LGi ) P(Gi| X = ),
k=1

a ukoliko je funkcija gubitka “nula-jedan” vrijedi
G(X) = Gi, akoje P(Gi| X =x) = max,esP(g| X = x).

Ovo rjeSenje, poznato kao Bayesov klasifikator, kaze da klasificiramo u najvjerojatniju
klasu koristec¢i uvjetnu (diskretnu) distribuciju P(G | X).

3.3 Lokalne metode u viSim dimenzijama

U prethodnom poglavlju smo iskazali dva prediktivha modela, stabilan, ali pristran
linearni model te manje stabilan i manje pristran kNN model. Cini se da bismo, s dovoljno
velikim skupom podataka za treniranje, uvijek mogli aproksimirati teoretski optimalno
uvjetno ocCekivanje koriste¢i metodu najblizih susjeda, bududi da bi trebali moc¢i pronaci
relativno veliko susjedstvo opazanja blizu bilo koje tocke x [4]. Medutim, ovaj pristup
ne prolazi u vi§im dimenzijama, a pojam je poznat kao prokletstvo dimenzionalnosti
(eng. curse of dimensionality). Prateci [4], poglavlje 2.5, u nastavku razmatramo nekoliko
primjera.

Pretpostavimo da su ulazni podaci kNN modela uniformno distribuirani u p-dimenzionalnoj
jedini¢noj hiperkocki 1 da Zelimo opisati susjedstvo oko neke tocke x koje obuhvaca r
udjela opazanja, kao Sto je prikazano na slici 3.1. Buduci da se radi o jedini¢noj hiper-
kocki, slijedi da je ocekivana duljina ruba e,(r) = r'/?. Primjerice, u deset dimenzional-
nom prostoru vrijedi e19(0.01) = 0.63 1 €19(0.1) = 0.80, tj. za izgradnju susjedstva koje
obuhvaca od 1% do 10% podataka, moramo uzeti od 63% do 80% raspona svake ulazne
varijable. Zakljucujemo da se veli€ina susjedstva znacajno povecava s brojem dimenzija te
ono nije viSe toliko lokalno. Takoder, smanjenje udjela r ne ide u korist jer dovodi do vece
varijance u procjenama. JoS jedna posljedica rijetkog uzorkovanja u visokodimenzional-
nim prostorima je da se vecina podataka nalazi bliZe rubu prostora uzorka nego bilo kojem
drugom podatku. Ta ¢injenica predstavlja problem jer je predvidanje mnogo izazovnije na
rubovima trening uzorka.
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Jediniéna kocka

//
D L\>

'Susjedstvo

Slika 3.1: Susjedstvo unutar jedini¢ne kocke

Jos jedna manifestacija prokletstva dimenzionalnosti je proporcionalnost gustoce uzorka
s N7 gdje je p dimenzija prostora ulaznih varijabli, a N veli¢ina uzorka. Dakle, ako N| =
100 predstavlja gust uzorak za jednodimenzionalne ulazne varijable, tada je Njg = 100'°
veli¢ina uzorka potrebna za istu gustoCu uzorka u 10-dimenzionalnom prostoru ulaza.
Dakle, u viSim dimenzijama vrijedi da svi moguc¢i trening uzorci rijetko nastanjuju ulazni
prostor.

Pretpostavimo da pomoc¢u metode 1-NN Zelimo predvidjeti y, u tocki x, za neku funk-
ciju f te neka je 7 skup za treniranje. Dodatno, ako pretpostavimo da imamo na raspo-
laganju n skupova za trening, tada moZemo izraCunati ocekivanu greSku predvidanja u x,
kao prosjek greski po svima njima. Buduci da je problem deterministicki, to je zapravo
srednja kvadratna greSka (MSE) procjene f(x):

MSE(x) = Er [f(x0) = oI’
= Er [§o - ErGo)I” + [Er (o) — f(x0)]°
= Varr(§o) + Bias® (o).
Pristranost i varijanca ovise jedna o drugoj te obje pridonose pogresci modela. Modeli sa
malom pristrano$¢u najcesS¢e imaju visoku varijancu te obratno. To jedan od glavnih pro-

blema prilikom izgradnje modela, izgraditi $to bolji model na temelju odnosa varijance i
pristranosti. Gornja dekompozicija na varijancu i kvadratnu pristranost je uvijek moguca
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1 Cesto korisna, a naziva se dekompozicija varijance 1 pristranosti (eng. bias-variance de-

composition) kojoj je cilj pronaci optimalnu hipotezu. U manjim dimenzijama s dovoljno

velikim 77, najbliZi susjed je vrlo blizu x( pa su i pristranost i varijanca male. Kako di-

menzija raste, najbliZi susjed odstupa od ciljne tocke te pristranost i varijanca nastaju.

SloZenost funkcije f moze eksponencijalno rasti s dimenzijom, a za zadrzavanje to¢nosti

procjene kao u niZim dimenzijama potreban je eksponencijalni rast veli¢ine trening skupa.
S druge strane, pretpostavimo da je veza izmedu Y i X linearna,

Y=X"B+¢,

gdjee ~ N (O, 0'2) i prilagodavamo model metodom najmanjih kvadrata trening podacima.
Za proizvoljnu tocku xo, imamo 3y = x7 3, gdje je # = (X' X)~'X"y. Otekivana kvadratna
greska predikcije je

EPE (xo) = E (yo — $o)°
= E (o = E o | xo] + E [0 | x0] = E[$0 | x0] + E [$o | x0] = 50)°
= E(vo— E [0 | x0])* + (E [0 | xo] = E[$0 | x0])* + E (o — E [$0 | x0])°
= Var (y, | xo) + Bias® (§,) + Var (§) .

Iz nepristranosti procjena metodom najmanjih kvadrata i ¢injenice da je $ = x{, B+IN | Li(xo)e,
gdje je [i(xo) i-ti element X(X7 X) ™! xo, slijedi:

EPE (xo) = 0% + x, EX" X) ' xo0™.
Ako je X slu¢ajno odabran iz distribucije s E(X) = 01 N je velik, tada X’ X — N Cov(X) i

E,,EPE (x¢) ~ E,,x} Cov(X) 'xo0*/N + o*
= trag [COV(X)_1 Cov (xo)] o’ /N + o
= O'z(p/N) + 02

Primijetimo da ocekivani EPE raste linearno s povecanjem dimenzionalnosti p, uz nagib
a?/N. Ako je N dovoljno velik i/ili varijanca o> mala, porast varijance postaje zanemariv.
Nametanjem nekih snaznih restrikcija na klasu modela izbjegli smo problem dimenzional-
nosti.

Hastie et al. u [4] zakljuCuju slijedece, ”Oslanjajuci se na stroge pretpostavke, line-
arni model nema pristranost i ima zanemarivu varijancu, dok je pogreSka kod 1-najblizeg
susjeda znacajno veca. Medutim, kada pretpostavke ne vrijede, 1-najbliZi susjed moze
dominirati.”. Izuzev strogih linearnih modela i izuzetno fleksibilnih kNN modela, postoje
razli¢iti modeli razvijeni s ciljem izbjegavanja eksponencijalnog rasta slozenosti funkcija
u visokim dimenzijama pomocu raznih pretpostavki.
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3.4 Statisticki modeli i aproksimacija funkcija

Cilj je pronaéi pouzdanu aproksimaciju f(x) funkcije f(x) koja opisuje prediktivni
odnos izmedu ulaznih 1 izlaznih varijabli. Ranije smo pokazali da minimizacija oCekivane
kvadratne greske kvantitativnih (regresijskih) predikcija rezultira regresijskom funkcijom
f(x) = E(Y | X = x) te da metode najbliZzih susjeda mogu procijeniti tu vezu, ali imaju
ograniCenja u viSim dimenzijama. Kako bi se prevladala ta ograni¢enja, koriste se posebno
dizajnirane klase modela za f(x).

Definirajmo prvo deterministicku vezu izmedu dvije varijable.

Definicija 3.4.1. Deterministicka veza izmedu dvije varijable X i Y je veza zadana pravi-
lom oblika

Y = f(X),

gdje je Y zavisna varijabla, X nezavisna varijabla, a f zadana funkcija. Drugim rijecima,
deterministicka veza postoji ako za svaku dopustenu vrijednost nezavisne varijable X moZemo
izracunati tocnu vrijednost zavisne varijable Y.

U praksi ne moZemo ocekivati deterministicki odnos ¥ = f(X), stoga se, u regresij-
skim predvidanjima, koristi metoda u kojoj se pretpostavlja uspostava funkcijske veze,
ali uz dodanu gresku. Takve modele nazivamo statisti¢ki modeli s aditivnom greSkom.
Pretpostavimo da su podaci aproksimirani statistickim modelom Y = f(X) + &, gdje je
slucajna greska s oCekivanjem O i nezavisna s X. Za ovaj model je f(x) = E(Y | X = x),
Stovise uvjetna distribucija P(Y | X) ovisi o X iskljucivo kroz uvjetno ocCekivanje f(x).
Takav statisticki model uzima u obzir neizmjerene utjecaje na Y, kao i pogreske prilikom
mjerenja, na nacin da ih obuhvaca greSkom . Kod odredenih problema klasifikacije u
strojnom ucenju moZe postojati deterministicki odnos izmedu ulaznih i izlaznih varijabli.
Medutim, u ovom radu se ne fokusiramo na te slucajeve. Pretpostavka da su greSke neza-
visne i jednako distribuirane nije strogo nuzna, ali pojednostavljuje evaluaciju kvadratnih
greSaka u EPE. Opdenito, uvjetna distribucija P(Y | X) moZe ovisiti o X na razne nacine,
ali modeli s aditivnom greSkom iskljucuju takve ovisnosti. Za klasifikacijske probleme se
obi¢no ne koriste modeli s aditivnom greskom. Umjesto toga, ciljna funkcija je uvjetna
gustoéa P(G | X) 1 modelira se izravno.

Nadzirano ucenje pokuSava aproksimirati funkciju f na temelju podataka iz trening
skupa 7. Vrijednosti varijabli ulaza x; se prosljeduju u algoritam, obi¢no racunalni pro-
gram, koji generira izlaze f(x;) kao odgovor na ulaze. Algoritmi strojnog uenja imaju
svojstvo modifikacije odnosa f obzirom na razlike izmedu originalnih i generiranih izlaza
(yi — f(x;)). Ovaj proces poznat je kao ucenje na temelju primjera te je upravo to motivi-
ralo istraZivanja na podrucju strojnog ucenja. Matematicki i statistiCki pristup temelji se
na aproksimaciji funkcija. Podaci x;,y; se tretiraju kao to¢ke u (p + 1)-dimenzionalnom
Euklidskom prostoru, pri ¢emu je funkcija f(x) definirana na p-dimenzionalnom prostoru
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ulaznih vrijednosti 1 povezana s podacima putem modela kao Sto je y; = f(x;) + &;. Jednos-
tavnosti radi pretpostavljamo da je domena R”, iako ulazne vrijednosti mogu biti razli¢itih
tipova. Cilj je dobiti korisnu aproksimaciju f(x) za sve x unutar odredenog podrucja u R?,
s obzirom na podatke u 7~. Mnoge aproksimacije imaju pripadajuci skup parametara 6 koji
se moZe prilagoditi podacima. Na primjer, linearni model f(x) = x’ ima 6 = §. Jo$ jedna
korisna klasa aproksimacija mozZe se izraziti kao linearno proSirenje

K
Fol) = D )6,
k=1

gdje hy predstavlja odgovarajuéi skup funkcija ili transformacija ulaznog vektora x. Cesti
primjeri su razna polinomna i trigonometrijska proSirenja, ali uobicajena su nelinearna
prosirenja poput X
1 +exp(—xTBy)

Kao u linearnom modelu, parametri 6 u fy mogu se procijeniti metodom najmanjih
kvadrata na nacin da minimiziramo sumu kvadrata reziduala (RSS) obzirom na 6,

hi(x) =

N
RSS(0) = Z(yi — folx)*. (3.3)
i=1

Ovaj kriterij je razuman za modele s aditivnom greSkom. Kada je rije¢ o aproksimaciji
funkcije, parametrizirana funkcija se vizualizira kao ploha u (p + 1)-dimenzionalnom pros-
toru, a promatrani podaci se smatraju nesavrSenim realizacijama te povrSine. Na ilustraciji
3.2, preuzetoj iz [4], dan je primjer za p = 2. Cilj je pronaci skup parametara 6 koji mini-
mizira vertikalne pogreske, u vidu RSS(6), kako bi se ploha Sto viSe pribliZila promatranim
toCkama izlaza.

Metoda maksimalne vjerodostojnosti je opéenitija metoda procjene od, cesto vrlo po-
godne, metode najmanjih kvadrata. Ona pretpostavlja se da su najrazumnije vrijednosti
parametara one koje maksimiziraju log-vjerojatnost promatranog uzorka.

Definicija 3.4.2. Pretpostavimo da je slucajan uzorak y;, i = 1,...,N iz distribucije s
gustocom Pry(y) koja je indeksirana nekim parametrima 0. Tada se log-vjerojatnost pro-
matranog uzorka definira s

N
L©) = ) | 1ogPy (7). (34)
i=1
Metoda najmanjih kvadrata za model s aditivnom greskom Y = fy(X) + &, gdje je
e~N (O, 0'2), je ekvivalentna maksimalnoj vjerodostojnosti koriStenjem uvjetne vjerodos-
tojnosti
P(Y | X.0) = N (fu(X),0?).
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Slika 3.2: Prilagodba funkcije s dva ulaza metodom najmanjih kvadrata

Dakle, iako dodatna pretpostavka normalnosti djeluje restriktivnije, rezultati su isti. Log-
vjerodostojnost podataka je

N

N
L(6) = ~= log(2m) ~ Nlog o - Z — fo ).

=1

Jo§ jedan zanimljiv primjer je multinomijalna vjerodostojnost za regresijsku funkciju
P(G | X) s kvalitativnim izlazom G. Log-vjerodostojnost, takoder poznata kao unakrsna
entropija,

N
L(9) = Z log pg.o (x),
i=1

definirana je na temelju modela koji dodjeljuje uvjetne vjerojatnosti svakoj klasi s obzirom
na ulaz, odnosno P(G = Gk | X = x) = pk,0(x),k=1,...,K.
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3.5 Stablo odluke

U svrhu razumijevanja slijedeca dva potpoglavlja dajemo uvod u stabla odluke, prateci
[7]. Linearna regresija je globalni model koji koristi jednu formulu za predvidanje svih
podataka. Medutim, kada podaci sadrZze mnogo znacajki koje medusobno djeluju na kom-
pleksne i nelinearne nacine, upotreba jednog modela moZze biti izazovna. Alternativni pris-
tup je particioniranje prostora na manje dijelove kako bi se olakSalo modeliranje interak-
cija. Metodologija koja se koristi za konstrukciju stabala omogucuje mjeSavinu realnih i
kategoriCkih varijabli kao ulaznih varijabli. Proces konstrukcije stabla poznat je kao re-
kurzivno particioniranje i1 predstavlja iterativni proces koji podatke dijeli na particije ili
grane, a zatim particionira te particije na manje grupe. Cilj je doc¢i do manjih podskupova
podataka na kojima se mogu primijeniti jednostavni modeli. Svaki list ili terminalni ¢vor
predstavlja regiju paticije kojoj je pridruzen jednostavan model koji se primjenjuje samo
na tu regiju. Da bismo odredili u kojoj se regiji nalazimo, zapocinjemo od korijena stabla
1 postavljamo niz pitanja o atributima. Unutarnji ¢vorovi su oznaceni pitanjima, a grane
odgovorima na ta pitanja. Model je u svakoj regiji konstantna procjena izlazne varijable.
Na primjer, neka su (xy,y1),(x2,¥2), ..., (X, y.) svi uzorci koji pripadaju listu /. Pri kla-
sifikaciji model oCitava najmnogobrojniju klasu u regiji, dok pri regresiji daje prosjecnu
vrijednost y regije. Takav model omogucuje brzo predvidanje, a analizom stabla lako je
uociti koje su varijable bitne za predvidanje. Takoder, ¢ak 1 ako neki podaci nedostaju,
moguce je napraviti predvidanja, a postoje 1 brzi i1 pouzdani algoritmi za u¢enje ovih sta-
bala.

Iako postoji viSe algoritama za izgradnju stabla odluke, mi éemo se koncentrirati samo
na CART (Classification and Regression Trees) metodu koja dozvoljava samo binarno di-
jeljenje ¢vorova. Sada opisujemo proces izgradnje stabla odluke. Na pocetku se svi podaci
iz skupa za uCenje nalaze u istoj particiji. Zatim, algoritam pocinje alocirati podatke u
prve dvije particije ili grane koriste¢i sve moguce binarne rezove na svakom podrucju. Al-
goritam odabire rez za koji se postize Sto veca razina Cistoée (eng. purity). Postupak se
ponavlja za svaku novu granu te se proces nastavlja sve dok svaki ¢vor ne postane dovoljno
mali i postane list. Prilikom predvidanja moze do¢i do problema prenaucenosti (engl. over-
fitting). Prenaucenost ili problem visoke varijance je situacija u kojoj se odliéno opisuju
trening podatci, no to povlaci loSa predvidanja novih stvarnih podataka. Buduci da se stablo
konstruira iz trening skupa, potpuno razvijeno stablo ¢esto moZze pokazati prenauc¢enost. U
svrhu sprijecavanja prenaucenosti kosritimo tehniku podrezivanja (eng. pruning).

Ansamblom nazivamo postupak kombiniranja predikcija viSe modela koji su izgradeni
s istim ili razli¢itim algoritmima, koriste¢i iste ili razliCite skupove podataka. Cilj ansambla
je poboljsati kvalitetu predikcije u usporedbi s pojedinacnim modelom. Primjeri ansambla
su boosting, bagging i slu¢ajna Suma. Svi se oni razlikuju u nacinu odabira skupa za
treniranje, generiranju klasifikatora i kombiniranju njihovih izlaza. Medutim, u sva tri
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pristupa se svaki slabi klasifikator uci na cijelom trening skupu.

3.6 Boosting algoritam

Boosting je Cesto koriStena metoda ansambla za kombiniranje slabih modela. Me-
toda pridodaje teZine pojedinacnim modelima na temelju njihove preciznosti, Sto rezultira
smanjenjem pristranosti i varijance kona¢nog modela. Boosting je izvorno razvijen za pro-
bleme klasifikacije, no pokazao se uspjeSnim i za zadatke regresije. lako boosting dijeli
neke sli¢nosti s drugim ansambl metodama, poput bagginga, posjeduje karakteristike koje
ga temeljno drugacijim. Sadrzaj ovog poglavlja temeljen je na [4] i1 [6].

Jedan od prvih 1 najpopularnijih boosting modela je AdaBoost.M1 kojega su razvili
Freund i Schapire (1996.). AdaBoost se temelji na stablima odluke koja obi¢no imaju
jedan Cvor i dva lista, tzv. panjevi (eng. stump), te stvara Sumu takvih stabala. Primjerice,
pretpostavimo da je u binarnom klasifikacijskom problemu izlazna varijabla Y € {-1, 1}.
Tada za svaki vektor prediktorskih varijabli X, klasifikator G(X) generira predikciju koja
se nalazi u skupu {1, 1}. GreSka na trening skupu je dana s

n

et = % DI # GX)),

i=1

dok je ocekivana greska za buduée predikcije Exy I(Y # G(X)).

Klasifikator koji ima samo malo bolju to¢nost od slu¢ajnog odabira smatra se slabim.
Cilj boostinga je iterativno primijeniti slab klasifikator na modificirane verzije podataka,
rezultirajuéi nizom slabih klasifikatora G,,(x),m = 1,2,..., M. Predikcije ovih slabih kla-
sifikatora kombiniraju se u kona¢nu predikciju

M
G(x) = sign [Z a/me(x)] .
m=1

Tezine a4, ay, . .., @y odredene pomocu boosting algoritma, koriste se kako bi se dodijelila
veéa vaznost tocnijim klasifikatorima u nizu. Tijekom svakog koraka u algoritmu, podaci
se mijenjaju dodjeljivanjem tezina wy, ws, . .., wy svakoj opservaciji (x;,y;),i = 1,2,...,N
1z skupa za treniranje. U prvom koraku su sve tezine jednake, dok se u svakoj sljedecoj ite-
raciji tezine opservacija prilagodavaju na temelju njihove prethodne klasifikacije, na nacin
da se poveéavaju za pogresno klasificirane opservacije, a smanjuju za one tocno klasifi-
cirane. Ovaj proces omogucuje da opservacije koje je tesko ispravno klasificirati dobiju
veéi utjecaj. Dakle, svaki sljedeci klasifikator se usredotoCuje na pogresno klasificirane
opservacije prethodnoga.
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U nastavku dajemo pseudokod AdaBoost.M1 algoritma:

1. Inicijaliziraj tezine opservacijaw; = 1/N,i =1,2,...,N.

2. Zam=1do M:

a) Primijeni klasifikator G,,(x) na trening podatke koristeci teZine w;.

b) Izracunaj tezinsku gresku

SN wil (v # G (X))

err,, = ~
Zi:1 Wi

c¢) IzraCunaj tezinu klasifikatora G,,(x), «a, = log((1 —err,,) /err,,).

d) AZuriraj tezine opservacija, w; = wy-exp [, - I (yi # G, (x)],i=1,2,...,N.
3. IzraCunaj konacni klasifikator G(x) = sign [Z,’ZIZ i ame(x)].

Algoritam se moZe lako modificirati za regresijske probleme.

Panjevi sami po sebi ne donose precizne klasifikacije, ali Sumom panjeva, u kojoj svaki
panj uci na pogreskama svojih prethodnika, dobivamo klasifikator sa zavidnim performan-
sama. To se vidi na slici 3.3, preuzetoj iz [4], stranica 340. Naime, prikazana je greska
na testnim podacima u ovisnosti o broju iteracija boosting algoritma. Vodoravnim linijama
su istaknute greSke za panj i stablo odluke s 244 ¢vora. U prvoj iteraciji panj ima greSku
od 45.8%, $to je vrlo blizu slu¢ajnom odabiru. Medutim, kako se broj iteracija u boos-
ting algoritmu povecava, greska se postupno smanjuje, dosezuéi 5.8% nakon 400 iteracija.
Dakle, boosting-om je greSka smanjena gotovo osam puta, znatno nadmasujuci i poprili¢no
veliko stablo odluke. Modeli su razvijani na simuliranim podacima.

Gore navedeno opravdava Breimanovu izjavu o AdaBoost alogoritmu ¢iji su klasifika-
tori stabla odluke kao “najboljim gotovim klasifikatorom na svijetu”.

3.7 Boosting stabla

Metode temeljene na stablima odluke razdvajaju prostor ulaznih varijabli na skup di-
sjunktnih podrucja, odnosno regija, R;, j = 1,2, ..., J. Svakoj regiji se prilagodava jednos-
tavan model, poput konstante vy ;, te vrijedi

XER; = f(x) =v;.
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Slika 3.3: Greska predvidanja na testnim podacima u ovisnosti o broju iteracija boosting
algoritma

Stoga se stablo moZze formalno izraziti kao

J
T(x;0)= ) y;l(xeR)), (3.5)
=1
gdje je skup parametara ® = {R Y ]}f Te parametre dobivamo minimizacijom

J
6= argm@inz Z L(yl-,yj),

j:1 X,ER]'

Sto je poprili¢no zahtjevan kombinatorno optimizacijski problem pa su suboptimalna rjeSenja
prihvatljiva. U nastavku navodimo jedno takvo rjesSenje, ono zahtjeva podjelu problema na
dva dijela.
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1. PronalaZenje y; uz dani R;.
Ovo je trivijalni dio, naime ¥; je prosjek ili vecinski glas svih y; iz regije R;.

2. PronalaZenje R;.
U ovom dijelu problema pronalazimo priblizna rjeSenja. NajceSci pristup za pro-
nalaZenje regije je pomoc¢u pohlepnog rekurzivnog algoritma particioniranja. Pored
toga, za opcenitije funkcije gubitka je praktiCnije optimizirati R; ako aproksimiramo
Os

N
0= argngn;L(y,-, T (x;,0)).

Primjerice, u klasifikacijskim stablima odluke ¢vorovi se biraju, a time se u konacnici

odreduju i regije, pomocu pohlepnog algoritma koji odabire atribut kojim se postize najveca

Cistoca. Mjere Cistoce su entropija i Gini indeks. Entropija je mjera necistoCe u skupu po-
dataka. Za sluCajnu varijablu V raCunamo entropiju kao

H(V) = = > P(vy) log, P(vy),
k

gdje je P(vy) vjerojatnost ishoda v i 3 ; P(vx) = 1. S druge strane, Gini indeks ¢vora pred-
stavlja vjerojatnost da ¢e nasumicno odabrani uzorak biti krivo klasificiran u tom ¢voru.
Gini indeks se za svaki ¢vor racuna s

J
Io(m) = 1= (p),
i=1

gdje je n trenutni ¢vor, p; je vjerojatnost klase i u ¢voru n, a J je broj klasa u modelu.
Model boosting stabla je zbroj takvih stabala odluke,

M
fu) = T(x:0,), (3.6)
m=1

induciran stadijskim (eng. stagewise) nafinom, odnosno dodavanjem jednog po jednog
slabog Kklasifikatora. Na svakom stadiju postepene izgradnje boosting modela mora se
rijesiti:

N
®m:mg%TZ;L@m%4@0+TU%®M) (3.7)

Jm . , . oy . .
za skup regija i konstanti ®,, = {R ims Y f’“}l sljedeCeg stabla, uzimajuci u obzir trenutni
model f,,_1(x). Nakon definiranja regije R, cilj je pronaci optimalne konstante vy ,, koje



POGLAVLIJE 3. STROJNO UCENIJE 49

minimiziraju odredenu funkciju gubitka. Opcenito, optimizacijski problem moze se for-
mulirati na sljede¢i nacin:

Y jm = arg min Z L(yi’fm—l (%) + ij) ,

Yjm
/ x,‘GR_,'m

gdje je L odabrana funkcija gubitka, y; opazeni odgovor, a f,,_;(x;) je predikcija iz pret-
hodne faze poboljSanja. S druge strane, pronalaZenje regije R, je izazovan zadatak koji
je jos tezi u usporedbi s konstrukcijom pojedinacnog stabla odlucivanja. Medutim, za
odredene funkcije gubitka, problem se pojednostavljuje.

Za funkciju gubitka kvadratne greske, rjeSenje za 3.7 je analogno kao kod pojedina¢nog
stabla odluke. Dakle, rjeSenje je regresijsko stablo odluke koje najbolje predvida trenutne
reziduale y; — f,,-1(x;), te je optimalna konstanta vy, za Celiju R, jednaka

Vim = Ave(y; = fu-1(xi)),  Xi € Rjm.

U slucaju binarne klasifikacije i eksponencijalne funkcije gubitka, ovaj stadijski pristup
dovodi do AdaBoost metode za boosting klasifikacijska stabala. Konkretno, ograni¢imo
stabla T'(x; ©,,) iz 3.7 na skalirana stabla klasifikacije, tj. 5,,T(x; ©,,) gdje je y» € {—1,1}.
Tada se gornji optimizacijski problem svodi na

N
A : )y .
0, = argnel)’lnnZ; w; T (y; # T (x;;0,)),

gdje su teZine dane s w\"™ = ¢7i=1)_ Cak i bez ograni¢avanja stabala, sama eksponenci-

jalna funkcija gubitka pojednostavljuje 3.7

N
A — : (m) . B
0O, = arglg}nn;wi exp [-yiT (x;;0,)] .

Koristeci ovaj teZinski eksponencijalni gubitak kao kriterij za razdvajanje, mozemo iz-
graditi pohlepni rekurzivni algoritam za particioniranje. Jednom kada imamo regiju R},
slijedi da je optimalna konstanta v ;,, jednaka

inEij me)l (yl = 1)
Yery W (i = —1)

i’jm = log

U svrhu vece robustnosti boosting stabala koriste se funkcije gubitka kao Sto su apso-
lutna greska ili Huberova greSka za regresiju, dok se za klasifikaciju umjesto eksponenci-
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jalne funkcije gubitka koristi devijacija

K
L(y, p(x) = = > 1(y = G log pi(»)
k=1

K K
== > 1 =G filx) +log [Z ef“x)].
k=1

=1

Nazalost ove robustne funkcije gubitka ne rezultiraju jednostavnim i brzim boosting algo-
ritmima.



Poglavlje 4

Kreditni skoring u bankarstvu

4.1 Uvod

Tvrdnje u ovom poglavlju temeljene su na [12] i [13]. Kreditni skoring je metodologija
koja pruza formalni i automatizirani pristup procjeni kreditnog rizika pojedinog zajmo-
trazitelja. Njegova svrha je olakSati obradu velikog broja zahtjeva za manje kredite. Kroz
kreditni skoring, zajmodavac dodjeljuje bodove kako bi dobio numericku vrijednost koja
ukazuje na vjerojatnost da zajmotraZzitelj doZivi odredeni dogadaj ili poduzme odredenu
radnju, poput kasSnjenja u otplati kredita. Ovaj proces omogucuje pojednostavljenje pos-
tupka kreditiranja, poboljSanje u€inkovitosti kreditnih sluZbenika te dosljedniju ocjenu kre-
ditnog rizika. Takoder smanjuje ljudsku pristranost u odlukama o kreditiranju, omogucéava
bankama da prilagode svoju kreditnu politiku prema klasifikaciji rizika te da odobravaju ili
prate zajmove niZeg rizika bez fizi€ke provjere na terenu. Kroz kreditni skoring, moguce
je 1 preciznije kvantificirati ocekivane gubitke za razliCite razine rizika zajmoprimaca te
smanjiti vrijeme koje se provodi u procesima naplate nenaplacenih potraZivanja.

Kreditni skoring je evoluirao tijekom vremena, a statisticke metode su bile 1 ostale
najvaznije u izgradnji kreditnih bodovnih kartica. Jedna od njihovih prednosti je moguénost
koriStenja znanja o svojstvima procjenitelja uzoraka te alate za pouzdane intervale i testi-
ranje hipoteza u kontekstu kreditnog skoringa. U pocetku su se koristile metode temeljene
na Fisherovim linearnim diskriminantnim funkcijama, ipak bile su previSe restriktivne i
time ne odrzive u praksi. Fisherov pristup se moze smatrati kao vrsta linearne regresije,
Sto je potaknulo istraZivanje drugih oblika regresije, poput logisti¢ke, s manje restriktivnim
pretpostavkama kako bi se osigurala njihova optimalnost, ali i dalje rezultirala linearnim
pravilima za skoring. Jo$ jedan pristup izracunu kreditnog skoringa je pomocu metoda
strojnog ucenja kao $to su klasifikacijska stabala. Ona ne daju teZinu svakom od atributa,
kao Sto daje linearna bodovna kartica, ve¢ dijele skup podnositelja zahtjeva u niz razlicitih
podskupova. Neovisno o metodi, rezultat se koristi za odlu¢ivanje hoce li novi podnositelj
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zahtjeva biti klasificiran kao zadovoljavaju¢i ili nezadovoljavajuéi.

Kreditni skoring se temelji na pragmatizmu i empirizmu, s osnovnim ciljem predvidanja
rizika umjesto objaSnjavanja. Snaga leZi u njegovoj solidnoj metodologiji i oslanjanju na
empirijski dobivene podatke. Sustavi skoringa se razvijaju na temelju proslog uspjeha
sliénih potroSaca, koriste¢i uzorke proslih korisnika koji su se prijavili za proizvod. Sve
karakteristike koje pomazu u predvidanju, poput stabilnosti, financijske stru¢nosti ili kapi-
tala potroSaca, mogu se koristiti u sustavu skoringa bez potrebe za opravdanjem. Medutim,
odredene karakteristike poput rase, religije i spola su zakonski zabranjene u kreditnim sus-
tavima skoringa radi sprjeCavanja diskriminacije. Druge karakteristike, iako nisu zakonski
zabranjene, mozda se ne koriste zbog kulturne neprihvatljivosti. Upotreba kreditnih agen-
cija za provjeru prijevara i pristup povijesti kreditiranja postala je standardna praksa. U
konacnici, kreditni skoring je pokazao znacajna poboljSanja u odnosu rizika i povrata za
razlicite kreditne proizvode, iako se rasprave o njegovoj primjeni u odredenim kontekstima
i dalje nastavljaju.

Rudarenje podataka (eng. data mining) podrazumijeva istraZivanje i analizu podataka
radi otkrivanja vaZznih uvida i veza. Organizacije, poput banaka, prepoznaju vaznost in-
formacija o svojim kupcima koje mogu prikupiti putem elektronickih kartica i opéenitog
elektronickog prijenosa sredstava. Analiza velikih koli¢ina podataka postaje moguca za-
hvaljujuci napretku racunalne snage. Stoga banke sve vise ulaZzu u razvoj baza podataka za
pohranu informacija o kupcima.

Definicija 4.1.1. Ako duznik ne podmiri obveze u vremenski ugovorenim rokovima, kaZemo
da je doslo do neizvrsenja novcanih obaveza (eng. default)

4.2 Linearna regresija u izradi kreditnog skoringa

Prema poglavlju 4 u [12], iskazujemo linearnu regresiju kao pristup kreditnom sko-
ringu. Ovaj pristup proizlazi iz linearne diskriminatne funkcije te se u njemu pokusava
naci najbolja linearna kombinacija karakteristika (atributa)

W()+W]X1 +wo X + ... +Wpo =w 'X*T,

gdje jew* = (wo,wl,wz, .. .,w,,), aX*= (I,XI,XQ, . ,Xp) Sto objasnjava vjerojatnost ne-
ispunjavanja obveza podnositelja. Ako je p; vjerojatnost da podnositelj zahtjeva iz uzorka
nije ispunio obveze, Zelimo pronaci w* koji najbolje aproksimira

Di = Wo + Xgwi + Xpwa + ...+ xipw,, Vi 4.1)

Pretpostavimo da je ng dio uzorka koji je dobar. Zbog lakSe notacije pretpostavljamo da su
to prvih ng u uzorku. Stoga slijedi p; = 1 zai=1,...,ng. Ostali, ng + 1,...,ng + ng gdje
je ng + ng = n, su losi te za njih vrijedi p; = 0.
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U linearnoj regresiji odabiremo koeficijent koji minimizira srednju kvadratnu pogresku
izmedu lijeve i desne strane jednadZzbe 4.1. Odnosno, minimiziramo slijedece

2 ng+ng )4 2
+ Z [ w,-xij) . (4.2)
j=0

ng+1

nG

p
Z (1 - Z WXij
j=0

i=1

Vektorski se 4.1 moZe zapisati kao

1 XG WwWo _ lG e T _ 1T
(1 XB)(W)_(O ili Yw' =b", 4.3)
gdje je
bt ) [ ) [ e e
- lB Xb s G — . . . 5 B — . . . )
Xngl " Xngp Xng+ngl " Xng+ngp

0
4.2, pronalaZenje koeficijenata linearne regresije odgovara minimizaciji

ab’ = ( lg ) gdje je 15 (1p) 1 X ng(1 X np) vektor u kojem su sve stavke jedinice. Kao u

T
(Yw" = b") (yw" - ") (4.4)
To je minimizirano kada je derivacija po w jednaka 0, to jest

' (YWT _ bT) —0e YTyw' =YTp7, (4.5)

I 1 1 n

T, T _ G _ G

= x5 )= e )

YTy = 1 1 1 Xg _ n ngmg + ngmp

X X3 1 Xz nGmGT + anBT XGTXG + XBTXB )

gdje su

Ako u svrhu obrazloZenja ozna¢imo procijenjeno ocekivanje kao stvarno ocekivanje, tada
dobijemo
XGTXG + XBTXB =nkE [XIXJ:I =nS + nGme(T; + anBmg, (4.6)

gdje je S uzoracka kovarijacijska matrica. Koristeci 4.6, mozemo prosiriti 4.5 do

nwo + (ngmg + ngmg)w! = ng

4.7)
(l’leGT + I’leBT) wo + (nS + nGmeGT + anBmBT) WT = I’leGT.
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Ako supstituiramo prvu jednakost iz 4.7 u drugu jednakost, dobijemo

((nGmg + ang) (nG — (ngmg + ngmp) WT) /n)

4.8)
+ (nGmeGT + anBmBT) w!l +nSw! = ngmg”
Iz Cega konacno slijedi
Swl = c(mg —mp)" . (4.9)
Jednakost 4.8 nam daje najbolji odabir w = (wl, W, Wp) za koeficijente linearne

regresije. U [12] se pokazuje da je dobiveni w isti kao u linearnoj diskriminantnoj funk-
ciji. Stoga, ovaj pristup pokazuje da moZemo dobiti koeficijente kreditne bodovne kartice
pomocu metode najmanjih kvadrata.

4.3 Strojno ucenje u izradi kreditnog skoringa

Jedan drugaciji statisticki pristup klasifikaciji 1 diskriminaciji je koncept klasifikacij-
skih stabala, takoder poznat kao algoritmi rekurzivnog particioniranja (eng. RPA). Idejaiza
ovog pristupa je podijeliti skup odgovora na aplikaciju u razliCite regije i odrediti ve¢insku
klasifikaciju, dobra ili loSa, unutar svake. Ovaj pristup je prvotno razvijen za opée pro-
bleme klasifikacije od strane Breimana i Friedmana 1973. godine, a njegova primjena u
ocjenjivanju kreditne sposobnosti brzo je slijedila. Slicne ideje su takoder prihvadene u
podru¢ju umjetne inteligencije, te je razvijen specijalizirani softver za implementaciju.

Postupak klasifikacijskog stabla ukljucuje nekoliko odluka. Prvo, pravilo podjele koje
odreduje kako podijeliti skup u dva podskupa. Drugo, pravilo zaustavljanja koje odreduje
kada podskup postaje zavrsni ¢vor, odnosno list, u stablu. Na kraju, dodjela zavrSnih
¢vorova u dobre 1 loSe kategorije temeljem vecinske klasifikacije ili razmatranjem mini-
mizacije troSkova. Za kontinuirane varijable, najbolja podjela se odreduje evaluacijom
razlicitih pragova, dok se za kategoricke varijable razmatraju sve moguce podjele. Razli¢ite
mjere mogu se koristiti za procjenu kvalitete podjele, kao $to su Kolmogorov-Smirnov sta-
tistika, indeksi necistoée (poput Gini indeksa i entropije) ili polusuma kvadrata. Ove mjere
pomazu identificirati optimalnu podjelu u klasifikacijskom stablu [12].

4.4 Prakticna primjena prediktivnih modela u izradi
kreditnog skoringa

Uvod

U clanku [14] se opisuje projekt realiziran za jednu veliku europsku banku. Pokazalo
se da je iskljucivo koristeci se podacima iz PSD2 moguce izvesti izuzetno snazan prediktor
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zaduZenja potroSaca, koji omogucuje donosenje profitabilnih odluka o odobravanju kre-
dita. Revidirana direktiva o platnim uslugama, ili skraceno PSD2 (eng. Payment Services
Directive), je direktiva Europske unije koja je stupila na snagu 2018. godine s ciljem promi-
canja transparentnosti, sigurnosti, inovacija i konkurencije u financijskom sektoru. Njom
se omogucuje korisnicima bankarskih usluga da koriste usluge trecih strana, za obavljanje
razlicitih aktivnosti temeljem njihovih financijskih podataka. Direktiva zahtijeva od banaka
da omoguce, pruzateljima usluga trecih strana, pristup raunima svojih korisnika, naravno
uz njihovu suglasnost. Kao rezultat, korisnici mogu imati koristi od pristupa novim i ino-
vativnim proizvodima te poboljSanih razina usluga. U [14] se pokazuje kako PSD2 podaci
imaju potencijal da transformiraju ocjenjivanje kreditne sposobnosti i donoSenje odluka o
kreditiranju u financijskom sektoru na nacin da, poboljSavajuéi procjenu rizika, omoguéuju
precizne odluke o kreditiranju 1 personalizirano iskustvo za korisnike. Takoder, istie se
prednosti kombiniranja PSD2 podataka i strojnog ucenja za dobivanje vrijednih uvida.

Podaci

Banke obi¢no koriste razumljive varijable, poput kreditne povijesti, kako bi procije-
nile rizik kreditiranja zajmotraZitelja. Kreditna povijest ukljucuje faktore poput prethodnih
kaSnjenja u placanju, broj puta i koli¢ina uzastopnih mjeseci kasnjenja. Iako neki modeli
mogu uzeti u obzir placu i odredene transakcije tekuceg racuna, ove varijable obi¢no nisu
glavni pokretaci modela zbog dodatnog napora potrebnog za njihovo izvlacenje.

Autori su imali pristup podacima jedne od vodecih banaka u srediSnjoj Europi. Na
raspolaganju su imali sve zahtjeve za potroSacke kredite u razdoblju od svibnja 2016. do
svibnja 2017. godine, Sest mjeseci transakcijske povijesti prije podnoSenja zahtjeva za
kredit, tzv. prozor promatranja, te jednogodiSnje razdoblje nakon podnoSenja zahtjeva
koje je koriSteno za utvrdivanje defaulta. U podacima je bilo viSe od 100 000 zahtjeva za
kredit, sa stopom neizvrSenja ve¢om od 7%, Sto znaci da su imali dovoljno opazanja za
provedbu detaljnih analiza i znacajne uzorke za validacijske svrhe. Ilustracija 4.1 pokazuje
distribuciju zahtjeva za kredit s obzirom na njihov ishod.

Ipak, autori su se suocili s nekoliko izazova u ucinkovitom koristenju ovih podataka.
Prvi izazov je bio stvaranje znacajki (eng. features) iz neprocesiranih podataka o transak-
cijama, bududi da se ti podaci znacajno razlikuju od tradicionalnih podataka koriStenih za
izraCun kreditnog skoringa. Tradicionalni modeli se oslanjaju na agregirane podatke, dok
PSD?2 podaci pruzaju pojedinacne detalje o transakcijama. Drugi izazov bio je suoCavanje
sa Sumom i nepravilnostima u podacima transakcija tekuéeg racuna, Sto otezava izdvaja-
nje specifiénih informacija poput place. Osim toga, izvuCene informacije iz transakcija
Cesto su visoko korelirane, Sto zahtijeva inovativne pristupe kako bi se odrzala stabilnost i
diskriminatorna mo¢ u modelima kreditnog skoringa.
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186,320
applications

138,292 26,238 21,790 policy

accepts score rejects rejects*

135,150 3,142 Bads
Goods

Slika 4.1: Tlustracija preuzeta iz [15].

Znacajke (Features)

Jedna od klju¢nih snaga pristupa bila je metodologija ekstrakcije informacija iz transak-
cijskih podataka za ulazak u modele strojnog ucenja. Kreirano je otprilike 3000 znacajki u
razli¢itim vremenskim razdobljima i vremenskim rasponima unutar prozora promatranja,
koji hvataju razlicite trendove i dogadaje. Na primjer,

e Jednostavne varijable kao minimalna, maksimalna, prosje¢na transakcija

e Agregirane varijable poput maksimalnog broja dana bez prihoda

Statisticke mjere kao medijan, prosjek, standardna devijacija transakcija odredene
vrste

SloZene varijable koje su generirane pomocu specijaliziranih paketa (npr. Fourierove
transformacije vremenskih nizova)

Takoder, neke znacajke su izraCunate pomocu prilagodenih sekundarnih algoritama. Pri-
mjerice, za procjenu place su razvili relativno jednostavno stablo odluke koje je aprok-
simiralo placu klijenta na temelju analize kreditnih transakcija tijekom vremena. Zatim,
su definirali novu znacajku zvanu stabilnost place koja predstavlja interpretaciju rezultata
algoritma za placu i daje razinu pouzdanosti procjene place. Kasnije je pokazano kako je
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stabilnost place bila vaznija od same place. Drugi primjer je pristup mjerenju pravilnosti u
potro$nji. Iznos i vrsta potro$nje svakako su bile vazne znacajke, ali trendovi i varijabilnost
potro$nje tijekom vremena pruZili su dodatne informacije koje su se pokazale kao snazan
prediktor kreditnog rizika.

Takve sloZene znacCajke unesene su u model nadziranog strojnog ucenja. U nastavku
navodimo nekolicinu najvaznijih znacajki za jedan od najbolje izvedenih modela:

o 6months_Current_balance_std_min - Najmanje mjesecno standardno odstupanje tre-
nutnog stanja u posljednjih 6 mjeseci prije prijave

e 6months_Current_balance_min_max - Najve¢i mjeseCni minimum trenutnog stanja u
posljednjih 6 mjeseci prije prijave

e 6months_I_mean_min - Najmanja mjesecna prosjecna odlazna uplata u posljednjih 6
mjeseci prije prijave

o 4week _size of transactions2week - Broj transakcija u 2 tjedna prije prijave

e 6months_avg_CTO_minus_DTO _ratio - Razlika izmedu zbroja svih dolaznih 1 odlaz-
nih transakcija po mjesecima (prosjek zadnja 3 mjeseca / prosjek 3 mjeseca prije)

Modeliranje kreditnog skoringa

Autori su proveli istrazivanje koriste¢i razliCite tehnike strojnog ucenja kako bi razvili
prediktivne modele za procjenu kreditnog rizika. Poceli su s jednostavnim modelima po-
put linearnog i logistickog regresijskog modela kako bi postavili referentnu toc¢ku, postizuéi
Gini indekse izmedu 55% i 59%. Na temelju zadovoljavajuéih rezultata tih jednostavnijih
modela, zakljucili su da stvorene varijable uspjeSno prikazuju ponaSanje klijenata. Takoder
su testirali duboko ucenje, poput neuronskih mreza i metode potpornih vektora, ali su utvr-
dili da su manje uéinkoviti zbog njihove osjetljivosti na korelaciju. Cak i nakon primjene
tehnika smanjenja dimenzionalnosti, neuronske mrezZe nisu nadmasile modele temeljene na
sluc¢ajnim Sumama. Kao konacni rezultat, ansambli su se pokazali kao najbolji prediktori
vjerojatnosti defaulta. Koriste¢i boosting ansamble, uspjeli su sustavno razmotriti kombi-
nirani utjecaj viSe znacajki, Sto je rezultiralo poboljSanom predvidljivos¢u u usporedbi s
tradicionalnim metodama ocjenjivanja kreditnog skoringa koje se oslanjaju na segmenta-
ciju portfelja.
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Na slici 4.2 vidimo usporedbu regresijskog modela s boosting modelom na testnom
skupu podataka.

Modeli regresije XGB model

Prihvacene

APLIKACIJE

Qdbijene

Dobri LosSi

Slika 4.2: Stvarni ishod je da Extreme Gradient Boosting model pokazuje znacajno bolje
rezultate: razlika u odlukama rezultira 39% manje loSih klijenata i gotovo 1% viSe pri-
hvaéenih dobrih klijenata.

Zakljucak

Regresija nije uspjeSna jer se u ovom slucaju dvije znacajke, koje se obi¢no povezuju
s dobrim klijentima, neovisno od ostalih varijabli pove¢avaju. XGB model mozZe umiriti”
tipicno dobre znacajke ovisno o drugima, $to rezultira tocnijim rezultatima.

ZakljuCujemo da bi banke, tj. tvrtke, trebale prihvatiti tehnologije poput strojnog ucenja
1 znanosti o podacima kako bi ostale konkurentne na ovom trzistu. Pokazano je da strojno
ucenje nadmasSuje tradicionalne tehnike regresije u pogledu prediktivnosti kredinog sko-
ringa. Preciznija procjena rizika, za korisnika rezultira povecanom moguénoscu dobivanja
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kredita 1 smanjenjem stope defaulta kredita, dok banke dobivaju veci udio trziSta, vece
stope konverzije zahtjeva za kreditom, krace vrijeme odobrenja i niZe troSkove obrade.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad proucava problematiku izracuna kreditnog skoringa pomocu pre-
diktivnih modela strojnog ucenja. U pocetku uvodimo osnovne koncepte vjerojatnosti i
statistike nuzne za daljnje razumijevanje rada. U nastavku rada upoznajemo prediktivne
modele, poput jednostavnih regresijskih modele i kompleksnijih modela strojnog ucenja.
Za kraj rada pokazujemo primjenu navedenih modela u bankarstvu, to¢nije pri izraCunu
kreditne sposobnosti klijenta, te navodimo primjer iz prakse u kojem se proucava predik-
tivna mo¢ transakcijskih podataka tekuceg racuna za izracun kreditnog rizika.



Summary

This thesis examines the issue of credit scoring calculation using predictive models in
machine learning. We begin by introducing the basic concepts of probability and statistics,
which are necessary for further understanding of the thesis. In the subsequent sections, we
explore predictive models such as simple regression models and more complex machine
learning models. Finally, we demonstrate the application of these models in the banking
sector, specifically in assessing a client’s creditworthiness. We also provide a practical
example where the predictive power of transactional data from a current account is studied
for credit risk calculation.
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