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Uvod

Statistika je znanstvena disciplina koja povezuje prikupljanje, registriranje i opisiva-
nje podataka te njihovu analizu 1 tumacenje kako bismo u konacnici mogli odgovoriti na
odredena pitanja vezana uz podrucje istrazivanja od nasSeg interesa. To ukljucuje odabir
metoda za prikupljanje podataka relevantnih za postojeca pitanja, izbor metoda za pri-
kaz i interpretaciju podataka te izbor metoda koje nam omogucéavaju donoSenje zakljucaka
koji su potkrijepljeni podacima. Podaci gotovo uvijek sadrZe nesigurnost. Nesigurnost
moze proizaci iz odabira karakteristike koja se mjeri, ali 1 iz varijabilnosti procesa mjere-
nja. Izvodenje opcih zakljucaka iz podataka osnova je za svako racionalno znanstveno is-
trazivanje. Statisticko zakljucivanje daje nam metode i alate kako bismo unato¢ prisutnosti
nesigurnosti podataka ipak mogli protumaciti informacije sadrZzane u podacima i ocijeniti
nova saznanja dobivena iz tih podataka. Metode koje se koriste za analizu ovise o nacinu
na koji su podaci prikupljeni. Od kljucne je vaznosti da postoji vjerojatnosni model koji
objasnjava komponentu nesigurnosti u podacima.

Postoje dva glavna pristupa statistickoj analizi: frekvencionisti¢ki i Bayesovski. Os-
novna razlika je u tumacenju vjerojatnosti. Frekvencionisticki, klasi¢ni pristup, vjero-
jatnost shvaéa kao limes relativnih frekvencija ponovljenog pokusa. Parametri, to jest
broj¢ane karakteristike populacije, su prema ovom pristupu fiksne, ali nepoznate kons-
tante, te se stoga o njihovoj vrijednosti ne mogu donositi vjerojatnosni iskazi. Umjesto
toga, uzorak se vadi iz populacije i raCuna se statistika uzorka. Distribucija vjerojatnosti
statistike odreduje se pomocu svih moguéih nasumic¢nih uzoraka iz populacije i naziva se
distribucija uzorkovanja (engl. sampling distribution) statistike. Parametar populacije Ce
biti parametar distribucije uzorkovanja, a izjava o vjerojatnosti, koja se moze donijeti o
statistici na temelju njezine distribucije uzorkovanja, pretvara se u izjavu o pouzdanosti
parametra.

Alternativni pristup statistickoj analizi je Bayesov pristup. Prema Bayesovskom pris-
tupu zakoni vjerojatnosti se primjenjuju izravno na problem, a vjerojatnost je subjektivna
1 ovisi 0 naSim prethodnim uvjerenjima. Frekvencija se interpretira kao stupanj vjero-
vanja ili stupanj uvjerenja koji se temelji na dostupnim informacijama o dogadaju. Za
razliku od frekvencionistickog pristupa, nepoznate parametre u statistickom modelu sma-
tramo slu¢ajnim varijablama. Subjektivna vjerovanja o nepoznatom parametru su sadrZzana
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u apriornoj distribuciji parametra. Nakon $to dobijemo podatke, svoja uvjerenja o parame-
trima revidiramo pomoc¢u Bayesovog teorema.

Bayesov teorem dobio je naziv prema engleskom matemati¢aru i teologu Thomasu
Bayesu (1702.-1761.) koji je prvi dokazao specijalni slucaj teorema u svome radu An
Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances. Rad je posthumno dao
objaviti njegov prijatelj Richard Price 1763. godine. Neovisno o Bayesu, francuski ma-
tematiCar i astronom Pierre-Simon Laplace 1774. godine dolazi do istog rezultata, ali u
opcenitijem obliku. Bayesove metode su u 19. stoljecu prihvatili Laplace i drugi znanstve-
nici, medutim te metode su pocetkom 20. stoljeca uglavnom pale u zaborav. Do sredine 20.
stoljeca interes za Bayesove metode je ponovno porastao i danas se Bayesovska statistika
nasiroko primjenjuje u raznim podrucjima kao Sto su ekonomija, biomedicina, sociologija
1 inZenjerstvo.

Cilj ovoga rada je opisati metode Bayesovskog zaklju€ivanja za linearnu regresiju. Li-
nearna regresija je statisticka metoda koja se koristi za modeliranje odnosa izmedu varija-
ble odaziva 1 jedne ili viSe eksplanatornih varijabli. Razvijena je u 19. stoljecu i smatra se
jednom od osnovnih 1 najkoriStenijih statistickih metoda za analizu podataka. Bayesovska
linearna regresija je statisticka metoda koja kombinira Bayesovske statisticke principe s
tradicionalnom linearnom regresijom u svrhu izvodenja zaklju¢aka o nepoznatim parame-
trima modela i predvidanja bududih vrijednosti odaziva za zadane vrijednosti eksplanator-
nih varijabli.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Za pocetak uvodimo klju¢ne definicije i rezultate iz teorije vjerojatnosti i matematicke
statistike koji su bitni za razumijevanje temeljnih koncepata iz Bayesovske statistike. De-
finicije, teoremi i ostali rezultati su preuzeti iz [2] 1 [[7].

1.1 Vjerojatnosni prostor

Pokus je svaka dobro definirana procedura. Rezultati pokusa nazivaju se ishodi ili ele-
mentarni dogadaji, a skup svih ishoda pokusa zove se prostor elementarnih dogadaja
(engl. sample space). Prostor elementarnih dogadaja tradicionalno se oznacava s €2, dok se
elementarni dogadaji oznacuju s w, sa ili bez indeksa.

Slucajni pokus je pokus koji ima viSe mogucih ishoda. Intuitivno, slu¢ajni pokus je
svaki pokus (proces, opaZanje, mjerenje) kojemu se ishod ne moze sa sigurnos¢u predvi-
djeti. Dogadaj (u Q) je podskup prostora elementarnih dogadaja Q. Dogadaje najcesce
oznacavamo velikim poCetnim slovima abecede, sa ili bez indeksa. Specijalno, € i prazan
skup 0 su dogadaji. Ako su A i B dogadaji, tada su i

AUB,ANB,A\B,A“=Q\A

dogadaji. Uz navedeno, prebrojive unije i prebrojivi presjeci dogadaja su takoder dogadayji.

Oznacimo s F familiju svih dogadaja. Vrijedi £ C P(Q), gdje P(2) oznaCava parti-
tivni skup od . Familija dogadaja mora biti zatvorena na komplementiranje, prebrojive
unije 1 presjeke te mora sadrzavati Q. U nastavku iznosimo formalnu definiciju familije
dogadaja.

Definicija 1.1.1. Neka je Q neprazan skup. Familija podskupova  od Q zove se o-algebra
ako vrijede sljedeca tri svojstva:

(i) Qe F;
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(ii) (zatvorenost na komplement) Ako je A € F, onda je i A € F;
(iii) (zatvorenost na prebrojive unije) Ako suA; € ¥, j€N, ondajeilJ;l, Aj € F.
Ureden par (Q2, ) zove se izmjeriv prostor.

U sljedecoj propoziciji ¢emo navesti osnovna svojstva o-algebra.

Propozicija 1.1.2. Neka je ¥ o-algebra na nepraznom skupu Q. Tada vrijedi:

(i) 0 € F;
(ii) (zatvorenost na prebrojive presjeke) Ako su Aj € ¥, j €N, onda je i (2, A; € F;
(iii) (zatvorenost na konacne unije) Za svaki n € N, ako su A, A,,...,A, € ¥, onda je i
U?:l Ajed.

Nakon Sto smo definirali familiju dogadaja 1 nabrojali neka osnovna svojstva takve
familije, spremni smo navesti definiciju vjerojatnosti.

Definicija 1.1.3. Neka je Q neprazan skup i ¥ o-algebra dogadaja. Vjerojatnost na iz-
mjerivom prostoru (Q, F) je funkcijaP : ¥ — [0, 1] koja zadovoljava sljedeca tri aksioma

(Al) (nenegativnost) Za sve A € F, P(A) > 0;
(A2) (normiranost) P(Q) = 1;

(A3) (o-aditivnost) Za svaki niz (A;) jen po parovima disjunktnih dogadaja A; € ¥
(AiNA;=0zai+ j)vrijedi

P( U ) = iP(AJ).
j=1

~

Uredena trojka (Q, F ,P) zove se vjerojatnosni prostor.

U iducoj propoziciji navodimo neka od svojstava vjerojatnosti koja slijede iz aksioma
(A1) — (A3).

Propozicija 1.1.4. Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor. Tada vrijedi.:
(i) P(@) =0;

(ii) (konacna aditivnost) Za svaki n € N i svaki konacan niz Ay, A,, ..., A, po parovima
disjunktnih dogadaja iz F vrijedi
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~

(iii) P(A°) = 1 — P(A);
(iv) P(A\ B) = P(A) — P(A N B);
(v) (monotonost) Ako su A,B € ¥ i A C B,onda je P(A) < P(B).

Za iskaz 1 razumijevanje Bayesovog teorema, koji je temelj za Bayesovsku statistiku,
vaznu ulogu ¢e imati pojam uvjetne vjerojatnosti.

Definicija 1.1.5. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor te B € ¥ dogadaj takav da je
P(B) > 0. Uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz dano B definira se formulom

P(A N B)

P(A | B) := =B

Uocimo da iz definicije uvjetne vjerojatnosti odmabh slijedi da je

P(A N B) =P(A | B)P(B).
Ako je 1 P(A) > 0, onda je dobro definirana uvjetna vjerojatnost P(B | A) te vrijedi
P(A | B)P(B) = P(AN B) =P(B | A)P(A). (1.1)

Za dogadaje A i B pozitivne vjerojatnosti moze vrijediti da dogadanje jednog ni na koji
nacin ne utjece na vjerojatnost drugog dogadaja, i obratno. To znaci da je P(A | B) = P(A),
odnosno P(B | A) = P(B). Svaka od tih jednakosti je ekvivalentna s P(A N B) = P(A)P(B)
te ¢emo u tom slucaju reci da su dogadaji A i B nezavisni.

Definicija 1.1.6. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Dogadaji A, B € F su nezavisni

ako vrijedi
P(A N B) = P(A)P(B).

1.2 Slucajne varijable

Definicija 1.2.1. Neka je (Q,F ,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R zove se
diskretna slucajna varijabla ako postoji prebrojiv skup D = {a;, a, ...} C R takav da je

(i) X(w) € D za sve w € Q;

(i) {X=a;} ={weQ: X(w)=a;} € F zasve jeN.
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Definicija 1.2.2. Neka je (QQ, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajna varijabla na (Q,F ,P)
Jje svaka funkcija X : Q — R takva da vrijedi

(X<x}={weQ:X(w)<xteF, zasvexeR.

Napomena 1.2.3. Neka je Q konacan ili prebrojiv te ¥ = P(Q). Tada je svaka funkcija
X : Q — R diskretna slucajana varijabla.

Definicija 1.2.4. Neka je X slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P).
Funkcija distribucije (ili funkcija raspodjele) od X je funkcija F : R — [0, 1] definirana sa

Fx)=P(X<x), xeR.

Teorem 1.2.5. Neka je X slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P)
te neka je F pripadna funkcija distribucije. Tada vrijedi

(i) F je neopadajuca;
(ii) F je neprekidna zdesna u svakoj tocki x € R;
(iii) F ima limes s lijeva u svakoj tocki x € R;
(iv) F(—o0) :=lim,,_o F(x) =01 F(o0) :=lim, F(x) = 1.

Definicija 1.2.6. Neka je X : Q — D = {ay,a,,...} C R diskretna slucajna varijabla
definirana na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P). Funkcija f : R — [0, co) definirana sa

f(x) =PX =x) =P({w € Q: X(w) = x})
zove se diskretna (vjerojatnosna) funkcija gustoce slucajne varijable X.

Napomena 1.2.7. Ako je f : R — [0, c0) funkcija gustoce neke diskretne slucajne varija-
ble, tada vrijedi sljedece:

(i) f(x)=0zasvex¢ D;

(”) Z)CGR f(.X) = Z)CGD f(X) =1

Teorem 1.2.8. Neka je X diskretna slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom pros-
toru (Q, F,P) te neka su F i f, redom, pripadne funkcije distribucije i gustoce. Tada vrijedi

F(X) = Zygx f(X)
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Definicija 1.2.9. Slucajna varijabla X : Q — R je apsolutno neprekidna ako postoji
f iR — [0, 00) takva da za sve x € R vrijedi

F(x)=P(X<x)= ff(t)dt.

Funkcija f zove se funkcija gustoce od X.

Napomena 1.2.10. Ako je f : R — [0, 00) funkcija gustoce neke neprekidne slucajne
varijable vrijedi sljedece:

(i) f(x)=0zasvex eR;

(i) [ fode =1,

Zajednicka razdioba slucajnih varijabli

Definicija 1.2.11. Neka su X i Y dvije slucajne varijable definirane na vjerojatnosnom
prostoru (Q, ¥, P). Uredeni par (X,Y) zove se dvodimenzionalni slucajni vektor.

Ako su Xj,..., X, sluCajne varijable definirane na vjerojatnosnom prostoru (2, ¥, P),
na analogan nacin definiramo n-dimenzionalni slucajni vektor (X, ..., X,).

Definicija 1.2.12. Neka je (X, Y) dvodimenzionalni diskretni slucajni vektor definiran na
vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P). Funkcija distribucije slucajnog vektora (X,Y) (ili za-
jednicka razdioba dviju slucajnih varijabli X i Y) je funkcija F : R?> — [0, 1] definirana
s

Fx,y) =P((X,Y) < (x,5)), (x,y) €R%

Definicija 1.2.13. Dvodimenzionalni slucajni vektor (X,Y) : Q — R? je neprekidan
slucajan vektor ako postoji funkcija f : R* — [0, o) takva da za sve (x,y) € R? vrijedi

x y
F(x,y) = P((X, Y)S(x,y))fof(u,V)dudv

Funkciju f zovemo gustocom (ili funkcijom gustoce) neprekidnog slucajnog vektora (X,Y)

Ako Zelimo naglasiti da je rijec o funkciji distribucije i funkciji gustoce slucajnog vek-
tora (X, Y), moZemo pisati Fyxy 1 fxy, redom.
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Napomena 1.2.14. Svojstva zajednicke gustoce neprekidnih varijabli iz prethodne defini-
cije su:

(i) f(x,y) 2 0zasve x,y;

(ii) [ [ fCx,y)dxdy = 1.

—00 —00

Ako je fx funkcija gustoce neprekidne slucajne varijable X i fy funkcije gustoce nepre-
kidne slucajne varijable Y, onda za x,y € R vrijedi

f frpdy = fi(®) i f FOny)dx = fr(y)

te
lim F(x,y) = Fx(x) 1 lim F(x,y) = Fy().
y—00 X—00

Funkcije fx i fy se zovu marginalne funkcije gustoée slucajnog vektora (X, Y), a funkcije
Fx 1 Fy marginalne raspodjele (distribucije) od (X, Y).

Definicija 1.2.15. Neka su X i Y neprekidne slucajne varijable definirane na vjerojatnos-
nom prostoru (Q, ¥, P), s funkcijama gustoce fx i fy . Nadalje, neka je f funkcija gustoce
od (X,Y). KaZemo da su X i Y nezavisne ako vrijedi f(x,y) = fx(x)fy(y) za sve x,y € R.

Definicija 1.2.16. Neka je (X, Y) dvodimenzionalni slucajni vektor definiran na vjerojat-
nosnom prostoru (Q, F,P), s funkcijom gustoce f te neka su fx i fy pripadne marginalne
gustoce. Uvjetna funkcija gustoce slucajne varijable X uz dano Y =y definira se s

fx,y)
R
Aoy TEE

Sxr(xly) :=

za sve y € R za koje je fy(y) > 0.

Uocimo, ako su X 1Y nezavisne, onda je fxy = fx. Zaista

fxy) _ Fx(X) fr(y)
fr») fr(»)

Sy (xly) = = fx(x),

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili nezavisnost.
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Matematicko ocekivanje
Definicija 1.2.17. Neka je X slucajna varijabla s gustocom f. Ako je ), . |X|f(x) < oo
kada je X diskretna slucajna varijabla, odnosno f |x|f(x)dx < oo kada je X neprekidna

—00

slucajna varijabla, tada kaZemo da X ima matematicko ocekivanje koje je definirano kao

E(X) := Z xf(x) (ako je X diskretna),

xeR

(o8]

E(X) := f xf(x)dx (ako je X neprekidna).

Svojstva matematickog ocekivanja su:
(i) EU1X) = AE(X), A€R;
(i) BE(X +Y) = E(X) + E(Y).

Varijanca i standardna devijacija

Definicija 1.2.18. Neka je X slucajna varijabla s ocekivanjem E [X]. Varijanca od X se
definira kao srednje kvadratno odstupanje X od E [X], to jest

Var(X) :=E [(X -E [X])2]

Standardna devijacija od X, u oznaci o(X), je drugi korijen varijance:

o(X) := \Var(X)
KoriStenjem linearnosti matematickog ocekivanja moze se pokazati da je
Var(X) = E[X?] - E[X]*.
Svojstva varijance jesu:
() Var(AX) = A*Var(X), A€R;
(i) Var(X + 1) = Var(X), AeR.

Definicija 1.2.19. Neka su X i Y dvije slucajne varijable takve da je E(X?) < oo i E(Y?) <
oo, Kovarijanca od X i Y definira se kao:

Cov(X,Y) = E[(X - EX)(Y - E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y).
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Primjer 1.2.20. Normalna slucajna varijabla X s parametrima u € R i 0* > 0, u oznaci
X ~ N(u, 0?), je neprekidna sluc¢ajna varijabla s funkcijom gustoée

_(X—H)2
e 22, x€R.

f(x) =

(o /8

MoZe se pokazati da vrijedi
EX)=u i Var(X)=o"
Sljedeci primjer je preuzet iz [3]].

Primjer 1.2.21. a) Za slucajan vektor (X, X») kaZemo da ima bivarijatnu normalnu raz-
diobu ako je (X, X») dvodimenzionalan slucajan vektor s funkcijom gustoce

1
fxn, Xolpn, pro, 071,02, 0) = .
2no0, N1 — p?

-exp{— 1 (Xl—/«ll)z_szl—,ulxz—/lz+(x2—,uz)2 }
20 -p) |\ o oo o ’

za x1,x; € R, gdje je oy,0, >0, te —1 < p < 1 definiran s

_E[(X) = u)(Xo — )]
p= gp1°-0)

i zovemo ga koeficijentom korelacije. Uocimo da je Cov(X;, X,) = po0,. Zapisimo
sada gustocu bivarijatne normalne slucajne varijable u matricnoj formi. Vektor opazZanja
sluc¢ajnih varijabli, pripadni vektor ocekivanja i kovarijacijska matrica su:

2
X = fclv ,Uz'ul, = % p0'120'2'
2 H2 PO 102 05

Inverz kovarijacijske matrice u bivarijatnom normalnom slucaju je dan s

1 1 o3 —po 10
oloi(l - p)? |-PO102 o7

Determinanta bivarijatne normalne kovarijacijske matrice je |X| = o’fo%(l - p)>.

Sada je zajednicka funkcija gustoce bivarijatne normalne slucajne varijable u ma-
tricnom obliku dana s

1 Tvy-1
X1, Xolu, X) = e 2 XTI (), 1.2
fxr, x|, X) p— (1.2)
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b) Dimenczije vektora opaZenih vrijednosti X i vektora ocekivanja p mogu biti k > 2. U tom
slu¢aju moZemo poopditi distribuciju iz podzadatka a) koja je zadana gusto¢om u (1.2).

Za slucajni vektor (X1, Xz, ..., Xy), k > 2 kaZemo da ima multivarijatnu normalnu raz-
diobu ako je (X1, X>, ..., Xy) k-dimenzionalan slucajan vektor s funkcijom gustoce

1 exin 5= (5
f(-xla-xz" .. ’xkll’ta Z) = e—z(X MR ﬂ)’

(2m)3[=)
gdje su parametri distribucije, vektor ocekivanja u i kovarijacijska matrica ¥, redom
dani s
2
Mi 0 --+ PO 10}
p=1:1 = :
M KOk01 ... (on ,%

1.3 Osnovni pojmovi matematicke statistike

Za kraj ovog poglavlja donosimo nekoliko osnovnih definicija iz podru¢ja matematicke
statistike. Definicije su preuzete iz [3]] 1 [4]].

Definicija 1.3.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor te X sluc¢ajna varijabla s funk-
cijom distribucije F. Slucajne varijable X, X>, ..., X, Cine slucajan uzorak duljine n iz
distribucije F ako su X,,X>, ..., X, nezavisne, jednako distribuirane slucajne varijable s
funkcijom distribucije F. Realizaciju slucajnog uzorka, odnosno opaZene vrijednosti x; od
X, i=1,2,...,n zovemo uzorkom.

Definicija 1.3.2. Neka je (Q, ) izmjeriv prostor i P neka familija vjerojatnosti na (Q, F).
Uredena trojka (Q, F ,P) naziva se statisticka struktura. Familija P Cesto je parametrizi-
rana konacnodimenzionalnim parametrom 6 i zapisuje se u obliku P = {P, : 6 € O}, pri
Femu je © podskup od R* (k > 1) koji zovemo parametarski prostor.

Neka je X : Q — R? neprekidna ili diskretna slu¢ajna veli¢ina (varijabla ili vektor) di-
menzije d (d > 1) definirana na parametriziranoj statisti¢koj strukturi (Q2, 7, #) s gustoom
fCl16) = fy : R? — [0, 00) u odnosu na vjerojatnost Py. Kako je navedeno u [3], P tada
moZemo poistovjetiti s mnozZinom gustoca

P ={£(10): 6 € O).

Neka je X;, X5, ..., X, sluCajan uzorak iz razdiobe F te neka je f pripadna funkcija
gustoée. Funkcijom f(x|0) = f(xy, x2, ..., X,|#) oznacavamo zajedni¢ku gustocu slucajnog
uzorka X, X5, ..., X, s parametrom 6 € O, gdje je ® parametarski prostor.
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Definicija 1.3.3. Statistika na statistickoj strukturi (Q, F,P) je svaka slucajna varijabla
(ili slucajni vektor za k > 2) T : Q — RF takva da za neki n € N postoji n-dimenzionalni
slucajni vektor (X,, X, ..., X,) na (Q, F,P) te izmjeriva funkcija t : R* — R* takva da je
T =tX,Xs,...,X,).

Definicija 1.3.4. Statistika T = (X1, Xa, ..., X,) dimenzije k (k > 1) je dovoljna za 6 ako
za svako y € R¥ za koje postoji uvjetna razdioba slucajnog uzorka (X, X, . . ., X,) uz uvjet
T =y, ta uvjetna razdioba ne ovisi o parametru 6.

Definicija 1.3.5. Neka je x = (x1, x2,...,X,), X € R" jedna realizacija slucajnog uzorka
(X1, Xz, ..., X,) sa zajednickom funkcijom gustoce f(x|0) te neka je 6 = (0y,...,6;) € ® C
R¥ nepoznati parametar. Funkcija vjerodostojnosti je funkcija L : ® — R definirana s

L) = | | rile), o<co.
i=1

Primjer 1.3.6. Odredimo funkciju vjerodostojnosti normalne slucajne varijable s parame-
trima p i 0. Neka je x,x,, .. ., X, opaZeni uzorak iz N(u, o). Tada je

n

L 1
L s 2 = i1Ms 2 = — —
(u, o) |i:1| f(xilu, o) Lll —0_2 2ﬂe

)2
- 1 o5 Ty (i)

202 = —( \/OTZ \/ﬂ)n



Poglavlje 2

Bayesov teorem

Bayesov teorem je matematicka formula koja se koristi u vjerojatnosti 1 statistici za
racunanje uvjetnih vjerojatnosti dogadaja. Ovaj teorem nam omogucava revidiranje vjero-
jatnosti nekog dogadaja nakon Sto smo dobili nove podatke ili saznanja o tome dogadaju.
Bayesov teorem ima Sirok spektar primjena u razli¢itim podruc¢jima, medutim, jedna od
najvaznijih je primjena u Bayesovskoj statistici.

U nastavku navodimo dvije verzije Bayesovog teorema: diskretnu i neprekidnu verziju.
Zatim ¢emo se upoznati s osnovnim idejama Bayesovskog zakljucivanja gdje ¢emo poka-
zati kako pomocu Bayesovog teorema aZuriramo prethodna uvjerenja ili znanja na temelju
novih informacija. Kao izvor za ovo poglavlje koriSteni su [3], [7], [8] i [9].

2.1 Diskretna verzija Bayesovog teorema

Neka je (Q,F,P) vjerojatnosni prostor i A,B € ¥ dogadaji takvi da je P(A) > 0.
Uvjetna vjerojatnost od B uz dano A definira se kao
P(A N B)
P(B|A) = ———. 2.1
(B|A) PA) 2.1)

Iz jednakosti A = (A N B) U (A N B°) i konacne aditivnosti slijedi
P(A) = P(AN B) + P(A N BY).
Uvrstimo dobiveni izraz u (2.1]) za P(A) i dobijemo sljedece:

P(A N B)

PBIA) = P(ANB) + P(AN B

Sada iskoristimo (I.1]) i imamo
P(A | B)P(B)
P(A | B)P(B) + P(A | BO)P(B°)

P(B|A) =

13
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Ovdje je vazno primijetiti da su skupovi B 1 B¢ disjunktni te da u uniji Cine cijeli skup
Q. Poop¢imo sada prethodnu formulu na proizvoljnu familiju disjunktnih dogadaja.

Definicija 2.1.1. Neka je (H;);c; konacna ili prebrojiva familija dogadaja iz F takva da je
P(H;))>0zasveiel, HHNH; =0zai# j, te Ui H; = Q. Familiju (H;),c; zovemo potpun
sustav dogadaja.

Propozicija 2.1.2. (Formula potpune vjerojatnosti) Neka je (H;);c; potpun sustav dogadaja.
Tada za svaki A € F vrijedi

P(A) = ) B(H)P(A | Hy).
i€l

Dokaz.

P(A) = P(AN Q) =P(AN (U2 H)) =P(Uie;(AN Hy))
= (0 — aditivnost) = Z P(ANH)Z Z P(H,)P(A | H).

iel iel

O

Teorem 2.1.3. (Bayesov teorem) Neka je (H;);c; potpun sustav dogadaja na vjerojatnosno
prostoru (Q, F,P). Tada za svaki A € F takav da je P(A) > 0 vrijedi

P(H)P(A | H;)
Yt P(H)P(A | Hy)

P(H; | A) =

Dokaz. KoriStenjem definicije uvjetne vjerojatnosti u prvoj jednakosti, (I.I) u drugoj i
formule potpune vjerojatnosti, dobivamo

P(H;NA) P(H)P(A|H,)
P(A) P(A)

_ P(H)PA| H))

Y P(H)P(A | Hy)'

P(H; | A) =

O

Originalne vjerojatnosti hipoteza P(H ) zovu se apriorne vjerojatnosti. To su vjerojat-
nosti koje pridruZujemo hipotezama u nedostatku drugih informacija. Nakon Sto prikupimo
dodatne informacije, apriorne vjerojatnosti modificiramo tako da uklju¢imo novu informa-
ciju. Dobivene vjerojatnosti P(H; | A) zovu se aposteriorne vjerojatnosti.
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Primjer 2.1.4. Medicinski dijagnosticki test za otkrivanje konkretne bolesti ima osjetljivost
Jjednaku 95%. To znaci da ako osoba ima tu bolest, vjerojatnost da ce test dati pozitivan
odgovor je 0.95. Specificnost testa je 0.90. To znaci da ako osoba nema tu bolest, vje-
rojatnost da Ce test dati negativan odgovor je 0.90, odnosno da je stopa lazno pozitivnih
rezultata testa 0.10. Poznato je da u populaciji 1% ljudi ima bolest. Koja je vjerojatnost
da testirana (slucajno odabrana) osoba ima tu bolest ako je rezultat testa pozitivan?

Neka je D dogadaj ”osoba ima bolest” i neka je T dogadaj “test daje pozitivan rezultat”.
Prema Bayesovoj formuli slijedi

B(DIT) = P(TID)P(D) _ P(T|D)P(D)
~ T)  P(T|D)P(D) + P(T|D)P(D°)
0.95-0.01 — 0.08756.

T 0.95-001+0.1-099

Dakle, iako je osoba bila pozitivna na bolest, vjerojatnost da ona zaista ima bolest je oko
8.756%. Razlog tome je sto smo uzeli u obzir visoke stope laZno pozitivnih rezultata uz
Cinjenicu da je bolest relativno rijetka.

2.2 Neprekidna verzija Bayesovog teorema

Propozicija 2.2.1. (Neprekidna verzija formule potpune vjerojatnosti) Neka su X i Y slucajne
varijable na vjerojatnosnom prostoru (Q, ,P) s funkcijama gustoce fx(x) i fy(y) te neka
Jje A proizvoljan Borelov skup. Vrijedi

P(X € A) = fR ( fA fX|y(XIy)dX)fy(y)dy-
Dokaz.

P(X€A)=P(X€A,Y€R) = f f Fry(x, y)dydx

A

R
:fffxy(x|y)fY(y)dde:f(ffxw(xbf)dx)fy(y)d)’-
A Jr R\ Ja

Teorem 2.2.2. (Neprekidna verzija Bayesovog teorema) Neka su X i Y slucajne varijable
takve da fy(y) > 0. Tada vrijedi

O

Srix(ylx) fx (x) _ Jrix(ylx) fx(x)
K [, Frxo1x) fx(x)dx

Txir(xly) =
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Dokaz. Prema definiciji uvjetne funkcije gustoe dobijemo da

fxy(x,y) = lex()’|X)fx(X)-

Sada slijedi
Sy Jrix(yl) fx(x)
Do) = =y T T A
Druga jednakost iz iskaza teorema slijedi direktno iz propozicije O

2.3 Bayesovsko zakljucivanje

U ovom odjeljku ¢emo pruziti temeljnu okosnicu za Bayesovsko statisticko zaklju€ivanje.
Pretpostavimo da nas zanimaju vrijednosti k (k > 1) nepoznatih parametara

0=(6,...,600,

gdje je 6 € ® C R, te da imamo neka apriorna uvjerenja o njihovim vrijednostima koja
mozemo izraziti pomocu funkcije gustoce g(6). Uz navedeno, pretpostavimo da smo dobili
neke podatke relevantne za vrijednosti nepoznatih parametara. ToCnije, pretpostavimo da
imamo n opazanja X = (x,...,X,). Podatke x = (xi,...,x,) moZemo shvatiti kao jednu
realizaciju slu¢ajnog vektora X = (X, ..., X,) koji ima distribuciju vjerojatnosti, pri cemu
potonja distribucija ovisi o k nepoznatih parametara 6. Dakle funkcija gustoce vektora
X (neprekidna ili diskretna), u oznaci f(x|6), ovisi o vektoru nepoznatih parametara 6 na
poznati nacin.

Napomena 2.3.1. Primijetimo da smo uveli neznatnu promjenu u notaciji. Koristimo f()
kako bismo oznacili distribuciju vjerojatnosti (uvjetnu ili bezuvjetnu) slucajnog vektora
X, dok g() koristimo kako bismo oznacili distribuciju vjerojatnosti (uvjetnu ili bezuvjetnu)
slucajnog vekora nepoznatih parametara 6. Ovime zapravo Zelimo naglasiti razliku izmedu
slucajnog vektora Cije vrijednosti opazamo i slucajnog vektora nepoznatih parametara o
kojima Zelimo izvesti zakljucke.

Zelimo prona¢i nadin na koji bismo izrazili svoja vierovanja o 6 uzimajuéi u obzir nasa
prijasnja uvjerenja o nepoznatim parametrima, ali i dobivene podatke. Naravno, mogucée
je da se necija prethodna uvjerenja o parametru 6 razlikuju od naSih, no vrlo Cesto se svi
mogu sloziti oko nacina na koji su podaci povezani s 6, to jest oko oblika funkcije f(x/6). U
tom slucaju postojat ¢e razlika u dobivenim aposteriornim uvjerenjima. Medutim, mozZe se
pokazati da, ako uspijemo prikupiti dovoljnu koli¢inu podataka, oba aposteriorna uvjerenja
¢e uglavnom postati vrlo bliska.
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Osnovni alat koji nam treba za revidiranje nasih uvjerenja na temelju dobivenih poda-
taka je Bayesov teorem. Prema teoremu vrijedi

g(0) f(x|60)
0 =
g0 x) I

(2.2)
pri ¢emu je
£ >, f(x|0)g(0), u diskretnom slucaju,
X) =
f f(x|0)g(6)dO, u neprekidnom slucaju.

Bayesov teorem Cesto piSemo u njegovom proporcionalnom obliku kao

8(0Ix) < g(0)f(x16), (2.3)

gdje je 1/ f(x) konstanta proporcionalnosti koja je u (2.2)) potrebna kako bi se aposteriorne
uvjetne vjerojatnosti zbrojile, odnosno integrirale do jedinice.

Uz dane podatke x, gustocu f(x|f) moZemo promatrati kao funkciju parametara 6, a ne
kao funkciju uzorka x. U tom slucaju funkciju f(x|6) nazivamo funkcijom vjerodostojnosti
parametara 6 za dani uzorak x i piSemo L(6) te tada umjesto (2.3)) mozemo pisati

8(0lx) o g(O)L(6).

S ovakvom interpretacijom funkcije f(x|f), ako g(6) definiramo kao apriornu funkciju
gustoée od 6 i g(f|x) kao aposteriornu funkciju gustoée za 6 uz dano x, o Bayesovom
teoremu mozemo razmisljati u pamtljivijem obliku kao

aposteriorna gustoca oc apriorna gustoca X vjerodostojnost.

Gornji odnos opisuje nacin prema kojem bismo trebali modificirati svoja uvjerenja uzi-
majuéi u obzir podatke koje imamo na raspolaganju. Clan g(6) predstavlja stupanj vijerova-
nja ili znanja o parametrima 6 prije nego Sto smo prikupili podatke. Funkcija vjerodostoj-
nosti L(6) nam omogucéava da izmijenimo apriorne pretpostavke o 6 na temelju dobivenih
podataka. Drugim rijeCima, vjerodostojnost predstavlja izmijenjena prethodna uvjerenja o
nepoznatim parametrima (opisana aposteriornom funkcijom gustoée) u svjetlu relevantnih
podataka koje smo prikupili. Na taj nacin dolazimo do aposteriornih uvjerenja, odnosno
mozZemo izracunati funkciju gustocu g(6|x) parametara 6 uz dani uzorak x.

Uocimo da zbog nacina na koji piSemo Bayesov teorem sa znakom proporcionalnosti,
rezultat se ne mijenja ako L(#) pomnoZimo s bilo kojom konstantom ili opcenito bilo ko-
jom funkcijom od x. Sukladno tome, vjerodostojnost moZemo poistovjetiti s bilo kojom
funkcijom koja je jednaka f(x|¢) do na multiplikativnu konstantu, a ne nuzno s funkcijom
koja je upravo f(x|6).
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Takoder, dodatna mogucnost ove metode je Sto se moZe primijeniti sekvencijalno. To
zna¢i da nam Bayesov teorem omogucava revidiranje informacije o 6 kako na$§ uzorak
raste. Dakle, ako imamo pocetni uzorak opaZzanja X, iz distribucije slucajne varijable X,
prema Bayesovoj formuli vrijedi

g(0Ix;) oc g(0)L(0),

gdje je L,(0) funkcija vjerodostojnosti parametara 6 za dani uzorak x;. Sada pretpostavimo
da imamo drugi skup opazanja x, iz iste distribucije slucajne varijable X, koji je nezavisan
o prvom uzorku x;. Tada

8(0Ix1,%z) o< g(O)Ly 2(0), (2.4)

pri ¢emu je L;»(0) funkcija vjerodostojnosti parametara 6 za dano x; i X,. Medutim, neza-
visnost podrazumijeva

J(x1,%210) = f(x110)f(x216)
iz Cega je oCito
Ly () oc Li(6)L(0).

Uvrstimo prethodni izraz u (2.4) i dobijemo slijedece:

80Xy, x;) o< g(O)L1(6)L,(6)
o g(01x1)L(6).

Dakle, moZemo pronaci aposteriornu funkciju gustoée za 6 uz dane podatke x; i x, treti-
rajuci aposteriornu gustou od 6 za dano x; kao apriornu funkciju gustoce za opazanje X;.
Gornja formula ¢e funkcionirati bez obzira na vremenski poredak u kojem se promatraju
X; 1 X,. Ova je Cinjenica jedna od ocitih prednosti Bayesovog pristupa.
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Model linearne regresije

Regresijska analiza je jedna od statistickih metoda koja se koristi za modeliranje odnosa
izmedu varijable odaziva (koja se naziva i zavisna varijabla) i jedne ili viSe eksplanatornih
varijabli (takoder poznatih kao nezavisne varijable ili prediktori). Neka je k broj eksplana-
tornih varijabli u modelu. Regresijska metoda pretpostavlja da moZemo uspostaviti funk-
cijsku vezu izmedu varijable odaziva Y i eksplanatornih varijabli x, . .., x;, odnosno

Y:f(xl,...,xk)

za neku funkciju f : R¥ — R. Medutim, uo¢imo da to nema previse smisla jer je Y u
pravilu slu€ajna varijabla. Stoga, pretpostavljamo vezu oblika

Y=f(x,....,x) + &

gdje je f : R* — R neka funkcija, a varijabla & je slucajna pogreska koja nastaje zbog
utjecaja ostalih faktora na varijablu Y. Primjerice, to mogu biti greske koje su se dogo-
dile prilikom mjerenja. Drugim rije¢ima, sluc¢ajna greska u modelu predstavlja odstupanje
varijable odaziva koje se ne moZe objasniti funkcijom eksplanatornih varijabli.

Zakljucci o odnosu izmedu varijable odaziva i eksplanatornih varijabli donose se na te-
melju uzorka dobivenog opazanjem ili mjerenjem neke pojave. Kao prvi korak regresijske
analize za odredivanje prikladnog oblika regresije koristimo dijagram rasipanja. Dijagram
rasipanja je jednostavan alat pomocu kojeg odluc¢ujemo o vrsti funkcije koja najbolje” opi-
suje nase podatke. Na slici[3.T|prikazana su dva primjera dijagrama rasipanja. Promatramo
odnos varijable odaziva 1 jedne eksplanatorne varijable. Na x-osi prikazane su vrijednosti
eksplanatorne varijable, a na y-osi vrijednosti varijable odaziva. Vidimo da se na temelju
rasporeda toCaka jasno moZze naslutiti o tipu funkcije koji opisuje odnos izmedu varijabli.
Rije€ je o linearnoj funkciji u primjeru a) i eksponencijalnoj funkciji u primjeru b).

Linearna regresija je specificna vrsta regresijske analize gdje pretpostavljamo da je
zakonitost koja povezuje varijablu odaziva 1 eksplanatorne varijable linearnog tipa. Dakle,

19
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Primjer a) Primjer b)

Slika 3.1: Dijagram rasipanja za dva razlicita slucaja

pretpostavljamo da je funkcija f : R* — R oblika

fxi, x0,000,x0) = Bo +Pixi + ...+ By,

gdje su By, b1, . . ., Br nepoznati parametri regresijskog modela. Rije€ “linearna” oznacava
da je model linearan u parametrima. Parametre je potrebno procijeniti tako da model naj-
bolje odgovara” nasim podacima, a procjenjuju se na temelju unaprijed definiranog krite-
rija. Najcesce koristeni kriterij je metoda najmanjih kvadrata. Medutim, postoje i drugi kri-
teriji koji ¢e rezultirati razli¢itim procjenama regresijskih parametara ¢ija Ce se statisticka
svojstva razlikovati od svojstava procjenitelja dobivenog metodom najmanjih kvadrata. U
nastavku ovog rada za izvodenje procjena regresijskih parametara koristit ¢e se metoda
najmanjih kvadrata.

U regresijskom modelu xi, x,, ..., x; su kontrolirane (neslucajne) varijable, a slucajna
varijabla Y je mjerena u ovisnosti o x = (xy, X, ..., X;). Linearna regresijska veza izmedu
varijable odaziva Y 1 skupa eksplanatornih varijabli xi, x, ..., x; utvrduje se na osnovu
uzorka veli¢ine n. Radi se o n opservacija ili mjerenja koja se mogu prikazati kao nizovi
uredenih (k+1)-torki realnih brojeva oblika

(x1i9x2i9"'9xki’yi)7 l: 1,2,...,”,

pri ¢emu su xy;, Xo;, . . . , X; vrijednosti eksplanatornih varijabli xi, x,, ..., x; respektivno za
i-tu opservaciju, a y; odgovarajuca vrijednost slucajne varijable Y;. Ako regresijski mo-
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del adekvatno odrazava odnos izmedu varijable odaziva i eksplanatornih varijabli, ovaj se
model moZe koristiti za predvidanje bududih vrijednosti varijable Y na temelju odabranog
skupa vrijednosti eksplanatornih varijabli.

Ovisno o broju eksplanatornih varijabli govorimo ili o jednostavnoj ili o viSestrukoj
linearnoj regresiji. Poglavlje ¢emo zapoceti s jednostavnom linearnom regresijom gdje se
u modelu koristi samo jedna eksplanatorna varijabla (k = 1) kako bi se opisalo ponasSanje
varijable odaziva. Nakon toga proudit ¢emo opcenitiji model, model viSestruke linearne
regresije, s jednom varijablom odaziva i viSe od jedne eksplanatorne varijable (k > 1). Kao
glavni izvori za ovo poglavlje koriSteni su [4], [S] 1 [6].

3.1 Jednostavna linearna regresija

Jednostavna linearna regresija je statisticka metoda koju koristimo za modeliranje od-
nosa jedne varijable odaziva i jedne eksplanatorne varijable. Neka je x eksplanatorna vari-
jabla te pretpostavimo da slucajna varijabla Y na linearan nacin ovisi o x.

Model jednostavne linearne regresije

Neka je (x1,y1), (x2,2), ..., (x,, y,) reprezentacija uzorka duljine » iz linearnog regre-
sijskog modela. Op¢i oblik modela jednostavne linearne regresije je dan s:

yi=Pot+tBixite, i=1,...,n, (3.1)
gdje su

y; = vrijednost varijable odaziva za opservaciju i,

x; = vrijednost eksplanatorne varijable za opservaciju i,
Bo, 1 = nepoznati parametri modela,

&; = vrijednost slucajne greske za opservaciju i.

Slucajne greske €;, i = 1,...,n sadrZze ¢imbenike koji utjecu na vrijednost varijable oda-
ziva, a nisu ukljuceni u model. GreSke nisu opservabilne 1 njihovim ukljuc¢ivanjem u model
(3.1) dobili smo vjerojatnosni model za podatke. Parametar 8, nazivamo odsjec¢ak na osi
ordinata (slobodni koeficijent), a parametar 3, je koeficijent nagiba koji predstavlja utjecaj
varijable x; na promjenu u varijabli Y; ako se x; poveca za jednu jedinicu.
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Metoda najmanjih kvadrata

Model jednostavne linearne regresije je dan s (3.1) uz pretpostavku da su odsjecak na
y-osi i koeficijent smjera nepoznati parametri. Sljedeci korak je pronaci “dobre” procjene
za B 1 B, tako da model najbolje opisuje podatke iz uzorka.

Postoji nekoliko kriterija za odredivanje procjenitelja nepoznatih parametara Sy 1 ;.
Najcesce koriSten kriterij je metoda najmanjih kvadrata (engl. least square estimation)
prema kojoj se procjene parametara odreduju minimiziranjem sume kvadrata udaljenosti
izmedu opazenih podataka i teoretskih vrijednosti.

Dakle, procjene f3, i 3, regresijskih parametara odredujemo minimiziranjem funkcije
SSE (engl. sum of squared errors):

SSE = SSEQ@o.f1) = ) yi— Bo +Bix)l’. (32)

i=1

Definiramo reziduale kao

€; ::yi—ji,':y,-—(ﬁohélx,-), i=1...,n.

Zbog gornje definicije se ponekad u literaturi funkcija SSE oznacava i kao RSS (engl.
residual sum of squares).

Znamo da su u tocki u kojoj funkcija (3.2)) postize minimum njene parcijalne derivacije
obzirom na 3, i 5; jednake nuli. Problem svodimo na rjeSavanje sustava jednadzbi:

OSSE . .
~ B =0 3.3
s (Bo,51) (3.3)

OSSE . .

(Bo.B1) = 0. (3.4)

7
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Za pocetak uvodimo oznake koje ¢emo koristiti u nastavku.

_ I
X:Z X
i=1
_ 1Y
y_ﬁzyi

szzau,-azzzaxﬂ—nﬁ
i=1 i=1

Sy = i(yi -y’ = iyiz -
i=1 i=1

n

Sy = Z(Xi - 00—y = Z X;yi — nxy
i=1 i=1
Raspisimo prvo lijevu stranu u (3.3):

ISSE
P

wo,ﬁo-zz[y, (Bo +Prxn] - (1)

1z toga slijedi:

odnosno
y—Bo—pix =0. (3.5)
Pogledajmo sada lijevu stranu jednadzbe (3.4). Vrijedi:

OSSE o
P

Uvrstimo prethodno dobiven izraz natrag u (3.3)) i dobijemo

——(Bo. 1) = Z 2Ly = (Bo + Brx)] - (—x)).

n n n
. _—
Z XiYi = Zﬁoxi - Z'lei =0
i=1 i=1 i=1
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Iz (3.5]) izrazimo S i uvrstimo u gornju jednadzbu. Nakon sredivanja i uz oznake koje smo
uveli, dobijemo izraz za procjenu koeficijenta smjera regresijskog pravca:

. S,

Br=g—. (3.6)

Jos preostaje uvrstiti 4; u (3.5) kako bismo dobili procjenu za odje¢ak na y-osi. Vrijedi:
Po=3-Pr%. (3.7)

Zakljucno, jednadZzba pravca prilagodenog metodom najmanjih kvadrata, odnosno jed-
nadzba procjene regresijskog pravca zadana je s

$ = Po +pix, (3.8)

gdje za procjene parametara regresije vrijedi i (3.7).

Primjer 3.1.1. Izmjereni su broj otkucaja srca (x) i unos kisika (y) za jednu osobu pod
razlicitim uvjetima viezbanja. Zeli se utvrditi moZe li se broj otkucaja srca, koji je lakse
izmjeriv, koristiti za predvidanje unosa kisika. Ako je to tako, procijenjeni se unos kisika
na temelju izmjerenog otkucaja srca tada moZe koristiti umjesto izmjerenog unosa kisika
za kasnija ispitivanja na pojedincu. Podaci su dani tablicom:

x (min) ‘ 94 96 94 95 104 106 108 113 115 121 131
y(l/min)‘0.47 0.75 083 098 1.18 129 140 1.60 1.75 190 223

Procijenimo parametre pravca prilagodenog metodom najmanjih kvadrata i nacrtajmo di-
jagram rasipanja s podacima zajedno s regresijskim pravcem. Iz x = 107, y = 1.30727

l
n

S, = inz _ nx® = 1486

i=1

Sw= Y ¥ —ny* = 285602
i=1
S.= ) Xiyi - niy = 6338
i=1
prema (3.6) i (3.7) dobijemo procjene parametara linearne regresije.

A Sy A A
B = S Y =0.042651, Py =7 —B1% = —3.256428.

XX

Jednadzba regresijskog pravca dana je s § = By + f1x = —3.256428 + 0.042651 x.
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unos Kisika

| | | |
100 110 120 130

otkucaji srca

Slika 3.2: Dijagram rasipanja i regresijski pravac

Alternativni oblik pravca prilagodenog metodom najmanjih kvadrata

Uz koeficijent smjera, bilo koja to¢ka na pravcu koja nije odsjeak na y-osi, takoder
odreduje pravac. Ozna¢imo s f3; vrijednost od (3.8) ukoliko uzmemo x = %, to jest

Be=fo+fix 25 (3.9)

Dakle, pravac prilagoden metodom najmanjih kvadrata prolazi tockom (%, y) te zbog toga
mozemo izvesti drugi oblik jednadZbe spomenutog pravca koji ¢e nam biti osobito koristan.
Alternativan oblik jednadzbe (3.8)) glasi:

$ =B +fi(x— %) =y +pFi(x - X). (3.10)

Pretpostavke modela jednostavne linearne regresije

Za donosSenje zakljuaka o nepoznatim parametrima modela jednostavne linearne regre-
sije moramo postaviti neke pretpostavke o vjerojatnosnoj distribuciji slucajnih greSaka u
modelu. Pretpostavke na slucajne greske su sljedece:

1. Elg]l=0,i=1,...,n;
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2. Var[g]] =02, i=1,...,n;

3. Cov(g;,gj) =0, zasvei # j;

4. &1,..., &, sunormalno distribuirane (piSemo: &; ~ N(0, o), i=1,...,n).
KoriStenjem alternativne parametrizacije dobivamo

yi=PBo+pix+eg =Px+pi(xi—X) +¢g,

gdje je B; srednja vrijednost od y uz dano x = X, dok je ; koeficijent smjera. Svaki g; je
normalno distribuiran s ofekivanjem 0 i poznatom varijancom o2. Nadalje, greske &; su
medusobno nezavisne jedna od druge. Uz ove pretpostavke vrijedi

E[Y|x = x;] = Bo + B1xi = Bz + Bi(x; — X).
Tada varijabla odaziva Y uvjetno na x = x; ima normalnu distribuciju
Y ~ N(Bs + Bi(x; = %), 07), (3.11)

te su Y; uz dano x = x; medusobno nezavisne jedna od druge za i = 1, ..., n.

Procjena varijance

Nepristrana procjena varijance slucajnih greSaka oko pravca prilagodenog metodom
najmanjih kvadrata je dana s

n (P 5 =012 n 52
G52 = Zi:l [yi (,anj'zﬁl(xl X))l _ leln[}iz)h] ’ (3.12)

Sto je zapravo jednako sumi kvadrata reziduala podijeljenoj s brojem stupnjeva slobode.
Kako u izrazu (3.12)) za nepristrani procjenitelj varijance koristimo dvije procjene za para-
metre, 3, i 81, broj stupnjeva slobode je n — 2.

Primjer 3.1.2. (nastavak na Primjer 2.1.1) Odredimo procjenu varijance oko pravca
prilagodenog metodom najmanjeg kvadrata za podatke o broju otkucaja srca i unosu ki-
sika.

&2 = it i = 30 _ 0.153
n—2 9
Procjena standardne devijacije jednaka je

=0.01697

& = V&2 = 0.13029.
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Transformacija modela

Osim linearnih modela, postoje i nelinearni regresijski modeli koji nisu linearni u pa-
rametrima. Medutim, ponekad je mogucée nelinearne modele transformirati tako da veza
izmedu transformiranih varijabli bude linearna. Ako smo nakon transformacije dobili li-
nearnu vezu izmedu parametara, mozemo koristiti model linearne regresije. U suprotnom,
model je nelinearan.

Promotrimo u ovu svrhu eksponencijalni model koji je dan s:

u =P (3.13)
gdje su By i B parametri modela. Logaritmiramo jednadzbu (3.13)) i dobijemo:

y = Po +pBix, (3.14)

pri ¢emu je y = Inu. Primijetimo da smo dobili model koji je linearan u parametrima i
sada moZemo procijeniti parametre metodom najmanjih kvadrata koriste¢i y kao varijablu
odaziva. Prilagodeni eksponencijalni model je oblika:

u = ePrhx, (3.15)

gdje su 3y i 31 dobivene procjene izralunate iz logaritmiranih podataka.

3.2 ViSestruka linearna regresija

U proSlom potpoglavlju obradili smo temu linearne regresije s jednom eksplanatornom
varijablom. Medutim, u praksi se Cesto Zeli utvrditi postoji li linearan odnos izmedu vari-
jable odaziva i viSe od jedne eksplanatorne varijable. U tom slucaju koristit ¢emo model
viSestruke linearne regresije.

Model viSestruke linearne regresije

Neka je Y varijabla odaziva, a xi, x, . . ., x; eksplanatorne varijable, pri ¢emu je k > 2.
Pretpostavljamo da je veza izmedu Y i (xy, X, ..., x;) linearna. Nadalje, pretpostavimo da
se i-ti podatak iz uzorka, od ukupno n opaZzanja ili mjerenja neslucajnih varijabli, moZe pri-
kazati kao niz numerickih varijabli (x;1, xi2, . .., Xir, i), i = 1,...,n. Opéi model viSestruke
linearne regresije je:

Yi=pPo+Pixu +Poxp+ ...+ Bxp+eE, i=1,2,...,n, (3.16)

gdje su:
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y; = vrijednost varijable odaziva za opservaciju i,

Xi1, X5 - - - » Xix. = vrijednosti eksplanatornih varijabli za opservaciju i,
Bo,Pi, - - -, Br = nepoznati parametri modela,

&; = vrijednost slucajne greske za opservaciju i.

Linearna funkcija u (3.16) odreduje hiperravninu u (k+1)-dimenzionalnom prostoru. U
toj jednadzbi parametar 8;, za i = 1,...,k, predstavlja promjenu u varijabli y; kada se x;
poveca za jednu jedinicu, a ostale vrijednosti eksplanatornih varijabli ostaju nepromije-
njene. KaZzemo da je B; parametar nagiba u smjeru x;, za i = 1,...,k. Parametar 3, je
konstantni dio varijable odaziva kada su sve vrijednosti eksplanatornih varijabli jednake
nuli i nazivamo ga parametrom presjeka.

Zapisimo (3.16) u matri¢nom obliku kao:

i I xn xi2 ... xiel|Bo £
y I xp1 x ... xxul|B &
2 Bl N+ (3.17)
Yn 1 Xnl X2 - Xpk k En
ili jednostavnije :
y=XB+e¢, (3.18)

pri ¢emu su:

y = vektor stupac s n vrijednosti varijable odaziva,

X =matrica tipa n X (k + 1) Ciji prvi stupac sadrzi jedinice, a ostali stupci vrijednosti
eksplanatornih varijabli x, x;, ..., x,

B = vektor stupac s k + 1 nepoznatih parametara,

& = vektor stupac s n greSaka.

Matri¢na forma visestrukog linearnog modela nam omogucava prakti¢nije i ucinkovitije
donoSenje zakljucaka o svojstvima regresijskog modela.

Procjenitelji parametara modela

Procjenu vektora nepoznatih parametara, u oznaci b;s = (8o, 51, . .., 5", odredujemo
metodom najmanjih kvadrata. Definiramo vektor reziduala:

é:y—XbLs.
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Dakle, trazimo b koji minimizira sumu rezidualnih odstupanja:

min[£7&] = min[(y — Xb.5)" (y — Xb.s)] = min[S S E(b.s)]. (3.19)
bys bys bzs

Bududi da su u tocki u kojoj funkcija dostize minimum njene parcijalne derivacije jednake
nuli, zahtjev (3.19) se svodi na rjeSavanje sustava jednadzbi:

[(y — Xbzs)" (y — Xbys)] = 0,

obs

ili ekvivalentno

[(y"y - 2y" Xbss + bl X" Xb;5)] = 0.
by

Uzimanjem parcijalne derivacije u odnosu na svaku komponentu vektora 5 dobivamo sljedec¢u
normalnu jednadzbu modela viSestruke linearne regresije:

X"Xb,s = Xy.
Uz pretpostavku da je X matrica punog ranga (r(X) = k + 1), X’ X je invertibilna matrica i
vrijedi
bis = (X" X)Xy, (3.20)

Sto daje procjenu za .

Pretpostavke modela visestruke linearne regresije

Pretpostavke za model viSestruke linearne regresije su jednake pretpostavkama u slucaju
jednostavne linearne regresije uz jedan dodatan uvjet. Dakle, pretpostavke na greske su:

1. Elg]=0,i=1,...,n;

2. Var[g;]] =02, i=1,...,n;
3. Cov(gj,gj) =0, zasvei # j
4. & ~N(,0%),i=1,...,n.

Dodatna pretpostavka na model koju smo iz numerickih razloga uveli u proslom potpo-
glavlju je:

5. X je matrica punog ranga, to jest vrijedi 7(X) = k + 1, §to povlaci da je X’ X inverti-
bilna matrica.
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Pretpostavke (1.) - (4.) moZemo ekvivalentno zapisati na sljedeci nacin:

e~ N(O, 0'21,,),

gdje je I, jedini¢na matrica tipa n X n.
Uz ove pretpostavke za distribuciju sluc¢ajnog vektora Y vrijedi:

Y ~ N(XB, 0°1,), (3.21)

odnosno odaziv Y se generira iz multivarijatne normalne distribucije s ocekivanjem koje
je jednako umnosku vektora parametara i matrice eksplanatornih varijabli, a varijanca je
predstavljena kao kvadrat standardne devijacije pomnoZene matricom identiteta /,,.

Pretpostavljamo da opaZeni podaci dolaze iz postavljenog linearnog regresijskog mo-
dela. Bududi da je vektor b, s dobiven metodom najmanjih kvadrata zapravo linearna funk-
cija vektora opaZenih vrijednosti za varijablu odaziva, pod pretpostavkama modela njegova
kovarijacijska matrica je

Vis = XTX) ' XT (o2 1)X(XTX)™!

> (XTx)™.

Procjena varijance

Vrijednost o2 je esto nepoznata te ju je potrebno procijeniti. Uz pretpostavke modela,
nepristrani procjenitelj varijance dan je s

a2 SSE (y — Xbrs) (y — Xbys)

T T h—k+ D) n—(k+1) ' (3.22)

Primjer 3.2.1. EI U istraZivanju ucinaka dva razlicita reZima vjeZbanja na unos kisika,
provedeno je ispitivanje na dvanaest zdravih muskaraca koji nisu redovito vjezbali. Na-
sumicnim odabirom Sest muskaraca rasporedeno je u program tr¢anja po ravnom terenu,
a preostalim Sest dodijeljen je program aerobika. Svaki od programa traje dvanaest tje-
dana. Mjeren je maksimalni unos kisika svakog ispitanika (u litrama po minuti) tijekom
tréanja na kosoj traci za trc¢anje, prije i nakon dvanaestotjednog programa. Ocekuje se da
Ce promjena u maksimalnom unosu kisika kod ispitanika ovisiti o tome kojem su programu
dodijeljeni, ali i o njihovoj dobi. Podaci su dani u tablici ispod.

x1(dob) 23 22 22 25 27 20 31 23 27 28 22 24
xo(program) | 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
y (L/min) 0.87 1074 3.27 197 750 7.25 17.05 496 1040 11.05 026 251

'Primjer je preuzet iz [1].
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Eksplanatorna varijabla x, oznacava u kojem je od dvaju programa ispitanik sudjelovao.
Ako je x, = 0, rijec je o programu tr¢anja po ravnom terenu, a x, = 1 naznacuje da se radi
o programu aerobika.

o |
™l
g
w0 |
E -
5 o |
(] -
% .
x 0 *  fréanje
E aerobik
0 o0 - .
LA ] L
[ L
e
5 o |°
O \T — .
| | | | T |
20 22 24 26 28 30

dob

Slika 3.3: Podaci o dobi ispitanika i promjeni u maksimalnom unosu kisika

Kako bismo opisali ovisnost maksimalnog unosa kisika o dobi ispitanika i tipu pro-
grama, odabrali smo linearni model oblika:

Yi = Bo + Bixit + Boxio + Baxiz,
gdje su
Xi1 = dob ispitanika i,
Xp = 0 ako je subjekt i u programu tréanja, 1 ako je na aerobiku,

X3 = Xj1 X Xp2.
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Pronadimo procjenitelje parametara By, 51,5, i B3 metodom najmanjih kvadrata. Nakon
sto konstruiramo matricu tipa 12 X 4 Ciji su prvi stupac jedinice, a ostali stupci vektori
X1, X i x3, kao Sto smo to napravili u (3.17), moZemo izracunati matrice X' X i X'y:

12 294 6 155 29.63
204 7314 155 4063 978.81

T _ T., —

XX=16 155 6 155 XY= 4623
155 4063 155 4063 1298.79

Prema (3.20), za odredivanje procjena parametara jos je potrebno invertirati matricu X' X
i rezultat pomnoZziti matricom X'y. Dobijemo:

bis = Bo, f1. 5o, B5)7 = (=51.29,2.09, 13.11,-0.32)".
Dakle, procijenjeni regresijski model glasi:
y=-51.29 +2.09x; + 13.11x; — 0.32x3.

Uz n = 12 i k = 3, nepristrani procjenitelj varijance moZe se dobiti koristenjem izraza

B.22):
., SSE 6833981

- - = 8.54.
n—(k+1) 8




Poglavlje 4

Bayesovsko zakljucivanje za linearnu
regresiju

Bayesovsko zakljucivanje za linearnu regresiju je statisticki pristup koji kombinira re-
gresijsku analizu s principima Bayesovskog zakljuCivanja. U ovom pristupu pretpostav-
ljamo da su parametri modela linearne regresije slucajne varijable s apriornim distribu-
cijama vjerojatnosti. Zatim koristimo Bayesov teorem za korigiranje nasih uvjerenja o
parametrima modela uzimajuci u obzir promatrane podatke Sto rezultira aposteriornim dis-
tribucijama vjerojatnosti. Nakon $to imamo aposteriornu distribuciju, moZemo je koristiti
za izvodenje zakljuaka o parametrima modela, kao na primjer za odredivanje intervala
vjerodostojnosti za koeficijent smjera. Takoder moZemo je koristiti za predvidanje varija-
ble odaziva za nove vrijednosti eksplanatornih varijabli.

Postoji nekoliko prednosti Bayesovskog zakljuCivanja za linearnu regresiju u odnosu
na tradicionalne frekvencionisticke metode, kao Sto je sposobnost uklju¢ivanja prethodnih
informacija ili uvjerenja o parametrima modela te moguénost raCunanja aposteriornih vje-
rojatnosti hipoteza. Medutim, treba napomenuti da ovakav pristup Cesto zahtijeva sloZenije
izraCune, posebno za vece skupove podataka. Poglavlje ¢emo zapoceti s primjenom Baye-
sovske statistike na jednostavne modele linearne regresije, a zatim ¢emo generalizirati re-
zultate na modele viSestruke linearne regresije. Kao izvor koriSteni su [S] 1 [&]].

4.1 Bayesovsko zakljucivanje za jednostavnu linearnu
regresiju
U ovom odjeljku bavimo se Bayesovskim zakljucivanjem za jednostavnu linearnu re-

gresiju. U klasi¢noj linearnoj regresiji razmatrali smo frekvencionisticki pristup procjene
nepoznatih parametara modela. Sada ¢emo pokazati kako koristiti Bayesov teorem, od-

33
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nosno Bayesovsko zaklju€ivanje za revidiranje prethodnih uvjerenja o parametrima modela
na temelju promatranih podataka.

Ponovno ¢emo razmotriti normalan model jednostavne linearne regresije, to jest pret-
postavljamo da su slucajne greSke u modelu nezavisne i jednako distribuirane s raspodje-
lom N(0,0?). Pokazali smo da uz pretpostavke na model jednostavne linearne regresije
varijabla odaziva Y uvjetno na x = x; dolazi iz normalne razdiobe s nepoznatim para-
metrom o&ekivanja B; + B;(x; — X) i parametrom varijance o>. Stoga je funkcija gustoce
slucajne varijable Y dana s

1 1 12
2 — L =Bz +B1 (xi—
FO 1 Bo iy 02) = ——e VBT
2no?

Bayesov teorem moZemo iskazati na sljedeci naCin:
aposteriorna gustoca « apriorna gustoca X funkcija vjerodostojnosti.

Dakle, za pocetak moramo odrediti funkciju vjerodostojnosti i odabrati prikladnu apriornu
distribuciju za ovaj model. Primijetimo da nam ova formula ne daje egzaktnu aposteriornu
gustocu, ve¢ samo dobivamo uvid u njen oblik.

Funkcija vjerodostojnosti parametara modela

Neka je (x1,y1), (x2,¥2), - .., (xn, y,) reprezentacija uzorka duljine » iz linearnog regre-
sijskog modela. Funkcija vjerodostojnosti i-te opservacije iz uzorka modela jednaka je nje-
zinoj funkciji gustoce, ali izraZena kao funkcija triju parametara 3, Bz i o2 (ili kao funkcija
dvaju parametara 3, i 8; ako nam je varijanca poznata), gdje su varijable x; i y; fiksirane
na opazenim vrijednostima. Prvo ¢emo odrediti funkciju vjerodostojnosti u slucaju kada
nam je varijanca modela nepoznata. Vjerodostojnost za i-tu opservaciju varijable odaziva
je oblika

| N S O
Li(ﬁfcaﬁlao-z) = f(yl | Xi,ﬁx,ﬁ],o-z) o \/—_Ze 20‘2[}1 Bt (xi=)] , 1= 1, NN (D
g

buduéi da moZemo zanemariti konstantu \% koja ne sadrzi parametre.
T

OpaZzanja xi, ..., x, su medusobno nezavisna pa je vjerodostojnost cijelog uzorka jed-
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naka produktu individualnih vjerodostojnosti.

LBs 1.0 = | | £ | % Bs. B, o)
i=1

o1
o 1_[ R T
i-1 Vo?
o ( 0_2)—% o~ 22 ZiaDim BB (= BN
577 Ziy i3 +5=BetB1 (= D)1

_n
< (07) te

Promotrimo izraz koji se nalazi unutar sume u eksponentu. Nakon grupiranja, rastavimo
taj izraz na tri sume te tako dobijemo

D=2 0= DG - Bs +Fixi— D)) + Y G = (Bs +Si(xi — D))
i=1 i=1 i=1
ili jednostavnije zapisano kao:

Syy - Zﬁley +ﬁlexx + n(ﬂ)’c - .)_})2
Sada za funkciju vjerodostojnosti vrijedi
L(ﬁ)‘c’ﬁla 0_2) o (0_2)_%e_za_%[syy_zﬁlsxy"'ﬁlZS,xx+n(,B}_}_’)2]. (41)

Ako nam je parametar varijance poznat, vrijednost 0% je konstanta i viSe se ne smatra jed-
nim od parametara u ovom modelu. Analognim ra¢unom kao za slu¢aj nepoznate varijance
dolazimo do iduéeg izraza za funkciju vjerodostojnosti

1 _ 2 52
L(ﬂ)‘caﬁl) x ¢ 22 [Syy zﬂls.v}'+ﬁl S xx+n(Bz—Y) ]’ (4-2)

gdje smo dio koji ne ovisi o nepoznatim parametrima zanemarili jer ga moZemo smatrati
proporcionalnom konstantom. ZapiSimo sada gornji rezultat kao produkt dviju eksponen-
cijalnih funkcija. Vrijedi

LB, B)) o 22 S 2B o tBIS o = (BT
X .

Nakon §to u prvom ¢lanu u posljednjem izrazu izlu¢imo S ,, ispred zagrade, nadopunimo
do kvadrata razlike i apsorbiramo dio koji ne ovisi o parametrima u konstantu proporci-
onalnosti, imamo sljedece:
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'() )2

——L rB.—y)2
L(ﬁ)ﬁﬁ]) < e 20.2/5)“ [(ﬂ] Sex X e Zﬁz/n[(ﬂx y) ]. (4.3)

Primijetimo da je prema (3.6) i (3.9) S, = S” i B; = ¥ te da smo funkciju vjerodostoj-
nosti zapravo zapisali kao produkt dviju pojedlnacmh vjerodostojnosti:

L(Bx. 1) o< L(Bz) X L(B1), (4.4)
gdje je
L(B;) o ¢ rn PP 4.5)
i
L(B)) o« & 7 # P, (4.6)

S obzirom na to da je funkcija vjerodostojnosti nepoznatih parametara modela jed-
naka produktu pojedinacnih funkcija vjerodostojnosti, zakljuCujemo da su vjerodostojnost
parametara B; i1 vjerodostojnost parametara 8; nezavisne. Dodatno, prepoznajemo da je
vjerodostojnost parametra B1 proporcionalna funkciji gustoce normalne slucajne varijable
s o¢ekivanjem £, i varijancom o2/S ... Sliéno, vjerodostojnost parametra Bz je proporci-
onalna funkciji gustoée normalne sluajne varijable s o¢ekivanjem S; i varijancom o2 /n.

Apriorna i aposteriorna distribucija

U Bayesovskoj statistici apriorne distribucije predstavljaju nasa uvjerenja ili znanja o
nepoznatim parametrima prije nego $to su nam dani podaci. Ovisno o koli¢ini informa-
cija s kojima raspolaZzemo ili o stupnju vjerovanja kojeg imamo o nepoznatom parame-
tru, koristimo ili informativne ili neinformativne apriorne distribucije. Neinformativne su
one distribucije koje oznacavaju da posjedujemo minimalno apriorno znanja o nepozna-
tom parametru, dok informativne apriorne distribucije sadrZze neke korisne informacije o
nepoznatom parametru. Odabir izmedu informativnih i neinformativnih apriornih distribu-
cija ovisi 1 o stupnju utjecaja koji se Zeli pripisati apriornim informacijama u aposteriornoj
distribuciji.

Neinformativne apriorne distribucije biramo kada nemamo dovoljno podataka o nepoz-
natom parametru. One minimalno utjecu na aposteriornu distribuciju 1 dopustaju podacima
da govore sami za sebe. Primjeri neinformativnih apriornih distribucija ukljucuju unifor-
mnu distribuciju, Jeffreyjevu apriornu distribuciju i referentne apriorne distribucije.

S druge strane, ako imamo ¢vrsto prethodno znanje ili uvjerenje o nepoznatom parame-
tru, odabrat ¢emo informativnu apriornu distribuciju kako bismo te informacije ukljucili u
analizu. Zbog toga informativne apriorne distribucije imaju snazan utjecaj na aposteriornu
distribuciju. Jedan primjer informativne apriorne distribucije je normalna distribucija.
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Od sada pa nadalje pretpostavljamo da su parametri modela jednostavne linearne regre-
sije 1 varijanca modela medusobno nezavisni. Ako je parametar varijance nepoznat, tada
za zajedniCku apriornu funkciju gustoée nepoznatih parametara modela vrijedi iduce:

8B B1,07) = g(Bs, 1) X (o), 4.7)

Pretpostavimo joS i1 nezavisnost izmedu S5 1 8. Zajednicka apriorna funkcija gustoce pa-
rametara regresije jednaka je umnoSku marginalnih apriornih gustoca, to jest

8B B1) = g(Bx) X g(B1)- (4.8)

U nastavku ¢emo pogledati par posebnih slucajeva apriornih distribucija.

Referentna apriorna distribucija

Ukoliko imamo minimalno informacija o nepoznatim parametrima modela moZemo
odabrati referentnu apriornu distribuciju za koju vrijedi:

1
8(Bs. B1,07) o = (4.9)

Uz pretpostavku o nezavisnosti parametara modela, izraz (4.9) ekvivalentan je tome da za
parametre S3; i ) koristimo uniformnu apriornu distribuciju te apriornu distribuciju za o
koja je proporcionalna ﬁ odnosno

Boxl  gByxl g« (4.10)
Ovdje je rije¢ o standardnom odabiru za neinformativnu apriornu distribuciju ¢iji je smisao
da se zakljucci sustinski formiraju na temelju podataka.
RaspiSimo sada izraz za aposteriornu funkciju gustoce. Prema Bayesovom teoremu
zajednicka aposteriorna funkcija gusto€a nepoznatih parametara modela je proporcionalna
umnosku zajednicke apriorne gustoce i vjerodostojnosti, odnosno

8(Bs.B1, 07 1 Y.X) o g(Bs. 1, 07) X LB, B1, 07,
gdje sux = (xy,...,x,)1y = (v, ..., Yy,) n-dimenzionalni vektori ¢ije komponente dolaze
iz skupa uredenih parova tocaka (xy,yy),..., (x,,y,) koje predstavljaju podatke iz uzorka
za jednostavnu linearnu regresiju. Iskoristimo (.1)) i (4.9) i dobijemo

(n+2)

8(ﬁx,ﬁl,0'2 | y,X) & (0-2)_ :

o~ 22 S0 B8 o+ B1°S wetn (B3]

9 _ (n+2) 1
o« (09) 2 e 22
_ (n+2) 1

(n+2) Sxyy2 52
oc (0_2) 2 e‘ﬁ[see"'sxx(ﬁl_ﬁ) +n(Bz—y)]

s2. s2, B
[Syy_ﬁ+ﬁ_zﬁlsxy‘hgl2Sxx+”(;3,?_y)2]

_ (n+2)

o (0_2) 2 e_ﬁ[see"'sxx(ﬁl_ﬁl)z"'n(ﬂ)'c_,gi)z]’
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. , . ... s2 o e et
gdje smo u treCem retku uveli supstituciju S, = §,, — 5=, a u Cetvrtome smo upotrijebili

izraze za procjene regresijskih parametara. Zapisimo prethodni rezultat kao umnozak dviju
eksponencijalnih funkcija:

(n+1)

g(ﬁi’ﬁl,o—z | y, X) o (0_2)_ 7 e by 2[5“+n(ﬁ» ,Bx) ] X (0_ ) e (,2/3 B1 ﬂl) (411)

Lako se vidi da je aposteriorna distribucija parametra 8, uz dane 3, i o> normalna s

o¢ekivanjem f3 i varijancom o2/S .. Sada integriranjem po 3, iz zajedniCke aposteriorne
distribucije dobijemo

g(ﬁ)_wo-z | an) = fg(ﬁ)_c’ﬁlao-z | yax)dﬁl

(n+1)

_ _ 1 __B-)?
o (0_2) 2 e 22 [S ee+n(Bz—P5) ]

U [8] je pokazano da ako
2(0 0_2) o« (0_2)—(""'1)/2—1e—ﬁ[s+n(0—i)2]

is?=S/v,tada
_(0-%)

~ 1,

s/ Nn
gdje Z ima takozvanu log y? distribuciju s v stupnjeva slobode, to jest vrijedi da je Z =
logW slucajna varijabla takva da W ima y? distribuciju s v stupnjeva slobode. Iz nave-

denoga proizlazi da ako za aposteriornu distribuciju parametra S; uz dane x 1y vrijedi
s =S,./(n—2),onda

i o’ ~S/Z,

B:=Bo)
s/ \n

Vratimo se sada na izraz (4.11) i zapisimo ga u drugacijem obliku:

~ o (4.12)

(n+1)
2

_ﬁ[see"'s,\‘x(ﬁl_ﬁ]) ] (ﬁx ,Bx)

g(ﬁx,ﬁ1,0‘2|y,X)(x(O—2)_ e X(O-) e o2/n

Prepoznajemo da je aposteriorna distribucija parametra 8z uz dane f; i > normalna s

oekivanjem f3; i varijancom o/n. Sli¢no kao prije, aposteriorna distribucija od 8, moZe
se pronadi integriranjem po B; iz zajedniCke aposteriorne distribucije i pokaZe se da je tada

Bi =B B1)
. 4.1
5/ VSw " 13

Naposljetku, primijetimo da je
0~ SelZ, (4.14)
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gdje je Z slucajna varijabla takva da je Z = logW, pri ¢emu slucajna varijabla W ima
x? distribuciju s n — 2 stupnja slobode. Takoder, treba napomenuti da se iz dobivenih
aposteriornih funkcija gusto¢e moze pokazati da slucajne varijable S; i 81 nisu nezavisne,
ali su nezavisne uz dano 0. Uoc¢imo jo§ da je ocekivanje aposteriorne distribucije od 3,
jednako f3;, a o&ekivanje aposteriorne distribucije od 5 je upravo .

U situaciji kada znamo vrijednost varijance o2, problem odredivanja aposteriorne dis-
tribucije je neSto jednostavniji, buduci da se varijanca vise ne smatra jednim od parametara
modela. Pomocu izraza (4.8)) za zajednicku funkciju gustoée od Bx i B; te uz pretpostavku
(4.10), dobijemo da vrijedi g(B;,51) « 1. Prema Bayesovom teoremu imamo

g(ﬁfc’ﬁl | Y, X) x g(ﬁiaﬁl) X L(ﬁ)‘c’ﬁl)

oc o 22 S0 2B1S 5B watn(Bi—5)’]

1 _Swy ——L (B:-9)?
< e 202/Sxx(‘31 Sm,) X e 2u—2/n(ﬁ" y)

gdje smo u posljednja dva retka koristili izvode (4.2)) i (4.3). Ocito je

Bi ~NQBi,?/n) i Br~ NP /S0, (4.15)

C oy e a1 A S A — . 1. .. .. .
pri cemu smo koristili 8; = $= te fz = y. Vidimo da vrijedi i nezavisnost.
XX

Normalna apriorna distribucija

Osim neinformativne referentne apriorne distribucije nepoznatih parametara modela,
mozemo razmotriti koriStenje informativne normalne apriorne distribucije ako su nam dos-
tupne odredene informacije o parametrima. U ovom odjeljku pretpostavljamo da je vari-
janca poznata te da su S5 i 8 jedini nepoznati parametri u modelu.

Pokazali smo da, uz pretpostavke na greske u modelu jednostavne linearne regresije, za
funkcije vjerodostojnosti nepoznatih parametra modela vrijedi (4.5)) i (4.6). Zbog toga je
ovdje normalna distribucija prirodan izbor za apriornu distribuciju od S i 8;. Prije nego Sto
krenemo na odredivanje aposteriorne distribucije, potrebno je odrediti prikladne parametre
ocekivanja i standardne devijacije za spomenute normalne distribucije.

Prednost koriStenja parametrizacije (3.10) modela jednostavne linearne regresije je u
tome $to imamo intuitivnije apriorno znanje o B3z, nego o y. Na temelju naSih vjerovanja
o tome koja je srednja vrijednost varijable odaziva Y, odredimo parametar oCekivanja apri-
orne distribucije od B¢ 1 ozna¢imo ga s mg . Odredimo sada parametar standardne devijacije
apriorne distribucije od S5, u oznaci sg,. Prema metodi koja je opisana u [3], potrebno je
razmotriti tocke iz uzorka te odrediti gornju i donju granicu mogudéih vrijednosti slucajne
varijable Y. Parametar standardne devijacije sg, dobijemo tako da duljinu intervala s tim
granicama podijelimo sa 6. Na taj smo nacin dobili razumnu vjerojatnosnu distribuciju na
cijelom rasponu vrijednosti varijable odaziva za koje vjerujemo da su moguce.
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Obicno nas viSe zanima parametar 3, jer ponekad Zelimo utvrditi moZe li poprimiti vri-
jednost 0. Stoga, mozemo odabrati mg, = 0 kao parametar o¢ekivanja apriorne distribucije
od ;. Zatim razmislimo o gornjoj i donjoj granici uc¢inka poveéanja od x za jednu jedinicu
na vrijednost varijable Y. Razliku izmedu gornje i donje granice podijelimo sa 6 i dobijemo
sp,, parametar standardne devijacije apriorne distribucije od 8;. U drugim slucajevima, ako
imamo prethodno uvjerenje o koeficijentu smjera iz prijaSnjih podataka, tada parametre
mg, 1 sg, odabiremo upravo na temelju tih podataka te bismo koristili normalnu apriornu
distribuciju N(mg, , s,).

Primijenimo sada Bayesov teorem. Zajednicka aposteriorna funkcija gustoéa od SBx i 5;
je proporcionalna umnosku vjerodostojnosti i zajednicke apriorne gustoce, odnosno

g(ﬁfcaﬁlly’ .X) x g(Bfﬁﬁl) X L(ﬁfc’ﬁl)'

Zajednicka apriorna gustoéa i funkcija vjerodostojnosti se obje mogu rastaviti na dije-
love koji ovise samo o S; i dijelove koji ovise samo o ;. Njihova raspodjela rezultira
zajedniCkom aposteriornom funkcijom gustoce koja se moze zapisati kao umnozak margi-
nalnih aposteriornih gustoca:

8(Bs, Bily, x) o< g(Bx) X g(B1) X L(Bx) X L(B1)
x g(ﬁxb” X) X g(ﬂl |ya X),

gdje smo u prvom koraku iskoristili (4.4) i (4.8)).

AZurirajuée pravilo. Bududi da je zajednicka aposteriorna funkcija gustoée produkt
marginalnih, marginalne aposteriorne funkcije gustoée na jedinstven nacin odreduju za-
jednicku aposteriornu gusto¢u. Marginalne aposteriorne gusto¢e mozemo pronaci koristeci
jednostavno aZurirajuce praviloE] prema kojem se revidiraju parametri ocekivanja i vari-
jance za normalnu distribuciju. Spomenuto pravilo se moze primijeniti ako koristimo nor-
malnu ili uniformnu apriornu distribuciju. Na primjer, ako koristimo N(myg,, sg,) apriornu

. . .o .. 2 . . . .. . .
distribuciju za Sy, dobijemo N(my , (s )°) aposteriornu distribuciju gdje je
1 1 S

(S/; )2 = g + 2 (416)
1 1

|-

Sxx
2 A

2 P 1
mﬂl = T 5o 5. mpg, + 1 < erﬂl = ] mg, + —Oi ﬁl- (417)

) 72 72
o (Sﬂl) (Sﬁl)

YE’AN

Preciznost aposteriorne distribucije jednaka je zbroju preciznosti apriorne distribucije
i preciznosti funkcije vjerodostojnosti parametra 3, gdje je preciznost distribucije defini-
rana kao reciproCna vrijednost varijance. Ocekivanje aposteriorne distribucije jednako je

'Pravilo je detaljnije objasnjeno u [5]].
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tezinskom prosjeku ocekivanja apriorne distribucije i ocekivanja funkcije vjerojatnosti pa-
rametra S, pri ¢emu su teZine jednake pribrojnicima iz rastava aposteriorne preciznosti.
Aposteriorna distribucija je takoder normalna.
Sli¢no, ako koristimo N(mg_, s,,i) apriornu distribuciju za Sz, dobijemo normalnu apos-
teriornu distribuciju N(my, , (s;gi)z) gdje je
1 1 n

_ = — 4 —
(5. 55, 0

1

’ slé)? (%2 P,
Mg = ——Mg. + —— LS.
7 \2 /)2
(Sﬁx) (s/f,f)

ZakljuCujemo da ako krenemo s normalnom apriornom distribucijom, dobivamo normalnu
aposteriornu distribuciju. Ovo je svojstvo koje karakterizira takozvane konjugirane apri-
orne distribucije.

Definicija 4.1.1. Za familiju ¥ vjerojatnosnih distribucija na ® kaZemo da je konjugirana
za statistiCku strukturu P ako za svaki f € F takoder vrijedi f(6|x) € F, za svaki x.
Tada apriornu i aposteriornu distribuciju nazivamo konjugiranim distribucijama, a apri-
ornu funkciju gustoc¢e nazivamo konjugiranim apriorom za funkciju vjerodostojnosti danu
pomocéu modela P.

Problem revidiranja regresijske linije

Vidjeli smo da u slucaju kada odabiremo referentnu apriornu distribuciju za nepoznate
parametre modela linearne regresije (varijanca nepoznata), dobijemo da za aposteriornu
distribuciju parametara vrijedi

(n+2) 1
2 e 202

_ _ B2 52
8B, @, 0ly, x) « (0%) (12818 sy 4B 3S tn(Bs=57]

Prema [8] moguce je izvesti formule za rekurzivnu konstrukciju regresijskog pravca u
slucaju kada uz postojece podatke (na temelju kojih smo dobili procjene parametara i
izraCunali njihovu aposteriornu distribuciju) prikupimo dodatne informacije. Zbog raz-
loga koji ¢e se uskoro pojaviti, uvodimo male promjene u notaciji i vrijednosti dobivene iz
podataka ozna¢imo sa n’, X', ¥, 8%, B, S’ S ... 1 tako dalje.

Pretpostavimo sada da smo, uz postojece podatke za model, prikupili dodatnih n” po-
dataka. Ako na trenutak zaboravimo da imamo prijasnje podatke i da su ovo jedini dostupni
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podaci, konstruirali bismo regresijsku liniju na temelju podataka iz uzorka veli¢ine n”’. Os-
tale vrijednosti dobivene na temelju tog uzorka oznacili bismo sa X", ", 87, B/, S, S... 1
tako dalje.

Medutim, ako bismo u obzir uzeli svih (n” + n”) podataka, tada bi se regresijska linija
temeljila na podacima za n = n’ + n”, §to bi rezultiralo sljede¢im vrijednostima: X, y, B,
B, S xS ee, 1 tako dalje.

Formule za rekurzivnu konstrukciju regresijske linije

Prije nego §to krenemo na raspis formula za rekurzivnu konstrukciju regresijske linije,
potreban nam je iskaz sljedeceg teorema kojeg navodimo bez dokazaE]

Teorem 4.1.2. (Nacelo dovoljnosti) Statistika T = t(X) slucajnog uzorka X = (X1, Xz, ..., X,)
je dovoljna za 6 € ® ako i samo ako

L(6) o< L(6),

pri cemu je L : ® — R funkciju vjerodostojnosti parametra 6 uz dani uzorak X, dok je
L, : © — R funkcija vjerodostojnosti parametra 6 uz dano t(X).

Prema nacelu dovoljnosti moguée je pronaci X,¥,0,... iz vrijednosti X',y ,5’,... 1
X", y",B"”,.... Moze se pokazati da su n, X i Bz = y dani sljedeim izrazima
n=n+n"

x=W'x +n"%")/n

=@y +n"y")/n,
te ako definiramo

=+ H7!
S¢. =n"(¥ - x")*
$4 =n'"(¥ =¥ -5")
Sy = 'y - 5")’

B =S5/8

’Dokaz teorema i detaljnije pojasnjenje idudeg rezultata, kao i primjer koji slijedi u nastavku, mozete
pronadi u [8].
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tadasu S ,,,B1S. zadani sa
See =8, +5L+5%
Sy =8y + S5 +S),
B=BS+B'S+ PSS
See =Sl +SL+|B +B VS SU+ (B +BVSLS+ B+ PSS ] /S s

Izmedu navedenih formula, jedina koju je kompliciranije izvesti je posljednja. Pokazimo
stoga kako smo dosli do formule za S ...

See = Syy _ﬁZSxx
=S, +S5+S5, ~BS
Sl LB+ BRS  BS S

Nadalje,
S (B8 + B2S Y+ B2S L~ B2S 1)
= (S + ST+ SIS+ B+ BES L) — (BS i +BIS L+ BS )
— ﬂ/ZS/ S// +ﬁ//25;/x _ 2ﬁ/ﬁ//S;xS;/x

# PSS+ SIS L — 28BS LSS,
+ﬁ62S;XS;CX +ﬁ/2S;XS;X - zﬂcﬂ/S;xS;X

= (B +B"VS WS+ B +BYSLS G+ (B + S LS

Sto daje trazeni rezultat.
Pokazimo na konkretnom primjeru kako bismo iskoristili formule za rekurzivnu kons-

trukciju regresijske linije.

Primjer 4.1.3. Na temelju izmjerenih podataka o kolicini oborina u studenome za grad
New York, Zelimo predvidjeti kolicina oborina za mjesec prosinac. Podaci (dani u mm) su
prikazani u tablici ispod.

godina (i) | 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980

studeni (x}) | 23.9 433 363 40.6 57.0 525 46.1 142.0 112.6 23.7

prosinac (y;) | 41.0 52.0 18.7 550 40.0 29.2 510 176 46.6 570

Izn' =10, ¥’ = 57.8, § = 40.81, S/, = 13538.66, S|, = 1889.089 i S’, = —2183.51 te
pomocu formula (3.6) i (3.7), dobijemo procjene parametara regresijskog pravca. Dakle,

B, =50132 i f,=-0.1613.
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Procjena regresijskog pravca je ' = 50.132 — 0.1613x. Ako zapisujemo u alternativnom
obliku, uz ,3; = 40.81, jednadzba glasi: ' = 40.81 — 0.1613(x — 57.8). Nadalje,

ro_Q 7 \2 r
See =83, — (8,78, = 1536.933
iz cega lako dobijemo procjenu varijance oko regresijskog pravca: 6 = \/S’,/(n’ =2) =
13.861. Zajednicka aposteriorna distribucija nepoznatih parametara modela je dana s:
8(Be B, 07 | Y X) oc (02) P S S BB e e,

a Bayesovske intervale pouzdanosti moZemo odrediti pomocéu tvrdnji (@.12)), @.13) i (@.14).
Pretpostavimo sada da smo prikupili dodatne podatke:

godina (i) | 1981 1982 1983 1984 1985 1986
studeni (x') | 34.1 62.0 106.9 34.1 683 81.0
prosinac (y!) | 12.3 904 288 106.2 62.3 50.5

Ako bismo racunali procjene nepoznatih parametara samo na temelju ovih podataka za
n” = 6, dobili bismo sljedece:

¥ =644, B.=3 =5842, By =-0381, S” =393896 i S/ =58149.

Medutim, ako imamo podatke o kolic¢ini oborina za svih 16 godina, procjena regresijskog
pravca bi se racunala uzimajuci u obzir sve podatke i u tom slucaju bismo dobili:

¥=60.28, Br=5=4741, B, =-0.184, S, =1764097 i S.. = 8840.66.

Formule za rekurzivau konstrukciju regresijske linije nam omogucavaju da direktno, i
bez dodatnog ponavljanja cijelog postupka, dodemo do prethodnog rezultata koristenjem
vrijednosti dobivenih iz podataka za prvih 10 godina i vrijednosti iz podataka za dodatnih
6 godina. Dakle, vrijedi:

n=n+n" =16
=Y +n"%")/n =60.28
y=wy +n"y")/n=47.41

o=

Zatim, dobijemo da je
n" =3.75, ¢ =163.35, St =435.6, S5, =2.667,

stoga je
S o = 17640.97, B:=—-0.184 S, = 8840.66,

Sto je u skladu s ranije prikazanim rezultatima dobivenim razmatranjem podataka za svih
16 godina zajedno.
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Bayesovski interval vjerodostojnosti za koeficijent smjera

Aposteriorna distribucija parametra 8, rezimira nasa ukupna vjerovanja o tom parame-
tru na temelju podataka iz uzorka za model jednostavne linearne regresije. Cjelokupna
vjerovanja o koeficijentu smjera regresijskog pravca mozemo sazeti u (1 — ) - 100% Baye-
sovskom intervalu vjerodostojnosti za ;.

(1 — @) - 100% Bayesovski interval vjerodostojnosti parametra oznacava interval za
koji je uvjetna vjerojatnost da sadrZi stvarnu vrijednost parametra jednaka (1 — @) - 100%,
uz dani slucajni uzorak. UoCavamo da postoji razlika u interpretaciji frekvencionistickog
pouzdanog intervala i Bayesovskog intervala vjerodostojnosti, buduéi da pouzdani interval
opisujemo kao interval za kojeg smo (1 — @) - 100% sigurni da sadrzi pravu, ali nepoznatu
vrijednost parametra. Zbog toga mozemo reci da Bayesovski interval vjerodostojnost daje
razumljiviji 1 korisniji odgovor od intervala pouzdanosti.

Definicija 4.1.4. Neka je Xy, ..., X, slucajan uzorak iz distribucije s nepoznatim parame-
trom 0. Neka je a € [0, 1] te neka su a i b realni brojevi takvi da

(0

f fO|x,...,x,)d0 = 5 :foof(Hlxl,...,x,,)dG.
—oo b

Tada vrijedi

b
P(asesblxl,...,xn):f fO|x,...,x,)d0 =1 - qa.

Interval [a, b] nazivamo (1 — @) - 100% Bayesovski interval vjerodostojnosti za nepoznati
parametar 6.

Ako smo za nepoznate parametre izabrali referentnu apriornu distribuciju, prilikom
konstrukcije intervala vjerodostojnosti za koeficijent smjera koristit ¢e se tvrdnja (4.13)) u
sluaju poznate varijance, odnosno tvrdnja u (4.15)) kada je varijanca nepoznata. U nas-
tavku ¢emo se ograniciti na sluc¢aj kada biramo normalnu apriornu distribuciju za nepoznate
parametre modela 1 prikazat ¢emo kako u toj situaciji glasi Bayesovski interval vjerodos-
tojnosti za B;. Medutim, vrijedi napomenuti da ¢e u oba slucaja postupak odredivanja
intervala vjerodostojnosti biti vrlo slian.

Pokazali smo da ako za 3, koristimo N(myg,, sﬁlz) normalnu apriornu distribuciju, do-
bijemo normalnu aposteriornu distribuciju N(nmy , (s, )?), pri éemu parametre my 1 5;3]2
odredujemo prema pravilu koje je opisano s i @.17). Pridruzimo sada slucajnoj
varijabli 8, njenu standardiziranu verziju

Br—m,
zZ="—" _NO,1).
S

Bi
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Bududi da slucajna varijabla Z ima standardnu jedini¢nu normalnu razdiobu, slijedi da je
zaa €[0,1]
< B —my,

2 Sv)
ﬁl

P(—z Sz)ZI—a,

IR

odnosno
’ ’ ’ ’ _ _
P(mﬂl_z%'sﬂlSﬁlsmﬂl-i_z%'sﬂl)_l @,

gdje je vrijednosti z¢ §-kvantil standardne normalne distribucije koju odredujemo iz tablice
standardne normalne distribucije dane u Dodatku B. Dakle, (1 — «) - 100% Bayesovski
interval vjerodostojnosti za koeficijent smjera dan je s

’ ’ ’ ’
[mﬁl T 2g Spy Mg, T g Sﬁl]' (4.18)

U stvarnosti ¢esto ne znamo vrijednost varijance uzorka i u tom je slu¢aju razuman
pristup koriStenje 62, procjene za o izrafunate iz reziduala (vidi (3.12)). Medutim, tada
moramo prosiriti interval pouzdanosti kako bismo uzeli u obzir pove¢anu nesigurnost zbog
nepoznavanja vrijednosti 2. To ¢inimo tako da umjesto standardizirane verzije od S,

koristimo studentiziranu verziju T = % T ima Studentovu f-razdiobu s n — 2 stupnjem
slobode|i vrijedi

Bi — m;gl

P(—Z‘%S —
g

— / / ’ ’ _
St%)_P(m,Bl_t%'sﬁl S,Blémﬁl+t%-sﬁl)—l—0z,

pri Cemu je ¢ $-kvantil Studentove z-distribucije s n — 2 stupnjem slobode. (1 — @) - 100%
interval vjerodostojnosti je tada dan s

’ ’ ’ ’
[mﬁl - t% " Sps Mg, + t% ' Sﬁl]’
gdje vrijednosti 7¢ Citamo iz tablice Studentove #-distribucije.

Frekvencionisticki interval pouzdanosti za koeficijent smjera

Definicija 4.1.5. Neka su L, = 1,(X,,...,X,) i D, = d,(Xy,...,X,) statistike slucajnog
uzorka X, ..., X,. Za [L,, D,] kazemo da je (1 — a)100% pouzdani interval za parametar
0 ako vrijedi

P(L,<60<D,)>1-a «a€c{0,1).

3Kako je navedeno u [3]], zapravo za nepoznati parametar o> koristimo apriornu funkciju gustoée za koju
vrijedi f(0?) o (0®)~!. Marginalna aposteriorna gustoéa od 3, se tada moZze pronadi integriranjem po o iz
zajedniCke aposteriorne funkcije gustoce.
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Kada je varijanca o> nepoznata, (1 — ) - 100% interval pouzdanosti za koeficijent
smjera 3, je oblika

loa B+t loa

gdje je 62 procjena varijance izraCunata iz reziduala pravca prilagodenog metodom naj-
manjih kvadrata. Ako koristimo uniformnu apriornu distribuciju za §; 1 S5, interval po-
uzdanosti je istog oblika kao Bayesovski vjerodostojni interval. Naravno interpretacija
je drugacija. Pod frekvencionistickim pretpostavkama mi smo sigurni da za barem (1 —
a) - 100% realizacija slucajnog uzorka (Xi,..., X)), interval pouzdanosti sadrzi stvarnu
vrijednost nepoznatog parametra. S druge strane, Bayesovski (1 — ) - 100% interval vje-
rodostojnosti predstavlja interval za koji je uvjetna vjerojatnost da sadrZi pravu vrijednost
parametra uz dane podatke jednaka (1 — ).

ﬂl_l%'

Testiranje hipoteza za koeficijent smjera

Statisticka hipoteza je pretpostavka o populacijskoj razdiobi promatrane varijable. Os-
novna hipoteza koja se testira zove se nulhipoteza i oznacava se sa Hy. Nulhipoteza Cesto
predstavlja aktualno znanje o vrijednostima parametara ili neutralnu izjavu. Uz nulhipo-
tezu, postavlja se 1 njoj alternativna hipoteza koju oznaCavamo sa H.

Statisticki test je pravilo podjele prostora vrijednosti uzoraka na dva podskupa: na
podrucje vrijednosti uzoraka koji su konzistentni sa Hy, 1 na njegov komplement u kojem
se nalaze vrijednosti nekonzistentne sa Hy.

Odluka o odbacivanju ili ne odbacivanju nulhipoteze donosi se na osnovi vrijednosti
testne statistike. Podrucje vrijednosti koje testna statistika poprima dijeli se na podrucje
vrijednosti koje su konzistentne sa Hy 1 na podrucje nekonzistentno sa Hy. Podrucje testne
statistike koje je nekonzistentno sa Hy zove se kriticno podrucje. Dakle, ako se opaZena
vrijednost testne statistike nalazi u kriticnom podrucju, H, se odbacuje (u korist H;).

Razina znacajnosti testa a je vjerojatnost odbacivanja H, ako je H, istinita hipoteza.
Pojmovi su preuzeti iz [2].

Jednostrane hipoteze

Cesto Zelimo utvrditi ako je utjecaj varijable x na promjenu u varijabli Y, kada se x
poveca za jednu jedinicu, veéi od neke vrijednosti koju éemo oznaciti s 8. Pretpostavimo
da je varijanca poznata. Testiramo:

Hy:p1<p
Hy:p1>p
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na razini znacajnosti @ na Bayesovski nacin. Za provodenje Bayesovskog statistickog testa,
racunamo aposteriornu vjerojatnost nulte hipoteze. Dakle,

g B —my
P@B <BIxy) = f gB1 I x,y)dB = P(Z < — )
- B

Ako je vjerojatnost manja od @, odbacujemo H, i moZemo zakljuciti da je koeficijent
smjera 3 zaista veci od .

Napomena 4.1.6. Ako nam nije poznata vrijednost varijance i koristimo njenu procjenu,
tada bismo koristili Studentovu t-razdiobu s n — 2 stupnjeva slobode umjesto standardne
normalne slucajne varijable Z.

Dvostrane hipoteze

Ako je B; = 0, to bi znacilo da oCekivanje slucajne varijable Y uopce ne ovisi o vrijed-
nosti x. Zelimo na Bayesovski nacin testirati

H():ﬁlzo

Hl:ﬁ1¢0

na razini znacajnosti «, prije nego Sto upotrijebimo regresijski model za predikcije. Kako
bismo sproveli Bayesovski statisticki test, dovoljno je pogledati gdje se 0 nalazi u odnosu
na vjerodostojni interval. Ako se nalazi izvan intervala, odbacujemo H,. U suprotnom, ne
mozemo odbaciti nultu hipotezu i ne bismo trebali koristiti regresijski model kao pomoc¢ u
predvidanjima vrijednosti varijable odaziva za dane vrijednosti eksplanatorne varijable x.

Primjer 4.1.7. (nastavak na Primjer 2.1.1) Pretpostavimo da unos kisika s obzirom na
broj otkucaja srca dolazi iz normalne razdiobe, gdje je varijanca o* = 0.13? poznata.
Odredimo aposteriornu distribuciju od 8, ako za taj parametar koristimo N(0, 1) apriornu

distribuciju. Iskoristimo u tu svrhu (4.16) i (.17).

Aposteriorna preciznost od B jednaka je:

1 1 1486
=—+

= 87929.99408
(51'31)2 12 0.132

pa je aposteriorna standardna devijacija jednaka:

sj, = 0.00337



4.1. BAYESOVSKO ZAKLJUCIVANJE ZA JEDNOSTAVNU LINEARNU
REGRESIJU 49

Izracunajmo jos aposteriorno ocekivanje od 3.

, 1/12 0 1486/0.13>

= —————— X0+ —————= % 0.042651 = 0.0427
" 1/(0.00337)? 1/(0.00337)?

Dakle, aposteriorna distribucija od B, je normalna s ocekivanjem 0.0427 i varijancom
0.00337>.

Nadalje, pronadimo procjenu 95%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnost za B.
Bayesovski (1 — @) - 100% interval vjerodostojnosti je oblika

my —Za - Sp My + Za -8,
B — 2§ " Spo Mgy T 2§ 7 Spy |
pri Cemu su my i s, ocekivanje i standardna devijacija aposteriorne distribucije. Dakle,

procjena 95%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnosti je
[0.0427 — 1.96 - 0.00337,0.0427 + 1.96 - 0.00337] = [0.03609, 0.04931] .
Provedimo sada Bayesovski statisticki test hipoteza

HO:,B1:O
H12ﬁ1¢0

na razini znacajnosti od 5%. Rijec je o testiranju dvostranih hipoteza pa za testiranje
koristimo 95%-tni interval vjerodostojnosti. Primjecujemo da se vrijednost 5; = 0 na-
lazi izvan 95%-tnog intervala vjerodostojnosti Sto znaci da odbacujemo nultu hipotezu na
razini znacajnosti od 5%.

Prediktivna distribucija za buduce opservacije

Procjena predvidanja bududih vrijednosti odaziva za odredenu vrijednost eksplanatorne
varijable x jedna je od glavnih svrha linearne regresije. Cesto, nakon $to smo iz podataka
ustanovili da postoji linearan odnos izmedu eksplanatorne varijable x i varijable odaziva
Y, Zelimo iskoristiti taj odnos za izradu predvidanja sljedece vrijednosti y,,; za fiksnu
sljedecu vrijednost eksplanatorne varijable x,.;. Dakle, nas zanima predvidanje za Y uz
dano x = x,,;. U tu svrhu uvodimo oznaku Y, ;. Najbolje predvidanje za Y, bit e

Y1 :,éx +Bl(-xn+l - X),

gdje je B procjena koeficijenta smjera, a 8; procjena regresijskog pravca u tocki x = X.
Postavlja se pitanje koliko je dobro to predvidanje. Dva su izvora neizvjesnosti. Prvo,
koristimo procijenjene vrijednosti parametara u predvidanju, a ne prave vrijednosti koje su
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nepoznate. Smatramo da su parametri slucajne varijable i u jednom od prethodnih odjeljaka
smo pronasli njihovu aposteriornu distribuciju. Drugo, nova opsevacija Y, sadrZi vlastitu
pogresku opazanja g,,; koja ¢e biti neovisna o svim prethodnim pogreSkama opazanja.
Prediktivna distribucija sljedece opservacije Y,,; uz dano x = x,,; i uz dane podatke,
u oznact f(Vp+1|Xu+1,X,y), uzima u obzir oba izvora nesigurnosti i pronalazi se pomocu
Bayesovog teorema.

Pronalazak prediktivne distribucije

Prediktivna distribucija pronalazi se integracijom po parametrima (§; i 81 iz zajednicke
aposteriorne distribucije varijable Y, te parametara modela uz danu vrijednost eksplana-
torne varijable x = x,,; 1 uz prethodna opazanja iz modela, (xi, y1), ..., (x,, y,). Vrijedi

f()’n+1 | Xn+1s X, Y) = fff(yn+l’ﬁ)_c’ﬁl|xn+lax9 y)dﬁidﬁl

Gornji postupak integracije po parametrima smetnje iz zajednicke aposteriorne funkcije
gustoce poznat je pod nazivom marginalizacija. Ova metoda, koja uvijek funkcionira, je
jedna od ocitih prednosti Bayesovske statistike jer nam omoguéava da se uspjeSno nosimo
s parametrima smetnje. Kada pronademo prediktivnu distribuciju, sve parametre smatramo
parametrima smetnje.

Prvo je potrebno odrediti zajednicku aposteriornu gustocu parametara i sljedece opser-
vacije za varijablu odaziva uz danu vrijednost x,,; 1 podatke:

SOne1, 881 | X011, X,Y) = fns1 | B By Xns1, X, Y) X 8(Bx L1 | Xns1, X, Y).

Odaziv Y, je uz dane S5, 51 1 x,,11 joS jedna slu€ajna varijabla iz regresijskog modela te je
nezavisna od ostalih varijabli Y,...,Y,. Zbog toga, uz dane parametre modela, varijabla
odaziva Y,,; ne ovisi o prethodnim podacima. Zajednicka aposteriorna funkcija gustoée
za Bz 1 B; koju smo izracunali na temelju podataka ne ovisi o sljedecoj vrijednosti eks-
planatorne varijable x,,;. Stoga mozemo pojednostaviti zajednicku aposteriornu gustocu
parametara 1 varijable odaziva Y, kao:

f(yn-#l’ﬁiaﬁl | Xn+1, X, Y) = f(yrH—l |ﬁi’ﬁl’xn+l) X g(ﬁfc’ﬁ] | X, Y),

Sto je zapravo umnozak gustoée od Y, uz dane parametre i aposteriorne funkcije gustoée
parametara uz dane prethodne podatke. Prema pretpostavkama modela, Y. je normalno
distribuirana s o¢ekivanjem w1 = Bz + B1(X,+1 — X) 1 poznatom varijancom o2
Aposteriorne distribucije parametara S, 81 su, uz odabir normalnih apriornih distribu-
cija i s obzirom na prethodne podatke, nezavisne i u jednom od prethodnih odjeljaka smo

ih pronasli pomocu azurirajucih pravila. Dobili smo da je

Br~ NGy (507 i B~ NGy (55 ).
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Bududi da varijabla Y, ovisi o parametrima modela samo kroz linearnu funkciju, uvodimo
supstituciju

Hns1 = Bz + B1(Xps1 — %)

kako bismo mogli pojednostaviti problem i pretpostaviti da je u,. jedini nepoznati parame-
tar. Parametri 5 i 8 su nezavisni te ¢e stoga aposteriorna distribucija od y,,; biti normalna
s otekivanjem n, = my + (x,.1 — %) - my i varijancom (s))" = (sl’;})2 + (X — %)% (sp, )2

Prediktivnu distribuciju ¢emo pronaéi marginalizacijom parametra yu,,; iz zajednicke
aposteriorne funkcije gustoce od Y41 1 ty41-

f(yn+1|xn+l’x’ y) = ff()’n+1,ﬂn+1|xn+1,X, y)dﬂrﬁl
= ff(yn+1|,un+1’ Xn+1> X, Y) : g(lln+1|xn+laxv y)d,un+1

= ff(yn+1|ﬂn+l) . g(ﬂn+1|xn+1’xa y)dﬂtﬁl

1 732
N B 2 =5 (e —my,)
R fe 202()n+1 Hne1)” e 200 d,un+1

2. 272
1 [ Y1 (83) " +my o ] 1 i)
3207 o | Mkl = 57 Ons1=my,)
o fe 20252 [+ (g L (sp2 o2 ce ARy Aty 1.
Drugi faktor ne ovisi o u,,; 1 moZzemo ga izlu€iti ispred integrala, a prvi izraz se moze
integrirati i tako na kraju ostaje :

(yl’l+1 _m:l)2

_ 1
Qe Xne1, X, y) oc @ 2607+ : (4.19)

Prepoznajemo da je ovdje rije¢ o normalnoj distribuciji N(m, (s;)z), gdje je m;, = mj, i
(s})* = (s))* + 0. Stoga je prediktivno oCekivanje varijable Y,,,; jednako aposteriornom
ocekivanju od p,+1 = Bz +B1(x,41 — X), a prediktivna varijanca od Y, je zbroj aposteriorne
varijance od 1, = Bz + B1(X,41 — X) i varijance opaZenog uzorka o2. Dakle, u prediktivnoj

distribuciji su oba izvora nesigurnosti uzeta u obzir .

Bayesovski interval vjerodostojnosti za predikcije

Cesto Zelimo pronadi interval &ija je aposteriorna vjerojatnost da sadrZi vrijednost slje-
dece opservacije varijable odaziva y,,; za danu vrijednost x,.; jednaka 1 — a. To Ce biti
(1-a)-100% Bayesovski interval vjerodostojnosti za predvidanje varijable odaziva uz danu
vrijednost eksplanatorne varijable. Od prije znamo da su ocekivanje i varijanca prediktivne
distribucije redom jednaki my i (s;)z. Bayesovski interval vjerodostojnosti za predvidanje
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je zadan pomocu svojih granica

’ ’

= M 4 (ot = B £ 24+ (07 + (5502 - (i = B + 02,

X

u slucaju kada je varijanca poznata. Ako ne znamo vrijednost varijance uzorka, koris-
timo procjenu varijance izracunatu iz reziduala, a Bayesovski vjerodostojni interval je tada
odreden s granicama:

(52 + 0

= g Qo = ) g+ (502 (55, P (Gt — 0 + 02,

N2
m, +t -(sy) =m, £ 1

IR
[S]is)

’
y

pri ¢emu smo kriti¢nu vrijednost dobili iz Studentove 7-distribucije s n—2 stupnjem slobode.
Ovi intervali vjerodostojnosti za predvidanje su Bayesovski analogoni frekvencionistickih
intervala pouzdanosti, buduci da dopustaju i pogresku procjene i pogresku opazanja. Baye-
sovski intervali vjerodostojnosti za predvidanje ¢e opcenito biti kraéi od odgovarajucih
frekvencionisti¢kih pouzdanih intervala predvidanja jer Bayesovski intervali koriste infor-
macije iz apriorne distribucije kao 1 informacije iz podataka. Oba pristupa daju potpuno iste
rezultate kada se koriste uniformne apriorne distribucije za koeficijent smjera i za presjek.

4.2 Bayesovsko zakljudivanje za viSestruku linearnu
regresiju

Prelazimo na raspravu o Bayesovskom zakljucivanju za viSestruku linearnu regresiju.
Za pronalazak zajednicke funkcije vjerodostojnosti vektora nepoznatih parametara S ko-
ristit cemo pretpostavke modela visSestruke linearne regresije koje smo naveli u proslom
poglavlju. Zatim ¢emo primijeniti Bayesov teorem kako bismo pronasli zajedni¢ku aposte-
riornu distribuciju. U op¢em slucaju, to zahtijeva procjenu (k+1)-dimenzionalnog integrala
(k predstavlja broj eksplanatornih varijabli u modelu) koji se obi¢no ra¢una pomocu raznih
numerickih metoda integriranja. Medutim, pogledat ¢emo dva slu¢aja u kojima mozemo
pronaci egzaktnu aposteriornu funkciju gustoée bez potrebe za numerickom integracijom.
U prvom slucaju upotrijebit ¢emo nezavisne uniformne apriorne distribucije za sve kom-
ponente nepoznatog vektora parametara, dok ¢emo u drugom slucaju koristiti konjugiranu
apriornu distribuciju.

Nakon toga ¢emo pokazati kako izvesti Bayesovske zakljucke o parametrima modela
viSestruke linearne regresije. Odredit ¢emo Bayesovske intervale vjerodostojnosti za po-
jedinaCne parametre, a onda 1 Bayesovske regije vjerodostojnosti za vektor nepoznatih
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parametara. Naposljetku ¢emo se baviti problemom odredivanja prediktivne distribucije za
buduce opservacije. Kao izvor ideja za ovo poglavlje posluzio je [3].

Kao Sto smo spomenuli, na§ model mora zadovoljavati neke pretpostavke kako bismo
kasnije mogli donositi odredene zakljucke. Ovdje pretpostavljamo da su slucajne greske u
modelu nezavisne i da za vektor stupaca greSaka vrijedi

g ~ N, 0?1,).
Slijedom navedenih pretpostavki, za distribuciju slu¢ajnog vektora Y vrijedi:
Y ~ N(XB, 0°1,), (4.20)
odnosno odaziv Y ima multivarijatnu normalnu razdiobu s o¢ekivanjem koje je jednako
umnoSku vektora nepoznatih parametara i matrice eksplanatornih varijabli, a varijanca je

zadana dijagonalnom kvadratnom matricom reda n, ¢iji su svi elementi na dijagonali jed-
naki 0. Funkcija gustoce vektora Y je dana s

F(y | B, %) = (2rod)se mr KB 6XB),
Napomena 4.2.1. Tvrdnju (4.20) moZemo zapisati na drugaciji nacin kao
Y ~ MNV(XB, 0 1),

gdje "MINV” oznacava da je rije¢ o multivarijatnoj normalnoj distribuciji.

Funkcija vjerodostojnosti za jednu opaZenu vrijednost

Pod pretpostavkama modela, slucajna varijabla odaziva Y;, i = 1,...,n je za dane vri-
jednosti eksplanatornih varijabli x;;, ..., x; normalna s ocekivanjem y; i varijancom o2,
gdje je ocekivanje jednako

k
Hi = injﬁj = X3,
=0
pri ¢emu je x; = (xi, Xi1, - - . » Xix) i-ti redak matrice X u modelu (3.18). Primijetimo da je

xjo = 1. Dakle, funkcija vjerodostojnosti za jednu opazenu vrijednost je dana s

L(B) = f(y; | B) o & 5207 %E,
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Funkcija vjerodostojnosti slucajnog uzorka opazanja

MozZe se pokazati da su, uz pretpostavke na slucajne greSke i uz dane prediktorske va-

rijable, varijable odaziva Yi,...,Y, medusobno nezavisne. Zbog toga je vjerodostojnost
slucajnog uzorka jednaka umnosku vjerodostojnosti individualnih opservacija i dana je s
LB =fyIB)
=| [roi1m
o« ;12;2 Z?zl(yi—xl-ﬁ)z.

Zapisimo funkciju vjerodostojnosti za slucajni uzorak u matri¢nom obliku kao
f(y Iﬁ) o e—ﬁ(y—Xﬁ)T(y—Xﬁ).
Dodamo 1 oduzmemo Xb, s u izrazu u eksponentu te nakon raspisivanja dobijemo iduce

(y — XB)'(y — XB) =(y — Xb.s + Xb.s — XB)' (y — Xb.s + Xb.s — XB)
=(y = Xbys)" (y = Xbys) + (y = Xbys)" (Xbrs — XB)
+ (Xbrs — XB)' (y — Xbrs) + (Xbrs — XB)' (Xbrs — XB).

Pogledajmo poblize drugi pribrojnik u gornjem izrazu:

(y = Xbs)" (Xbrs — XB) =(y — X(X"X)™' X" y)" (X(bs — B))
=y" (I, = X(X"X)"' X")(X(bs - B))
=0.
Sli¢no se pokaze da je 1 treci pribrojnik jednak 0. Sada za vjerodostojnost slucajnog uzorka
vrijedi sljedece

fy|B) o e‘ﬁ[(y_XbLS)T(Y_XbLS)+(XbLS_X,B)T(XbLS_X.B)].

Budu¢i da prvi dio unutar eksponenta u prethodnom izrazu ne sadrZi vektor nepoznatih
parametara, on se moZe apsorbirati u konstantu proporcionalnosti te se vjerodostojnost
moze pojednostaviti na iduci oblik:

— L (bLs—B)T(XTX)(bLs—
f(Y|,3)0ce 552 (PLs=B)"( )(bLs ﬁ)‘

Sada uo¢imo da vjerodostojnost ima oblik MVN(b.s, Vis), gdje je brs = (XTX)" !XTy
vektor odekivanja i Vig = 0(XTX)~! kovarijacijska matrica.
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Aposteriorna distribucija
KoriStenje neprekidne multivarijatne apriorne distribucije

Pretpostavimo da koristimo neprekidnu multivarijatnu apriornu distribuciju g(8) za vek-
tor nepoznatih parametara 8 = (8o, 81, . . ., Bx). U matri¢noj formi, zajednicka aposteriorna
funkcija gustoce Ce biti proporcionalna umnosku zajednicke apriorne gustoce i zajednicke
funkcije vjerodostojnosti, to jest

gPB1y) xgB) X f(ylp)

ili zapisano po komponentama kao

8Bos-- s Bl yis s yn) < &(Bos -+ s Bi) X f 15wy Y [ Bos - Br)-

Kako bi pronasli egzaktnu aposteriornu funkciju gustoce, dijelimo proporcionalnu aposte-
riornu distribuciju g(Bo, .. .,Lx) X fO1s---»Yn | Bos---,Px) s njezinim integralom po svim
parametarskim vrijednostima. To daje sljedece

g(ﬁo""’ﬁk)xf(yl’-'-ayn|ﬁ0""’ﬁk) .
[ [ 8o B X fO1s -2 | Bos- - BdBo ... AP

Za mnoge apriorne distribucije ovaj integral se mora racunati koriStenjem raznih numerickih
metoda integriranja, Sto Cesto oteZava cijeli proces raCunanja. U nastavku ¢emo se upoz-
nati s dva tipa apriornih distribucija gdje ¢emo egzaktnu aposteriornu distribuciju moci
izraCunati bez potrebe za numerickom integracijom.

gBly) =

Koristenje multivarijatne uniformne apriorne distribucije
Ako koristimo multivarijatnu uniformnu apriornu distribuciju, odnosno uzimamo
gBo,....0)=1 za —oc0<f;<00,j=0,...,k,

tada Ce zajedniCka aposteriorna gustoca biti proporcionalna zajednickoj funkciji vjerodos-
tojnosti. Dakle,
2B y) xx e 27 P X005 p)

Prepoznajemo da se radi o MVN(b,s, V;s) distribuciji. Stoga je ocekivanje aposteriorne
distribucije jednako vektoru procjene za S dobivenog metodom najmanjih kvadrata, to jest

b, = b = (XTX)'XTy.
Kovarijacijska matrica aposteriorne distribucije jednaka je

V, = Vs = > (XTX)"
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Koristenje multivarijatne normalne apriorne distribucije

Ustanovili smo da vjerodostojnost ima oblik MVN(b.s, Vs) distribucije. Konjugirana
apriorna distribucija ¢e u tom slucaju takoder biti multivarijatna normalna istih dimenzija.
Pokazat ¢emo da se, uz odabir MV N(by, V,y) apriorne distribucije za g, aposteriorna distri-
bucija moZe izracunati koriStenjem jednostavnih pravila za revidiranje parametara multi-
varijatne normalne distribucije pri ¢emu nece biti potrebno koristiti metode za numericko
rjeSavanje integrirala. Prema Bayesovom teoremu zajednicka aposteriorna gustoca je pro-
porcionalna umnosku apriorne gustoée i vjerodostojnosti. Slijedom navedenog, raspisu-
jemo izraz za aposteriornu gustocu:

gPB1y) xgB) X f(ylp)

o e 2[B-D0) Vi B-bo)] o p=3[B-bLs) V5 (B-bis)]

oc = 3[B-bT V5 (B=bo)+(B-bLs) Vi (B-bis)]

oc @2 (BT (VG + VBB (Vigbis +Vy bo)=(bs Vig+bg Vi i+ (BLg Vi +b Vo )(Vighus +V5bo) ]
Zadnji pribrojnik u eksponentu ne sadrZi 5 pa on nece utjecati na oblik aposteriorne gustoce

te moZe biti apsorbiran u konstantu proporcionalnosti. Ako s V;! oznacimo V;' = V;' +

Vs, aposteriornu funkciju gustoée moZemo zapisati kao

g(ﬁ | y) o e‘% [B7V{1B-BT (Viibes +Vy 'bo) (b7 Vi +b] Val)ﬁ]
Definicija 4.2.2. KaZemo da je realna kvadratna matrica A ortogonalna ako vrijedi

AAT = ATA = 1.

Neka je UTU = V;! gdje je U ortogonalna matrica. Pretpostavljamo da je V;' pu-
nog ranga. Tada su obje matrice U i UT takoder punog ranga te njihovi inverzi postoje.
Nadopunimo do kvadrata razlike izraz u eksponentu dodajuci i oduzimajuéi sljedeéi izraz

(brs' Vg + b VohUWU ) ' (Vigbes + V; 'by).

Dijelovi koji ne sadrZe parametar § tretiramo kao konstantu. Stoga za aposteriornu gustocu
vrijedi da je proporcionalna donjoj funkciji

o e_% (" U UB-p" UT (W)™ (Vighis + Vg bo)=(bT Vig+bg Vo U™ UB+(bg Vi ' +bis Vi) U™ (UT)™ (Vg Tho+Vighis)]
Nakon $to faktoriziramo izraz u eksponentu, imamo sljedece
g(By) o« e—%[,BTUT—(VL’SIbLS+V51bO)U’1][UB—(UT)’I(Valbo+VL’S'bLs)]

. e—%[,B—(bgv(;1+b{sVL’SI)U’l(UT)’I]T(UTU)[B—U’I(UT)*‘(Valbo+VZS1bLs)]
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gdje smo u zadnjem retku izlu&ili U7 iz prvog faktora unutar eksponenta te U iz drugog
faktora. Buduéi da je UTU = V! i sve su matrice punog ranga, postoji (U")'U™" = V.
Nakon supstitucije dobijemo

§(B1y) oc e PPOTVIE D,

priemu je b, = V| Vj by + V, stl brs. Vidimo da e aposteriorna distribucija za 5 uz dano
Y biti MVN(b], V1)

Azuriraju¢e formule. Kada su pretpostavke modela visestruke linearne regresije zado-
voljene, i koristimo MVN(by, V) apriornu distribuciju, aposteriorna distribucija ¢e biti
MVN(by, Vy). gdje se parametri aposteriorne multivarijatne normalne distribucije prona-
laze pomocu aZurirajucih formula. Prema tim formulama, aposteriorna matrica preciznosti
jednaka je zbroju apriorne matrice preciznosti 1 matrice preciznosti funkcije vjerodostoj-
nosti (matrica preciznosti se definira kao inverz kovarijacijske matrice), to jest

-1 _ -1 -1

Aposteriorni vektor oCekivanja je tezinska sredina vektora oCekivanja apriorne distribucije
1 vektora procjena za nepoznate parametre dobivenog metodom najmanjih kvadrata, pri
¢emu su tezine jednake pribrojnicima iz rastava aposteriorne matrice preciznosti. Dakle,

b, = ViVy'by + V1 Vigbys.

Zakljucivanje za viSestruki normalni model linearne regresije

DonoSenje zaklju€aka o parametrima u viSestrukom normalnom modelu linearne regre-
sije ukljucuje testiranje hipoteza o nepoznatim parametrima i odredivanje njihovih Baye-
sovskih intervala vjerodostojnosti. Kazemo normalni model jer pretpostavljamo da su za-
dovoljene pretpostavke o normalnosti i nezavisnosti slucajnih greSaka. Razmotrit ¢emo
donosenje zakljucaka o jednoj komponenti vektora nepoznatih parametara. Time zapravo
pokuSavamo odrediti u€¢inak pojedinacne eksplanatorne varijable na varijablu odaziva. Kas-
nije ¢emo razmotriti donoSenje zaklju€aka o cijelom vektoru parametara S jer Zelimo odre-
diti ucinak istovremene promjene u svim vrijednostima eksplanatornih varijabli na vrijed-
nost varijable odaziva.

Zakljucivanje o jednom parametru nagiba

Donosenje zaklju¢ka o samo jednom parametru nagiba u modelu viSestruke linearne
regresije zahtjeva da se ostali nepoznati parametri nagiba, ukljucujuéi By, smatraju para-
metrima smetnje. Zaklju¢ke o jednom parametru nagiba donosimo na temelju marginalne
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aposteriorne gustoCe toga parametra. Aposteriorna distribucija vektora nepoznatih para-
metara je MVN(b;, V)). Pretpostavimo da je 5; parametar od naSeg interesa. Marginalna
aposteriorna distribucija od 5; je N (m;jj, s?(s;j)), gdje je parametar oCekivanja m;gj zapravo
J-ta komponenta vektora oCekivanja aposteriorne distribucije by, a varijanca s?(s[’;j) je j-ti
dijagonalni element kovarijancijske matrice V; aposteriorne distribucije.

Interval pouzdanosti za jedan parametar nagiba. (1 — a) - 100% Bayesovski interval
vjerodostojnosti za parametar nagiba §; je svaki interval koji ima aposteriornu vjerojat-
nost jednaku (1 — @). Kada nam je standardna devijacija poznata, (1 — @) - 100% interval
vjerodostojnosti je dan s
[, = 25385, + 245 |

Ako je prava standardna devijacija nepoznata i koristimo se procjenom izracunatom iz
uzorka, tada kritine vrijednosti nalazimo pomocu Studentove #-razdiobe s n — k — 1 stup-
njem slobode umjesto standardne normalne razdiobe. Na taj ¢emo nacin dobiti aproksima-
tivni Bayesovski interval vjerodostojnosti za ;.

Dvostrane hipoteze za jedan parametar nagiba. Testiramo hipoteze:

Hy :B;=PBjo

H] . ﬁj * BjO-
Vjerodostojnost nulte hipoteze moZemo testirati pomocu intervala vjerodostojnosti. Na-
zovimo S nultom vrijednosti za 8;. Ako vrijednost Sy lezi izvan (1 — a) - 100% Baye-
sovskog intervala vjerodostojnosti za §; , tada moZemo odbaciti nultu hipotezu na « razini

znacajnosti. Medutim, ako se nulta vrijednost za ; nalazi unutar intervala, vrijednost 5
ostaje vjerodostojna i ne mozemo odbaciti nultu hipotezu.

Jednostrane hipoteze za jedan parametar nagiba. Testiramo jednostranu hipotezu
Hy:B;<Bj
H,:B;>Bj

za parametar ;. Racunamo aposteriornu vjerojatnost nulte hipoteze koriste¢i njenu margi-

nalnu aposteriornu distribuciju. Ako je ta vjerojatnost manja od razine znacajnosti «, tada
odbacujemo nultu hipotezu H,, i zakljucujemo da je alternativna hipoteza H, istinita.

Zakljucivanje o vektoru parametara nagiba

Sada Zelimo izvesti zakljucke o svim parametrima nagiba. U ovom slucaju je jedini
parametar smetnje presjek By. Koristit cemo marginalnu aposteriornu gustocu svih para-
metara nagiba kako bismo dobili zaklju¢ke. Vektor parametara nagiba 8’ = (B1,...,8:)"
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je MVN(bg, Vp), gdje komponente vektora oCekivanja i kovarijacijske matrice dolaze od
vektora ocekivanja b, 1 kovarijacijske matrice V; aposteriorne distribucije cijelog vektora
parametra (ukljucujuéi parametar presjeka). Pretpostavit ¢emo da je kovarijacijska matrica
Vg punog ranga. U suprotnom, smanjit cemo broj parametara nagiba dok ne bude punog
ranga.

Bayesovski interval vjerodostojnosti za vektor parametara nagiba

Komponenta 3; vektora parametara nagiba ima N(rm, , si(s/'gj)) distribuciju gdje je para-
metar oCekivanja my zapravo j-ta komponenta vektora ocekivanja aposteriorne distribucije
b, a varijanca s?(s[’;i) je j-ti dijagonalni element kovarijancijske matrice V; aposteriorne
distribucije. Ustanovili smo da je (1 — @) - 100% Bayesovski interval vjerodostojnosti za §3;
zadan granicama m’j +2e8 js;j. Mogli bismo pronaci pojedinacni (1 — @)100% Bayesovski
interval vjerodostojnosti za svaku komponentu vektora parametara nagiba, a njihov pre-
sjek bi tvorio k-dimenzionalno podrucje vjerodostojnosti za §’. Kada kazemo da je vektor
parametara nagiba 8’ u podrucju vjerodostojnosti, zapravo tvrdimo da su sve komponente
vektora B’ istodobno unutar svojih odgovarajucih intervala vjerodostojnosti. Medutim, ako
kombiniramo pojedinacne intervale vjerodostojnosti na ovaj nacin, izgubit ¢emo kontrolu
nad ukupnom razinom vjerodostojnosti. Aposteriorna vjerojatnost da su sve komponente
vektora 8’ istovremeno sadrZzane u svojim pojedinanim intervalima vjerodostojnosti bi u
tom slucaju bila mnogo manja od Zeljene razine (1 — «). Dakle, moramo pronaci podrucje
vjerodostojnosti u k-dimenzionalnom prostoru za sve komponente vektora parametara na-
giba ¢ija je vjerojatnost da su sve komponente istovremeno u tome podrucju jednaka (1-a).

Moze se pokazati da sluCajna varijabla

U= (B ~bg)V' (8 ~by)
ima y? distribuciju s k stupnjeva slobode te da vrijedi
P(U < xo(k) =1-a,
gdje je xo(k) a - kvantil y>-razdiobe s k stupnjeva slobode. Stoga je (1 — @)100% Baye-

sovsko podrucje vijerodostojnosti za vektor parametara nagiba zapravo skup svih tocaka g’
takvih da je

(B —bg)V5' (B —bg) < xalk),

pri ¢emu vrijednost y,(k) &itamo iz tablice y? distribucijeﬂ

4Ovo podrudje vjerodostojnosti sadrzi sve tocke koje su “blizu” vektora ocekivanja aposteriorne distri-
bucije pri ¢emu se blizina mjeri aposteriornom distribucijom vektora parametara.
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Tockovne hipoteze za vektor parametara nagiba

Zelimo testirati hipoteze

Hy: ' =B,
H,:p #f.

Prema pretpostavci nulte hipoteze, svaki parametar nagiba ; jednak je svojoj nultoj vri-
jednosti Bjp za j = 1,...,k. Ako bilo koji od nagiba nije jednak svojoj nultoj vrijednosti,
alternativna hipoteza je istinita. Stoga u k-dimenzionalnom prostoru postoji samo jedna
tocka u kojoj je nulta hipoteza istinita. Vjerodostojnost nulte hipoteze moZemo testirati
pomocu Bayesovskog podruCja vjerodostojnosti. Ako 3 lezi izvan Bayesovskog podrucja
vjerodostojnosti, tada moZemo odbaciti nultu hipotezu na « razini znacajnosti. S druge
strane, ako se nulta vrijednost B nalazi unutar Bayesovskog podrucja vjerodostojnosti,
tada ne moZemo odbaciti nultu hipotezu jer ona ostaje vjerodostojna na razini a.

Najcesce Zelimo znati jesu li svi parametri nagiba jednaki nula. Ako jesu, ni jedna od
eksplanatornih varijabli nije od koristi u modelu. U idu¢em odjeljku ¢emo testirati nultu
vrijednost 8; = 0, odnosno testiramo jesu li sve komponente vektora parametara jednake
0, u odnosu na alternativu, gdje je barem jedan od parametara nagiba razlicit od 0.

Problemi modeliranja: Uklanjanje nepotrebnih varijabli

Cesto se prilikom odabira modela viSestruke linearne regresije ukljue sve moguée eks-
planatorne varijable za koje imamo podatke. Neke od ovih eksplanatornih varijable mogu
utjecati vrlo malo na odaziv ili uopée ne utjecu na njega. Pripadajuci parametar nagiba
takve varijable bio bi vrlo blizu nule. Takve nepotrebne eksplanatorne varijabli u mo-
delu mogu znatno zakomplicirati odredivanje u€inaka preostalih eksplanatornih varijabli
na odaziv ako postoji korelacija medu samim eksplanatornim varijablama u skupu poda-
taka. Uklanjanje ovih nepotrebnih eksplanatornih varijabli rezultirat ¢e boljim modelom
za predikcije bududih vrijednosti varijable odaziva.

Zeljeli bismo ukloniti sve eksplanatorne varijable x; gdje je stvarni parametar 5, jednak
0. Ovo nije tako lako kao Sto zvuci jer ne znamo koji su parametri nagiba doista jednaki
nuli. Imamo nasumic¢ni uzorak iz zajedni¢ke aposteriorne distribucije 5, ...,8, . Kada su
eksplanatorne varijable xi, ..., x; u korelaciji, neke od tih varijabli mogu ili pojacavati ili
prikrivati u¢inak drugih eksplanatornih varijabli. To znaci da vrijednost parametra procije-
njena iz aposteriornog uzorka moze biti vrlo blizu nule, ali u¢inak njegove eksplanatorne
varijable zapravo moZe biti ve¢i. Ostale eksplanatorne varijable prikrivaju njegov ucinak.
Ponekad cijeli skup eksplanatornih varijabli moZe prikrivati uc¢inak drugih tako da svaka
pojedinacna eksplanatorna varijabla izgleda nepotrebno (neznacajno), ali je skup kao cje-
lina vrlo znacajan.
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Ne bismo trebali redom testirati hipotezu za svaki parametar nagiba pojedinacno. Po-
jedinacni test za Hy : B, = 0 u odnosu na Hy : 5; # 0 se temelji na dodatnom ucinku
varijable x; uzimajuéi u obzir da su druge eksplanatorne varijable ve¢ obuhvacene mode-
lom. Stoga za svaku eksplanatornu varijablu vrijedi da njezin ucinak moze biti skriven
drugim varijablama koje su ve¢ zastupljene u modelu.

Umjesto toga, trebali bismo ispitati aposteriornu distribuciju svih parametara nagiba i
identificirati sve one s oCekivanjem cija je vrijednost blizu 0. Tako ¢emo dobiti ekspla-
natorne varijable koje su kandidati za uklanjanje iz modela. Neka je xji,. .., x;, skup od
g eksplanatornih varijabli koje su kandidati za uklanjanje. Neka je 8 = (Bji,--.,Bj))"
vektor tih nagiba. £’ ima marginalnu aposteriornu distribuciju MVN(bg-, V), gdje su
komponente vektora ocekivanja i kovarijacijske matrice dane odgovaraju¢im komponen-
tama vektora ocekivanja b, i kovarijacijske matrice V;. b; je vektor ocekivanja, a V; kova-
rijacijska matrica aposteriorne distribucije vektora svih parametara (ukljucujuéi parametar
presjeka). Odredujemo (1 — @) - 100% podrucje vjerodostojnosti za reducirani vektor para-
metara nagiba 8. To ¢e biti podrucje sastavljeno od svih to¢aka g8 takvih da

(B = bVl (B” = bg:) < xalk),

gdje je xo(k) a - kvantil y?-razdiobe s k stupnjeva slobode. Testiramo nultu hipotezu
Hy : 8”7 = 0 uodnosu na Hy : B’ # 0 na razini znacajnosti @ pomocu Bayesovskog
podrucja vjerodostojnosti. Ako 0 lezi unutar Bayesovskog podrucja vjerodostojnosti, tada
ne mozemo odbaciti nultu hipotezu i1 vjerodostojno je da su pripadajuéi parametri nagiba
svih tih eksplanatornih varijabli istovremeno jednaki 0. Ako je to slu¢aj, uklanjamo varija-
ble xji, ..., xj, iz modela i ponavljamo analizu s preostalim eksplanatornim varijablama.

Prediktivna distribucija za buduce opservacije

U ovom odjeljku razmatramo Bayesovsko predvidanje vrijednosti odaziva za dane vri-
jednosti eksplanatornih varijabli pomocu modela viSestruke linearne regresije. Kao u slucaju
jednostavne linearne regresije, imamo novo opazanje i Zelimo predvidjeti odaziv, Y.
Medutim, u ovoj situaciji nasSe novo opaZanje X,,; je vektor redak duljine k£ + 1 Ciji je
prvi element jednak 1, a (i + 1)-ti element odgovara novoj vrijednosti i-te eksplanatorne
varijable.

Kada bi vektor parametara § i varijanca o~ slucajnih greSaka bili poznati, 1 ako bi
bile zadovoljene standardne pretpostavke nezavisnosti, normalnosti i jednakosti varijanci
slu¢ajnih greSaka, tada bi slu¢ajna varijabla Y,,,, imala N(x,. 3, 0%) distribuciju. Medutim,
mi ne znamo vrijednosti za 8 i o>. Znamo samo da su njihove aposteriorne distribucije
procijenjene iz podataka.

Stoga, kao i kod jednostavne linearne regresije, trebamo pronaci zajedni¢ku gustocu
sluCajne varijable Y, 1 parametara modela uz dane vrijednosti X, 1 prethodne podatke,

2



62 POGLAVLIJE 4. BAYESOVSKO ZAKLJUCIVANIJE ZA LINEARNU REGRESIJU

a zatim integrirati po 3 i varijanci 0% iz dobivenog izraza. Dakle, aposteriorna prediktivna
distribucija za Y, je zadana sa

f()’n+1 | Xn+1’X’ y) = ff()’nﬂ | Xn+1’Xa yvﬁ9 O-Z)g(ﬁ’ 0-2 | Xn+1’X’ Y)dﬁdo'z

Odaziv Y, je uz dane Bz, B 1 x,41 JoS jedna sluCajna varijabla iz regresijskog mo-
dela te je nezavisna od ostalih varijabli Yi,...,Y,. Zbog toga, uz dane parametre modela,
varijabla odaziva Y,,; ne ovisi o prethodnim podacima. Zajednicka aposteriorna funkcija
gustoce za SBx i 81, koju smo izracunali na temelju podataka, ne ovisi o sljedecoj vrijednosti
eksplanatorne varijable x,,, .

Prvo analiziramo slucaj kada je o poznat. Odaziv Y,,; uz dane §81i X, je jos jedna
slucajna varijabla iz regresijskog modela te je nezavisna od ostalih varijabli Yi,...,Y,,
stoga distribucija varijable Y,,; ne ovisi o prethodnim podacima. Dodatno, zajednicka
aposteriorna funkcija gustoce za vektor parametara 3, koju smo izracunali na temelju po-
dataka, ne ovisi o sljede¢im vrijednostima eksplanatornih varijabli x,,,;. Zbog toga, distri-
bucija od 5 ne ovisi 0 X,.;. Slijedom navedenih tvrdnji, za prediktivnu funkciju gustoce
varijable Y,,; imamo

FOmet | %01, X, y) = f FOuet | %01 P28 | X, Y)dB.

Ako su 8 i 0% poznati, tada je Y,,; ~ N(X,418,02) i aposteriorna distribucija od S je
MVN(b], Vl), dakle

1y 2 _lip_hw\Tv-1(p_
e

_ f e—zﬁ[y?m—2xn+1ﬁyn+1+(xn+lﬁ)2]—%[ﬁTV;lﬁ—zﬂTV;‘bwb{vﬂbl] dB.

Izraz bTV'b; ne ovisi o 8 pa ga tretiramo kao konstantu. Takoder je u ovom trenutku
prikladno promatrati x,,,; kao vektor stupac i od sada pa nadalje éemo pisati 57 x,,,; umjesto
X,+13. Pogledajmo detaljnije izraz u eksponentu. Uz supstituciju A = ﬁ, imamo sljedece

1 1 B )
- F [yiﬂ - 2,3TXn+1ﬁyn+1 + (ﬂTXnH)Z] - 5 [,BTV1 1,3 - ZﬁTV] lbl]

1

=- §<ﬂyi+1 = 248" Xps1 Vst + AB XX B+ BTV B =287V 'by)
1

= = (BT (X1 xLyy + ViIDB = 287 (a1 Xper + Vi'BY) + 2, ).

2

Ako stavimo V = AX,.iX,, + Vit im = V' (AyuiXae1 + Vb)), pod pretpostavkom da

je V invertibilna, tada moZemo nadopuniti do razlike kvadrata i dobijemo da je izraz u
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eksponentu iduéeg oblika:
B—m)"V(B—m)—m' Vm + Ay>, .

Sada za prediktivnu aposteriornu funkciju gustoce vrijedi da je

_Yp—m)Tvg- Lo Vine1v2
FOnst | X1, X, y) fe 3(B=m)V(B=m) o p30m Vm /b"”)dﬁ.

Drugi dio u gornjem izrazu ne ovisi o S 1 stoga se moZe izluciti van ispred integrala:

| 2 1
FOnet | X1, X, y) oc @2 V=) fe_Z(ﬁ_m)TV(ﬂ‘m)dﬂ.

Integral je proporcionalan gustoc¢i multivarijatne normalne distribucije i zbog toga se inte-
grira u konstantu koja se moze apsorbirati u konstantu proporcionalnosti. Preostaje preure-
diti e2™"Vm=7.) u oblik koji nam je poznat. Ako se joS jednom usredotoimo na izraz u
eksponentu, uo¢imo da se (1y?,; — m’ Vm) moZe zapisati u kvadratnoj formi. Nakon toga
ponovno nadopunimo izraz do razlike kvadrata i dobijemo

1 T 2
——————(y-b7 X;41)
f@n+l | X,H_l,X, y) « e 2((r2+x£+lV|xn+])(y 1 Xn+ '

Zadnja tvrdnja nije trivijalna i zahtjeva koriStenje Sherman-Morrison formule.

Teorem 4.2.3. (Sherman-Morrison formula) Neka je A invertibilna kvadratna matrica, i
neka su w, v vektor stupci. Ako je 1 + vI A~ # 0, tada vrijedi

A lavTA™!

A+uv)y =12 — 2
( uv’) 1+viA-lu

Znamo da je zadovoljen uvjet za ¢lan u nazivniku jer je V; kovarijacijska matrica, stoga
je invertibilna i pozitivno—semidefinitna Sto osigurava da je kvadratna forma X,{HV]X,,H
uvijek veca ili jednaka nuli.

Dakle, aposteriorna prediktivna distribucija proporcionalna normalnoj distribuciji s
ocekivanjem blTx,Hl i varijancom o + X£+1V1X,,+1. Varijanca ima dvije komponente: o
predstavlja nesigurnost uzorkovanja, ax’, | Vx,., predstavlja nesigurnost vezanu uz 8. Ako
koristimo uniformnu apriornu distribuciju za S, tada ¢e vektor ocekivanja i kovarijacijska
matrica aposteriorne distribucije za (8 biti jednaki procjenama dobivenih metodom maksi-
malne vjerodostojnosti, koje su u ovom slucaju ekvivalentne procjenama dobivenih meto-
dom najmanjih kvadrata. Drugim rijeCima, ako koristimo uniformnu apriornu distribuciju
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za f3, tada je aposteriorna distribucija od 8 multivarijatna normalna s parametrima b; = b,
i1 Vi = Vig. Varijanca aposteriorne prediktivne distribucije se tada pojednostavljuje na
o?(1+xI (X" X) X0

Do sada smo pretpostavljali da je o> poznata, §to je nerealno u praksi. U slu¢aju kada je
o nepoznat, moZe se pokazati da aposteriorna prediktivna gusto¢a ima oblik Studentove t-
distribucije s oekivanjem B7X,,.1, varijancom s*+x”_ (X" X)"'X,1 i n—k stupnjeva slobode
gdje je s* ocekivanje kvadrata reziduala, to jest

1
s* = ——( — Xbrs)" (y — Xbps).
n-—k

Imajte na umu da ovaj rezultat vrijedi to¢no kada koristimo uniformnu apriornu distri-
buciju za nepoznate parametre modela (8 i o), a pribliZno ako je apriorna distribucija vrlo
neinformativna.

Napomena 4.2.4. Ovime smo naveli osnovne rezultate odredivanja prediktivne distribucije
za buduce opservacije u modelu visestruke linearne regresije. Izvodenje istih zahtijevalo
bi dugotrajnu algebarsku manipulaciju i stoga nije prikazano u ovome radu.



Poglavlje 5

Razni primjeri

U ovom poglavlju prikazujemo primjenu obradene teorije 1 metoda Bayesovskog sta-
tistickog zaklju€ivanja za jednostavnu i viSestruku linearnu regresiju na nekoliko odabranih
primjera. Zadaci su rijeSeni u programskom jeziku R, a pripadajuéi kodovi su priloZeni u
Dodatku A na kraju rada. Zadaci su preuzeti iz S]] i [8]].

Primjer 5.0.1. Istraziva& proucava odnos izmedu potrosnje goriva i brzine voZnje. Sest
puta je napravio voZnju na testnoj stazi, svaku razlicitom brzinom, i izmjerio je prijedene
kilometre s jednom litrom goriva. Brzine u kilometrima na sat (x) i udaljenosti u kilome-
trima (y) zabiljeZene su u tablici u nastavku.

x(km/h)‘ 80 90 100 110 120 130
y (km) ‘55.7 554 525 52.1 505 49.2

a) Izracunajmo procjene nepoznatih parametara regresijskog pravca.
Koristenjem ugradene funkcije Im u R-u dobijemo procjene parametara linearne regre-
sije:

B =-0.136 i By = 66.847.

Dakle, jednadzba regresijskog pravca je dana sa: y = 66.847 — 0.136x.
Na slici nalazi se prikaz dobivene procjene regresijskog pravca na dijagramu rasi-
panja prijedene udaljenosti u odnosu na brzinu.

b) Odredimo procjenu varijance oko regresijskog pravca za podatke o brzini i prijedenoj
udaljenosti.

o 2 i =91
o = ——

=0.32633
n—2

Procjena standardne devijacije jednaka je 6 = V62 = 0.57126.

65
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udaljenost (km)

49 50 51 52 53 54 &5

T T T T T T
80 90 100 110 120 130

brzina (km/h)

Slika 5.1: Prikaz krivulje regresijskog pravca na dijagramu rasipanja

c) Pretpostavimo da prijedena udaljenost uz danu brzinu voZnje dolazi iz N(By + B1x, 0%)
razdiobe, gdje je varijanca o = 0.57% poznata. Odredimo aposteriornu distribuciju od
Bi1 ako za taj parametar koristimo N(0, 1%) apriornu distribuciju.
Iskoristimo u tu svrhu .16)) i (4.17). Aposteriorna preciznost od B, jednaka je:
1 1 1750

-~ — 5387.273
(5,7 127057

pa je aposteriorna standardna devijacija jednaka s, = 0.01362. Izracunajmo joS apos-
teriorno ocekivanje od [3;.

, Y1 1750/0.57

_ . L (<0.136) = —0.13597
M5 = 5387273 0T 3387273 01300 = 01359

Dakle, aposteriorna distribucija od B, je N(—0.13597,0.013622).

d) Pronadimo sada procjenu 95%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnost za [3;.
Bayesovski (1 — a) - 100% interval vjerodostojnosti je oblika
’ ’ ’ ’
Mg, = 2§ g, Mg, + 25 S, |,
pri Cemu su my i sy ocCekivanje i standardna devijacija aposteriorne distribucije. Vri-
Jednost z¢ citamo iz tablice za standardnu normalnu distribuciju koja se nalazi u Do-
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datku B ili je racunamo u R-u pomocu funkcije gnorm. Dobijemo da je procjena 95%-
tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnosti jednaka

[-0.163,-0.109].

e) Provedimo sada Bayesovski statisticki test hipoteza

H() . ,31 >0
H1 :ﬁl <0
na razini znacajnosti od 5%. Testiramo jednostrane hipoteze, stoga je potrebno izracunati
aposteriornu vjerojatnost nulte hipoteze.
0 - (—0.13597)
0.01362

Vjerojatnost je manja od razine znacajnosti testa i odbacujemo Hy te moZemo zakljuciti
da je koeficijent smjera 3, zaista manji od 0.

P(3; > 0) = P(Z > ) = P(Z > 9.98028) = 1 — P(Z < 9.98028) = 0.

Primjer 5.0.2. Sljedeci podaci prikazuju procijenjenu dob x (u tjednima) i teZinu y (u
gramima) za dvanaest beba Zenskog spola:

X ‘ 40 36 40 38 42 39 40 37 36 38 39 40

y\3317 2729 2935 2754 3210 2817 3126 2539 2412 2991 2875 3231

Izracunajmo procjene nepoznatih parametara regresijskog pravca. Iskoristimo funkciju Im
u R-u i dobijemo:
Bo = -2141.7, B, =130.4.

Jednadzba regresijskog pravca je dana sa: = =2141.7 — 130.4x.
MoZemo odrediti i alternativni oblik prethodne jednadzbe. Prema (3.10)), uz Bz =2911.33
i X =38.75, vrijedi: = 2911.33 — 130.4(x — 38.5).
Procjena varijance oko regresijskog pravca je 6 = 157.7105

Odredimo procjenu 90%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnosti za nepoznate pa-
rametre i varijancu modela uz pretpostavku da koristimo referentnu apriornu distribuciju.
Iz vrijednosti S, = 36.5, S,, = 865126.67 i S, = 4727 dobijemo da je S, = S, —
S iy /S xx = 24872.59. Buduci da je varijanca nepoznata, traZene intervale cemo odrediti
pomocu tvrdnji (4.12), @.13) i (4.14).
Vrijednost t,0(0.95) citamo iz tablice kvantila Studentove t-distribucije ili racunamo u R-u
pomocu funkcije qt. Procjena 90%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnosti za para-
metar B jednaka je

|5 = 110(0.95) - 6/ Vn, 5 + 110(0.95) - 6/ Vn| = [2828.817,2993.849] .
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(s}

2400 2600 2800 3000 3200

36 37 38 39 40 41 42

Slika 5.2: Dijagramu rasipanja podataka s krivuljom regresijskog pravca

Nadalje, procjena 90%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnosti za parametar 3, je

|B1 = 10(0.95) - &/ /S o 1 + 110(0.95) - 6/ S .| = [82.924,177.876].

Za procjenu 90%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnosti parametra o koristimo vri-
jednosti iz tablice za log x* distribuciju koja se nalazi u Dodatku B. Dobijemo:

[See/19.447,S ../4.258] = [12789.935,58413.778] .

Sada imamo da je procjena 90%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnosti za parametar
o jednaka
[113.093,241.689].

Primjer 5.0.3. Proizvodac tekstila je zabrinut zbog cvrstoce pamucne prede. Kako bi se
utvrdilo je li duljina vliakna vaZan c¢imbenik u odredivanju cvrstoce prede, voditelj kontrole
kvalitete provjerio je duljinu vlakna (x) i ¢vrstocu (y) na uzorku od 10 segmenata prede.
Dobiveni su sljedeci rezultati:

x|8 8 75 73 76 73 96 92 70 74
y|99 93 103 97 91 94 135 120 88 92

a) Izracunajmo procjene nepoznatih parametara regresijskog pravca.
Koristenjem funkcije Im dobijemo procjene parametara linearne regresije

B =1478 i By=—-16.409.
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Slika 5.3: Prikaz regresijskog pravca na dijagramu rasipanja

JednadZba regresijskog pravca je dana sa: y = —16.409 — 1.478x.

b) Odredimo procjenu varijance oko regresijskog pravca za podatke o Cvrsto¢i prede i
duljini vlakna. Iskoristimo formulu (3.12)) i dobijemo sljedece:

5 =58.78057 = & = V&2 = 7.66685.

c) Pretpostavimo da je ¢vrstoéa prede uz duljinu viakna N(By + B x, 07%), gdje je varijanca
o0? = 71.7% poznata. Odredimo aposteriornu distribuciju od 8, ako za taj parametar
koristimo N(0, 10%) apriornu distribuciju.

Pomocu izraza i @.17) dobije se aposteriorna preciznost od 3;:

— = 11.85685

(s5,)?
Aposteriorna standardna devijacija jednaka je s, = 0.29041, dok je aposteriorno
ocekivanje od B, jednako mél = 1.47626. Dakle, aposteriorna distribucija od [, je
N(1.47626,0.290412).

d) Pronadimo sada procjenu 95%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnost za 3.
Iskoristimo @.18) i dobijemo da je procjena 95%-tnog Bayesovskog intervala vjerodos-
tojnosti za parametar nagiba jednaka

[0.907,2.045] .
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e) Provedimo Bayesovski statisticki test hipoteza

H()Z,BISO
H1:,81>O

na razini znacajnosti od 5%. Testiramo jednostrane hipoteze. Zbog toga je potrebno
izracunati aposteriornu vjerojatnost nulte hipoteze.

B — 1.47626 < 0-1.47626
0.29041 — 0.29041

P(B) < 0) = P( ) _ P(Z < —5.08336) = 1.85- 10"
Vjerojatnost je manja od razine znacajnosti testa i odbacujemo H, te moZemo zakljuciti
da je koeficijent smjera 8y manji od 0.

f) Pronadimo prediktivnu distribuciju za y,, ¢vrstocu sljedeceg komada prede Cija je du-
ljina vlakna x;; = 90.
Najprije moramo odrediti aposteriornu distribuciju parametra Bz ako za njega koris-
timo N(101.2,7.83%) (ovu apriornu distribuciju dobili smo koristeci pravilo za odrediva-
nje razumne apriorne distribucije na temelju podataka koje je opisano u Poglavlju 4).
Aposteriorna preciznost od B je

1
= 0.185,
(55,

stoga je aposteriorna standardna devijacija jednaka Sk; = 2.3252. Nadalje, aposte-
riorno ocekivanje od Bx jednako je méi = 101.2 pa je aposteriorna distribucija od 3
upravo N(101.2,2.3252%). Sada racunamo:

m), = 101.2 + (90 - 79.6) - 1.47626 = 116.5531;

(s3)° = 2.3252° + (90 — 79.6)* - 0.29041% + 7.7* = 73.8187.

Prediktivna distribucija za ¢vrstocu sljedeceg komada pamucne prede yy, Cija je duljina
viakna x,; = 90 je N(116.5531, 8.5918).

g) Pronadimo 95% Bayesovski interval vjerodostojnosti za predvidanje varijable odaziva
iz podzadatka h). Racunamo:

|}, = 1.96 - 5}, m}, = 1.96 - || = [116.5531 — 1.96 - 8.5918,116.5531 — 1.96 - 8.5918]
= [99.714,133.393].

Time smo odredili traZeni Bayesovski interval vjerodostojnosti.
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Primjer 5.0.4. Pretpostavimo da sljedecih 8 opaZanja varijabli (x,Y) dolazi iz jednostav-
nog linearnog regresijskog modela zadanog sa

Y = ﬂ() + ﬁlx + &,
gdje je varijanca slucajnih greSaka modela o = 2* poznata.

x| 54 47 44 47 55 50 52 48
y|17 45 46 89 09 14 52 64

a) Nacrtajmo dijagram rasipanja izmjerenih podataka i izracunajmo procjene nepoznatih
parametara regresijskog pravca.

44 46 48 50 52 54

Slika 5.4: Dijagramu rasipanja podataka s ucrtanom krivuljom regresijskog pravca

Procjene parametara linearne regresije dobivene funkcijom Im su:

Bo = 267535, p1 = —0.4545.
JednadZba regresijskog pravca je dana sa: $ = 26.7535 — 0.4545x.

b) Odredimo aposteriornu distribuciju parametra B, ako za B, koristimo N(0, 3%) apriornu
distribuciju te apriornu distribuciju N(4,2?) za Bs.
Pomocu funkcije Bayes.lin.reg u R-u pronalazimo aposteriornu distribuciju parametra
nagiba:
Bi ~ N(-0.4525,0.19772%).

Na slici 5.5\ prikazan je odnos apriorne i aposteriorne distribucije parametra nagiba.



72

c)

d)

/)

POGLAVLIJE 5. RAZNI PRIMJERI

Pronadimo procjenu 95%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnost za B.
Iskoristimo funkciju qnorm i parametre aposteriorne distribucije dobivene pomocu
Bayes.lin.reg. Procjena 95%-tnog Bayesovskog intervala vjerodostojnosti je

[-0.840, -0.065] .

Provedimo Bayesovski statisticki test hipoteza

H02,8121
H1:ﬁ1<1

na razini znacajnosti od 5%. Testiramo jednostrane hipoteze, stoga je potrebno izracunati
aposteriornu vjerojatnost nulte hipoteze.

0 - (-0.4525)
0.19772

P(B, > 0) = P(Z > ) = P(Z > 2.28861) = 1-P(Z < 2.28861) = 0.01105.
Vjerojatnost je manja od razine znacajnosti testa pa odbacujemo nultu hipotezu. MoZemo
zakljuciti da je koeficijent smjera 8y manji od 1.

Pronadimo prediktivnu distribuciju za yy uz danu vrijednost eksplanatorne varijable
X9 = 51.

Najprije moramo odrediti aposteriornu distribuciju parametra ;. Koristenjem funkcije
Bayes.lin.reg dobijemo da je aposteriorna distribucija od By jednaka N(4.178,0.666672).
Odnos apriorne i aposteriorne distribucije prikazan je na slici

Sada racunamo:

m}, = 4.178 + (51 — 49.625) - (=0.4525) = 3.5556;
(53)" = 0.66667> + (51 —49.625) - 1.978% + 2% = 2.1209.

Prediktivna distribucija za sljedecu vrijednost varijable odaziva yy za dano xy = 51 je
N(3.5556,2.1209?).

Pronadimo 95% Bayesovski interval vjerodostojnosti za predvidanje varijable odaziva
iz podzadatka h).
Rjesenje dobijemo ponovno pomocu funkcije Bayes.lin.reg, ali uz dodatak argumenta
pred.x koji oznacava da traZimo prediktivnu vrijednost varijable odaziva. 95% Baye-
sovski interval vjerodostojnosti za predvidanje vrijednosti varijable odaziva yy za dano
X9 =51 je

[-0.6106,7.7218].
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Slika 5.6: Odnos apriorne i1 aposteriorne distribucije za parametar S5

Primjer 5.0.5. Podaci za ovaj zadatak se mogu preuzetina http://www.stat.berkeley.
edu/ ~statlabs/data/babies.data. Varijable u skupu podataka su sljedece:


http://www.stat.berkeley.edu/~statlabs/data/babies.data
http://www.stat.berkeley.edu/~statlabs/data/babies.data
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Varijabla  Opis

bwt TeZina pri rodenju u uncama (999 = nepoznato)
gestation Trajanje trudnoce u danima (999 = nepoznato)
parity Red rodenja (0 = prvorodeni, 9 = nepoznato)

age Majcina dob u godinama

height Majcina visina u incima(99 = nepoznato)

weight Majcina teZina prije trudnoce u funtama (999 = nepoznato)
smoke Pusacki status majke (0 = ne sada, 1 = da sada, 9 = nepoznato)

Ispitivanjem se Zeli utvrditi utjecu li trajanje trudnoce, red rodenja, majcina dob, majcina
visina, majcina teZina prije trudnoce i pusacki status na teZinu djeteta prilikom rodenja.
Nakon sto smo u R-u ucitali podatke, vazno je osigurati da radimo analizu samo s potpunim
podacima. U protivnom bismo trebali imati model i za vrijednosti koje nedostaju. Nakon
“Ciscenja” podataka, funkcija nrfow nam pokazuje da je ostalo 1175 (potpunih) slucajeva
u podacima.

Uvijek je korisno nacrtati podatke prije razmatranja modela. Na taj nacin ponekad
moZemo otkriti znacajke koje moZda ne bismo primijetili u samim podacima te moZemo
dobiti uvid u moguce probleme. Matrica dijagrama rasprSenja dobar je prvi korak kod
modela viSestruke linearne regresije (koristimo funkciju pairs).

150 250 350 20 &0 100 100 200

ey ==l =iF I 3
A [a] [ B P @ [
et I o e i -
o P | D I | W
cojia Y I Ol
[ [:]F || ]

FrrTrT rTrrri
60 120 180 0.0 0.6 00 08

gestation

150 350

00 08

100 250

Slika 5.7: Matrica dijagrama rasipanja podataka

Primjecujemo da se pojavljuje neuobicajena vrijednost za dob od 99 koju uzimamo kao
zadanu vrijednost kada podatak o dobi nedostaje, iako to nije spomenuto u opisu podataka.
Zbog toga ¢emo ukloniti ovu tocku iz nase analize.
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Sada iskoristimo R funkciju Bayes.Im i multivarijatnu normalu apriornu distribuciju
kako bismo uklopili model visestruke linearne regresije u ovaj skup podataka. Pocetni izbor
apriorne distribucije je MNV (b, Vo) uz by = (0,0,0,0,0,0,0)" i Vo = 10°L;. Dobiveni
rezultat za vektor ocekivanja aposteriorne distribucije je

b1:(119.462 0.444 -3.327 -0.009 1.154 0.050 —8.401)T.

Cetvrta i Sesta komponenta vektora by odnose se na parametre nagiba za eksplanatorne
varijable age i weight, redom. Uocavamo da su vrijednosti tih parametara relativno blizu
nule. Stoga bismo Zeljeli ispitati ako su varijable age i weight potrebne u modelu, to jest,
utjecu li one uopce na teZinu prilikom rodenja. Testiramo hipoteze:

HO . ﬁage — 0)’ H1 . ﬁage ) + (O .
weight 0 weight 0
Ako s B oznacimo vektor (Buge Bueignr)', znamo da B’ ima marginalnu aposteriornu
distribuciju MVN(bg., Vg), gdje su komponente vektora ocekivanja i kovarijacijske ma-

trice dane odgovarajucim komponentama vektora ocekivanja by i kovarijacijske matrice
Vi. Dakle, B” ~ MVN(bg, V), pri Cemu su

b = -0.009) . . 7.365-103 -2.728-107*
A =1 0.050 07 1-2.728-10% 6.371-107* )"

Uz a = 0.05, odredujemo 95%-tno podrucje vjerodostojnosti za reducirani vektor parame-
tara nagiba B"'. To je podrucje cCine sve tocke B takve da je

(B” = bg)Vg! (B —bgr) < x005(2).

Testiramo hipoteze na razini znacajnosti « pomocu Bayesovskog podrucja vjerodostoj-
nosti. Pokazuje se da je za " = (0,0)" vrijednost by V[;,,lbﬁu = 3.9714 sto je manje od
¥0.05(2) = 5.9915 (ovu vrijednost Citamo iz tablice kvantila x* razdiobe). Dakle, 0 leZi unu-
tar Bayesovskog podrucja vjerodostojnosti i zbog toga ne moZemo odbaciti nultu hipotezu.
Vjerodostojno je da su parametri nagiba uz eksplanatorne varijable age i weight jednaki
nula i moZemo ih ukloniti iz modela.






Bibliografija

[1] P. D. Hoff, A First Course in Bayesian Statistical Methods, Springer, 2009.
[2] M. Huzak, Vjerojatnost i matematicka statistika, 2006.
(3]

(4] | Statistika, predavanja, Prirodoslovno - matematicki fakultet, Matematicki
odjel, Sveuciliste u Zagrebu.

, Matematicka statistika, predavanja, 2020.

[5] W. M. Bolstad i J. M. Curran, Introduction to Bayesian Statistics, Second Edition, A
John Wiley & Sons, 2017.

[6] X.YaniX.G. Su, Linear regression analysis : Theory and computing, World Scientific
Publishing Co. Pte. Ltd., 2009.

[7] Nikola Sandri¢ i Zoran Vondracek, Vjerojatnost, predavanja, 2019.
[8] P. M. Lee, Bayesian Statistics An Introduction, Wiley, 2012.

[9] Nikola Sarapa, Teorija vjerojatnosti, Skolska knjiga, 2002.

77






10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

4

w

Dodatak A

R kod za Primjer 5.0.1.

#podaci:

x = c(80, 90, 100, 110,120,130)

y = c(55.7, 55.4, 52.5, 52.1, 50.5, 49.2)
n==~6

#a)

plot(x, y, xlab = "brzina (km/h)", ylab = "udaljenost (km)")
regr = Im(y ~ x)

regr

abline(regr$coefficients)

#b)

temp = (y - (mean(y) + regr$coefficients[2]*(x - mean(x)))) "2
se = sqrt(sum(temp)/(n - 2))

#c)
sigma = 0.57
Sxx = sum(x"2) - n*mean(x) "2

preciz = (1/1) + (Sxx/sigma”2)

se_beta = sqrt(l/preciz)

m_beta = (1/preciz)*0® + (Sxx/sigma”2)/preciz*regr$coefficients[2]
#d)

z=qgnorm(0.975)

i_lower = m_beta - z*se_beta

i_upper = m_beta + z*se_beta

#e)

1 - pnorm(-(m_beta)/se_beta, 0, 1)

R kod za Primjer 5.0.2.

#podaci:

x = c(40, 36, 40, 38, 42, 39, 460, 37, 36, 38, 39, 40)

y = c(3317, 2729, 2935, 2754, 3210, 2817, 3126, 2539, 2412, 2991, 2875,
3231)

n = 12
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6 plot(x, y)

7 regr = Im(y =~ x)

8§ regr

9 abline(regr$coefficients)
10 mean (y)

11 mean(x)

13 Sxy = sum(x*y) - n*mean(x)*mean(y)
14 Sxx = sum(x"2) - n*mean(x) "2

15 Syy = sum(y"2) - n*mean(y) "2

16 See = Syy - (Sxy 2/Sxx)

17 se = sqrt(See/(n-2))

19 t=qt(0.95, 10)

20 i_lower_x=mean(y) - t*(se/sqrt(n))

21 i_upper_x= mean(y) + t*(se/sqrt(n))

22 i_lower_l=regr$coefficients[2] - t*(se/sqrt(Sxx))
23 i_upper_1= regr$coefficients[2] + t*(se/sqrt(Sxx))

25 #vrijednosti log-chi”2 uzimamo iz tablice u dodatku
26 q_1 = 19.447

27 q_2 = 4.258

28 i_lower_se_sq = See/q_1

29 i_upper_se_sq = See/q_2

30 i_lower_se = sqrt(i_lower_se_sq)

31 i_upper_se = sqrt(i_upper_se_sq)

R kod za Primjer 5.0.3.

1 #podaci:
2 x = c(85, 82, 75, 73, 76, 73, 96, 92, 70, 74)
3y = c(99, 93, 103, 97, 91, 94, 135, 120, 88, 92)
4n =10
5 #a)

6 regr = Im(Cy = x)

7 regr

8 #b)

9 abline(regr$coefficients)

10 #c)

11 temp = (y - (mean(y) + regr$coefficients[2]*(x - mean(x)))) "2
12 se = sqrt(sum(temp)/(n - 2))

13 #d)
14 sigma = 7.7
15 Sxx = sum(x”"2) - n*mean(x) "2

16 preciz = (1/1072) + (Sxx/sigma”2)
17 se_beta = sqrt(l/preciz)
18 m_beta = (1/preciz)*® + (Sxx/sigma”2)/preciz*regr$coefficients[2]
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#e)

i_lower = m_beta - 1.96*se_beta
i_upper = m_beta + 1.96*se_beta
#1f)

pnorm(-(m_beta)/se_beta, 0, 1)
#9)

m_x = mean(y)
se_x = (max(y) - min(y))/6

preciz_x = (1/se_x"2) + (n/sigma”2)
se_beta_x = sqrt(l/preciz_x)
m_beta_x = ((1/se_x"2)/preciz_x)*m_x + (n/sigma’2)/preciz_x*mean(y)

m_y = m_beta_x + (90 - mean(x))*m_beta

se_y_sq = se_beta_x"2 + (90 - mean(x)) "2*se_beta”2 + sigma“2
se_y = sqrt(se_y_sq)

#h)

z = gnorm(0.975)

lower = m_y - z*se_y

upper = m_y + z¥*se_y

R kod za Primjer 5.0.4.

library("Bolstad")

#podaci

x = c(54, 47, 44, 47, 55, 50, 52, 48)

y = c(l.7, 4.5, 4.6, 8.9, 0.9, 1.4, 5.2, 6.4)

n =238

sigma = 2

#a)

plot(x, y)

regr = Im(y ~ x)

regr

abline(regr$coefficients)

#b)

rezultati = bayes.lin.reg(y, x, "n", "n", 0, 3, 4, 2, sigma, ret = T)

curve (dnorm(x, rezultatif$post.coef[2], rezultatif$post.coef.sd[2]),

from = -1, to = 1, xlab="", ylab="", col = "blue")
curve (dnorm(x, 0, 3), from = -1, to = 1, 1lty = 3, col = "red",add = T)
legend(x = "topright", legend = c("prior", "posterior"), bty = "n",

lty = c(1, 3), col = c("blue", "red"))
#c)
inter_vjer

gnorm(c(0.025, 0.975), rezultati$post.coef[2],
rezultati$post.coef.sd[2])

#d)

q = (0-rezultatif$post.coef[2])/rezultatif$post.coef.sd[2]

l-pnorm(q, 0, 1)

#e)



27 curve (dnorm(x, rezultati$post.coef[1l], rezultatif$post.coef.sd[1]),

28 from = -2, to = 8, xlab="", ylab="", col = "blue")

29 curve (dnorm(x, 4, 2), from = -2, to = 8, lty = 3, col = "red",add = T)
30 legend(x = "topright", legend = c("prior", "posterior"), bty = "n",

31 1ty = c(1, 3), col = c("blue", "red"))

32

33 m_y = rezultati$post.coef[1] + (51-mean(x))*rezultati$post.coef[2]
34 se_y_sq = rezultati$post.coef.sd[1]72 +
35 (51 - mean(x))*rezultati$post.coef.sd[2]"2 + sigma”2

36 se_y = sqrt(se_y_sq)

37 #alternativno rjesenje

38 rezultati = bayes.lin.reg(y, x, "n", "n", 0, 3, 4, 2, sigma,
39 pred.x = c(51), ret = T)

40 #£)

41 z = gnorm(0.975)
42 lower = rezultatif$pred.y - z*rezultati$pred.se
43 upper = rezultati$pred.y + z*rezultati$pred.se

R kod za Primjer 5.0.5.

1 library("Bolstad")

2 url = "http://www.stat.berkeley.edu/ statlabs/data/babies.data"
3 bw.df read.table(url, head = TRUE)

4 bw.df = subset(bw.df, bwt != 999 & gestation != 999

5 & parity !'= 9 & height != 99

6 & weight != 999 & smoke != 9)

7 nrow (bw.df)

9 pairs(bw.df, upper.panel = panel.smooth)
10 bw.df = subset(bw.df, age != 99)

11 b® = rep(®, 7)

12 V0 = 10°6*diag(7)

14 fit = bayes.lm(bwt ~ gestation + parity + age + height + weight + smoke,
15 data = bw.df, prior = list(b® = b®, VO = VO))

16 summary (fit)

17 bl = fit$post.mean

18 V1 = fit$post.var

19
20 b
21V
22

23 t(b)%*%solve (V)%*%b

bl[c(4, 6)]
matrix(c(V1[4, 4], V1[4, 6], V1[6, 4], V1[6, 6 1), 2, 2)



Dodatak B

TABLICA VRIJEDNOSTI FUNKCIE DISTRIBUCIJE STANDARDNE NORMALNE
DISTRIBUCIJE

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 ] 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 ] 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 10.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 ] 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 1 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 1 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 109032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 09131 09147 09162 09177
1.4 109192 09207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 109332 09345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 [ 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 09713 09719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 09750 09756 0.9761 0.9767
2.0 109772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 109821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22109861 09864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 109893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
24109918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
25109938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 1 09953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 109965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 109974 09975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
29109981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 1 09987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 109990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
32109993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
33109995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 109997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998




TABLICA KVANTILA STUDENTOVE t-RAZDIOBE

a 0.1 0.05 0.025 0.0125 0.01 0.005 0.0025 0.0015 0.001 0.0005
d
11]3.0777 63138 12.77062 25.4517 31.8205 63.6567 127.3213 212.2050 318.3088 636.6192
2118856 29200 4.3027 6.2053 6.9646 99248 14.0890 18.2163 223271  31.5991
311.6377 23534 3.1824 4.1765 4.5407 5.8409 7.4533 8.8915 10.2145  12.9240
4115332 21318 27764 3.4954 3.7469  4.6041 5.5976 6.4348 7.1732 8.6103
5114759 20150 25706 3.1634 33649 4.0321 4.7733 5.3760  5.89343 6.8688
6 | 1.4398 19432 24469 29687 3.1427 3.7074 4.3168 4.8002 5.2076 5.9588
7| 1.4149 1.8946 23646 2.8412 2.9980  3.4995 4.0293 4.4421 4.7853 5.4079
8| 1.3968 1.8595 23060 2.7515 2.8965 3.3554 3.8325 4.1991 4.5008 5.0413
9113830 1.8331 2.2622 2.6850 2.8214 3.2498 3.6897 4.0240 4.2968 4.7809
10 | 1.3722 1.8125 2.2281 2.6338 2.7638  3.1693 3.5814 3.8920 4.1437 4.5869
11| 1.3634 1.7959 22010 25931 2.7181 3.1058 3.4966 3.7890 4.0247 4.4370
12 | 1.3562 1.7823  2.1788  2.5600 2.6810  3.0545 3.4284 3.7065 3.9296 4.3178
13 | 1.3502 1.7709 2.1604 25326 2.6503 3.0123 3.3725 3.6389 3.8520 4.2208
14 | 1.3450 1.7613  2.1448 25096 2.6245 2.9768 3.3257 3.5827 3.7874 4.1405
15 | 1.3406 1.7531 2.1314 24899 2.6025 2.9467 3.2860 3.5350 3.7328 4.0728
16 | 1.3368 1.7459  2.1199 24729  2.5835  2.9208 3.2520 3.4942 3.6862 4.0150
17 | 1.3334 1.7396  2.1098 24581 2.5669  2.8982 3.2224 3.4589 3.6458 3.9651
18 | 1.3304 1.7341  2.1009  2.4450 2.5524  2.8784 3.1966 3.4279 3.6105 3.9216
19 | 1.3277 1.7291 2.0930 2.4334  2.5395  2.8609 3.1737 3.4007 3.5794 3.8834
20 | 1.3253 1.7247 2.0860 2.4231 25280  2.8453 3.1534 3.3764 3.5518 3.8495
21| 1.3232 1.7207 2.0796 24138 25176 2.8314 3.1352 3.3548 3.5272 3.8193
22| 1.3212 1.7171  2.0739 24055 2.5083  2.8188 3.1188 3.3353 3.5050 3.7921
23 | 1.3195 1.7139  2.0687 23979 24999  2.8073 3.1040 3.3176 3.4850 3.7676
24 | 1.3178 1.7109  2.0639 23909 2.4922  2.7969 3.0905 3.3016 3.4668 3.7454
25| 1.3163 1.7081 2.0595 23846 2.4851 2.7874 3.0782 3.2870 3.4502 3.7251
26 | 1.3150 1.7056  2.0555 23788  2.4786  2.7787 3.0669 3.2736 3.4350 3.7066
27| 1.3137 1.7033  2.0518 23734  2.4727 2.7707 3.0565 3.2613 3.4210 3.6896
28 | 1.3125 1.7011  2.0484 23685 2.4671 2.7633 3.0469 3.2499 3.4082 3.6739
29 | 1.3114 1.6991 2.0452 23638 2.4620 2.7564 3.0380 3.2394 3.3962 3.6594
30 | 1.3104 1.6973 2.0423  2.3596 2.4573  2.7500 3.0298 3.2296 3.3852 3.6460
o | 1.2816 1.6449 1.9510 22414 23264 2.5758 2.8070 2.9677 3.0902 3.2905



TABLICA KVANTILA y2-RAZDIOBE

a 0.99 0.98 0.975 0.95 0.90 0.80 0.70 0.50 0.30
d
1| 00002 0.0006 0.0010 0.0039 0.0158 0.0642 0.1485 0.4549 1.0742
2| 0.0201 0.0404 0.0506 0.1026 0.2107 0.4463 0.7133 1.3863 2.4079
31 01148 0.1848 0.2158 0.3518 0.5844 1.0052 1.4237 23660 3.6649
41 02971 04294 04844 0.7107 1.0636 1.6488 2.1947 3.3567 4.8784
5| 05543 0.7519 0.8312 1.1455 1.6103 23425 29999 43515 6.0644
6| 0.8721 1.1344 1.2373 1.6354 22041 3.0701 3.8276 5.3481 7.2311
7| 12390 15643 1.6899 2.1673 2.8331 3.8223 4.6713 6.3458  8.3834
8| 1.6465 2.0325 2.1797 27326 3.4895 4.5936 55274 73441  9.5245
9| 20879 25324 27004 3.3251 4.1682 53801 6.3933 8.3428 10.6564
10 | 2.5582 3.0591 32470 3.9403 4.8652 6.1791 7.2672 9.3418 11.7807
11| 3.0535 3.6087 3.8157 45748 5.5778 6.9887 8.1479 10.3410 12.8987
12 | 3.5706 4.1783 44038 5.2260 6.3038 7.8073 9.0343 11.3403 14.0111
13| 4.1069 4.7654 5.0088 5.8919 7.0415 8.6339 9.9257 12.3398 15.1187
14 | 4.6604 53682 5.6287 6.5706 7.7895 9.4673 10.8215 13.3393 16.2221
15| 5.2293 59849  6.2621 7.2609 8.5468 10.3070 11.7212 14.3389 17.3217
16 | 5.8122 6.6142 69077 79616 9.3122 11.1521 12.6243 15.3385 18.4179
17 | 6.4078 7.2550 7.5642 8.6718 10.0852 12.0023 13.5307 16.3382 19.5110
18 | 7.0149 79062 8.2307 9.3905 10.8649 12.8570 14.4399 17.3379 20.6014
19 | 7.6327 85670 89065 10.1170 11.6509 13.7158 15.3517 18.3377 21.6891
20| 8.2604 9.2367 9.5908 10.8508 12.4426 14.5784 16.2659 19.3374 22.7745
21| 8.8972 99146 10.2829 11.5913 13.2396 15.4446 17.1823 20.3372 23.8578
22 | 9.5425 10.6000 10.9823 12.3380 14.0415 16.3140 18.1007 21.3370 24.9390
23 | 10.1957 11.2926 11.6886 13.0905 14.8480 17.1865 19.0211 22.3369 26.0184
24 1 10.8564 11.9918 12.4012 13.8484 15.6587 18.0618 19.9432 23.3367 27.0960
25| 11.5240 12.6973 13.1197 14.6114 16.4734 18.9398 20.8670 24.3366 28.1719
26 | 12.1981 13.4086 13.8439 15.3792 17.2919 19.8202 21.7924 25.3365 29.2463
27 | 12.8785 14.1254 14.5734 16.1514 18.1139 20.7030 22.7192 26.3363 30.3193
28 | 13.5647 14.8475 153079 16.9279 18.9392 21.5880 23.6475 27.3362 31.3909
29 | 14.2565 15.5745 16.0471 17.7084 19.7677 22.4751 24.5770 28.3361 32.4612
30 | 14.9535 16.3062 16.7908 18.4927 20.5992 23.3641 25.5078 29.3360 33.5302
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1.6424

3.2189

4.6416

5.9886

7.2893

8.5581

9.8032
11.0301
12.2421
13.4420
14.6314
15.8120
16.9848
18.1508
19.3107
20.4651
21.6146
22.7595
23.9004
25.0375
26.1711
27.3015
28.4288
29.5533
30.6752
31.7946
329117
34.0266
35.1394
36.2502

2.7055

4.6052

6.2514

7.7794

9.2364
10.6446
12.0170
13.3616
14.6837
15.9872
17.2750
18.5493
19.8119
21.0641
22.3071
23.5418
24.7690
25.9894
27.2036
28.4120
29.6151
30.8133
32.0069
33.1962
34.3816
35.5632
36.7412
37.9159
39.0875
40.2560

3.8415

5.9915

7.8147

9.4877
11.0705
12.5916
14.0671
15.5073
16.9190
18.3070
19.6751
21.0261
22.3620
23.6848
24.9958
26.2962
27.5871
28.8693
30.1435
31.4104
32.6706
33.9244
35.1725
36.4150
37.6525
38.8851
40.1133
41.3371
42.5570
43.7730

5.0239

7.3778

9.3484
11.1433
12.8325
14.4494
16.0128
17.5345
19.0228
20.4832
21.9200
23.3367
24.7356
26.1189
27.4884
28.8454
30.1910
31.5264
32.8523
34.1696
35.4789
36.7807
38.0756
39.3641
40.6465
41.9232
43.1945
44.4608
45.7223
46.9792

5.4119

7.8240

9.8374
11.6678
13.3882
15.0332
16.6224
18.1682
19.6790
21.1608
22.6179
24.0540
254715
26.8728
28.2595
29.6332
30.9950
32.3462
33.6874
35.0196
36.3434
37.6595
38.9683
40.2704
41.5661
42.8558
44.1400
45.4188
46.6927
47.9618

6.6349

9.2103
11.3449
13.2767
15.0863
16.8119
18.4753
20.0902
21.6660
23.2093
24.7250
26.2170
27.6882
29.1412
30.5779
31.9999
33.4087
34.8053
36.1909
37.5662
38.9322
40.2894
41.6384
42.9798
443141
45.6417
46.9629
48.2782
49.5879
50.8922

7.8794
10.5966
12.8382
14.8603
16.7496
18.5476
20.2777
21.9550
23.5894
25.1882
26.7568
28.2995
29.8195
31.3193
32.8013
34.2672
35.7185
37.1565
38.5823
39.9968
41.4011
42.7957
44.1813
45.5585
46.9279
48.2899
49.6449
50.9934
52.3356
53.6720

9.5495
12.4292
14.7955
16.9238
18.9074
20.7912
22.6007
24.3521
26.0564
27.7216
29.3536
30.9570
32.5352
34.0913
35.6276
37.1461
38.6485
40.1361
41.6103
43.0720
44.5222
45.9618
47.3915
48.8118
50.2234
51.6269
53.0226
54.4110
55.7925
57.1674

10.8276
13.8155
16.2662
18.4668
20.5150
22.4577
243219
26.1245
27.8772
29.5883
31.2641
32.9095
34.5282
36.1233
37.6973
39.2524
40.7902
42.3124
43.8202
45.3147
46.7970
48.2679
49.7282
51.1786
52.6197
54.0520
55.4760
56.8923
58.3012
59.7031



GRANICE BayesOVSKIH INTERVALA VJERODOSTOJNOSTI ZA log
Y>-RAZDIOBU

a 0.80 0.90 0.95 0.99 0.995
d
31 0779 7.622 0476 9.434 0296 11.191 0.101 15.128 0.064 16.771
4] 1308 9042 0.883 10958 0.607 12.802 0.264 16903 0.186 18.612
5| 1.891 10427 1355 12442 0989 14369 0496 18.619 0372 20.390
6| 2513 11.784 1.875 13.892 1425 15897 0.786 20.295 0.614 22.116
7| 3.165 13.117 2431 15314 1903 17.393 1.122 21931 0904 23.802
8] 3.841 14430 3.017 16711 2414 18.860 1.498 23.532 1.233 25.450
91| 4535 15.727 3.628 18.087 2953 20.305 1906 25.108 1.596 27.073
10 | 5246 17.009 4.258 19.447 3.516 21.729 2344 26.654 1.991 28.659
11| 5970 18279 4906 20.789 4.099 23.135 2807 28.176 2410 30.231
12| 6707 19.537 5570 22.119 4700 24525 3291 29.685 2.853 31.777
13| 7454 20.786 6.246 23437 5317 25901 3.795 31.171 3317 33.305
14| 8210 22.026 6.935 24743 5948 27.263 4315 32.644 3.797 34.821
15| 8975 23258 7.634 26.039 6.591 28.614 4853 34.099 4296 36.315
16 | 9747 24483 8343 27.325 7.245 29955 5404 35539 4811 37.788
17 | 10.527 25.701 9.060 28.604 7910 31.285 5968 36972 5339 39.253
18 | 11.312 26913 9.786 29.876 8.584 32.608 6.545 38388 5.879 40.711
19 | 12.104 28.120 10.519 31.140 9.267 33921 7.132 39.796 6.430 42.160
20 | 12.900 29.322 11.259 32398 9.958 35.227 7.730 41.194 6.995 43.585
21| 13.702 30.519 12.005 33.649 10.656 36.526 8337 42583 7.566 45.016
22 | 14.508  31.711 127756  34.896 11.362 37.817 8951 43969 8.152 46421
23 | 15.319 32899 13,514 36.136 12.073 39.103 9.574 45344 8.742 47.832
24| 16.134  34.083 14.277 37372 12.791 40.384 10.206 46.708 9.341 49.232
25116952 35264 15.044 38.603 13.515 41.657 10.847 48.062 9949 50.621
26 | 17.774  36.441 15815 39.830 14.243 42927 11491 49419 10.566  52.000
27 | 18.599  37.615 16.591 41.052 14977 44.191 12.143 50.764 11.186 53.381
28 | 19.427 38.786 17.372 42271 15.715 45452 12.804 52.099 11.815 54.752
291 20.259 39953 18.156 43.486 16459 46.706 13.467 53.436 12.451 56.111
30 | 21.093  41.119 18.944 44.696 17.206 47958 14.138 54.761 13.091 57.473
35 (25303 46906 22931 50.705 21.002 54.156 17.563 61.330 16.384 64.165
40 | 29.566  52.640 26987 56.645 24.879 60.275 21.094 67.792 19.782  70.766
45 | 33.874 58.330 31.100 62.530 28.823 66.326 24.711 74.172 23277 77.269
50 | 38.220 63.983 35260 68366 32.824 72.324 28.401 80.480 26.857 83.681
55| 42597 69.605 39.461 74.164 36.873 78.272 32.158 86.717 30.499  90.039
60 | 47.001 75200 43.698 79.926 40.965 84.178 35966 92.908 34.207 96.324







Sazetak

U ovom radu opisuju se metode Bayesovskog zaklju€ivanja za linearnu regresiju. U pr-
vom poglavlju uvodimo osnovne definicije i rezultate iz teorije vjerojatnosti i matematicke
statistike koji su bitni za razumijevanje Bayesovog teorema i1 temeljnih koncepata iz Baye-
sovske statistike.

U drugom poglavlju donosimo iskaze diskretne i neprekidne verzije Bayesovog te-
orema, zajedno s dokazima i primjerima. Navedeni teoremi Cine temeljnu okosnicu za
Bayesovsko statisticko zaklju¢ivanje. Uvode se klju¢ni pojmovi u Bayesovskoj statistici:
apriorna 1 aposteriorna distribucija.

U tre¢em poglavlju uvodimo model jednostavne i viSestruke linearne regresije te koriSte-
njem metode najmanjih kvadrata odredujemo procjene parametara za modele. Takoder,
navodimo i osnovne pretpostavke o vjerojatnosnoj distribuciji slucajnih greSaka u modelu
bez kojih ne bismo mogli donositi validne zaklju¢ke o nepoznatim parametrima modela
linearne regresije.

U cetvrtome poglavlju opisujemo Bayesovsko zakljucivanje za linearnu regresiju, ili
drugim rijeCima, opisujemo statisti¢ki pristup koji kombinira regresijsku analizu s princi-
pima Bayesovskog zakljucivanja. U ovom pristupu pretpostavljamo da su parametri mo-
dela linearne regresije slucajne varijable s apriornim distribucijama vjerojatnosti. Posebno
obradujemo temu jednostavne linearne regresije, a posebno temu viSestruke linearne re-
gresije. Opisani su nacini biranja apriornih distribucija, a za odredene slucajeve prikazano
je kako koristimo Bayesov teorem za korigiranje naSih uvjerenja o parametrima modela
uzimajuci u obzir dostupne podatke. Tako dolazimo do aposteriorne distribucije na te-
melju koje izvodimo zakljucke o parametrima modela. Zatim uvodimo pojam Bayesov-
skog intervala vjerodostojnosti i donosimo njegovu interpretaciju u usporedbi s frekven-
cionistickim intervalom pouzdanosti. Opisujemo Bayesovske metode intervalne procjene
1 razmatramo postupak testiranja hipoteza. Na kraju ovog poglavlja koristimo Bayesov
teorem za predvidanje vrijednosti odaziva za nove vrijednosti eksplanatornih varijabli. Pri-
kazujemo postupak pronalaZenja prediktivne distribucije i pomocu nje odredujemo Baye-
sovske intervale vjerodostojnosti za predikcije.

U posljednjem, petom poglavlju, predstavljamo primjenu obradenih metoda Bayesov-
skog zakljucivanja kroz nekoliko primjera. Zadaci su rijeSeni u programskom jeziku R.






Summary

In this paper, we describe Bayesian inference methods for linear regression. In the first
chapter, we introduce basic definitions and results from probability theory and mathemati-
cal statistics that are essential for understanding Bayes’ theorem and fundamental concepts
of Bayesian statistics.

In the second chapter, the discrete and continuous versions of Bayes’ theorem are pre-
sented, along with proofs and examples. These theorems form the basic framework for
Bayesian statistical inference. Key concepts in Bayesian statistics are introduced: prior
and posterior distribution.

In the third chapter, we introduce the model of simple and multiple linear regression,
and, using the least squares method, we determine estimates of the parameters for the
models. We also state basic assumptions about the probability distribution of random errors
in the regression model, without which we would not be able to make valid conclusions
about the unknown parameters of the linear regression model.

In the fourth chapter, we describe Bayesian inference for linear regression, or in other
words, we describe a statistical approach that combines regression analysis with the prin-
ciples of Bayesian inference. In this approach, we assume that the parameters of the linear
regression model are random variables with prior probability distributions. We specifi-
cally discuss the topic of simple linear regression and multiple linear regression. Methods
of choosing prior distributions are described, and for certain cases, we show how to use
Bayes’ theorem to update our beliefs about the parameters of the model based on available
data. This leads to posterior distributions from which we draw conclusions about the para-
meters of the model. Next, we introduce the concept of the Bayesian credible interval and
provide its interpretation in comparison to the frequentist confidence interval. We describe
Bayesian methods of interval estimation and discuss hypothesis testing procedures. Fi-
nally, in this chapter, we use Bayes’ theorem for predicting response values for new values
of explanatory variables. We present the procedure for finding the predictive distribution
and using it to determine the Bayesian credible intervals for predictions.

In the last chapter, we present the application of the discussed methods of Bayesian
inference through several examples. The examples are solved in the programming language
R.
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