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Uvod

Definicije su preuzete iz [5] i [4], a teoremi iz [3].

Definicija 0.0.1. KaZemo da je k-dimenzionalna slucajna velicina X apsolutno neprekidna
ili, krace, neprekidna ako postoji nenegativna Borelova funkcija fx definirana na R* takva
da se funkcija razdiobe Fx moZe prikazati na sljedeci nacin:

Fx(x) = fx()dAQ), x € R* (D
(—00,x]

Funkciju fx zovemo funkcija gustoée razdiobe od X ili, krace, gustoc¢a od X.

Definicija 0.0.2. Neka je X slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P).
Definiramo X* := max{0, X} i X~ := max{0, —X}. Buduci da su X*i X nenegativne izmje-
rive funkcije, Lebesgue-Stieltjesov integrali od X* i X (u odnosu na mjeru P),EX" :=
fQXerP i EX™ = fQXJrcﬂP, postoje i vrijednosti su im u skupu R U {+oo}. KaZemo

da slucajna varijabla X ima matematicko ocekivanje ako je barem jedan od integrala
EX* i EX™ konacan. U tom slucaju je matematicko ocekivanje

EX := EX' —-EX". (2)

Definicija 0.0.3. Neka je X = (X1,Xs,...,Xy) slucajni vektor. KaZemo da X ima ma-
tematicko ocekivanje ako svaka komponenta X,,X,, ..., Xy tog vektora ima matematicko
ocekivanje, te u tom slucaju definiramo matematicko ocekivanje od X kao vektor

EX := (EX,,EX>,...,EX}) 3)

Definicija 0.0.4. Neka su X i Y slucajne varijable takve da E(XZ) < 00| E(Yz) < oo,
Kovarijanca od X i Y definira se kao

Cov(X,Y) := B(X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y). (4)

Definicija 0.0.5. Neka je X = (X1, X, ..., X,) slucajan uzorak duljine n (n > 1) iz sta-
tistickog modela parametriziranog parametrom 6 € ©. Pretpostavimo da je T : ® — RF

1



SADRZAJ 2

izmjeriva funkcija (k > 1) te da Zelimo procijeniti T(6). Procjenitelj T = t(X) za 7(0) je
nepristran ako vrijedi

(Ve ®) EylT]=r1() 5)

Definicija 0.0.6. Konfuzijska matrica (engl. ’confusion matrix”) za klasificiranje u dvije
populacije nty i m, je tablica koja se koristi za evaluaciju performansi klasifikacijskog mo-
dela. Konfuzijska matrica govori koliko je podataka model toc¢no ili pogresno klasificirao.
Konfuzijska matrica se sastoji od Cetiri razlicita elementa:

True Positive (TP): broj podataka koje je model tocno klasificirao kao populaciju

False Positive (FP): broj podataka koje je model pogresno klasificirao kao populaciju m,
True Negative (TN): broj podataka koje je model tocno klasificirao kao populaciju m,
False Negative (FN): broj podataka koje je model pogresno klasificirao kao populaciju m,

Teorem 0.0.7 (Cauchy-Schwarz nejednakost). Neka su b i d bilo koja dva p X 1 vektora.
Tada vrijedi

(b'd)” < (b'b) (d'd). (6)
Jednakost vrijedi ako i samo ako b = cd (ili d = cb ) za neku konstantu c.

Teorem 0.0.8 (ProSirena Cauchy-Schwarz nejednakost). Neka su ( bl) i ( dl) bilo koja dva
pX pX

vektora, i neka je ( B ) pozitivno definitna matrica. Tada vrijedi
Pxp

(b’d)’ < (b'Bb)(d'B'd). (7)

Jednakost vrijedi ako i samo ako b = ¢cB~'d (ili d = cBb) za neku konstantu c.



Poglavlje 1
Diskriminacija i klasifikacija

1.1 Diskriminacija i Kklasifikacija za dvije populacije

Motivacija

Diskriminacija i klasifikacija su tehnike koje se bave odvajanjem razlicitih grupa objekata
i dodjeljivanjem novih objekata prethodno definiranim grupama. Diskriminacija se odnosi
na postupak pronalazenja razlika izmedu skupova podataka na temelju neke karakteristike
te je viSe istrazivacke prirode. Ovaj postupak moze biti koristan u identifikaciji razlika
izmedu skupova podataka. Klasifikacija je postupak koji se koristi za kategoriziranje po-
dataka u razlicite grupe ili klase na temelju svojstava koja se proucavaju.

Cilj diskriminacije u statistickoj analizi je identificirati znacajke koje najbolje razlikuju
razliCite skupove podataka, dok je cilj klasifikacije razvrstati podatke u razli¢ite grupe ili
klase na temelju svojstava koja se proucavaju s naglaskom na pronalazak pravila za opti-
malno razvrstavanje objekata.

Razlika izmedu diskriminacije i klasifikacije je u tome Sto se diskriminacija koristi za
pronalaZenje razlika izmedu skupova podataka, dok se klasifikacija koristi za kategorizi-
ranje podataka u razli¢ite klase. Medutim, u praksi se ciljevi diskriminacije i klasifikacije
Cesto preklapaju pa se oba postupka Cesto koriste zajedno kako bi se identificirale kljucne
karakteristike koje se razlikuju izmedu skupova podataka i kako bi se kategorizirali podaci
u odgovarajuce klase ili kategorije.

Klasifikacija

Pretpostavimo da Zelimo podijeliti objekte u dvije grupe ili klase: m; 1 m,. Objekte klasifi-
ciramo na temelju opaZzenih vrijednosti, tj n slucajnih varijabli X = [X}, X5, ..., X,]. Skup
svih opazanja za klasu 71y moZemo promatrati kao populaciju za 7y, sli¢no za m,. Populacije
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moZemo opisati vjerojatnosnim funkcijama gustoce fi(x) 1 fo(x). Sada mozemo govoriti o
dodjeljivanju opaZanja populacijama ili objekata u klase.

Primjer 1.1.1. Glavna ideja je da objekt s pripadnim obiljeZjima klasificiramo kao dio
populacije rty ili kao populacije m,. Pravila klasifikacije se obicno razvijaju iz postojecih
podataka, tj uzoraka koji su prikupljeni i analizirani u odredenom kontekstu i za koje se
zna iz koje populacije dolaze. Sve moguce kombinacije promatranih vrijednosti podijelimo
u dva skupa tako da prvi skup preferira pripadanje populaciji m\, a drugi skup pripadanje
populaciji m,. Ponekad nije skroz jasno u koju klasu svrstati podatak jer cesto ne postoji
jasna granica izmedu klasa, tj postoji preklapanje izmedu grupa Sto dovodi do pogresne
klasifikacije.

Populacije m; i 7, Promatrane varijable X;
Krediti koji se otplate i oni koji se ne Prihod, godine, broj kredita, broj
otplate. uzdrzavanih ¢lanova

Primjer 1.1.2. Sljedeca tablica prikazuje nekoliko klijenata kojima je odobren kredit s
njihovim obiljeZjima.

Prihod (u tisuéama eura) | Broj uzdrzavanih ¢lanova | Otplaéen kredit
18 2 da
20.3 1 da
23 1 da
24.5 5 ne
17 4 ne
13.1 3 ne
12.4 3 da
25.5 3 da
30 2 da

Na slici 1.1 vidimo kako klijenti koji vrate kredit uglavnom imaju vece prihode i manji
broj uzdrZavanih ¢lanova, ali svejedno dolazi do iznimaka. Koristeéi neku od metoda koju
cemo spomenuti u narednim poglavljima definiramo pravac koji je zapravo granica koja
dijeli prostor na dvije klase R, i R, tako da se minimizira vjerojatnost pogresne klasifi-
kacije. Vidimo da imamo jednu crvenu tocku koja je pogresno klasificirana kao plava, tj
Jjednog klijenta koji nije vratio kredit smo pogresno klasificirani kao nekog tko ce vratiti
kredit.
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Broj uzdrzavanih ¢lanova

- - O o

T T T
15 20 25 30

Prihod

Slika 1.1: Graficki prikaz pogresne klasifikacije

1.2 Kriteriji za optimalnu Klasifikaciju

Smatramo da je klasifikacija u€inkovita ukoliko rezultira s malo pogres$nih svrstavanja.
Pogresnu klasifikaciju je gotovo nemoguce izbjedi, ali ju je potrebno svesti na minimum,
tj. vjerojatnost pogresne klasifikacije treba biti najmanja moguca. Moguce je da je jedna
populacija znacajno veca od druge pa je i vjerojatnost pripadanja toj populaciji veca. Stoga
je nuzno uzeti u obzir apriorne vjerojatnosti. Apriorna vjerojatnost pojavljivanja se odnosi
na pocetnu vjerojatnost koja se dodjeljuje dogadaju ili ishodu prije nego $to se uzmu u
obzir bilo kakve nove informacije ili podaci. Konkretno, novi objekt ¢emo svrstati u klasu
¢ija je apriorna vjerojatnost veéa dokle god podaci znacajno ne ukazuju na suprotno.

Neka su fi(x) i f>(x) vjerojatnosne funkcije gustoCe povezane s vektorom slucajnih
varijabli X za populacije 7y i - Neka je Q skup svih mogucih vrijednosti za vektor X, R,
skup svih vrijednosti vektora X Cije smo objekte klasificirali u populaciju ;i sli¢no za R;.
R 1 R, sumedusobno disjunktni i u uniji daju cijeli Q. Vjerojatnost da objekt klasificiramo
kao m,, iako je ustvari 1y ozna¢imo s

P2|1)=PXeR2|nl)= f fi(x)dx. (1.1)

R2=Q\R1
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Vjerojatnost da objekt klasificiramo kao my, iako je ustvari 7, oznaéimo s

P(1|2)=PX €Rl|n2)= f fH(x)dx. (1.2)
RI

Sada moZemo definirati vjerojatnosti ispravne i pogresne klasifikacije:

Definicija 1.2.1. Neka je R, skup svih vrijednosti vektora X Cije smo objekte klasificirali u
populaciju i, a R, skup svih vrijednosti vektora X Cije smo objekte klasificirali u popula-
ciju my. Neka je py = apriorna vjerojatnost pripadanja my i s p, = apriorna vjerojatnost
pripadanja m,, tako da je p; + p, = 1. Tada definiramo:

P(x je dobro klasificiran kao m,) = P(x dolazi iz my i dobro je klasificiran kao )

=P(x € Ry | m)P(my) = P(1 ]| Dpy

P(x je pogresno klasificiran kao n1) = P(x dolazi iz my, a klasificiran je kao 1)
= P(x € Ry | m;)P(my) = P(1|2)p>

P(x je dobro klasificiran kao m) = P(x dolazi iz m, i dobro je klasificiran kao )
= P(x € Ry | m;)P(my) = P(2 | 2)p>

P(x je pogresno klasificiran kao n;) = P(x dolazi iz my, a klasificiran je kao ;)

=P(x € R, | m)P(m) = P2 | Dp,

Ocekivani trosak pogresne Klasifikacije (ECM)

Jo$ jedan vazan aspekt klasifikacije je troSak pogresne klasifikacije. Ako se vratimo na
pocetni primjer, puno je veéi troSak ako nekoga klasificiramo kao klijenta koji ¢e vratiti
kredit, a on ga ne vrati, nego kada nekome ne odobrimo kredit iako bi ga vratio. Problem
mozZemo prikazati pomocu matrice:

klasificirana pripadnost

T V)
stvarna 0 c2lD
pripadnost 7, c(11]2) 0

TroSak je 0 ako je klasifikacija ispravna, a kada objekt klasificiramo kao 7y, iako je m,
tada troSak iznosi ¢ (1 | 2), odnosno ¢ (2 | 1) kada objekt klasificiramo kao 7, iako je ;.
Ocekivani troSak pogresne klasifikacije ( engl. “expected cost of misclassification ) iznosi

ECM=cQ|DP2|D)pi+c(1]|2)P(]2)p>. (1.3)
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Teorem 1.2.2. Podrucja R, i R, koja minimiziraju ocekivani troSak pogresne klasifikacije
definirana su vrijednostima od x za koja vrijede sljedece nejednakosti :

R, i) (C(l |2))(@)
CH&) eI D)\ p

R, : fitx) - (C(l |2))(Q)
Hx) \e@ID)\pi

Dokaz. Uvrstavanjem izraza P2 | 1) = [, fi(0)dxi P(112) = [ fr(0dx uizraz 1.3 za
ocekivani troSak pogresne klasifikacije dobivamo sljedece:

(1.4)

ECM = (2] 1)p1f Six)dx + (1 |2)sz Sr(x)dx. (1.5)
Ry

Ry

Zbog Q = R UR; vrijedi 1 = [, fi(x)dx = le fi(x)dx + fRz fi(x)dx, pa moZemo pisati

ECM =c2| 1)p, [1 —f fiodx| + c(1 |2)p2f H(x)dx. (1.6)
R R
Zbog svojstva aditivnosti integrala imamo:
ECM = f [c(1 1 2)p2f5(x) = 2| Dp1 fi(0)]dx + 2| Dpy. (1.7)
R

Sada, py, p2,c(1 | 2),c(2 | 1) su nenegativni, a f; i f, su nenegativne za svaki x; i jedine
ovisne o x. Stoga vrijedi da je izraz za ECM minimiziran ako R; sadrZi one x za koje vrijedi
c(1|2)p2fo(x) —c(2 ] 1)p1 fi(x) < 01 ne sadrZi one x za koje je ovaj izraz pozitivan. O

Iz gornjeg rezultata vidimo da nam je za minimiziranje ocekivanog troSka pogresne
klasifikacije potreban omjer funkcija gustoca izraCunate u novoj opazenoj tocki, omjer
troSkova pogresne klasifikacije i omjer apriornih vjerojatnosti. Nerijetko je jednostavnije
odrediti omjere nego individualne vrijednosti. Kada apriorne vjerojatnosti nisu poznate
Cesto se uzima da su jednake pa se odredivanje minimuma ocekivanog troska (ECM) svodi
na omjer funkcija gustoce i omjer troskova pogresne klasifikacije :

P2 Ch e ]2) Ch (el ]2)
—=1 - R R, . 1.8
P Alx) (C(ZI 1)) A) (C(ZI 1)) (19
Na sli¢an nacin, ukoliko omjer troSkova nije poznat, uzima se da je jedan:
c(112) Ch Ch)
c2|D A ( ) - A (Pl) (1)
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Zadnji specijalni slucaj se odnosi na to kada su oba omjera jednaka 1. Ako je % > 1
NALED)

tada x klasificiramo kao 7y, inace ako je o < 1, onda x klasificiramo kao m,. Postoje
i drugi kriteriji za optimiziranu klasifikaciju. Ponekad se moze ignorirati troSak pogresne
klasifikacije 1 birati R; 1 R, tako da se minimizira vjerojatnost pogreSne klasifikacije (engl.
’total probability of misclassification”) - TPM:

TMP = P(pogresna klasifikacija objekta iz m;ili pogresna klasifikacija objekta iz ;)
= P(pogresna klasifikacija objekta iz 7;) + P(pogresna klasifikacija objekta iz m,) =

P f Fi(dx + p2 f H)dx
R, Ry
(1.10)

Matematicki je ovaj problem jednak problemu minimizacije ocekivanog troSka po-
greSne klasifikacije kada su troSkovi pogreSne klasifikacije jednaki (ig:?; = 1). JoS je-
dan primjer kriterija za optimalnu klasifikaciju je primjena aposteriornih vjerojatnosti na
nacin da se novi podatak svrsta u onu klasu ¢ija je aposteriorna vjerojatnost veca. Koristeci

Bayesov teorem slijedi :

P1fi(x)
P1fi(x) + pafo(x)’

P2f2(%)
p1fi(xX) + pafo(x)

P(ry | x) = P(my | x) =1=P(m | x) = (1.11)



Poglavlje 2

Klasifikacija s dvije multivarijatne
normalne populacije

2.1 Klasifikacija kada vrijedi X, =X, = X

Zbog svoje jednostavnosti 1 relativno visoke ucinkovitosti u raznim populacijskim mode-
lima, algoritmi klasifikacije temeljeni na normalnim populacijama prevladavaju u praksi.
Poseban slucaj kada su kovarijacijske matrice jednake rezultira jednostavnom klasifika-
cijskom statistikom. Pretpostavljamo da su fi(x) i f>(x) multivarijatne normalne funkcije
gustoce, s vektorima ocekivanja y; 1 u, te kovarijacijskim matricama % 1 X,.

Definicija 2.1.1. Funkcija gustoce multivarijatne normalne distribucije za vektor slucajnih

varijabli X = [X1, X5, ..., X,|" definira se kao

1 1
‘u.Y) = —(x—-wX Yx - 2.1
fx;u,X) s exp ( > x—p) (x ,u)) (2.1)

gdje je p vektor ocekivanja slucajnih varijabli X, X je simetricna kovarijacijska matrica
izmedu slucajnih varijabli X, a |X| oznacava determinantu matrice X.

Pretpostavimo da su svi populacijski parametri poznati. Tada se izraz 1.4 svodi na

1 /- 1 "y- 112
Ri:exp|—=(x—pu) T (x—p)+=(x—u,) 27" (x—u,) 2(C( | ))(&)
3 2 c211))\p 2.2)

! . 1 L 112
Rz:exp[_i(x_ﬂl) 22 I(X‘”1)+§(X_”2) = ](X_”Z)] <(2E2: 1;)(%)
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Teorem 2.1.2. Neka su populacije my i m, opisane multivarijatnim normalnim gusto¢ama
oblika (2.1). Tada pravilo dodjele koje minimizira ocekivani trosak pogresne klasifikacije
(ECM) je sljedece:

PridruZi xo populaciji m, ako

e 1 e 112
=) 0= 5 G- = e 2l (G0 (2)] @)

Inace, pridruZi xo populaciji r,.

Dokaz. Buduci da su sve veli¢ine u izrazu nenegativne za svaki X, moZemo uzeti njihove
prirodne logaritme i saCuvati redoslijed nejednakosti. Takoder vrijedi,

1 A 1 P
_E(X_Ih) (x —Ill)"'i(x_ﬂz) )2 1(X_Ilz)

’ - 1 /7 —_
=(u, — ) X IX—E(.‘H -1, X 1(#1 +u,) (2.4)

()2

c2 D)\ p:
A 1 A 112

Ry: (u—m) X 'x - E(ﬂl — i) X 1(111 + ) < ln[(EEZ : 1;)(%)]

zbog Cega slijedi,

. 1 ’ e
Ry : (I‘l_ﬂz)zIX_E(H1_I~42)ZI(I‘1+.‘12)ZIH

O

Medutim, u vecini situacija u praksi, populacijski parametri su nepoznati pa je potrebno
modificirati pravilo (2.3). Jedna je mogucnost da se populacijski parametri zamijene s
uzorackim parametrima. Neka je X" = [Xj, X5, ..., X,,] multivarijatna sluCajna varijabla te
promatramo n; opazanja iz populacije 7 i n, opazanja iz populacije m, tako da vrijedi
ny +ny —2 > p. Sada imamo slucajne varijable

Xiuxp) =
(2.6)

X2.mpxp) =
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s vektorima ocekivanja i kovarijacijskim matricama

ni
_ 1 ’
X; = — Xy, S = Z Xy — le—Xl)

(pxD) 1 4= pxp)  hp—1
" 2.7)
_ 1 < ,
X = — X2/, S, = Z Xo; — Xz, —Xz)
() Mk 2=l

Zbog pretpostavke o jednakosti kOVal‘l_]aCI_]Sklh matrica ¥; = ¥, = X, moZzemo kombi-
niranjem procijenjenih kovarijacijskih matrica S 1 §, nepristrano procijeniti X.

Definicija 2.1.3. Nepristrani procjenitelj za X definiramo kao

_ ny — 1 ny — 1
Sproc = [(nl ")+ (= 1)] [(m "D+ (m = 1)]52' (28)

Zamjenom u; S X , iy S Xp inakrajuXs S, dobivamo modifikaciju pravila (2.3):

Korolar 2.1.4 (Linearno pravilo za klasifikaciju). Pridruzi xo populaciji my ako

(El - X2) S;roc % (§1 - ;2)/ Sproc (Xl + X2) > In [(EE; : ?;) (%)] (2.9)

Inace, pridruzi xy populaciji ;.

Primjer 2.1.5. Pogledajmo poseban slucaj kada je (zglf;) ( ) = 1. Definirajmo

y=(X-%) S x=ax (2.10)

proc
Uvrstavanjem x, u (2.10) i ubacivanjem u (2.9) dobivamo

l(;l A @.11)

=2
gdje jey, = a’X, iy, = a’X,. Sada je pravilo za minimizaciju ocekivanog troska pogresne
klasifikacije za dvije normalne populacije ekvivalentno stvaranju dvije jednovarijatne po-
pulacije za vrijednost y tako da se uzme odgovarajuca linearna kombinacija opaZanja iz
7ty 1 . Novi podatak X se dodjeljuje populaciji na nacin da se promatra pada li'y, = a’x
desno ili lijevo od m, tj. srednje vrijednosti dvaju jednovarijatnih srednjih vrijednosti'y, i
Yo

Kada populacijske parametre zamijenimo s procijenjenima, nema garancije da ¢e pra-
vilo zbilja minimizirati o¢ekivani troSak klasifikacije jer je optimalno pravilo (2.3) odredeno
uz pretpostvku da su fi(x) i f>(x) u potpunosti poznate. Medutim, Sto je veci uzorak, to je
veca vjerojatnost bolje procjene.
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2.2 Fisherov pristup za klasifikaciju s dvije normalne
populacije

Fisher je do izraza (2.10) doSao malo drugacijim nacinom ( vidi [3]). Fisherova ideja bila je
transformirati multivarijatna opazanja x u jednovarijatna opaZzanja y tako da su y izvedeni
iz populacije 7, 1 7, odvojeni Sto je viSe moguée. Uzimao je linearne kombinacije od x
za stvaranje y jer su to bile dovoljno jednostavne funkcije od x za koriStenje. Ovaj pristup
ne pretpostavlja normalnost populacija, ali implicitno pretpostavlja da su kovarijacijske
matrice populacija jednake zbog koriStenja zajednicke kovarijacijske matrice. Koliko su
dva skupa podataka udaljeni, procijenjuje se na nacin da se promatra razlika izmedu y, i
Y,. Separaciju tada definiramo kao

- - n —\2 n _\2

ly; = ¥al .. Zj:l (yU - Y1) + ZFI (YZj - Y2)
D=-——=, gdjeje s, =
Sy n;+n, —2

(2.12)

procjena zajednicke varijance. Cilj je pronaci linearnu kombinaciju od x koja maksimizira
separacijuy; 1y,.

Lema 2.2.1. Neka je B pozitivno definitna matrica reda p X p i d dani vektor. Tada za

sluc¢ajni nenul vektor X vrijedi

(X/d)Z
max

=d'B'd 2.13
x#0 X'BX ( )

s maksimumom koji se postize za x = cB™'d za bilo koju konstantu c # 0.

Dokaz. 1z proSirene Cauchy-Schwarz nejednakosti (0.0.8) slijedi (x'd)* < (X’Bx) (d'B’ld).
Zato §to je x # 01 B je pozitivno definitna, slijedi xX’Bx > 0. Dijeljenjem obje strane ne-
jednakosti s pozitivnim skalarom x"Bx dobivamo gornju granicu

(X/d)Z
x’'Bx

<dB'd (2.14)

Uzimanjem maksimuma po x dobivamo jednadzbu (2.13) jer se gornja granica postize za
x=cB7'd O

-1

Teorem 2.2.2. Linearna kombinacija $ = &'x = (X; —X2) S,

X maksimizira omjer

— - \2 A= Ar—= \2 A 2
31— (a'x; - a'xy) _@d
s2 é\"Spr()cé\l éi’spmcé\l

(2.15)

preko svih mogucih koeficijenata vektora a gdje je d = (X; — X,). Maksimum omjera (2.15)
je l)2 = (il - ig), S_l (il - iz)

proc
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Dokaz. Maksimum omjera (2.15) slijedi direktnom primjenom (2.13). Oznacimo d =
(X1 — X»), pa dobivamo

max (@ =d'S,,,d=X -X)'S,,. X -X) =D’ (2.16)
Py ﬁ’spmca proc?t — \ &1 2 proc 2) — .
gdje je D? uzoracka kvadratna udaljenost izmedu dvije srednje vrijednosti. O

Fisherovo rjeSenje za separaciju se takoder moze koristiti za klasifikaciju novih opazanja:

Definicija 2.2.3 (Fisherovo pravilo za klasifikaciju). Dodijeli x, u m; ako

$o= (%1 = %) Sy X0 2 = = (%1 = %)’ S, (X1 +%0) (2.17)
Dodijeli xy u m ako

$o < it (2.18)

Uvjet koji mora vrijediti je (n; +n, —2) > p kako S, ne bi bila singularna i kako bi
inverz S ! proc POStOjao.

2.3 Klasifikacija kada X; # X,

Pretpostavimo sada da su populacijske kovarijacijske matrice razliCite, tj X; # X,. Zbog
toga su 1 vektori ocekivanja razliciti. Funkcije gustoce definiramo kao u (2.1), zai = 1, 2.
Supstituiranjem funkcija gustoca u izraz (1.4) i uzimanjem prirodnog logaritma dobivamo
sljedece:

Rio =X (50 -5 ) (i - i) x - ">ln[(6(1|2))(&)]

P PRI
R : —EX/ (211 _ 221) (IJ]E —uzZ )X k <In [(C(Z | 1))(;)]
gdje je
k = —1 (El:) (;/21 = %5 ). (2.20)
2

Sada smo za klasifikacijska podruc¢ja dobili kvadratne funkcije od x. Kvadratni ¢lan
Ly’ (Z[‘ - Zgl)x nestaje kada X; = X,.
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Teorem 2.3.1. Neka su rty i my populacije s multivarijatnim normalnim funkcijama gustoce,
s vektorima ocekivanja i kovarijacijskim matricama p,, 2, i i,, X,. Pravilo pridruZivanja
koje minimizira ocekivani troSak pogresne klasifikacije je sljedece:

Dodijeli xy u my ako

1 1]2
3% (B - 27") %0 + (/=" - 557" )Xo —k 2 In [(ZEZ : li) (%)] (2.21)

Inace, dodijeli Xy u ,.
Ovdje je k definiran kao u (2.20).

U praksi se gornje pravilo implementira na nac¢in da se populacijska ocekivanja 1 kova-
rijacijske matrice pu,, i,, X1, i X, zamijene s uzorackim veli¢inama X;, X,, Sy, and S,.

Korolar 2.3.2 (Kvadratno pravilo za klasifikaciju). Neka su X, i X, uzoracka ocekivanja, a
S| i S, uzoracke kovarijacijske matrice. Tada pravilo za klasifikaciju glasi:
Dodijeli xy u my ako

1 et —p 112
_§X6 (SII _ SEI)X() + (xlsll _ XZSZI)XO —k>1In [(222 : li) (%)] (2.22)

Inace, dodijeli Xy u m,.

Ukoliko podaci nisu normalni, mozemo ih transformirati u podatke koji su blize nor-
malnima, a moZe se provesti i test za jednakost kovarijacijskih matrica kako bi znali tre-
bamo li iskoristiti linearno (2.9) ili kvadratno (2.22) pravilo za klasifikaciju. Koji god
postupak odabrali, potrebno je provjeriti performanse klasifikacijskog postupka. Ukoliko
je uzorak podataka dovoljno velik, Cesta je praksa da se podaci podijele u train i test po-
duzorke, gdje se train uzorak koristi za razvoj klasifikacijskih funkcija, a test uzorak za
procjenu performanse i kvalitete postupka.



Poglavlje 3

Procjena Kklasifikacijskih funkcija

U prijasSnjim poglavljima smo spomenuli kako je vazno procijeniti performanse klasifika-
cijskog postupka, a jedan od nacina je izraCunati razinu pogreske ili vjerojatnost pogresne
klasifikacije. Kada su populacijski parametri u potpunosti poznati tada je relativno jednos-
tavno izraCunati vjerojatnost pogresne klasifikacije. Medutim, u praksi je to rijetkost, pa
se tada koncentriramo na izraun razine pogreske povezane s uzorackom klasifikacijskom
funkcijom.

Vjerojatnost pogreSne klasifikacije (engl. “total probability of misclassification™) -
TPM definiramo kao

TPM = p, f Fi(0dx + pa f A, 3.1
R, R

Pametnim odabirom R, i R, dobivamo najmanju vrijednost TMP-a koju zovemo opti-
malna razina pogreske - OER.

Definicija 3.0.1. Optimalnu razinu pogreske definiramo kao
OER = p; | fi(X)dx + ps f H(x)dx (3.2)
R2 R]

gdje su Ry i R, definirani kao u (1.9):

fix) _[(p2 hx)  [(p2
R;: —|.R,: —1. 3.3
) = (Pl)’ 2 Ak ) (Pl) )

Ukoliko populacijske parametre moramo procijeniti iz uzorka, tada se performanse
klasifikacijskih funkcija mogu procijeniti pomocu stvarne razine pogresne
(engl. ’actual error rate”) - AER.

15
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Definicija 3.0.2. Stvarnu razinu pogreske definiramo kao
AER = p, f fix)dx + p, f H(x)dx (3.4)
R R

gdje R\ i R, predstavijaju podrudia klasifikacije odredena pomocu velicine uzoraka n, i n,.

Iako se AER, sli¢no kao i OER, ne moZe izracunati zbog nepoznatih funkcija gustoce
fix) 1 f>(x), moZe se odrediti procjena AER-a. Postoji veli¢ina koja ne ovisi o popu-
lacijskim parametrima te se moZe izraCunati za bilo koji klasifikacijski postupak. Radi
se 0 ocitoj razini pogreske (engl. “apparent error rate” ) - APER , koja se definira kao udio
opazanja u train skupu koji su pogresno klasificirani koriStenjem klasifikacijske funkcije
na tom skupu. APER se moZe jednostavno izracunati iz konfuzijske matrice.

Primjer 3.0.3. Neka je dana konfuzijska matrica:

klasificirana pripadnost
V81 V)
stvarna T nic iy =N —Nic | M
pripadnost 1, | noy = ny — nye noc ny

gdje su

nic = broj opaZanja iz my koja su tocno klasificirana
nyc = broj opaZanja iz m, koja su tocno klasificirana
niy = broj opaZanja iz y koja su pogresno klasificirana
nmoy = broj opaZanja iz m, koja su pogresno klasificirana

Tada ocitu razinu pogreske racunamo kao

+
APER = ‘M T Tom (3.5)
n +np

sto je udio opaZanja koja su pogresno klasificirana u train skupu podataka.

Lachenbruchova metoda odgadanja

Zapocinjemo proceduru sa skupom podataka iz populacije m;. Izbacimo iz skupa jedan
podatak i razvijemo klasifikacijsku funkciju na temelju preostalih n; — 1 podataka iz po-
pulacije 7, i n, podataka iz populacije m,. Zatim klasificiramo onaj podatak koji smo na
pocetku izbacili na nacin da koristimo upravo razvijenu klasifikacijsku funkciju. I sada
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ponavljamo postupak izbacivanja i ponovnog klasificiranja dok god ne iskoristimo sve po-
datke iz populacije m;. Oznacimo s n(f;} broj podataka koji je pogresno klasificiran za
populaciju ;. Zatim cijeli postupak ponovimo za populaciju m,. Oznacimo s ”(2;14) broj
podataka koji su pogresno klasificirani za populaciju m,. Procjene uvjetne vjerojatnosti
pogresne klasifikacije definirane u (1.1) i (1.2) dane su kao

A I’l(H)
PR |1)=14
ny
an (3.6)
2 _ oM
P(112)=—=,
np

a procjena ocekivane stvarne razine pogreske dana je kao

(H) (H)

A n +n
E(AER) = % (3.7)
1 2



Poglavlje 4

Klasifikacija s viSe populacija

U teoriji je generalizacija klasifikacijskih metoda s dvije populacije na viSe njih jednos-
tavan proces. Medutim, ne zna se puno o svojstvima odgovarajucih uzorackih klasifika-
cijskih funkcija niti o njihovim razinama pogreSaka (vidi [3]). U ovom poglavlju ¢emo
navesti teorijska pravila te navesti potencijalne modifikacije za primjenu na stvarnim pri-
mjerima. U vecini slucajeva ¢emo uzimati da se radi o normalnim multivarijatnim funkci-
jama gustoce za pripadne populacije iako to nije nuzno za razvijanje opce teorije.

4.1 Minimalni ocekivani trosak pogresne klasifikacije s
viSe populacija

Definicija 4.1.1. Neka su f;(x) funkcije gustoce za populacije n;,i = 1,2,...,g. Neka je

p;i = apriorna vjerojatnost pripadanja populaciji r;, i=1,2,...,8 @.1)
c(k | i) = troSak pogresne klasifikacije objekta kao ny, k,i=1,2,...,8
Zak =1,c(i|i)=0. Neka je R, skup x-eva koji su klasificirani kao ry, i
P(k | i) = P ( podatak klasificiran kao my | ;) = [i(x)dx
g " 4.2)
aki=12,..,gsPili)=1-) Pkl|i.
=
Uvjetni ocCekivani troSak pogresne klasifikacije X iz my kao m, .. . ili m, je
ECM(1) =PR2 | Dc| 1)+ PB|1)c@B|1)+---+P(g| Dc(g] 1)
4.3)

g
- ZP(kl De(k | 1).

k=2

18
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Uvjetni ocekivani troSak u gornjoj definiciji se pojavljuje uz apriornu vjerojatnost pri-
padanja p;. Na slican nacin definiramo i uvjetni oCekivani troSak ECM(2), ..., ECM(g).

Definicija 4.1.2. MnoZenjem svakog uvjetnog ocekivanog troska ECM(i) s pripadnom apri-
ornom vjerojatnosti p; i sumiranjem dobivamo ukupan ocekivani trosak :

ECM = p; ECM(1) + p, ECM(2) + - - - + p, ECM(g)

8 8 g-1
= pi (Z P(k | De(k | 1)) +pa| Y P12k [2) |+ + pg (Z P(k | g)ek| g))
k=2 =1 =1
k22 (4.4)
g g
=" pi| > Pk | etk | )
i=1 k=1
ki
Optimalna klasifikacijska procedura ukljucuje odredivanje podrucja R, R, ..., R, koja

minimiziraju ukupan troSak (4.4).

Teorem 4.1.3. Klasifikacijska podrucja koja minimiziraju ECM (4.4) su odredena pri-

druZivanjem x-a populaciji mi, k = 1,2, ..., g, za koje je
g
D pifixek | i) (4.5)
ik

najmanja. Ukoliko imamo dvije populacije za koje je izraz najmanji, X pridruZimo bilo
kojoj populaciji.

Dokaz. Neka je x tocka u R” koju klasificiramo u g populacija s apriornim vjerojatnostima
D1, P2, - - ., Dg. OCekivani troSak pogresSne klasifikacije ove tocke je

8 g
ECM(x) = > BCM(x,m) = ) [c(k i+ el | s | /i)

k=1 k=1 ik
8 8
= > o=tk 1R = )" el L pi| fux) + D cli | D)pifi(x) (4.6)
k=1 . ik . i=1
= > D pifiek | D+ Y pfi)[1 = clk | ).
k=1 i#k k=1

Prva suma u posljednjoj liniji odgovara troSku pogresne klasifikacije x u populaciju 7 1
zatim bilo koju drugu populaciju 7;, a druga suma odgovara trosku pogresne klasifikacije
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X u populaciju m; 1 zatim pogreSku u klasifikaciji same populacije ;. Druga suma ne ovisi
o tome kojoj populaciji x pripada i moZe se zanemariti u postupku minimizacije.

Stoga, za minimizaciju ECM-a potrebno je pronaci populaciju ; koja minimizira sljedeci
izraz:

D pifixyetk | ). (4.7)
i#k
Kako su p; 1 fi(x) fiksirani, ovo se moZe svesti na pronalazak populacije m; za koju je
Zc(kli)<c(j|i) zasve j # k. (4.8)
izk

Drugim rije¢ima, populacija mr; mora biti ona za koju je oCekivani troSak pogresne klasifi-
kacije x u tu populaciju i bilo koju drugu populaciju najmanji. Ako postoji viSe populacija
za koje je ovaj izraz minimalan, onda je dopusSteno x pridruZiti bilo kojoj od tih popula-
cija. O
Korolar 4.1.4 (Minimalni ocekivani trosak s jednakim troSkovima pogresne klasifikacije).
Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da su svi troskovi pogresne klasifikacije
Jjednaki. Tada bismo x, pridruzili populaciji za koju je Y5, p:fi(Xo) minimalan, 1j pridruzi

itk
Xo populaciji m, ako

Pefi(X) > pifi(X) za sve i # k, (4.9)

tj ekvivalentno
In pi fi(X) > In p; fi(X) za sve i # k (4.10)

Primjer 4.1.5. Klasificirajmo novi podatak xy u jednu od g = 3 populacija n,m, ili m3
koristeci proceduru za minimalni ocekivani trosak (4.5). Neka su dani sljedeci podaci
Prava populacija
T T 3
m c(1|1)=0 c(112)=500 ¢(1]3)=100
Klasificirano kao: T c(2]1)=10 c212)=0 c(213)=50
m3 ¢(3]11)=50 c(312) =200 c313)=0

Apriorne vjerojatnosti p1 = 0.05 p> = 0.60 p3 =0.35
Gustoca u xg f1 (x0) = 0.01 f> (x9) = 0.85 f3(X0) =2
Vrijednosti izraza Z?:l pifi Xo) c(k | i) su redom
itk

k=1:pafa(xX0)c(1/2) + p3f3 (X0) c(1 | 3) = (0.60)(0.85)(500) + (0.35)(2)(100) = 325
k=2:pifixXo)c2| 1)+ p3f3(Xp) c(2 | 3) = (0.05)(0.01)(10) + (0.35)(2)(50) = 35.055
k=3:pifiX0)cB|1)+ prfa(X0) c(31]2)=(0.05)(0.01)(50) + (0.60)(0.85)(200) = 102.025
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Posto je vrijednost izraza Z?:l pifi Xo) c(k | i) najmanja za k = 2, podatak X, alociramo u
ik
populaciju ;.
Da su svi troskovi pogresne klasifikacije bili jednaki, mogli smo koristiti pravilo defini-
rano kao u (4.9), sto zahtjeva racunanje samo sljedecih produkata

p1fi (o) = (0.05)(0.01) = 0.0005
pafa (o) = (0.60)(0.85) = 0.510
p3fs (Xo) = (0.35)(2) = 0.700

Posto je
p3f3 (X0) = 0.700 = p;fi (x0),i = 1,2

novi podatak X, bismo alocirali u populaciju r.

4.2 Klasifikacija s viSe normalnih populacija

Neka su sada funkcije gustoce normalne multivarijatne funkcije, tj

1 o .
fi(x) -5 (x— ) I x-p)|i=12,....8 (4.11)

1

= ——ex
Qo [
gdje su y; vektori oCekivanja i X; kovarijacijske matrice. Nadalje, neka su troskovi pogreSne
klasifikacije jednaki, tj c(i | i) = 0,c(k | i) = 1,k # i. Tada se uvjet (4.10) svodi na:
Pridruzi x populaciji ; ako
p 1 1 R
In p fi(X) = In py — (z)ln@ﬂ) -3 In x| - 3 (x—p) E (x— )

= max In p;f;(x)

(4.12)

Konstanta (p/2) In(27) u (4.12) se moze ignorirati posto je jednaka za sve populacije.

Definicija 4.2.1. Kvadratni diskriminacijski bod za i-tu populaciju definiramo kao
0 1 1 P :
d; (X):_§1n|2i|_§(x_”i) L (x—p)+Inp,i=12,....8 (4.13)

Koristeci gornju definiciju i izraz (4.12) dobivamo novo klasifikacijsko pravilo:

Definicija 4.2.2 (Minimalna ukupna vjerojatnost pogresne klasifikacije (TPM) za normalne
populacije s nejednakim kovarijacijskim matricama). PridruZi X populaciji m; ako je d,?(x)
najveci od d°(x),d2(x), .. ., d2(x) gdje je d°(x) dano kao u (4.13).
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U praksi su y; 1 Z; najcesSce nepoznati, ali je skup podataka tocno klasificiranih poda-
taka dostupan pa on mozZe posluziti za izraCun procjena. Zanimaju nas vektori uzorackih
ocekivanja X; 1 uzoracka kovarijacijska matrica S; te veli¢ina uzorka n;. Procjena kvadrat-
nog diskriminacijskog boda je tada dana kao

. 1 1 e _
diQ(x):—Elnlsil—E(x—xi) S'(x-X)+Inp;, i=1,2,...,g (4.14)

Klasifikacijsko pravilo na temelju uzorka glasi:

Definicija 4.2.3 (Procijenjena minimalna ukupna vjerojatnost pogresne klasifikacije (TPM)
za normalne populacije s nejednakim kovarijacijskim matricama). PridruZi x populaciji my
ako je de(X) najveci od de(X), dg(x), ey df(x) gdje je diQ(X) dano kao u (4.14).

Definicija 4.2.4. Ukoliko su kovarijacijske matrice jednake X; = X, zai = 1,2, ..., g, tada
diskriminacijski bod iz (4.13) glasi

dl.Q(x) = —% In|X| - %X’Z_]X + T x — %,ul’-):_lui + In p; (4.15)
Definicija 4.2.5. Linearni diskriminacijski bod za i-tu populaciju definiramo kao
di(x) = /X 'x - %y,’.):‘lui +1n p; ai=1,2,...,8 (4.16)
Definicija 4.2.6. Neka je procjenitelj za X dan kao
Sproc = : (1 =DS1+ (= DS+ +(ng = 1)S,)  (4.17)

I’l1+l’l2+"'+flg—g

Procijenjeni linearni diskriminacijski bod za i-tu populaciju definiramo kao

5 % 1—/ — — .
dx)=%XS! x-=XS.! X;+Inp;zai=1,2,...,8 (4.18)

i~ proc 2 i~ proc
Posljedi¢no, klasifikacijsko pravilo na temelju uzorka glasi:

Definicija 4.2.7 (Procijenjena minimalna ukupna vjerojatnost pogresne klasifikacije (TPM)
za normalne populacije s jednakim kovarijacijskim matricama). Pridruzi X populaciji
ako je di(X) najveci od d(X), d»(X), . . ., dg(X) gdje je di(X) dano kao u (4.18).

Linearne diskriminacijske bodove definirane u (4.16) mozemo usporedivati iz ¢ega sli-
jedidajeizraz: di(x) je najve¢i medu svim diskriminacijskim bodovima d;(X), d»(X), . . . , dg(X)
ekvivalentan s

’ — 1 !’ —
0 < di(x) —di(x) = (u, — ;) T7'x — 3 (= ) 70 (uy + ) + ln(%) 4.19)

1
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zasvei=1,2,...,g. Dobivamo alternativni oblik klasifikacijskog pravila za minimizaciju
ukupne vjerojatnosti za pogresnu klasifikaciju (TPM) koje glasi:
PridruZi x populaciji m; ako

/- 1 /- i
=) 515 5 = ) = G ) > 2 @20)

zasvei=1,2,...,g. Uzoracka verzija klasifikacijskog pravila u (4.20) dobivenog zamje-
nom g; s X; i umetanjem zajedniCke uzoracke kovarijacijske matrice S o umjesto X, uz
uvjetdaje Y7, (n; — 1) > p kako bi inverz S ;rloc postojao:

PridruZi x populaciji m; ako

dii(x) = (X = X)) Spoe X — % (X — X)) Spe Xk +%;) > 1In (%) zasvei £ k. (4.21)

Uzoracka klasifikacijska pravila i nisu najoptimalnija zbog toga Sto koriste procjene
populacijskih parametara. Medutim, njihova se performansa moZe procijeniti koriStenjem
Lachenbruchove metode zadrZzavanja. Ako je nf;? broj pogresno klasificiranih zadrZanih
podataka u i-toj grupi, i = 1,2,..., g, tada se procjena ocekivane razine pogreske E(AER)
moZe izraCunati kao:

8 (H)

E(AER) = =220 (4.22)

i=1""
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4.3 Fisherova metoda za diskriminaciju s viSe populacija

Fisher je takoder predlozio generalizaciju klasifikacijskog pravila za viSe populacija koje
je opisano u poglavlju 2.2. Njegov pristup ima nekoliko prednosti ukoliko nas zanima
vizualizacija separacije. Primarna svrha ovog pristupa je diskriminacija podataka iako se
moze koristiti i za klasifikaciju podataka (vidi [3]). Nije nuZzno da pretpostavimo da su
populacije normalne multivarijatne, ali pretpostavljamo da su populacijske kovarijacijske
matrice jednake i1 punog ranga, j Xy = X, = --- = X, = X

Nekajeu = é > miB, =35 (- m) (p; — ). Promatramo ¥ = a’X s ofekivanjem

E(Y)=a'E (X | m;) = a’u, za populaciju

1 varijancom
Var(Y) = a’ Cov(X)a = a’Xa za sve populacije.

Neka je ukupno ocekivanje

1< 1 1<
fiy = gZ#iY = gz a'p; =a’ (g lei] =au (4.23)

i omjer

X5 (uy - %% ¢ @p; - apu) @ ( =) (g — I_l)/) a aB,a
2 = ’ = ’ = ’ (424)
oy a’Xxa a’xa a’xa

koji mjeri varijabilnost izmedu grupa vrijednosti ¥ u odnosu na zajedni¢ku varijabilnost
unutar grupa. PoSto su uglavnom X i y; nepoznate, koristimo skup to¢no klasificiranih

podataka veliCine n; iz populacije ;,i = 1,2, ..., g. Definiramo uzoracki vektor ocekivanja

= _ 1 ni .. .. . . LY . w1 P —
Xi = Zj’zl Xx;;, kovarijacijske matrice S;,i = 1,2,..., g i "ukupan prosjek” X = - X;

i=1
koji je p X 1 vektor. Nadalje, sli¢no kao i B, definiramo )
8
B=) ®%-%)(X-% (4.25)
i=1
te procjenu od £

8
W= Z (l’l,‘ - 1) Si = Z (Xij — il) (Xij - ii)l . (426)

Posljedicno, W/ (n1 +ny+ -+ ng - g) = Sproc j€ procjenitelj za X.
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Fisherove uzoracke linearne diskriminante

Definicija 4.3.1. Oznacimo s ;ll, /Alz, e /Als > 0 svojstvene vrijednosti matrice W™'B,a s
€1,..., €, odgovarajuce svojstvene vektore skalirane tako da vrijedi &'S,,,. € = 1. Tada je
vektor koeficijenta a koji maksimizira

aBa V(L E-DE-X))a

aAWa a4 0v¢ v (v —<)x. —%)]14a
]2, 2 (%) (- %) a

(4.27)

dan s a; = €;.

Linearna kombinacija 4 x se naziva prva uzoracka diskriminanta. Drugu uzoracku dis-
kriminantu dobijemo ako odaberemo 4, = €, ,a k-tu uzoracku diskriminantu (k < s) dobi-
jemo kao &;x = €/ x.

Klasifikacija pomocu Fisherovih diskriminanti

Y,
2
Neka je Y; = a;X = k -ta diskriminanta, k < s. Tada vrijedida’Y = | | [ ima vektor
Y,
Hiy, ajp,
ocekivanja u;, = : = : za populaciju xr; 1 kovarijacijsku matricu I, za sve
Hiy, A,

populacije. Zato Sto komponente Y imaju jedini¢ne varijance s kovarijancama jednakim
nula, prikladna mjera kvadratne udaljenosti od Y =y do y;; je

N

) = p) = Y (=) (4.28)

J=1

Prije nego navedemo Fisherovo klasifikacijsko pravilo, komentirajmo restrikcije na broj
diskriminanti. Neka je s = broj diskriminanti = broj nenul svojstvenih vrijednosti od
¥-!2B, 312, Dimenzija matrice ~'/*B,X7/? je p X p pa je nuZno s < p. Nadalje, vrijedi
da vektori

ﬂl_ﬁ’ﬂz_ﬁa---aﬂg_ﬁ (429)

zadovoljavaju (4, — 1) + (u, — i) + - - + (i, — Ji) = gt — git = 0. Slijedi

8 8
Bie= ) (m~m) G~ e= ) (4;~m0=0 (4.30)
i=1 i=1
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pa je X7 'B,e = Oe. Dakle, postoji p — ¢ ortogonalnih svojstvenih vektora koji odgova-
raju svojstvenoj vrijednosti nula. Broj nenul svojstvenih vrijednosti s zadovoljava s <
min(p, g — 1).

Broj Broj Maksimalan broj
varijabli populacija diskriminanti
za bilo koje p g=2 1
za bilo koje p g=3 2
p=2 za bilo koje g 2

Klasifikacijsko pravilo bi trebalo pridruzivati y populaciji mr; ukoliko je kvadratna uda-
ljenost od y do u,, manja nego kvadratna udaljenost od y do u;, za i # k.

Definicija 4.3.2. Ako koristimo r diskriminanti za klasifikaciju novog podatka, tada vrijedi:
Pridruzi x populaciji rty. ako

r r r

S 0s—mr) = Y [ =] < Y [ x—m)] zasvei#k 4.31)

J=1 j=1 j=1
Sljedeci teorem komentira odnos izmedu klasifikacijskog pravila (4.31) i pravila (4.16).

Teorem 4.3.3. Neka jey; = a;.x, gdjejea; = Z_l/zej i €; svojstveni vektor od Z_l/ZBﬂZ_l/z.

Tada
P P
:qu (X H; ) =(x- ﬂi)’ ! (x—pu)
; Z; (4.32)
= -2d;(x) + XX 'x + 2In p;.
2
Ako Ay 2 -+ 2 A, > 0 = Ay = -+ = Ap,tada Zj S+1(yj ,ul-y_,.) Jje konstanta za sve

populacije i = 1,2,...,8 pa samo prvih s diskriminanti y; ili 3}_, (yj - yiyj)z pridonosi
klasifikaciji.

Takoder, ukoliko su apriorne vjerojatnosti takve da py = p, = --- = p, = 1/g, tada je
pravilo (4.31) s r = s ekvivalentno populacijskoj verziji minimalnog TPM pravila (4.2.7).

Dokaz. Kvadratna udaljenost

(x—p) = (x—p) = (x— ) EPET (x - )

4.33
— (=) TPEET (x ), (39
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gdjeE = [el ;€25 ., ep] je ortogonalna matrica &iji su stupci svojstveni vektori od X~/ 2BM2_1/ 2,
Budu¢i da je X7'%¢; = a; ili a] = /X7 vrijedi
a) (x—p)
a) (x—p,)
EX2(x—p)=| * . (434)
a (x - )
i
P
(x—p) T PEEL 2 (x - p) = ) [a) (x - ,.,) (4.35)
=1

Nadalje, svakia; = r 1% i, ] > s je svojstveni vektor od Z_IB,, sa svojstvenom vrijednosti

nula. Kao Sto je objasnjeno u (4.29), a; je okomit na svaki p;,—f1 i stoga (p, — ) —(u; — 1) =

w—pizaik=1,2,...,8 Uvjet0 = ) (i, — ;) = iy —piy; implicirada y;—puy = yj—phiy,
2

pa Z, o1 (y] ,Lliyj) je konstanta za sve i = 1,2, ..., g. Stoga, samo prvih s diskriminanti

v; sudjeluje u klasifikaciji. O

Definicija 4.3.4 (Fisherovo klasifikacijsko pravilo temeljeno na prvih r < s uzorackih
diskriminanti). PridruZi x populaciji m; ako

2650 = sl < X[m0 zeseizk @30

j=1 j=1 Jj=1
takve da py = py = -+ = p, = 1/g i r = s, klasifikacijsko pravilo (4.36) je ekvivalentno
pravilu (4.2.7) koje je temeljeno na najvecem linearnom diskriminacijskom bodu.

gdje je 4; definirano kao u (4.27), yxj = ﬁ;ik i r < s. Kada su apriorne vjerojatnosti

Primjer 4.3.5. Klasificirajmo novi podatak koristeci Fisherovo klasifikacijsko pravilo de-
Sfinirano u (4.36). Neka su slucajni uzorci za populacije my,n, i m3 zajedno s uzorackim
ocekivanjima i kovarijacijskim matricama dani kao:

[ -2 5
VIS X]I 0 3 , n1:3, i]z[_l], S]I[ ! _1]
-1 1

[0 6
Ty . X2: 2 4 , n2:3, §2:[1]’ SZZ[ ! _1:|

1 -2
T3 . X3: 0 0 , 1’1323, §3:[ 0], S3:[} All.]
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Neka su py = p, = 0.25i p3 = 0.50. Odredimo prvo Fisherove diskriminante uz pretpos-
tavku da populacije imaju zajednicku kovarijacijsku matricu X. Racunamo:

o

B=) X-X)X-X) = [ ? 62/; ]

3
i=1

(Xij - ii) (Xij - ii)/ =(n +ny+n3z—3) Sproc = [ _g ;421 ]

1 [24 2
_1__
W ‘140[ 2 6]

0.3571 0.4667
-1 _
W'B= [ 0.0714  0.9000 ]
Nadalje, racunamo
03571 -1 0.4667
-1 _ _
[W™'B - 1] = H 00714 0.9000 - A ]' =0

iz ¢ega slijedi
(0.3571 — 2)(0.9000 — 1) — (0.4667)(0.0714) = 2> — 1.25711 + 0.2881 = 0

Koriste¢i formulu za rjeSenje kvadratne jednadzbe dobivamo 1, = 0.9556 i A, = 0.3015.
Rjesavajuci (W™'B - 41)&; = 0zai = 1,2 i skalirajuci rezultate tako da &S, 4; = 1
dobivamo normalizirane svojstvene vektore:

a;=[0386 0495 |ia;=0938 -0.112 |

Fisherove diskriminante su

$=alx = [ 0.386 0.495 ] [ il ] = 0.386x; + 0.495x,
2
$r=ax = 0938 -0.112 | [ f ] = 0.938x; — 0.112x,
2

Klasificirajmo novi podatak x|, = [xo1, Xo2] = [ 1 3 ] Uvrstimo novi podatak Xj u Fishe-
rove diskriminante

$1 = 0.386x0; + 0.495x0, = 0.386(1) + 0.495(3) = 1.87
$2 = 0.938x0; — 0.112x0, = 0.938(1) — 0.112(3) = 0.60
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Takoder vrijedi yy; = ﬁ}ik iz Cega slijedi

i =Aaix; =| 386 495 ][ -

[OSI

}: 1.10
1
3

Yo = &)X = [ 938 -.112 ][ B ] =-1.27
Sli¢no,

)_)2] = ﬁ’liz =237

Yoo = ﬁ/ziz =0.49

)_)31 = ﬁ’lig =-0.99

V3 = a)X; = 0.22

2 2

Konacno, traZimo k tako da je Z?:l (j;j - ykj) = Z?:l [ﬁj (x— ik)] najmanji zak = 1,2, 3.
Racunamo

(% —ylj)z = (1.87 - 1.10)* + (0.60 + 1.27)* = 4.09

.MN

1

J

(9 - )_’Zj)z = (1.87 - 2.37)* + (0.60 — 0.49)* = 0.26

.MN

1

J

(9 - 73 j)z = (1.87 +.99)> + (0.60 — 0.22)> = 8.32

.MN

1l
—_

J

Slijedi da se minimum postiZe za k = 2, pa novi podatak X, alociramo u populaciju ;.



Poglavlje 5

LogistiCka regresija

Do sada smo razmatrali klasifikacijske probleme temeljene na kvantitativnim varijablama,
a u ovom poglavlju ¢emo komentirati pristup klasifikaciji u kojem su neke ili sve varija-
ble kvalitativne - logisti¢koj regresiji. U najjednostavnijem slu¢aju, varijabla odaziva je
ograni¢ena na dvije vrijednosti (binarna varijabla) pa je u svakom slu¢aju mozemo kodirati
kao 01 1. U tom slucaju vjerojatnost p od 1 je parametar koji nas zanima. Ta vjerojat-
nost predstavlja udio u populaciji koji je kodiran kao 1. Udio nula je 1 — p Sto ponekad
oznacavamo s ¢g. Srednju vrijednost racunamo kao 0 X (1 — p) + 1 X p = p, a varijancu kao
0°x(1=p)+1>xp—p*>=pd-p).

Neka je Y varijabla odaziva koja poprima vrijednosti 0 ili 1. Modelirajmo vjerojatnost
da varijabla Y poprimi vrijednost 1 pomoc¢u jednog linearnog modela kao

p=EX|z)=pBo+piz (5.1)

dodajudi gresku € na kraju. Problem koji se javlja je to Sto bi predvidene vrijednosti mogle
biti ve¢e od 1 1 manje od 0. Drugi problem je Sto regresijska analiza pretpostavlja da je
varijanca od Y konstanta Sto ovdje nije slucaj.

Logit model
Umyjesto da modeliramo vjerojatnost p koristeci linearni model, promotrit cemo prvo omjer

Sansi (engl. ”odds ratio”)

odds ratio = —F—, (5.2)
I-p

Sto je zapravo omjer vjerojatnosti da varijabla odaziva poprimi vrijednost 1 i vjerojatnosti

da poprimi vrijednost 0. Za razliku od vjerojatnosti, omjer Sansi moze poprimiti i vrijed-

nosti vece od 1. Primjenom prirodnog logaritma dozvoljavamo i poprimanje negativnih

30
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vrijednosti. Kada su ishodi 0 ili 1 podjednako vjerojatni, vrijednost logaritma omjera Sansi
iznosi nula.

U logistickoj regresiji modeliramo prirodnim logaritmom omjer Sansi, §to se naziva
logit model:

logit(p) = In( odds ) = 1n(1 P ) = Bo + Biz (5.3)
-p
Eksponenciranjem dobivamo
. pl@
0(z) = = exp (Bo +B12) (5.4)
1-p@2)
iz Cega slijedi
+ 1

p(z) = —P Bo+piz)  _ (5.5)

L+exp(Bo+piz) 1 +exp(—Bo—pi2)

Parametar S, daje vrijednost exp (8o) / (1 + exp(By)) za p u z = 0, dok parametar 3;
odreduje koliko se brzo mijenja vjerojatnost p sa z iako je njegova interpretacija malo
kompliciranija nego kod linearne regresije.

5.1 Analiza logisticke regresije

Promatramo logisti¢ki model s viSe prediktorskih varijabli. Neka su (z 15225+ +a % ,-,) vrijed-
’
nosti od r prediktora za j-to opazanje. Oznac¢imo z; = [1, Zj152j25 -+ -5 2 jr] 1 pretpostavimo

da je Y; Bernoullijeva varijabla s parametrom uspjeha p (zj). Tada vrijedi

P(Y;=y)=p"(2)(1-p(z) " zay =01 (5.6)
tako da
E(Yj):p(zj) i Var(Yj):p(zj>(1—p(zj)). (5.7)
Prirodni logaritam omjera Sansi prati linearni model, tj dobivamo model
1“(1 %) =hothatethy =B (5.8)

gdje je B = [Bo.B1,---. B
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Metoda maksimalne vjerodostojnosti

Parametri S u logistickoj regresiji se procijenjuju metodom maksimalne vjerodostojnosti
(engl. "Maximum Likelihood Estimation”, MLE). Funkcija vjerodostojnosti (engl. “like-
lihood function™) L dana je kao

Lbobi...b) = [ | (2)(1-p(z) " =
J=1

Ideja metode je da se procijene vrijednosti parametara koji maksimiziraju funkciju vjero-
dostojnosti L. Medutim, vrijednosti tih parametara nije moguce izraziti u zatvorenoj formi
pa se moraju odrediti numericki, pocevsi od inicijalnog pogadanja i zatim iteriranjem do
maksimuma funkcije vjerodostojnosti L. Opisana metoda se naziva IRLS ( engl. "iterati-
vely re-weighted least squares™) (vidi [3]). Procijenjene vrijednosti parametra ozna¢imo s
vektorom J3.

H’f 1€)’j(ho+b1z,-1+...+b,z,)
j:

1_[" 1 (1 + eb0+blzj1+...+brzr) (59)
]:

Pouzdani intervali za parametre

Ako je uzorak dovoljno velik, procjenitel] B je asimptotski normalan s o¢ekivanjem £ i
procijenjenom kovarijacijskom matricom

n -1

6(;/([3) ~ Zﬁ(zj)(l —ﬁ(zj)) z;z (5.10)

=1
95% pouzdani interval za S je dan kao

Bit196SE(B) k=0.1,....r (5.11)

Test omjera vjerojatnosti (engl. ’Likelihood Ratio Test’’)
Za model s r prediktorskih varijabli, maksimalna vjerodostojnost dana je kao
Lunax = L(Bo.B1 -, Br) (5.12)

Neka je nulta hipoteza Hj : B = 0, tada je maksimalna vjerodostojnost za reducirani model
dana kao

Lmax, reducirani — L(,éo,,él, cee aﬁk—l,ﬁkﬂ, cee ,ﬁr) (513)

Nultu hipotezu testiramo koristeci statistiku

Lmax reducirani
D=-2 ln(’—), (5.14)

max
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koja se u ovom kontekstu naziva devijanca i u uvjetima nulte hipoteze prati y? distribuciju
s jednim stupnjem slobode. H, odbacujemo za velike vrijednosti devijance D. Alternativni
nacin za testiranje znacajnosti parametra u modelu je Wald test koji za testiranje nulte hi-
poteze Hy : Bx = 0 koristi testnu statistiku Z = /S E (Bk) koja prati standardnu normalnu
distribuciju ili njezinu y? verziju Z? s jednim stupnjem slobode. Opéenito, ako nulta hipo-
teza tvrdi da je m parametara istovremeno jednako nula, tada devijanca prati y? distribuciju
s m stupnjeva slobode.

5.2 Klasifikacija

Neka je varijabla odaziva Y jednaka 1 ukoliko promatrani podatak pripada populaciji 1
i neka je O ukoliko pripada populaciji 2. Jednom kad je logisti¢ka funkcija odredena,
koriStenjem skupa podataka za treniranje moZemo poceti s klasifikacijom. Klasifikacijsko
pravilo sada glasi:
Pridruzi z populaciji 1 ukoliko je procijenjeni omjer Sansi veci od 1, tj
p(z)

1= p(2)
Ekvivalentno, imamo i jednostavno linearno diskriminacijsko pravilo:
PridruZi z populaciji 1 ukoliko je linearna diskriminanta veca od 0, tj

n ﬁ(f) :Bo +,@1z1 + .- +B,zr > 0. (5.16)
1 - p(z)

= exp(Bo+ iz + -+ Bz) > 1. (5.15)

5.3 Logisticka regresija s binomnom odazivom

Sada promatramo opcenitiji slucaj u kojem imamo nekoliko ponavljanja s istim vrijednos-
tima nezavisnih varijabli z; i neka postoji m razliitih skupova u kojima su prediktorske
varijable konstante. Kada se izvrSi n; nezavisnih pokuSaja s prediktorskim varijablama
zZj, odziv Y; se modelira kao binomna distribucija s vjerojatnoscu p (z j) = P (Uspjeh |z;).
Zbog pretpostavke o nezavisnosti Y;, funkcija vjerodostojnosti glasi :

m

LBo,B1,- .- B) = ﬂ( Z; )pw (z)(1-p(z)"" (5.17)

J=1

gdje vjerojatnost p (z j) prati logit model (5.8). Kada je uzorak dovoljno velik, procijenjena
kovarijacijska matrica je

" -1
Covih) ~ [Z i (2)(1 - 5(2) ] .19

J=1
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i i-ti dijagonalni element je procjena varijance za 3;,;. Procjena varijance vjerojatnosti
D (z j) je dana kao

m -1
Var (p (z0)) ~ [ﬁ (z) (1 - p (@) 7, [Z nip(2)(1 - p(2) 22| = (5.19)

J=1

Provjera modela

Jednom kada odredimo model, vazno je ispitati koliko je dobro model prilagoden poda-
cima, postoje li sistemati¢na odstupanja od prilagodenog logistickog modela ili neki po-
daci koji odskacu (outlieri) ili znacajno utjecu na zakljucke u analizi kada ih se izbaci ili
ubaci u model. Ukoliko ne znamo parametre potrebne za odredivanje vjerojatnosti p (z j) =
P(Uspjeh | z;), spomenute vjerojatnosti ¢emo procijeniti pomocu opazenih vrijednosti y; (
broja uspjeha ) u n; pokusaja. Neparametarska vjerodostojnost za j-ti slucaj sada izgleda

() ()0 -l 520

koja se maksimizira biranjem ﬁ(zj) =yj/njza j=1,2,...,n. Sadaje m = Xn;. Nepara-
metarska funkcija vjerodostojnosti dana je kao

+2In / 5.21

(]_[( N )J (5.21)

e LR ey
= o

J J

Definirajmo i devijancu izmedu neparametarskog modela i modela koji ima konstantu i
r — 1 prediktora prilagodenog podacima kao

N Yj nj—=Jyj
G*=2 [y-ln(7)+ ni—y, ln( )l (5.22)
; SN ( ! ]) nj=Yj

gdje je ; = n;p (z j) broj uspjeha dobiven regresijom. Za velike uzorke, G? ima pribliZzno

x* distribuciju s df stupnjeva slobode, gdje je df broj podataka m, umanjen za broj pro-

.o . . . .o . .o . 2 . .o
cijenjenih parametara 8. Primijetite da devijanca za puni model, G puni, 1 devijanca za
2

reducirani mOdel’ Greducirani’

govore o doprinosu dodatnih prediktora

Lmax reducirani
=2In[{—————]. (5.23)

- G2
Lmax

2
Greducirani puni
Ova razlika je priblizno distribuirana kao y? s stupnjevima slobode df = d fequcirani — d. Souni-
Velika vrijednost razlike govori da je ipak potreban puni model. Kada je m velik, postoji
previSe vjerojatnosti koje je potrebno procijeniti prema neparametarskom modelu,a i y?
aproksimacija ne moZe se dokazati postoje¢im metodama pa se bolje osloniti na testove

omjera vjerodostojnosti i logistickih modela koji ne ukljucuju nekoliko prediktora.
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Reziduali i Goodness-of-Fit testovi

Reziduali su vazni jer omogucavaju procjenu razlike izmedu stvarnih vrijednosti proma-
trane varijable i vrijednosti predvidene modelom. Ako model dobro opisuje podatke, tada
¢e reziduali biti slucajno rasporedeni oko nule 1 nece se uociti nikakvi uzorci u njihovoj
distribuciji. Medutim, ako postoje pravilnosti u rezidualima, to ukazuje na to da model
nije dovoljno dobar u objaSnjavanju varijabilnosti u podacima ili da postoji neki drugi ne-
dostatak u modelu. U tom slucaju, potrebno je ponovno razmotriti model i provjeriti je li
moguce poboljSati njegovu preciznost ili napraviti izmjene u varijablama koje se koriste
kao prediktori. Spomenut ¢emo tri definicije reziduala.

Definicija 5.3.1. [. Reziduali devijance (d j) se definiraju kao:

d; = iJZ{yjln(nj;EZj)]+(nj—y»ln(ﬁ]] (5.24)

gdje je predznak od d; jednak kao kod y; —n;p (zj) i

ako y; = 0,0nda d; = \/ 2, |in (1 = 5 (z,)) (5.25)

akoy;=njondad; = —/2n; | lnﬁ(zj) |
2. Pearsonovi reziduali (rj) definiraju se kao:

Tl C) (5.26)

L () (1-5 ()

3. Standardizirani Pearsonovi reziduali (rs j) definiraju se kao:

il (5.27)
ryj = ———— .
1= hjj

gdje hj; je (j, j)-ti element u matrici H definiranoj kao u (5.29).
Test dobrog prilagodenja (engl.”Goodness of fit test””) mjeri razliku izmedu promatra-
nog i ocekivanog podatka prema nultoj hipotezi. Nulta hipoteza pretpostavlja da proma-

trani podatak slijedi teorijsku distribuciju. y*— test dobrog prilagodenja je &esto koristen,
posebno za male uzorke:

- - (y j = np (Zj) ’
N (5.28)
2 Ll - p(a)
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Primijetimo da je y? statistika (5.28) zapravo zbroj kvadrata reziduala, tj. jedan broj koji
sazima cijelu kvalitetu prilagodbe.

Tocke visoke poluge i utjecajne tocke

Ekvivalent ”hat” matrice H u logisti¢koj regresiji sadrZi procijenjene vjerojatnosti py (z j).
Utjecajnost se mjeri pomocu dijagonalnih elemenata /;; matrice:

H=V'Z(zv'z) v’ (5.29)

gdje je V™! dijagonalna matrica s (j, j) elementom n;p (zj) (1 -p (zj)) ,a V712 je dijago-

nalna matrica s (j, j) elementom \/n i (z j) (1 -p (z ]))



Poglavlje 6
Primjeri

Primjer 6.0.1. Godisnji financijski podaci za tvrtke koje su bankrotirale prikupljeni su
otprilike dvije godine prije njihova bankrota, a za financijski zdrave tvrtke otprilike u isto
vrijeme. Podaci o Cetiri varijable, X; = CF/TD = (novcani tok)/(ukupni dug), X, = NI/TA =
(neto dobit)/(ukupna imovina), X5 = CA/CL = (trenutna imovina)/(trenutne obveze), i X4 =
CA/NS = (trenutna imovina)/(neto prodaja), dani su u Table 11.4 Bankruptcy Data u [3].

PokaZimo prvo scatterplot za parove varijabli. Na slici (6.1) crvenim trokuti¢ima su
prikazani podaci koji odgovaraju tvrtkama koje su otisle u bankrot, a plavim kruZi¢ima
one koje nisu. Prema izgledu podataka koji se c¢ine elipticni moZemo naslutiti kako se
mozda radi o podacima koji dolaze iz bivarijatne normalne razdiobe.

Imamo ny = 21 podataka za tvrtke koje su otisle u bankrot i n, = 25 podataka o tvrt-
kama koje nisu otisle u bankrot. Izracunajmo ocekivanja i kovarijacijske matrice za razne
parove varijabli.

Za par (x1, X):

_ [ -0.068 ¢ - 0.044 0.028
=1 20081 [0 2T 0.028 0.021 o
_ [ 0265 g, | 0047 0.009 '
2710056 |7 227 0.009 0.002
Za par (xy, x3):
_ [ —0.068 G - 0.044 0.035
= 1367 |0 21T 0,035 0.164 62)
_ 0235 g, _| 0047 0075 '
2= 0504 |7 227 0075 1.047

37



POGLAVLIJE 6. PRIMJERI
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Slika 6.1: Graficki prikaz podataka
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Za par (X1, X4):

_ [—0.068] [0.044 0.004]
X1 = 5 Sl =

0.438 0.004 0.045 .
_ 0235 g, _| 0047 —0.007 '
271 0427 | 27| 0,007 0.026

Koristeci pretpostavku da podaci dolaze iz bivarijatne normalne razdiobe odredimo
kvadratna klasifikacijska pravila po uzoru na (2.22). U tablici ispod su prikazane kva-
dratne klasifikacijske funkcije za razne kombinacije apriornih vjerojatnosti p i p,. Uvijek

pretpostavljamo da je c(1|2) =c(2] 1).

Varijable | apriorne vjerojatnost klasifikacijska funkcija
(x1,x2) pP1 =D —60.65x% +30.15x1 x5 — 406.52x§ +5.49x; —29.88x, — 0.17

(x1,x3) P1 =D —1.59x7 + 3.99x1x, — 3.10x3 — 10.84x + 7.95x, — 3.17
(X1, X4) pP1= D> —0.44x7 + 7.58x1x, + 8.31x5 — 10.00x; + 8.00x, + 2.21
(x1,x2) | p1 =0.05,p, =095 —60.65)(% + 30.15x;1x) — 406.52)6% +5.49x; —29.88x, — 3.11
(x1,x3) | p1 =0.05,p, =095 —1.59x% + 3.99x1x) — 3.10x§ —10.84x; + 7.95x, — 6.11
(x1,x4) | p1 =0.05,p, =095 —0.44x% + 7.58x1x + 8.31x§ —10.00x; + 8.00x, — 0.73

Tablica 6.1: Kvadratne klasifikacijske funkcije

Klasifikacijsko pravilo: ako je vrijednost kvadratne klasifikacijske funkcije veca od
nule, klasificiraj podatak u populaciju rt, (tvrtke koje su otisle u bankrot), a inace klasifici-
raj u populaciju m, ( tvrtke koje nisu otisle u bankrot). Vidimo kako se kvadratne funkcije
za iste parove varijabli mijenjanju samo u slobodnom ¢lanu kako mijenjamo apriorne vje-
rojatnosti.

Procijenimo sada performanse ovih klasifikacijskih pravila pomocu razina greSaka
APER koje je definirano u (3.5) i E (AER) definirano u (3.7).

Varijable | apriorne vjerojatnost | APER | E (AER)

(x1, x2) P1=D2 19.57% | 21.74%
(x1, x3) P1= D2 10.87% | 13.04%
(x1,x4) P1= D2 17.39% | 21.74%

(x1,x2) | p1 =0.05,p, =095 | 26.09% | 26.09%
(x1,x3) | p1 =0.05,p, =095 | 36.96% | 39.13%
(x1,x1) | p1 =0.05p,=0.95 | 39.13% | 45.65%

Tablica 6.2: Razine greSaka
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Za py = p, najbolje rezultate za greske dobivamo za par varijabli (xy, x3) jer su obje
greske male i pribliZno jednake. Kod apriorne vjerojatnosti p; = 0.05 i p, = 0.95 najbolja
opcija je za par varijabli (xy, x,) jer je tu greska najmanja.

Probajmo sada podatke klasificirati pomocu Fisherovog linearnog pravila za klasifika-
ciju. Prvo odredimo S .. za par varijabli (x, x,)

(6.4)

S proc

0.046 0.018
0.018 0.011

Da bismo definirali klasifikacijsko pravilo treba nam funkcija kao u (2.10) i granica defi-
nirana kao u (2.11) :

$=—471x; - 5.00x,, m=-0.33 (6.5)

Klasifikacijsko pravilo: Ako je y = axy — m vece od nule, onda pridruZi populaciji m
(tvrtke u bankrotu), inace pridruZi m,. Za ovo klasifikacijsko pravilo APER iznosi 19.57%.
Koristenje Fisherovog linearnog pravila nije prikladno zbog toga sto kovarijacijske ma-
trice nisu jednake, ali prema APER kriteriju, performansa mu je jednako dobra kao kod
koristenja kvadratnog klasifikacijskog pravila.

Primjer 6.0.2. Promatramo podatke cvjetova Iris i pripadne varijable X, = sepal width
i X, = petal width za uzorke iz tri razlicite populacije: iris setosa, iris versicolor i iris
verginica. Svi uzorci su veli¢ine ny = n, = n3 = 50. Podaci su dani u [3] Table 11.5 Data
on Irises. Na slici (6.2) moZemo vidjeti da su podaci elipticno rasporedeni sto upucuje da
se moZda radi o bivarijatnoj normalnoj razdiobi, medutim vidimo i kako je smjer podatak
za populaciju iris setosa drugaciji od smjera ostale dvije populacije pa naslucujemo kako
kovarijacijske matrice nece biti jednake.

Pretpostavimo da podaci zbilja dolaze iz bivarijatne normalne razdiobe s istim kova-
rijacijskim matricama. Testirajmo jednakost srednjih vrijednosti na razini znacajnosti od
95%. Hipoteze su sljedece:

Hy :py = o = s

6.6
H, : barem jedan u; se razlikuje od ostalih (6.6)

Koristeci MANOVA test dobivamo jako malu p vrijednost pa odbacujemo Hy u korist al-
ternative $to smo i naslutili. Konstruirajmo klasifikacijsko pravilo po uzoru na (4.2.3) i
klasificirajmo novi podatak xo = (3.5 1.75] koristeci (4.14). Neka su p, = p, = p3 = %

d?(x¢) = —104.8719
d?(x9) = —1.055387 (6.7)
d?(x) = —2.325402
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Slika 6.2: Graficki prikaz podataka Iris

Klasifikacijsko pravilo kaZe da se novi podatak alocira u onu poplaciju ¢iji je diskrimina-
cijski bod najveci, a to je u ovom sluc¢aju populacija versicolor. Ukoliko pretpostavimo da
su kovarijacijske matrice jednake, moZemo koristiti i linearni diskriminacijski bod defini-
ran kao (4.18) i zajednickom procijenjenom kovarijacijskom matricom (4.17).

di(xe) = 27.01748
d>(xe) = 57.75736 (6.8)
d5(xe) = 56.81905

Dobivamo isti zakljucak kao kod koristenja kvadratnog diskriminacijskog boda: novi poda-
tak pridruZujemo populaciji versicolor. Posto metoda koja koristi linearni diskriminacijski
bod koristi pretpostavku o jednakosti kovarijacijskih matrica, preferiramo metodu koja ko-
risti kvadratni diskriminacijski bod jer nam tu pretpostavka o jednakosti kovarijacijskih
matrica nije potrebna.
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Klasificirajmo sada novi podatak xy = [3.5 1.75] koristeci (4.20).

ciki 7 - Setosa ‘ 7, : Versicolor ‘ w3 @ Virginica
m; - Setosa 0 -30.74 -29.80
7, : Versicolor 30.74 0 0.94
m3 : Virginica 29.80 -0.94 0

Vidimo kako su svi d; > 0 za sve i # k kod populacije m, : Versicolor pa ponovno za-
kljucujemo da novi podatak alociramo populaciji versicolor. Na slici (6.3) moZemo vidjeti
i klasifikacijska podrucja Ry, R, i R;.

0 s
o 7] © lIris setosa
4 |ris versicolor
Iris verginica
=
(o]
u
g < 7
o
2
=
@
o
o |
w ]
o

sepal width

Slika 6.3: Grafi¢ki prikaz klasifikacijskih podru¢ja R}, R, i R

Za kraj izracunajmo razine greSaka:

APER =3.3%

. (6.9)
E (AER) = 4%
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Za racunanje E (AER) je koristena Lachenbruchova metoda odgadanja objasnjena u (3).

Primjer 6.0.3. Iskoristimo sada ponovo podatke iz [3] Table 11.4 vezane za bankrot. Po-
gledajmo kako uklanjanje nekih toc¢aka iz skupa podataka za klasifikaciju utjece na razinu
greske i je li utjecaj znacajan. Konstruirajmo prvo Fisherovu linearnu diskriminantu za
varijable x| i x3:

y=-481x; — 1.47x5 +3.33 (6.10)
Klasifikacijsko pravilo glasi: ako je y > 0, onda pridruZi populaciji & (bankrot), inace pri-

druZi my. Pogledajmo i graficki prikaz podataka i diskriminacijske funkcije te izracunajmo
APER.

v —| O nije bankrot o
4 bankrot

Bankrot$x3

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

Bankrot$x1

Slika 6.4: Graficki prikaz podataka i diskriminacijske funkcije § = —4.81x; — 1.47x3 +3.33

APER iznosi 13.04%. Promatrajuci podatke, vidimo da postoje podaci koji potenci-
Jjalno moZda mogu biti utjecajne tocke, npr. za tvrtke koje su otisle u bankrot je to moZda 16.
podatak (x1,x3) = (0.37,1.99), i 34. podatak za drugu populaciju (x,, x3) = (0.14,0.46).
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Konstruirajmo ponovno Fisherove diskriminante , ali prvo bez jedne tocke pa bez druge.
Fisherova linearna diskriminanta bez tocke (xi, x3) = (0.37,1.99) glasi:

v =-5.95x; — 1.46x3 + 3.31, gdje je APER = 11%. (6.11)

Fisherova linearna diskriminanta bez tocke (x1, x3) = (0.14,0.46) glasi:

$=—4.36x; — 1.97x; + 4.36, gdje je APER = 8.9%. (6.12)
w — © nije bankrot 4
4 bankrot
o]
& o

Bankrot$x3

Bankrot$x1

Slika 6.5: Graficki prikaz podataka i tri razlicite diskriminacijske funkcije

Na slici (6.5) zelenom bojom je oznacena diskriminacijska funkcija bez 16. podatka, a
ljubicastom bojom je oznacena funkcija bez 34. podatka. Vidimo kako je izbacivanje tih
tocaka znacajno utjecalo na promjenu diskriminacijske funkcije, a i na smanjenje razine
greSke ( originalni APER = 13.04% ).
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Primjer 6.0.4. Podaci o dvije vrste lososa (aljaski i kanadski) i nekim njihovim karakte-
ristikama kao sto su spol (”Gender”) te promjer prstena slatkovodnog (”Freshwater”) i
morskog (”Marine”) rasta preuzeti su iz [3] Table 11.2 Salmon Data i primjera Example
11.8. Uzorak se sastoji od n; = 50 aljaskih i n, = 50 kanadskih lososa. Odredimo puni
model definiran kao u (5.8). Dobiveni model je oblika:

1( p(2)
n
1 - p(z)

) = 3.50501 + 0.28156 = Gender + 0.12642 = Freshwater — 0.04865 = Marine
(6.13)

Rezultat Likelihood Ratio testa, koji testira znacajnost modela obzirom na reducirani mo-
del ( model koji sadrZi samo By koeficijent ), je statisticki znacajan na razini znacajnosti od
5%, Sto nam govori kako je potrebna barem jedna prediktorska varijabla u modelu. Ako
posebno promatramo znacajnost varijabli u modelu, vidimo kako varijabla spol (”Gen-
der”) nije statisticki znacajna. Zapravo provodimo test znacajnosti koeficijenta i testiramo
hipotezu Hy : BGenaer = 0 i posto dobivamo p vrijednost od 0.73, na razini znacajnosti od
5% ne moZemo odbaciti nul hipotezu i zakljucujemo kako varijabla Gender nije statisticki
znacajna u modelu. S druge strane, varijable " Freshwater” i ”Marine” poprimaju male p
vrijednosti, manje od 0.05 pa zakljucujemo kako su statisticki znacajne u modelu. Nakon
izbacivanja varijable spol (”Gender”) iz modela dobivamo sljedece:

ln(p(Z)

1 - p(z)

Promatrajuci p vrijednosti u testu za znacajnost koeficijenata zakljucujemo kako su sve
manje od 0.05 i da su sada u modelu sve varijable statisticki znacajne.

Iskoristimo pravilo za klasifikaciju definirano u (5.16) koje glasi:
Pridruzi novi podatak u populaciju 2 (”Canadian salmon”) ako je ln(%) > 0, inace
pridruzi populaciji 1 (”Alaskan salmon”).
Konfuzijska matrica izgleda:

) = 3.92484 + 0.12605 * Freshwater — 0.04854 « Marine (6.14)

Stvarna populacija

Alaskan Canadian
Klasificirano | Alaskan 46 3
kao: Canadian 4 47

- . : S 443 _ 1 _
Razina pogreske APER iznosi = =5 = 155 = 1%.

Pogledajmo sada vektore ocekivanja i kovarijacijske matrice za varijable ”Freshwa-
ter” i "Marine”.
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X1 =1 429.66 —-188.09 1399.09

_ [ 13746 o - 326.09 133.50
27136562 |7 27| 133.50 893.26

Pretpostavimo da su troskovi pogresne klasifikacije jednaki i da su apriorne vjerojatnosti
Jednake. Iskoristimo linearno klasifikacijsko pravilo (vidi (2.10) i (2.11)):

_ [ 98.38] S _[ 260.61 —188.09]
’ 1=
(6.15)

w=y—m=—-0.12838726 = Freshwater + 0.05194311 * Marine — 5.541204  (6.16)
Klasifikacijsko pravilo: Ako je y = az — m vece od nule, onda pridruZi populaciji m

(”Alaskan salmon”), inace pridruZi n, (”Canadian salmon”). Sada dobivamo ovakvu
konfuzijsku matricu:

Stvarna populacija

Alaskan Canadian
Klasificirano | Alaskan 44 6
kao: Canadian 1 49

Greska APER je ponovno 7% kao i kod logisticke regresije.
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Dodatak R-kod

Listing 7.1: Klasifikacija tvrtki pomocu kvadratne i linearne klasfikacijske funckije i Fi-
sherovog linearnog pravila

par (mfrow=c (3,1))

plot (Bankrot$x1,Bankrot$x2,pch = ifelse (Bankrot$populacija ==

”17, 1, 2), col = ifelse (Bankrot$populacija == 71”7, ”blue”,
?’red’?))
legend ("topleft”, legend = c(’nije_bankrot”, ”"bankrot”), pch

c(1,2), col = c¢(”blue”, “red”))
plot (Bankrot$x1l,Bankrot$x3,pch = ifelse (Bankrot$populacija ==

17, 1, 2), col = ifelse (Bankrot$populacija == 71”7, ”blue”,
9’red’?))
legend ("topleft”, legend = c(”nije_bankrot”, ”"bankrot”), pch

c(1,2), col = c¢(”blue”, "red”))
plot (Bankrot$x1l,Bankrot$x4,pch = ifelse (Bankrot$populacija ==

”17, 1, 2), col = ifelse (Bankrot$populacija == 71”7, ”blue”,
9’red’?))
legend ("topleft”, legend = c(”nije_bankrot”, "bankrot”), pch

c(1,2), col = c¢(”blue”, ”red”))
par (mfrow=c (1,1))

nl<—length (Bankrot[ Bankrot$populacija==0,]$x1)
n2<—length (Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x1)

#vektori ocekivanje

ocekivanje<—function (i,j){
meanl<—c (mean( Bankrot[ Bankrot$populacija==0,i1]),

47
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mean ( Bankrot[ Bankrot$populacija==0,j]))
mean2<—c (mean( Bankrot [ Bankrot$populacija==1,i1]),
mean ( Bankrot[ Bankrot$populacija==1,j1))
m<—matrix (¢ (meanl , mean2),2,2)
return (m)}

ocekivanje (1,2)

ocekivanje (1,3)

ocekivanje (1,4)

#kovarijacijske matrice

kov_matrice<—function (i, j){
x11_I<-cov(Bankrot[Bankrot$populacija==0,i],
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,i])
x12 _1<—cov(Bankrot[ Bankrot$populacija==0,i],
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,j])
x22 _1<—cov(Bankrot[Bankrot$populacija==0,j],
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,j1])
sl<—matrix(c(x11_1,x12_1,x12_1,x22_1),2,2)
x11_2<-cov(Bankrot[Bankrot$populacija==1,i],
Bankrot[Bankrot$populacija==1,i])
x12 _2<—cov(Bankrot[Bankrot$populacija==1,i],
Bankrot[ Bankrot$populacija==1,j1])
x22 _2<—cov(Bankrot[Bankrot$populacija==1,j],
Bankrot[ Bankrot$populacija==1,j])
s2<—matrix(c(x11_2,x12_2,x12_2,x22_2),2,2)
l<=list (sl,s2)
return(1l)}

kov_matrice (1,2)

kov_matrice (1,3)

kov_matrice (1,4)

#klas _funkcije
m<—ocekivanje (1,2)
meanl<-m[ ,1]
mean2<—-m| ,2]
c<—kov_matrice (1,2)
sl<—c[[1]]

s2<—c[[2]]

sl _inverz <— solve(sl)
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s2 _inverz <— solve(s2)
k<—1/2xlog(det(sl)/det(s2))+1/2%(meanl%=%s1 _inverz%+%t (
t (meanl)) —mean2%+%s2 _inverz%=%t (t (mean2)))
kl<—1/2xlog(det(sl)/det(s2))+1/2x(meanl%+%s1 _inverz%+%t (
t (meanl)) —mean2%%%s2 _inverz%+%t (t (mean2)))+1log (0.95/0.05)
—-1/2%(sl _inverz—s2 _inverz)
((meanl%=%s1 _inverz —mean2%%%s2 _inverz))

m<—ocekivanje (1,3)

meanl<-m|[ ,1]

mean2<-m|[ ,2]

c<—kov_matrice (1,3)

sl<—c[[1]]

s2<—c[[2]]

sl _inverz <— solve(sl)

s2 _inverz <— solve(s2)
k<—1/2xlog(det(sl)/det(s2))+1/2%(meanl%=%s1 _inverz%+%t (
t (meanl)) —mean2%=%s2 _inverz%=%t (t (mean2)))
kl<—1/2=%log(det(sl)/det(s2))+1/2x(meanl%+%s1 _inverz%+%t (
t (meanl)) -mean2%+%s2 _inverz%+%t (t (mean2)))+1log (0.95/0.05)
—1/2%(sl _inverz—-s2_inverz)

((meanl%=%s1 _inverz —mean2%+%s2 _inverz))

m<—ocekivanje (1,4)

meanl<-m[,1]

mean2<-m| ,2]

c<—kov_matrice (1,4)

sl<—c[[1]]

s2<—c[[2]]

sl _inverz <— solve(sl)

s2 _inverz <— solve(s2)
k<—1/2xlog(det(sl)/det(s2))+1/2x(meanl%+%s1 _inverz%+%t (
t (meanl)) —mean2%+%s?2 _inverz%+%t (t (mean2)))
kl<—1/2=%log(det(sl)/det(s2))+1/2%(meanl%+%s1 _inverz%+%t (
t (meanl)) —mean2%=%s2 _inverz%+%t (t (mean2)))+1log (0.95/0.05)
—-1/2%(sl _inverz—s2 _inverz)

((meanl%=%s1 _inverz —mean2%=%s2 _inverz))

#APER i E(AER) za pl=p2
aper<—c ()
e_aer<—c ()
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for(j in 2:4){

m<—ocekivanje (1,])

meanl<-m[ ,1]

mean2<-m|[ ,2]

c<—kov_matrice(1,])

sl<—c[[1]]

s2<—c[[2]]

sl _inverz <— solve(sl)

s2 _inverz <— solve(s2)
k<—1/2xlog(det(sl)/det(s2))+1/2%(meanl%=%s1 _inverz%+%t (
t (meanl)) —mean2%=x%s2 _inverz%=%t (t (mean2)))
a<——1/2%(sl _inverz—-s2 _inverz)
b<—mean1%=%s1 _inverz —mean2%%s2 _inverz

klas _pravilol<—function (x,y){
all,1]#x"242=a[l,2]xxxy+a[2,2]xy " 2+b[1]xx+b[2]=xy-k}

nl<—length (Bankrot[ Bankrot$populacija==0,]$x1)
n2<—length (Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x1)

nlc=sum(klas pravilol (Bankrot[Bankrot$populacija==0,]$x1,
Bankrot[Bankrot$populacija==0,j])>=0)

n2c=sum( klas _pravilol (Bankrot[Bankrot$populacija==1,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==1,j])<0)

nlm=sum(klas _pravilol (Bankrot[ Bankrot$populacija==0,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,j])<0)

n2m=sum( klas _pravilol (Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==1,j])>=0)
aper[j—1]=(nlm+n2m)/(nl+n2)

klas _pravilo<—function(x,y,a,b,c,d,e,k){
axXx"2+bexxy+cxy 2+dxx+exy—k}

nlm_h=0

n2m _h=0

for (i in 1:(nl+n2)) {
holdout _data<—Bankrot[—i, ]
holdout _x<—Bankrot[1i,]
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meanl<—c (mean( holdout _data[holdout _data$populacija==0,]$x1),
mean( holdout _data[holdout _data$populacija==0,j]))
mean2<—c (mean( holdout _data[ holdout _data$populacija==1,]%$x1),
mean( holdout _data[holdout _data$populacija==1,j]))

x11_1l<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==0,]$x1,
holdout _data[holdout _data$populacija==0,]$x1)

x12 _1<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==0,]$x1,
holdout _data[holdout _data$populacija==0,j])

x22 _1<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==0,j],
holdout _data[holdout _data$populacija==0,j])

sl<—matrix (¢(x11_1,x12_1,x12_1,x22_1),2,2)

x11 _2<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==1,]$x1,
holdout _data[holdout _data$populacija==1,]$x1)

x12 _2<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==1,]$x1,
holdout _data[holdout _data$populacija==1,j1])

x22 _2<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==1,j],
holdout _data[holdout _data$populacija==1,j1])

s2<—matrix (c(x11_2,x12_2,x12_2,x22_2),2,2)

sl _inverz <— solve(sl)

s2 _inverz <— solve(s2)
k<—1/2«log(det(sl)/det(s2))+1/2«(meanl%=%s1 _inverz%+%t (
t (meanl)) — mean2%=%s?2 _inverz%=%t (t(mean2)))

a<——1/2%(sl _inverz—-s2 _inverz)
b<—meanl1%=%s1 _inverz —mean2%+%s2 _inverz

if (klas_pravilo(holdout_x[1,1],holdout_x[1,j],a[l,1],2=a[1,2],
al[2,2],b[1],b[2],k)<0 & holdout_x[1,5]==0 ){nlm_h=nlm_h+1}
if (klas_pravilo(holdout_x[1,1],holdout_x[1,j],a[l,1],2=a[1,2],
al[2,2],b[1],b[2],k)>0 & holdout_x[1,5]==1 ){n2m_h=n2m_h+1}}

e_aer[j—1]=(nlm_h+n2m _h)/(nl1+n2)}
#APER i E(AER) za pl=0.05, p2=0.95

for (j in 2:4){
m<—ocekivanje (1,j)
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meanl<—-m][ ,1]

mean2<—-m| ,2 ]

c<—-kov_matrice (1,j)

sl<—c[[1]]

s2<—c[[2]]

sl _inverz <— solve(sl)

s2 _inverz <— solve(s2)
k<=1/2«log(det(sl)/det(s2))+1/2«(meanl%+%s1 _inverz%+%t
(t(meanl))—mean2%+%s2 _inverz%+%t (t (mean2)))+1log (0.95/0.05)
a<——1/2=%(sl _inverz—-s2 _inverz)

b<—meanl1%=%s1 _inverz —mean2%=%s2 _inverz

klas _pravilol<—function(x,y){
all,1]%x"2+2=a[1,2]xxxy+a[2,2]%y " 2+b[1]=x+b[2]=xy-k}

nl<—length (Bankrot[Bankrot$populacija==0,]$x1)

n2<-length (Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x1)
nlc=sum(klas _pravilol (Bankrot[Bankrot$populacija==0,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,j])>=0)
n2c=sum( klas _pravilol (Bankrot[Bankrot$populacija==1,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==1,j])<0)
nlm=sum( klas _pravilol (Bankrot[Bankrot$populacija==0,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,j])<0)
n2m=sum( klas _pravilol (Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==1,j])>=0)
aper[j—1]=(nlm+n2m)/(nl+n2)

klas _pravilo<—function(x,y,a,b,c,d,e,k){
axXx"2+bsxxxy+cxy 24+dxx+exy—k

}

nlm_h=0

n2m _h=0

for (i in 1:(nl+n2)) {
holdout _data<—Bankrot[—i, ]
holdout _x<—Bankrot[1,]

meanl<—c (mean( holdout data[holdout _data$populacija==0,]$x1),
mean( holdout _data[holdout _data$populacija==0,j]))
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mean2<—c (mean( holdout _data[holdout _data$populacija==1,]$x1),
mean( holdout _data[holdout _data$populacija==1,j]))
x11_1<—cov(holdout _data[holdout_data$populacija==0,]$x1,
holdout _data[holdout _data$populacija==0,]$x1)

x12 _1<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==0,]$x1,
holdout _data[holdout _data$populacija==0,j])

x22 _1<—=cov(holdout _data[holdout _data$populacija==0,j],
holdout _data[holdout _data$populacija==0,j])
sl<—matrix(c(x11_1,x12_1,x12_1,x22_1),2,2)

x11 _2<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==1,]$x1,
holdout _data[holdout _data$populacija==1,]$x1)

x12 _2<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==1,]$x1,
holdout _data[holdout data$populacija==1,j1])

x22 _2<—cov(holdout _data[holdout _data$populacija==1,j],
holdout _data[holdout _data$populacija==1,j])

s2<-matrix (c(x11_2,x12_2,x12_2,x22_2),2,2)

sl _inverz <— solve(sl)

s2 _inverz <— solve(s2)
k<—1/2«log(det(sl)/det(s2))+1/2«(meanl%=%s1 _inverz%+%t (
t (meanl)) — mean2%+%s2 _inverz%+%t (t(mean2)))+1log(0.95/0.05)
a<——1/2=%(sl _inverz—s2 _inverz)

b<—mean1%+%s1 _inverz —mean2%=+%s2 _inverz

if (klas_pravilo(holdout_x[1,1],holdout_x[1,j],a[l,1],2=%a[1,2]
,a[2,2]1,b[1],b[2],k)<0 & holdout_x[1,5]==0 ) {nlm_h=nlm_h+1}
if (klas_pravilo(holdout_x[1,1],holdout_x[1,j],a[l,1],2=a[1,2]
,a[2,2],b[1],b[2],k)>0 & holdout _x[1,5]==1 ) {n2m_h=n2m_h+1}}
e_aer[j—1]=(nlm_h+n2m_h)/(nl+n2)}

#FISHER

m<—ocekivanje (1,2)

meanl<—m][ ,1]

mean2<-m| ,2 ]

c<—kov_matrice (1,2)

sl<—c[[1]]

s2<—c[[2]]
Sproc=(nl—-1)/(nl-14+n2-1)%sl+(n2—-1)/(nl—-1+n2 —-1)%s2
Sproc

y<—(meanl-mean2)=xsolve (Sproc)
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a<—c(y[1,11+y[2,11,y[1,21+y[2,2])
m<—1/2%(a%+%t (t (meanl))+ a%+%t (t (mean2)))
klas _prav_fisher<—function(x,y){

al[l]xx+a[2]=xy—m}
nlc=sum(klas prav_fisher (Bankrot[Bankrot$populacija==0,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,]$x2)>=0)
n2c=sum( klas prav_fisher (Bankrot[Bankrot$populacija==1,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x2)<0)
nlm=sum( klas _prav _fisher (Bankrot[Bankrot$populacija==0,]$x1,
Bankrot[Bankrot$populacija==0,]$x2)<0)
n2m=sum( klas _prav_fisher (Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x2)>=0)
aper=(nlm+n2m) / (nl+n2)

Listing 7.2: Klasifikacija cvjetova Iris pomoc€u kvadratnog 1 linearnog boda te pripadne
razine greSaka

data(iris)

setosa <— iris[iris$Species == ”setosa”, c¢(”Sepal.Width”,
”Petal . Width” )]

versicolor <— iris[iris$Species == ”versicolor”,

c(”Sepal. Width”, ”Petal.Width”)]

virginica <— iris[iris$Species == "virginica”, c¢(”Sepal.Width”,

“Petal . Width™ )]

plot(iris$Sepal.Width, iris$Petal.Width,pch = ifelse(

iris$Species == ”setosa”, 1, ifelse(iris$Species ==
“versicolor” ,2,3)), col = ifelse(iris$Species == ”setosa”,
"blue”, ifelse(iris$Species == "versicolor”, “red”,”green”

)), xlab = ”sepal_width”, ylab = "petal _width” )

legend ("topleft”, legend = c(”Iris._setosa”, "Iris_versicolor”,
“Iris.verginica”), pch = ¢(1,2,3), col = ¢(”blue”, "red”,

7 green’))

#test jednakosti ocekivanja

manova_data <— iris[,c(”Sepal.Width” ,”Petal . Width” ,” Species”)]
model <— manova(cbind (Sepal.Width, Petal.Width) = Species,
data = manova_data)

summary ( model )

# p vrijednost manja od svih razina znacajnosti
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#vektori ocekivanja

meanl<—c (mean(iris [iris$Species== ”setosa” ,]$Sepal.Width),
mean( iris[iris$Species== "setosa” ,]$Petal . Width))

mean2<—c (mean(iris [iris$Species=="versicolor” ,]$Sepal.Width)
,mean(iris [iris$Species=="versicolor” ,]$Petal.Width))
mean3<—c (mean(iris [iris$Species=="virginica” ,]$Sepal.Width)

,mean(iris[iris$Species=="virginica” ,]$Petal . Width))

#kovarijacijske matrice
covl<—cov(setosa)
cov2<—cov(versicolor)
cov3<—cov(virginica)

klasifikacijska _fja _kvadratna<—function (x,mean, cov ) {
—1/2%log(det(cov))—1/2x(x—mean)%=x%solve (cov)%=%t (t(
x—mean))+log(1/3)}

x0<—¢c(3.5,1.75)

klasifikacijska _fja _kvadratna(x0,meanl,covl) #-104.8719
klasifikacijska _fja _kvadratna(x0,mean2,cov2) #—-1.055387
klasifikacijska _fja_kvadratna (x0,mean3,cov3) #-2.325402
#najvecu vrijednost dobivamo za populaciju="versicolor”

#procijenjena zajednicka kovarijacijska matrica
nl=n2=n3=50
Sproc<—1/(nl+n2+n3-3)%((nl—-1)xcovl+(n2—-1)xcov2+(n3—-1)xcov3)

klasifikacijska _fja _linearna<—function (x,mean) {
mean%=%solve ( Sproc )%+%t (t(x))—1/2+(mean)%+%solve ( Sproc )%=+%
t(t(mean))+log(1/3)}

klasifikacijska _fja_linearna(x0,meanl) #27.01748
klasifikacijska _fja_linearna (x0,mean2) #57.75736
klasifikacijska _fja _linearna (x0,mean3) #56.81905
#ponovno najvecu vrijednost dobivamo za populaciju=
“versicolor”
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#alternativna klas lin fja

klasifikacijska _fja<—function (x,ml,m2){
(m1-m2)%+%solve (Sproc)%+%t (t(x))—1/2%(ml-m2)%=%solve
(Sproc)%+%t (t (ml+m2))}

klasifikacijska _fja (x0,meanl ,mean2) #-30.73988
klasifikacijska _fja(x0,mean2,meanl) # 30.73988
klasifikacijska _fja(x0,meanl,mean3) #-29.80157
klasifikacijska _fja (x0,mean3,meanl) # 29.80157
klasifikacijska _fja(x0,mean2,mean3) # 0.938316
klasifikacijska_fja(x0,mean3,mean2) #-0.938316

(meanl—-mean2 )%+%solve (Sproc)
(meanl—-mean3 )%=«%solve (Sproc)
(mean2—-mean3 )%+%solve (Sproc)
—1/2%(meanl-mean2)%+%solve ( Sproc )%+%t (t (meanl+mean2))
—1/2%(meanl-mean3)%+%solve (Sproc )%+%t (t (meanl+mean3))
—1/2%(mean2—mean3)%=%solve ( Sproc )%+%t (t (mean2+mean3))
fl<—function (x) {

return((—-16.7129%x+21.26505)/ —38.84)}
f2<—function (x){

return ((20.52756%x+0.7848593)/58.53307)}
f3<—function (x){

return ((3.814655%x+22.0499)/19.69308)}
plot(iris$Sepal.Width, iris$Petal . Width,pch = ifelse(iris$

Species == ”setosa”, 1, ifelse(iris$Species == ”versicolor”
,2,3)), col = ifelse(iris$Species == ”setosa”,”blue”, ifelse
iris$Species == ”versicolor”, “red”,”green” )), xlab =
”sepal_width” ,ylab = ”petal _.width” )

legend ("topleft”, legend = c(”Iris._setosa”, "Iris_versicolor”,
“Iris.verginica”), pch = ¢(1,2,3), col = ¢(”blue”, "red”,
“green”))

curve(fl(x), add = T)

curve(f2(x), add = T)

curve(f3(x), add = T)

#APER i E(AER)
klas _fj<—function (x,mean,S){
mean%+%solve (S)%x%t (x)—1/2=(mean )%+%solve (S)%+%t (t (mean))
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+log(1/3)}

klasifikacijska _fja _linearna<—function (x,mean) {
mean%=%solve ( Sproc )%+%t (x)—1/2+%(mean)%+%solve ( Sproc )%+%t (
t (mean))+log(1/3)}

for(i in 1:150){

if (klasifikacijska _fja_linearna(iris[i,c(2,4)],meanl)>
klasifikacijska _fja _linearna(iris[i,c(2,4)],mean2)){
max<—klasifikacijska _fja_linearna(iris[i,c(2,4)],meanl)
maxi<-"setosa”

} else if(klasifikacijska_fja_linearna(iris[i,c(2,4)],mean2)
>klasifikacijska _fja _linearna(iris[i,c(2,4)],mean3)){
max<—klasifikacijska fja _linearna(iris[i,c(2,4)],mean2)
maxi<—-"versicolor”

} else {

maxi<-="virginica”

}

iris$klas[i]<—maxi

}

nlc=sum(iris$Species==iris$klas)

aper=(150-nlc) /150

aper

nlm_h=0

n2m_h=0

n3m_h=0

for (i in 1:(nl+n2+n3)) {
holdout _data<—iris[—i,c(2,4,5)]
holdout _x<—iris[i,c(2,4,5)]

meanl<—c (mean(holdout _data[holdout _data$Species== "setosa” ,]
$Sepal. Width) ,mean(holdout _data[holdout _data$Species==
”setosa” ,]$Petal . Width))

mean2<—c (mean( holdout _data[ holdout _data$Species=="versicolor”
,]$Sepal . Width) ,mean( holdout _data[holdout_data$Species==
“versicolor” ,]$Petal . Width))

mean3<—c (mean( holdout _data[holdout _data$Species=="virginica”
,]$Sepal . Width) ,mean( holdout _data[holdout_data$Species==
“virginica” ,]$Petal . Width))
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setosa <— holdout_data[holdout _data$Species == "setosa”,
c(”Sepal. Width”, ”Petal . Width”)]

versicolor <— holdout_data[holdout_data$Species ==
“versicolor” ,c(”Sepal.Width”, ”Petal.Width”)]

virginica <— holdout_data[holdout _data$Species ==
“virginica”, c¢(”Sepal.Width”, ”Petal.Width”)]
covl<—cov(setosa)

cov2<—cov(versicolor)

cov3<—cov(virginica)

if (1<=50){Sproc<—1/(49+n2+n3-3)%((49—-1)=xcovl+(n2—-1)xcov2+
(n3-1)%cov3)}

if (1>50 & 1 <=100){Sproc<—1/(n1+49+n3-3)%((nl—-1)xcovl+(49-1)
#cov2+(n3—-1)xcov3)}

if (1>100){Sproc<—1/(n1+n2+49-3)%((nl—-1)xcovl+(n2—-1)xcov2
+(49-1)%cov3)}

max<—0

if (klas_fj(holdout_x[1,c(1,2)],meanl, Sproc)>klas _fj(
holdout _x[1,¢(1,2)],mean2, Sproc)){

max<—klas _fj (holdout _x[1,¢(1,2)],meanl, Sproc)
maxi<—"setosa”

} else if(klas_fj(holdout_x[1,¢(1,2)],mean2, Sproc)>klas_fj(
holdout _x[1,¢(1,2)],mean3, Sproc)){

max<—klas _fj (holdout _x[1,¢(1,2)],mean2, Sproc)
maxi<—="versicolor”

} else {

maxi<="virginica”}

if (maxi!=holdout_x[1,3] & i<=50) {nlm_h=nlm_h+1}

if (maxi!=holdout_x[1,3] & 1i>50 && 1<=100) {n2m_h=n2m_h+1}
if (maxi!=holdout_x[1,3] & i>100) {n3m_h=n3m_h+1}}
eaer<—(nlm_h+n2m_h+n3m_h)/(nl1+n2+n3)

Listing 7.3: Utjecajne tocke kod klasifikacije tvrtki za bankrot

nl<—length (Bankrot[ Bankrot$populacija==0,]$x1)
n2<—length (Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x1)

ocekivanje<—function (i, j){
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meanl<—c (mean(Bankrot[ Bankrot$populacija==0,i]) , mean(
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,j1))

mean2<—c (mean( Bankrot [ Bankrot$populacija==1,i]) ,mean(
Bankrot[Bankrot$populacija==1,j1))

m<—matrix (¢ (meanl ,mean2),2,2)

return (m)}

kov_matrice<—function (i, j){
x11_l<-cov(Bankrot[Bankrot$populacija==0,i], Bankrot[
Bankrot$populacija==0,i])

x12 _l<—cov(Bankrot[Bankrot$populacija==0,i], Bankrot[
Bankrot$populacija==0,j1])

x22 _1<—cov(Bankrot[ Bankrot$populacija==0,j], Bankrot[
Bankrot$populacija==0,j])
sl<—matrix(c(x11_1,x12_1,x12_1,x22_1),2,2)

x11 _2<-cov(Bankrot[Bankrot$populacija==1,i], Bankrot[
Bankrot$populacija==1,i])

x12 _2<-cov(Bankrot[Bankrot$populacija==1,i],Bankrot[
Bankrot$populacija==1,j])

x22 _2<—cov(Bankrot[ Bankrot$populacija==1,j],Bankrot[
Bankrot$populacija==1,j1])

s2<—matrix (c(x11_2,x12_2,x12_2,x22_2),2,2)

I<—list (sl,s2)

return(1)}

m<—ocekivanje (1,3)

meanl<—m][ ,1]

mean2<—-m| ,2 ]

c<—kov_matrice (1,3)

sl<—c[[1]]

s2<—c[[2]]
Sproc=(nl-1)/(nl-14+n2-1)%sl+(n2—-1)/(nl—-1+n2 —-1)%s2
Sproc

y<—(meanl-mean2)=xsolve (Sproc)
a<—c(y[l.,1]+y[2,1],y[1,2]+y[2,2])
m<—1/2%(a%+%t (t (meanl))+ a%+%t (t (mean2)))

klas _prav_fisher<—function (x,y){
al[l]=x+a[2]«y—-m}
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nlc=sum(klas prav_fisher (Bankrot[Bankrot$populacija==0,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,]$x3)>=0)
n2c=sum( klas _prav_fisher (Bankrot[Bankrot$populacija==1,]%$x1,

Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x3)<0)

nlm=sum( klas _prav_fisher (Bankrot[Bankrot$populacija==0,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==0,]$x3)<0)

n2m=sum ( klas _prav _fisher (Bankrot[Bankrot$populacija==1,]$x1,
Bankrot[ Bankrot$populacija==1,]$x3)>=0)
aper=(nlm+n2m) / (nl+n2)

f<—function(x){(m-a[l]=xx)/a[2]}

plot (Bankrot$x1,Bankrot$x3,pch = ifelse (Bankrot$populacija ==
1”7, 1, 2), col = ifelse (Bankrot$populacija == 71”7, ”blue”,
“red”))

legend ("topleft”, legend = c(”nije._bankrot”, ”"bankrot”), pch =
c(1,2), col = ¢(”blue”, ”red”))

curve(f(x), add = T)

##bez 16.tocke

podacil<—=Bankrot[-16,]

nl<—length (podacil [podacil$populacija==0,-16]$x1)
n2<—length (podacil [ podacil$populacija==1,]$x1)

ocekivanje<—function (i, j){

meanl<—c (mean(podacil [ podacil$populacija==0,i]) , mean(
podacil [ podacil$populacija==0,j1))

mean2<—c (mean( podacil [ podacil$populacija==1,i]),mean(
podacil [ podacil$populacija==1,j1]))

m<—matrix (¢ (meanl ,mean2),2,2)

return (m)}

kov_matrice<—function (i, j){

x11 _1<—cov(podacil [podacil$populacija==0,i],podacil [
podacil$populacija==0,i])

x12 _1<—=cov(podacil [podacil$populacija==0,i], podacil [
podacil$populacija==0,j1])

x22 _1<—cov (podacil [ podacil$populacija==0,j],podacil [
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podacil$populacija==0,j1])
sl<—matrix(c(x11_1,x12_1,x12_1,x22_1),2,2)

x11 _2<—cov(podacil [podacil$populacija==1,i],podacil [
podacil$populacija==1,i])

x12 _2<—cov(podacil [podacil$populacija==1,i], podacil [
podacil$populacija==1,j1])

x22 _2<—cov(podacil [podacil$populacija==1,j],podacil [
podacil$populacija==1,j])

s2<—matrix (c(x11_2,x12_2,x12_2,x22_2),2,2)

l<—=list (s1,s2)

return(1l)}

m<—ocekivanje (1,3)

meanl<—-m[ ,1]

mean2<-m|[ ,2]

c<—kov_matrice (1,3)

sl<—c[[1]]

s2<—c[[2]]
Sproc=(nl—-1)/(nl-1+n2-1)%s1+(n2—-1)/(nl-1+n2—-1)=%s2
Sproc

y<—(meanl-mean2)=xsolve (Sproc)
al<—c(y[l,I1+y[2,1],y[1,2]+y[2.,2])
ml<—1/2%(al%+%t (t (meanl))+ al%+%t (t (mean2)))

klas _prav _fisher<—function (x,y){
al [1]=x+al [2]xy—ml}

nlc=sum(klas _prav_fisher (podacil [podacil$populacija==0,]%$x1,
podacil [ podacil$populacija==0,]$x3)>=0)

n2c=sum( klas _prav_fisher (podacil [podacil$populacija==1,]%$x1,
podacil [ podacil$populacija==1,]$x3)<0)

nlm=sum( klas _prav_fisher (podacil [podacil$populacija==0,]$x1,
podacil [podacil$populacija==0,]$x3)<0)

n2m=sum( klas _prav _fisher (podacil [podacil$populacija==1,]$x1,
podacil [ podacil$populacija==1,]$x3)>=0)
aper=(nlm+n2m) / (nl+n2)

##bez 13.tocke
podaci2<—Bankrot[-34,]
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nl<—length (podaci2[podaci2$populacija==0,-16]$x1)
n2<—length (podaci2 [ podaci2$populacija==1,]$x1)

ocekivanje<—function (i,j){

meanl<—c (mean(podaci2[podaci2$populacija==0,i]) , mean(
podaci2 [podaci2$populacija==0,j]))

mean2<—c (mean( podaci2 [ podaci2$populacija==1,i]),mean(
podaci2[podaci2$populacija==1,j1))

m<—matrix (¢ (meanl ,mean2),2,2)

return (m)}

kov_matrice<—function (i, j){

x11 _1<—cov(podaci2[podaci2$populacija==0,i],podaci2|
podaci2$populacija==0,i])

x12 _1<—cov (podaci2[podaci2$populacija==0,i], podaci2|
podaci2$populacija==0,j1])

x22 _l1<—cov(podaci2[podaci2$populacija==0,j],podaci2[
podaci2$populacija==0,j])
sl<—matrix(c(x11_1,x12_1,x12_1,x22_1),2,2)

x11 _2<—cov(podaci2[podaci2$populacija==1,i],podaci2|
podaci2$populacija==1,i])

x12 _2<—cov(podaci2[podaci2$populacija==1,i], podaci2|
podaci2$populacija==1,j])

x22 _2<—cov (podaci2[podaci2$populacija==1,j],podaci2|
podaci2$populacija==1,j])

s2<-—matrix (c(x11_2,x12_2,x12_2,x22_2),2,2)

I<—list (sl ,s2)

return(1)}

m<—ocekivanje (1,3)

meanl<—-m[ ,1]

mean2<-m| ,2 ]

c<—kov_matrice (1,3)

sl<—c[[1]]

s2<—c[[2]]
Sproc=(nl—-1)/(nl-1+n2-1)%s1+(n2—-1)/(nl—-1+n2—-1)%s2
Sproc

y<—(meanl—-mean2)=xsolve (Sproc)
a2<—c(y[1,1]1+y[2,1],y[1,2]+y[2,2])
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m2<—1/2x%(a2%+%t (t (meanl))+ a2%+%t (t (mean2)))

klas _prav _fisher<—function (x,y){
a2[1]#x+a2[2]xy—-m2}

nlc=sum(klas prav_fisher (podaci2[podaci2$populacija==0,]$x1,
podaci2[podaci2$populacija==0,]$x3)>=0)

n2c=sum( klas _prav_fisher (podaci2[podaci2$populacija==1,]%$x1,
podaci2[podaci2$populacija==1,]$x3)<0)

nlm=sum(klas _prav _fisher (podaci2[podaci2$populacija==0,]$x1,
podaci2 [podaci2$populacija==0,]$x3)<0)

n2m=sum ( klas prav _fisher (podaci2[podaci2$populacija==1,]$x1,
podaci2[podaci2$populacija==1,]$x3)>=0)
aper=(nlm+n2m) / (nl+n2)

fl<—function (x){(ml-al[1]=xx)/al[2]}
f2<—function (x){(m2-a2[1]=%x)/a2[2]}

plot (Bankrot$x1,Bankrot$x3,pch = ifelse (Bankrot$populacija ==
17, 1, 2), col = ifelse (Bankrot$populacija == 71”7, ”blue”,
“red”))

legend ("topleft”, legend = c(”nije._bankrot”, "bankrot”), pch =
c(1,2), col = ¢(”blue”, ”red”))

curve(f(x), add = T)

curve(fl(x), add = T, col="green”, type = 7s’
curve (f2(x), add = T, col="purple”,type = 7s’

)

)
")

Listing 7.4: Klasifikacija lososa pomocu logisticke regresije

library (Imtest)

#puni model

model<—glm (Y~ Gender+Freshwater+Marine , family=binomial (link
= ”"logit”),data=salmon)

summary ( model )

#testiranje znacajnosti modela — Likelihood Ratio
Irtest (model) #mala p_vrijednost

#model bez varijable Gender
model2<—glm (Y~ Freshwater+Marine , family=binomial (link =
“logit”),data=salmon)

summary ( model2)
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#testiranje znacajnosti modela — Likelihood Ratio

Irtest (model2, model)

#puni model nije bolji,tj ne odbacujemo nul hipotezu o
neznacajnosti dodatne varijable Gender

#klasificiranje podataka pomocu klasifikacijskog pravila.
predicted <— predict(model2, salmon, type="response”)
library (caret)

salmon$Y_predicted <— ifelse (log(predicted/(l1—predicted))
>=0, 1, 0)

confusionMatrix ( as.factor (salmon$Y_predicted),as.factor
(salmon$Y))

#ocekivanja

meanl<—c (mean(salmon[salmon$Y==0,2]) ,mean(salmon
[salmon$Y==0,3]))

mean2<—c (mean(salmon[salmon$Y==1,2]) ,mean(salmon
[salmon$Y==1,3]))

#kovarijacijske matrice
x11_1l<—=cov(salmon[salmon$Y==0,2],salmon[salmon$Y==0,2
x12 _l1<—=cov(salmon[salmon$Y==0,2],salmon[salmon$Y==0,3])
x22 _1<—cov(salmon[salmon$Y==0,3],salmon[salmon$Y==0,3
sl<—matrix(c(x11_1,x12_1,x12_1,x22_1),2,2)
x11 _2<—cov(salmon[salmon$Y==1,2],salmon[salmon$Y==1,2])
x12 _2<—=cov (salmon[salmon$Y==1,2],salmon[salmon$Y==1,3])
x22 _2<—=cov (salmon[salmon$Y==1,3],salmon[salmon$Y==1,3])
s2<—matrix (c¢(x11_2,x12_2,x12_2,x22_2),2,2)
#linearno klasifikacijsko pravilo
nl=50
n2=50
Sproc=(nl—-1)/(nl-1+n2-1)%s1+(n2—-1)/(nl—-1+n2—-1)%s2
Sproc
y<—(meanl-mean2)=xsolve (Sproc)
a<—c(y[1.,1]+y[2,1],y[1,2]+y[2,2])
m<—1/2%(a%+%t (t (meanl))+ a%+%t (t (mean2)))
klas _prav _fisher<—function (x,y){

a[l]=x+a[2]xy—-m}
nlc=sum(klas _prav_fisher (salmon[salmon$Y==0,]$Freshwater ,
salmon[salmon$Y==0,]$Marine)>=0)
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n2c=sum( klas _prav _fisher (salmon[salmon$Y==1,]$Freshwater ,
salmon [salmon$Y==1,]$Marine) <0)

nlm=sum(klas _prav _fisher (salmon[salmon$Y==0,]$Freshwater ,
salmon [salmon$Y==0,]$Marine) <0)

n2m=sum ( klas _prav _fisher (salmon[salmon$Y==1,]$Freshwater ,
salmon [salmon$Y==1,]$Marine)>=0)
aper=(nlm+n2m)/(nl+n2)
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Sazetak

U ovom diplomskom radu navest éemo neke metode za diskriminaciju i klasifikaciju po-
dataka. Na pocetku ¢emo definirati kriterije za optimalnu klasifikaciju podataka, a kasnije
1 metode za procjenu klasifikacijskih funkcija te objasniti kako izraCunati razinu pogreske
prilikom klasifikacije.

U drugom poglavlju ¢emo navesti nekoliko metoda za klasifikaciju s dvije multivari-
jatne normalne populacije za slucaj kada su kovarijacijske matrice jednake i za slu¢aj kada
nisu. U Cetvrtom poglavlju ¢emo se baviti klasifikacijom s viSe populacija. Spomenut
¢emo 1 Fisherov pristup za klasifikaciju. U petom poglavlju ¢emo opisati logisticku regre-
siju kao joS$ jednu metodu za klasifikaciju i diskriminaciju podataka. U Sestom poglavlju
¢emo rijesiti 1 objasniti nekoliko primjera na raznim podacima kako bismo bolje razumijeli
primjenu navedenih klasifikacijskih pravila u praksi. Vidjet cemo kako nema jedinstev-
nog odgovora koji je nacin najbolji za klasifikaciju, a svoje ¢emo zakljucke temeljiti na
pretpostavkama klasifikacijskih pravila i na razinama pogresaka.



Summary

In this thesis, we will present some methods for data discrimination and classification. At
the beginning, we will define criteria for optimal data classification, and later on, we will
explain the methods for evaluating classification functions and how to calculate the error
rates in classification.

In the second chapter, we will list several methods for classification with two multiva-
riate normal populations in the case when covariance matrices are equal and in the case
when they are not. In the fourth chapter, we will deal with classification with several po-
pulations. We will also mention Fisher’s approach to classification. In the fifth chapter, we
will describe logistic regression as another method for data classification and discrimina-
tion. In the sixth chapter, we will solve and explain several examples on various data to
better understand the application of the mentioned classification rules in practice. We will
see that there is no unique answer to which method is best for classification, and we will
base our conclusions on the assumptions of classification rules and error rates.
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