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Uvod

U ovom diplomskom radu cilj je predstaviti metode neparametarske regresije, pri
¢emu regresiju smatramo nastojanjem da iz dostupnih podataka (npr. kvadratura nekretnina
1 njihovih cijena) nau¢imo procjenjivati vrijednost neprekidne varijable (npr. procjenjivati
cijenu nekretnine za neku proizvoljnu kvadraturu). Kako bismo to u€inili, potrebno je obli-
kovati procjenitelja (nasu procjenu) regresijske funkcije (stvarne veze). To moZemo uciniti
metodama parametarske regresije u kojima procjenitelja prilagodavamo nekom fiksnom
obliku funkcije za koji smo se odlucili. Buduéi da sam oblik regresijske funkcije (stvarne
veze) nama moze biti neprepoznatljiv iz samog grafickog prikaza, predstavit ¢emo me-
tode neparametarske regresije u kojima ¢emo se sluziti pomo¢nim metodama kako bismo
odredili oblik funkcije kojem ¢emo nastojati prilagoditi procjenitelja.

Kako bismo to ostvarili, u prvom poglavlju uvest ¢emo pojam regresije, napraviti kratak
pregled linearne regresije kao najpoznatijeg predstavnika parametarskih metoda te iznijeti
detaljniju motivaciju za uvodenje neparametarske regresije. Isto tako, predstavit ¢emo mo-
del neparametarske regresije uz koji ¢emo navesti pretpostavke koje ¢e nas ograniciti na
klasu linearnih procjenitelja iz koje ¢e dolaziti svi procjenitelji koje ¢emo formirati. Na
kraju prvog poglavlja éemo diskutirati odnos pristranosti i varijance prilikom formiranja
procjenitelja.

U drugom poglavlju predstavit éemo metodu lokalnih prosjeka, metodu procjene jez-
grom 1 metodu lokalne linearne regresije zajedno s pomo¢nim metodama unakrsne valida-
cije koje ¢e nam pomoci odabrati parametar koji ¢e odredivati oblik procjenitelja. Predstav-
ljene metode ilustrirat ¢emo na jednakim umjetno generiranim podacima u programskom
jeziku R.

U tre¢em poglavlju usporedit cemo modele dobivene primjenom predstavljenih metoda
te cemo odabrati model koji je najbolje formirao procjenitelja poznate regresijske funkcije
1z koje smo generirali podatke. Uz to, na primjeru povezanosti mjeseCnih primanja i ugleda
predstavit cemo modeliranje predstavljenim metodama zajedno s odabirom modela u pri-
mjeru gdje nam regresijska funkcija nije poznata.






Poglavlje 1

Osnove

U ovom poglavlju nastojat ¢emo ponoviti pojmove koji se obraduju na razini preddiplom-
skog studija matematike, a koji ée zajedno s predstavljenom teorijom i primjerima tvoriti
smislenu i zaokruzenu cjelinu. Zbog opseznosti materije, teSko je u potpunosti ponoviti
sve relevantne pojmove, stoga upucujemo Citatelja da po potrebi prouci [3] i [6] gdje se
detaljnije obraduju pojmovi na ¢ijim osnovama temeljimo daljnje rezultate. Nakon toga,
prikazat ¢emo primjer iz [2] koji ¢e nas motivirati da predstavimo pojam neparametarske
regresije koji ¢emo u daljnjim poglavljima detaljnije razraditi. Definicije i rezultati iz ovog
poglavlja temeljeni su na [4] i [7].

1.1 Opcenito o regresiji

U svijetu oko sebe primjeCujemo raznovrsne varijable za koje smatramo da ovise jedne o
drugima, kao na primjer kvadratura nekretnine i njezina cijena ili visina inflacije 1 razina
nezaposlenosti. Kako bi otkrili tu vezu, odnosno regresijsku funkciju, koristimo metode
regresije kako bi dobili procjenitelja kojim moZemo predvidati npr. cijene nekretnina i
razine nezaposlenosti za proizvoljne kvadrature i visine inflacije.

Definicija 1.1.1. Neka je dan uzorak od n opaZanja (x;,Y:),i = 1,...,n, pri Cemu x; nazi-
vamo kovarijatama, a Y; vrijednostima varijable odziva. Regresijski model definiramo kao
vezu varijable odziva Y i kovarijate x sljedec¢im jednadZbama

Yi=f(x) +&,EB(g)=0,i=1,..,n, (1.1)

pri cemu pretpostavljamo da je funkcija f : R? — R nepoznata glatka funkcija koju Zelimo
procijeniti te koju nazivamo regresijskom funkcijom. Nadalje, pretpostavljamo da vari-
janca greske iznosi V(g;) = 0% i ne ovisi o x. Metode koje koristimo kako bi procijenili re-
gresijsku funkciju nazivamo metodama regresije. Primjenom metoda regresije dolazimo do

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVE

Sfunkcijske veze kojom procjenjujemo f(x), a koju nazivamo procjeniteljem ili izgladivacem
i oznacavamo s f,(x).

Dakle, regresija je opCeniti pojam koji obuhvacda sve pojmove iz gornje definicije, a
predstavlja nastojanje da iz dostupnih podataka (npr. kvadratura nekretnina i njihovih ci-
jena) nau¢imo procjenjivati vrijednost neprekidne varijable (npr. procjenjivati cijenu ne-
kretnine za neku proizvoljnu kvadraturu).

Napomena 1.1.2. U 1.1 pretpostavljamo da su vrijednosti kovarijate x; fiksne. Umjesto
toga, mogli bismo pretpostaviti da su nasumicne, pa bi u tom slucaju zapisivali podatke
kao (X1,Y1),....(X,,Y,) te bi f(x) interpretirali kao uvjetno ocekivanje Y s obzirom na
X = x, odnosno

f) =EXI|X = x). (1.2)

Kako bismo pronasli procjenitelja regresijske funkcije, moZemo koristiti parametar-
ske 1 neparametarske metode regresije, pri ¢emu parametrom smatramo numericku vri-
jednost o kojoj ovisi regresijska funkcija. U metodama parametarske regresije unaprijed
pretpostavljamo oblik regresijske funkcije f i unaprijed odredujemo broj parametara koje
zatim procjenjujemo koriStenjem istih parametarskih metoda regresije. S druge strane,
metodama neparametarske regresije tezimo istovremeno otkriti oblik regresijske funkcije,
odrediti broj parametara i nakon svega procijeniti te parametre.

Prije nego Sto pocnemo obradivati metode neparametarske regresije, ukratko ¢emo
predstaviti metodu linearne regresije kao najpoznatijeg predstavnika metoda parametarske
regresije.

1.2 Kratak pregled linearne regresije

Linearna regresija je metoda parametarske regresije koja pretpostavlja da je regresijska
funkcija linearna, odnosno da je ona oblika 1.3. Istovremeno, ona Zeli unutar linearnog
regresijskog modela procijeniti parametre f,...,5, 0 kojima smo pretpostavili da ovisi
regresijska funkcija.

Definicija 1.2.1. Neka je dan uzorak od n opaZanja (x;,Y;),i = 1, ...,n,, pri emu je Y; € R

te x; = (X1, ..., Xip)" € RP. Linearni regresijski model pretpostavlja da je
p
Yi= f)+ei= ) B+ eni=1,n, (1.3)
i=1

pri cemu je B(g;) = 0 te V(&) = o>
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Napomena 1.2.2. Najcesce Zelimo ukljuciti odsjecak u model pa ¢emo koristiti konvenciju
dajex)=1,i=1,..,n.

Definicija 1.2.3. Matricu sustava X definiramo kao nxp matricu

X1 X2 ... Xip

X211 X220 ... X2p
X =

Xnl Xn2 o+ Xpp

Napomena 1.2.4. Ako koristimo notacijuY = (Yy,....,Y,) e = (e1,...,&)" i = (Bi, ...,ﬁp)T
tada jednadzbu 1.3 moZemo zapisati kao:

Y=XB+e. (1.4)

Kako bi pronasli procjenitelja regresijske funkcije, koristit ¢emo verziju linearne re-

definiciju:
Definicija 1.2.5. Sumu kvadrata gresaka definiramo kao

n

p
SKG = (Y - XB)' (Y = Xp) = Y (Yi = ) xiB))". (1.5)
i=1

J=1

Dakle, suma kvadrata greSaka nije nista drugo nego suma kvadriranih pogresaka koje
smo ucinili pri procjeni svakog od pojedinih Y;,i = 1,..n. Nadalje, procjeniteljem meto-
dom najmanjih kvadrata nazivat ¢emo upravo onu p-torku koja ¢e minimizirati tu sumu
te koja ¢e jednoznacno odrediti regresijsku funkciju pretpostavljenu u linearnom regresij-
skom modelu 1.3.

Definicija 1.2.6. Procjenitelj metodom najmanjih kvadrata 8 = (i, ..., ,ép)T je vektor koji
minimizira sumu kvadrata gresaka danu s 1.5.

Teorem 1.2.7. Ako je X" X invertibilna matrica, procjenitelja metodom najmanjih kvadrata
moZemo dobiti kao
B=X"X)"'x"y. (1.6)
Dokaz. Zelimo pronaéi procjenitelja metodom najmanjih kvadrata 8, odnosno onog koji
minimizira
SKGPB) = (Y - XB)" (Y - XP).

Prije svega, primijetimo da se S KG(88) moZe zapisati kao

SKGB) =YY -p'X"Y -Y'XB+B'X"XB=Y"Y - 28"X"Y + B'X" X,



6 POGLAVLIJE 1. OSNOVE

pri Cemu smo u drugoj jednakosti koristili ¢injenicu da je ST XTY kao skalar jednak svojoj
transponiranoj vrijednosti, odnosno da je jednak Y?XB. Nadalje, po rezultatima mate-
maticke analize znamo da 8 mora zadovoljavati

KG . .
%—ﬁG(ﬁ) =2X"Y +2X"XB = 0,

Sto se ljepSe mozZe zapisati kao
X"xp=Xx"y. (1.7)

Napokon, mnoZenjem obje strane jednadzbe 1.7 inverzom matrice X’ X dobivamo

B=X"X)"'x"y.

Nadalje, nakon Sto smo definirali procjenitelja metodom najmanjih kvadrata i pronasli
njegovu formulu u zatvorenom obliku, definirat ¢emo i procjenu tim istim procjeniteljem:

Definicija 1.2.8. Procjena regresijske funkcije metodom najmanjih kvadrata f(x) u tocki
x = (X1, .., Xp)! je dana s

P
P = > By = "B, (1.8)

=

Vektor procijenjenih vrijednosti f = (f,(x1), ..., fu(x,))T tada moZemo zapisati kao
f=XB. (1.9)

Primjer 1.2.9. Kako bi ilustrirali metodu, promotrit ¢emo podatke iz skupa podataka
trees' koji prikazuje podatke o promjeru, visini i volumenu 31 posjecenog drveta crne
treSnje. Upotrijebit ¢emo linearnu regresiju kako bi opisali odnos izmedu promjera dr-
veta (mjerenog u incima na visini od 4 stope i 6 inca) i njegovog volumena (mjerenog u
kubicnim stopama) te cemo dobivenog procjenitelja iskoristiti kako bi procijenili volumen
drveta crne tresnje promjera 20 inca (~50.8 cm) .2

I'Skup podataka unutar osnovnog paketa programskog jezika R[5]
21 stopa = 12 inca, 1 in¢ = 2.54 cm
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Prikaz promjera i volumena svakog mjerenog stabla

80

60
1

)
-

Volumen stabla (ft’
40
L ]

T T T
10 15 20

Promijer stabla (in)

Slika 1.1: Graficki prikaz promjera i volumena svakog mjerenog stabla

Nakon Sto smo na slici 1.1 graficki prikazali podatke o promjeru i volumenu svakoga
stabla, moZemo naslutiti da kroz podatke moZemo dobro provuci pravac (odnosno pro-
vesti linearnu regresiju metodom najmanjih kvadrata) kako bi pronasli procjenitelja (nasu
procjenu) regresijske funkcije (pravog odnosa promjera stabla i njegovog volumena). Pri-
mjenom linearne regresije dolazimo do procjenitelja (nase procjene) regresijske funkcije
(pravog odnosa promjera stabla i njegovog volumena) koji je graficki prikazan na slici 1.2,
a dan je sljedecom formulom:

volumen = —36.9435 + 5.0659 * prom jer.

Naposljetku, iskoristit cemo gornju formulu kako bi procijenili volumen crnog tresnjinog
drveta promjera 20 inca (~50.8 cm). Kako bi dobili procjenu metodom linearne regresije,
potrebno je uvrstiti 20 u dobivenu formulu kako bi dobili procjenu da volumen takvog dr-
veta iznosi 64.37367 kubicnih stopa (~1.822859 kubicnih metara).

1.3 Motivacija za uvodenje neparametarske regresije

Promotrit ¢emo Cetiri skupa podataka identicne uzoracke varijance i prosjeka koje nazi-
vamo Anscombeovim kvartetom 3 , a koje smo tabli¢no prikazali u tablici 1.1. Oni su

3Francis John Anscombe (1918.-2001.), engleski statisticar
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Procjenitelj metodom linearne regresije zajedno s podacima

Volumen stabla (ft” )
40 80
| 1

20
I

T T T
10 15 20

Promijer stabla (in)

Slika 1.2: Graficki prikaz procjenitelja metodom linearne regresije zajedno s podacima

izvorno oblikovani kako bi naglasili potrebu koriStenja grafickih alata uz regresijske mo-
dele, ali istovremeno daju izvrsnu motivaciju za uvodenje neparametarske regresije.

Naime, ukoliko na svakom skupu podataka napravimo linearnu regresiju, dolazimo do
Cetiri linearna modela s jednakim koeficijentima smjera pravca i odsjeCka na y osi te s
jednakim koeficijentom determinacije. *

Kako bi se u to uvjerili, detaljnije pogledajmo graficki prikaz linearnih modela na slici
1.3 na kojoj mozemo primijetiti da sva Cetiri modela daju jednakog procjenitelja koji ima
“dobar” koeficijent determinacije, odnosno koji je “dobro” prilagoden svakom od Cetiri
skupa podataka. Detaljnije promatrajuci sliku 1.3 dolazimo do sljedeca tri nedostatka sli-
jepog” primjenjivanja linearne regresije, kao 1 svakog drugog modela parametarske regre-
sije:

4Jednakost u ovom poglavlju se smatra jednako$¢u do na 1072



1.3. MOTIVACIJA 9

Br X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4 Y4

1 10.00 8.04 10.00 9.14 10.00 746 8.00 6.58
2 800 695 800 814 8.00 6.77 800 5.76
3 13.00 7.58 13.00 874 13.00 12.74 8.00 7.71
4 900 881 9.00 877 900 7.11 800 884
5 11.00 833 11.00 9.26 11.00 7.81 8.00 8.47
6 1400 996 14.00 8.10 14.00 884 8.00 7.04
7 600 724 6.00 6.13 600 608 800 5.25
8§ 4.00 426 400 3.10 400 539 19.00 12.50
9 1200 10.84 12.00 9.13 12.00 8.15 8.00 5.56
10 7.00 482 7.00 726 7.00 642 800 7091

11 500 568 500 474 500 573 800 6.89

Tablica 1.1: Anscombeov kvartet podataka

1. Model koji ima “’visok™ koeficijent determinacije, tj. “dobru” prilagodenost izvornim
podacima, ne mora a priori biti dobar model.

2. Modeli parametarske regresije ne moraju otkriti niti prepoznati ’pravu” vezu medu
podacima, koja mozZe biti apstraktna, tj. nama neprepoznatljiva iz samog grafickog
prikaza i u stvarnosti drugacija od onog modela kojem smo mi Zeljeli prilagoditi
podatke i one metode kojom smo Zeljeli pronaci procjenitelja.

3. Kako bi modeliranje bilo postepeno i smisleno, prije odabira konacnog modela po-
trebno je graficki prikazati podatke te promotriti nekoliko modela (parametarskih
i/ili neparametarskih), kako bi se izmedu njih odlucili za najbolji kojim ¢emo raditi
eventualne daljnje procjene, kao $to ¢emo i mi uciniti na kraju ovog diplomskog rada
u primjeru 3.2.1.

Primijetimo da bi neki modeli mogli biti zamijenjeni boljim alternativama parametar-
ske regresije (na primjer, u slucaju tre¢eg modela, mogli bismo se odluciti za linearnu
regresiju uz minimizaciju neke druge funkcije umjesto sume kvadrata greSaka prikazane
formulom 1.5, ¢ijim koriStenjem greske koje uzrokuju ekstremne vrijednosti nebi imale
toliki utjecaj na konacni oblik procjenitelja). Ipak, mi ¢emo se u ovom radu odluciti za
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Dataset 2 3 =3+05x

B =087

Slika 1.3: Prilagodba Anscombeovog kvarteta linearnoj regresiji

prezentaciju metoda neparametarske regresije koje imaju potencijal znatno proSiriti paletu
metoda kojima Citatelj raspolaze za analizu podataka.

1.4 Model neparametarske regresije

Model neprametarske regresije se poput onog parametarske regresije temelji na opcenitoj
definiciji 1.1.1. Na tu definiciju zatim dodajemo dodatne pretpostavke, kao Sto smo u
slucaju parametarske (linearne) regresije to ucinili u definiciji 1.2.1. Tako ¢emo i u ovom
diplomskom radu na tu definiciju dodati odredene pretpostavke, kako bi dobili podskupinu
procjenitelja neparametarske regresije zvanu linearni procjenitelji. Dakle, svaki od nepara-
metarskih procjenitelja koje ¢emo prezentirati u ovome diplomskom radu bit ¢e neki oblik
linearnog procjenitelja ¢ija formalna definicija slijedi u nastavku.
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Definicija 1.4.1. Procjenitelj f,(x) od f je linearni procjenitelj ako za svaki x postoji
vektor I(x) = (1;(x), ..., L,(x))T takav da je

Fulx) =" Yili(x). (1.10)
i=1

Vektor procijenjenih vrijednosti definiramo kao
EAACIN AEH) (1.11)
pri emu je Y = (Y1, ..., Y,)!. Iz toga lako slijedi da se f moZe zapisati kao
f=1Ly, (1.12)

pri demu je L n x n matrica Ciji je i-ti redak I(x;)T, odnosno za elemente matrice L vrijedi
L;; = lj(x;). Vrijednosti i-tog retka moZemo protumaciti kao dodijeljene teZine svakom od
Y; — eva u formiranju procjene f,(x;).

Dakle, linearni procjenitelj je onaj procjenitelj kojem se za dane kovarijate moze pronaci
matrica L koju kad pomnoznimo s vektorom originalnih vrijednosti ¥ dobivamo vrijednost
vektora procjene tog linearnog procjenitelja. Stoga je od velike vaznosti definirati i imeno-
vati matricu L.

Definicija 1.4.2. Matricu L koja zadovoljava 1.12 nazivamo matricom izgladivanja (eng.
smoothing matrix) ili kapa matricom (eng. hat matrix). i-ti redak matrice L nazivamo
efektivnom jezgrom za procjenjivanje f(x;). Nadalje, definiramo efektivne stupnjeve slo-
bode kao:

v = tr(L). (1.13)

Kako bi bolje razumjeli gornju definiciju, linearne procjenitelje mozemo zamisliti kao
one Kkoji svoju procjenu (npr. procjenu cijene nekretnine) temelje na linearnoj kombinaciji
originalnih vrijednosti (npr. kombinaciji svih cijena nekretnina), pri ¢emu svaka dodije-
ljena teZina ovisi o kovarijati koju procjenjujemo (npr. vecu vaznost ¢e imati cijena stanova
slicne kvadrature).

Napomena 1.4.3. TeZine u svim linearnim procjeniteljima koje cemo predstaviti imat ce
svojstvo da, za svaki x, Yi_, l(x) = 1. To svojstvo povlaci da Ce ti procjenitelji cuvati
konstantne krivulje. Odnosno, ukoliko je Y; = c za svaki i, onda ¢e biti i f,(x) = c.

U sljedecem poglavlju ¢emo predstaviti neke od linearnih procjenitelja zajedno sa pri-
padnim primjerima koje ¢emo nadopunjavati potrebnim teoretskim rezultatima.
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1.5 Odnos pristranosti i varijance prilikom formiranja
procjenitelja

U sljedec¢em poglavlju predstavit ¢emo kriterije 1 metode koji ¢e nam pomo¢i odabrati "naj-
boljeg” procjenitelja metodama neparametarske regresije, dok ¢emo u ovom potpoglav-
lju u nesto vecoj opcenitosti predstaviti pojmove pristranosti i varijance te njihovu ulogu
u odabiru procjenitelja. Kako bismo efikasno odredili procjenitelja regresijske funkcije,
potrebno je imati ciljanu metriku, odnosno neku mjeru pogreske koju Zelimo minimizi-
rati. Kako bismo ju definirali, najprije definiramo kvadratnu gresku (kvadriranu pogresku
ucinjenu u tocki x) kao:

L(f(x), fu(x)) = (f () = ()% (1.14)

Nadalje, uzimamo oc¢ekivanje ucinjene kvadratne greske te dolazimo do izraza koji nam
govori koliku pogresku moZzemo ocekivati, a koji nazivamo srednje kvadratnom greskom
(SKG):

SKG = E(L(f(x), £,(x))) = B(f(x) = fu(x))*. (1.15)

Taj izraz moZemo rastaviti na sljedeci nacin:

SKG = E(f(x) — £,())* = E(f(x) = £(2))* + E(f,(x) = E(f,()))%) (1.16)

Prvi sumand nazivamo kvadriranom pristranos$cu, a drugi varijancom. Pristranost pred-
stavlja koliko je nasSa procjena razliita od stvarnih vrijednosti, dok varijanca odrazava
koliko bi se na$ procjenitelj razlikovao u procjenama ukoliko bi ga procijenili na nekim
drugim ulaznim podacima. Kako bismo bolje razumjeli pojmove pristranosti i varijance,
promotrimo dvije krajnosti:

1. Procjenitelj koji je previSe jednostavan (npr. za svaki ulazni podatak daje jednaku
procjenu). Taj ée model imati nisku varijancu, ali visoku pristranost.

2. Procjenitelj koji je previse sloZen, tj. kompliciran (npr. u potpunosti se prilagodava
dostupnim podacima). Taj ¢e model imati visoku varijancu, ali nisku pristranost.

Stoga, kako bismo izbjegli degenerirane slucajeve, moZemo naslutiti da je potrebno oda-
brati procjenitelja optimalne sloZenosti, odnosno u pravoj mjeri ga prilagoditi podacima
kako bi izraz 1.16 bio Sto manji, a on e to biti ukoliko dovoljno dobro izbalansiramo
dva obrnuto proporcionalna izraza, pristranost i varijancu. To nastojanje moZemo vidjeti
na slici 1.4, a to balansiranje ¢emo implicitno uciniti koriste¢i metode unakrsne validacije
koje ¢e nam pomoci odabirati modele optimalne sloZenosti.
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Slika 1.4: Rastav ukupne pogreske na dvije komponente, pristranost i varijancu, prikazan
u ovisnosti o slozenosti modela 3
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Poglavlje 2

Odabrane metode s primjerima

Kroz ovo poglavlje prolazit éemo kroz odabrane metode neparametarske regresije zajedno
s ilustrativnim primjerima koji ¢e u ve¢oj mjeri pratiti biljeSke nacinjene za potrebe preda-
vanja na University of Minnesota [2]. Definicije i rezultati iz ovog poglavlja temeljeni su
na [7].

2.1 Metoda lokalnih prosjeka

Metoda lokalnih prosjeka (eng. local averages)

Prva metoda koju ¢emo predstaviti u ovom diplomskom radu naziva se metodom lokalnih
prosjeka kojoj je cilj uzeti segment radijusa 4 > 0 te procjenjivati nepoznate vrijednosti y*
kao aritmeti¢ku sredinu onih tocaka koje se nalaze u okolini x* , odnosno unutar segmenta
[x* = h, x* + h].

Definicija 2.1.1. Fiksirajmo Sirinu pojasa h > 0 te definirajmo skup B, = {i : |x; — x| < h}.
Neka je n, broj to¢aka u B,. Za svaki x za koji je n, > 0 definiramo

o
h@=— ) Y. 2.1)

X jeB,

Ovaj procjenitelj nazivamo procjeniteljem metodom lokalnih prosjeka od f(x), sto je pose-
ban slucaj linearnih procjenitelja koje smo predstavili u prethodnom poglavlju.

Napomena 2.1.2. Kako bi se u to wvjerili, primijetimo da f,(x) moZemo zapisati kao
P = )" Yilix), (2.2)
i=1

15
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pri Cemu je
L
2
Ly =4
0, inace

ako je |x; — x| < h
. (2.3)

Primjer 2.1.3. Generirat cemo dvodimenzionalne podatke, pri cemu ce prva koordinata
predstavljati podatke generirane iz uniformne distribucije na [0, 1], a druga koordinata ée
pratiti sljedecu transformaciju sinusa prilagodenu za nasumican sum:

f(x) = sin(27x). 2.4)

Na grafickom prikazu ¢emo uz podatke prikazati i gornju funkciju iz koje su generirani
podaci te cemo koristenjem metode lokalnih prosjeka procijeniti "nepoznatu” vrijednost
funkcije za x* = 0.3.

h=0.05 h=01

> O o
- 4
S H ¢ Podaci © 4 Procjena S o ¢ Podaci © 4 Procjena
— Prava vrijednost funkcije Pojas — Prava vrijedpost funkcije Pojas
T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
X X
h=0.15 h=0.2
o~ - Bl oo o7
o & <o >
- C5 2 s L - R o o
@ 2 u o
o % ) o & o0 ® o
. o - A o | oo
> oq & - i VSN N oy o ? &
@ o @ SO e g » “
i = . P o
o ° 2 e
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T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Slika 2.1: Metoda lokalnih prosjeka

Kako bi na podacima primijenili metodu lokalnih prosjeka, fiksirat ¢emo razlicite Sirine
intervala h > 0 te cemo za svaku od njih pokusati procijeniti nepoznatu vrijednost funkcije
za x* = 0.3, a to ¢emo uciniti uzimanjem prosjeka po svim tockama koje upadaju u interval
radijusa h oko tocke x* = 0.3 (sivo podrucje na svakom podsegmentu slike 2.1).
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Nakon $to primijenimo gore opisani algoritam, za svaki h ¢emo opcenito dobiti drugu
procjenu za y* (crveni trokutic), jer smo y* procjenjivali uzimajuci prosjek veceg ili manjeg
broja tocaka. Kako bi algoritmom S$to bolje procjenjivali nove vrijednosti, potrebno je
“optimalno” odabrati Sirinu intervala h - sto Ce biti tema sljedeceg pododjeljka.

Odabir parametara procjenitelja

U primjeru predstavljenom u prethodnom pododjeljku mogli smo naslutiti da svaki od ne-
parametarskih procjenitelja u znatnoj mjeri ovisi o vrijednosti koju nazivamo parametar
procjenitelja. U ovom odjeljku predstavit ¢emo pomocénu metodu koju ¢emo Koristiti za
odabir najpogodnijeg parametra procjenitelja.

No prije predstavljanja same metode, prvo ¢emo prikazati izraz koji koriStenjem me-
tode Zelimo minimizirati:

R =E| ;u@(xi) 7). 2.5)

Dakle, Zelimo pronaéi parametar 4 koji ¢e odrediti oblik f, te koji ¢e minimizirati o¢ekivanu
prosjecnu kvadratnu greSku. Idealno bi bilo kada bismo mogli odabrati / koji ¢e minimizi-
rati R(h), no to nije moguce direktno uciniti buduci da R(h) ovisi o nepoznatoj regresijskoj
funkeiji f(x).

Stoga, mogli bismo pokusati zamijeniti R(k) prosjecnom kvadratnom greSkom na skupu
dostupnih podataka, koju nazivamo i greSkom treniranja:

1 v A
= > (Y= ). (2.6)
n i=1

No takva zamjena je nedovoljno dobra, buduci da podcjenjuje pravu vrijednost R(k) koja je
ocekivanje izraza unutar zagrada, a mi smo naSu zamjenu odabrali kao najmanju mogucu
realiziranu vrijednost unutar zagrada, Sto ne opisuje dovoljno dobro ocekivanje. Stoga Ce
1 h koji na taj nacin odaberemo zajedno sa procjeniteljem kojeg na taj nacin dobijemo biti
previSe pristran i previse prilagoden podacima.

Kao alternativu, umjesto pokuSaja zamjene 2.6, minimizirat ¢emo sli¢an izraz kako bi
dobili A, koji ¢e isto tako mjeriti prosjecnu kvadratnu greSku na skupu dostupnih podataka,
no ovoga puta ¢e ta greSka biti izmedu vrijednosti ¥; i pomo¢nog procjenitelja koji je
oblikovan na dostupnim podacima bez i-tog para (x;, Y;).
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Definicija 2.1.4. Vrijednost leave-one-out' unakrsne validacije definiramo kao
A 1 © A
CV:RI’Z = - Yi— —i i 2, 27
h =~ Z]( fena) 27

pri Cemu je f(_,-) procjenitelj dobiven ispustanjem i-tog para (x;, Y;), tj.

feo = > Yilica), (2.8)
j=1
gdje je
L) 0, ako je j =1 2.9)
(=i X) = ljx . . .o .
e Zk¢1'(lk)(x)’ ako jej # i

Ukoliko za zamjenu R(h) odaberemo vrijednost leave-one-out unakrsne validacije, h
koji éemo odabrati i procjenitelj kojeg cemo dobiti bit ¢e prilagodeniji openitijem slucaju
(nepoznatim podacima), jer svaki sumand unutar izraza 2.7 prikazuje odnos parametra / 1
namjerno skrivenog (nepoznatog) podatka.

Napomena 2.1.5. Pomocna metoda kojom odredujemo parametar h minimiziranjem gor-
nje vrijednosti naziva se leave-one-out unakrsnom validacijom, $to je jedna od mnogih
metoda unakrsne validacije.

U zavrSnim primjerima 3.1.1 1 3.2.1 u potpunosti ¢emo ilustrirati metodu lokalnih pro-
sjeka, pri cemu ¢emo koristiti pomoénu metodu leave-one-out unakrsne validacije kako
bismo odabrali optimalan parametar 4.

2.2 Metoda procjene jezgrom

Metoda procjene jezgrom (eng. kernel smoothing)

Kako bismo mogli procijeniti regresijsku funkciju metodom procjene jezgrom, ponajprije
uvodimo jezgru kao glatku funkciju s odredenim svojstvima te navodimo najpoznatije pri-
mjere jezgara zajedno s grafickim prikazom kako bismo mogli intuitivnije shvatiti pred-
stavljeni pojam.

Definicija 2.2.1. Jezgru definiramo kao glatku funkciju K, takvu da je K(x) > 0 te za koju
vrijedi
fK(x)dx =1, (2.10)

'u slobodnom prijevodu na hrvatski jezik izostavi-jednog-van
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fo(X)dx =0, (2.11)

ok = f XK (x)dx > 0. (2.12)

Primjer 2.2.2. U ovom primjeru, odnosno na slici 2.2 prikazat ¢emo najcesce koristene
Jjezgre u metodi procjene jezgrom, a to su:

Boxcar jezgra K(x) = 11(x)
2
Gaussova jezgra K(x) = \/‘_27(3-‘7
Epanechnikova jezgra — K(x) = 2(1 — x*)I(x)
Tricube jezgra K(x) = 21 = IxP)*1(x)

pri Cemu je:
1) = 1, ak0]:€ x| <1 ‘
0, akoje|x|>1

Boxcar jezgra Gaussova jezgra
o] =
o (=]
=
o (o]
@4
™ ]
— = —
= = o
x 3 o
™ ]
P
- | P
o
2 =
° T T T T T T T ° T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
x X
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©
@
@
P
w
@4
=z 24 =
= o =
3 ¥ 24
o~
[= o
o
o | o |
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Slika 2.2: Graficki prikaz najcesée koristenih jezgara u metodi procjene jezgrom
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Nakon definicije jezgre, promotrimo poseban slucaj procjenitelja jezgrom nazvanim
Nadaraya-Watsonovim procjeniteljem jezgrom koji procjenitelja regresijske funkcije f(x)
oblikuje kao tezinski prosjek Y;-eva, pri cemu vece tezine (vecu vaznost) pridodaje onim
toCkama bliZzima x.

Definicija 2.2.3. Neka je h > 0 pozitivan realan broj kojeg nazivamo Sirina. Nadaraya-
Watson procjenitelj jezgrom definiramo kao:

Fux) =) by, (2.13)
i=1

pri cemu je K jezgra iz definicije 2.2.1, a teZine l;(x) su dane s

(5
i(x) = —— (2.14)
Z’;’:l K( h ])

U sljedecem primjeru graficki éemo prikazati na koji nacin Sirina & > 0 iz prethodne
definicije utjece na tezine (vaznost) koje pridodajemo svakom Y;-u pri izracunu prosjeka.

Primjer 2.2.4. Pretpostavimo da imamo regresijski problem u kojem Zelimo procijeniti vri-
Jjednost nepoznate odzivne varijable za x* = 0.3 te da smo se odlucili koristiti Nadaraya-
Watsonovog procjenitelja jezgrom. Ukoliko za rjeSavanje danog problema odaberemo Ga-
ussovu jezgru, tada na slici 2.3 moZemo vidjeti koliku teZinu (vaznost) Gaussova jezgra
pridodaje kojoj tocki pri izracunu teZinskog prosjeka. Iz slike 2.3 moZemo primijetiti da
neovisno o Sirini h, najvece teZine (vaznost) se pridodaju onim tockama u neposrednoj bli-
zini tocke x* = 0.3. Isto tako, moZemo naslutiti da kako h — 0 procjenitelj jezgrom pri
formiranju svoje procjene koristi samo one Y;-eve koji su jako blizu x te isto tako da kako
h — oo, procjenitelj jezgrom koristi i one Y;-eve koje su relativno daleko od x* = 0.3.

Nakon $to smo u prethodnom primjeru uvidjeli kolike teZine (vaznost) Gaussova jezgra
pridodaje kojoj tocki u blizini x* = 0.3 pri formiranju procjene, nadopunimo zadobivenu
intuiciju konkretnim formiranjem procjene za razlicite parametre Sirine 4 > 0.

Primjer 2.2.5. Primjer ¢emo prikazati na identicnim dvodimenzionalnim podacima kao u
prethodnom potpoglavlju, u kojima je prva koordinata generirana iz uniformne distribucije
na [0, 1], a druga koordinata generirana iz sljedece transformacije sinusa prilagodene za
nasumican Sum:

f(x) = sin(2nx). (2.15)

Na grafickom prikazu ¢emo uz podatke prikazati i gornju funkciju iz koje su generirani
podaci te ¢emo koristenjem metode procjene jezgrom procijeniti "nepoznatu” vrijednost
Jfunkcije za x* = 0.3.
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— h=1/60
--=- h=2/60

K([x - 0.3] / h)
0.2 0.3 0.4
|

0.1
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Slika 2.3: Graficki prikazane teZine pri koriStenju Gaussove jezgre u svrhu procjene od-
zivne varijable za vrijednost x* = 0.3 za razliCite Sirine 4 > 0.

Kako bi na podacima primijenili metodu procjene jezgrom, fiksirat cemo razlicite Sirine
h > 0 te cemo za svaku od njih pokuSati procijeniti nepoznatu vrijednost funkcije za
x* = 0.3, a to éemo uciniti uzimanjem teZinskog prosjeka pri cemu éemo teZine dodjelji-
vati koriste¢i Gaussovu jezgru predstavljenu u primjeru 2.2.2. Dodijeljene teZine moZemo
vidjeti na slici 2.3, a sivim podrucjem na svakom podsegmentu slike 2.4 prikazano je po-
drucje zajedno sa tockama koje su unutar 99% povrsine ispod krivulje teZina na slici 2.3
(one tocke sa znacajnijom teZinom).

Nakon $to primijenimo gore opisani algoritam, za svaki h ¢emo opcenito dobiti drugu
procjenu za y* (crveni trokuti¢), jer smo y* procjenjivali uzimajuci teZinski prosjek pri
cemu smo svakoj tocki opcenito dodjeljivali razlicitu teZinu. Kako bi algoritmom sto bolje
procjenjivali nove vrijednosti, potrebno je ”optimalno” odabrati Sirinu intervala h - $to ce
biti tema sljedeceg pododjeljka.
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Slika 2.4: Metoda procjene jezgrom

Odabir Sirine

U odjeljku u kojem smo predstavili metodu lokalnih prosjeka, predstavili smo i pomo¢nu
metodu leave-one-out unakrsne validacije koja nam je koristila za odabir parametra procje-
nitelja. U ovom pododjeljku predstavit ¢emo opcenitiju pomoénu metodu, prije ¢ijeg ¢emo
uvodenja predstaviti motivacijski teorem bez dokaza.

Teorem 2.2.6. Neka je f, linearan procjenitelj. Tada vrijednost leave-one-out unakrsne
validacije R(h) moZemo zapisati kao

n oy 2
7 1 Yl — Jn\Ai
Ry = - Z (%) , (2.16)

pri cemu je L; = l;(x;) i-ti dijagonalni element matrice izgladivanja L.

Sli¢no kao Sto je leave-one-out unakrsna validacija imala za cilj odabrati h koji ¢e
minimizirati izraz 2.16, tako ¢e i generalizirana unakrsna validacija imati za cilj minimizi-
rati sliCan izraz, u kojemu ¢e vrijednost L;; (koliko i-ta kovarijata x; utjeCe pri formiranju
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procjene f(x;)) biti zamijenjena uprosje¢enom vrijednosti n~' Yy Li = v/n, pri ¢emu
v = tr(L) prikazuje efektivne stupnjeve slobode.

Definicija 2.2.7. Vrijednost generalizirane unakrsne validacije definiramo kao

1 (n—fnm)z 01

GCV(h):;Z =

i=1 n
pri cemu v prikazuje efektivne stupnjeve slobode, odnosno trag matrice L.

Napomena 2.2.8. Pomocna metoda kojom odabiremo h minimizacijom vrijednosti 2.17
naziva se metodom generalizirane unakrsne validacije.

Upravo tu pomoénu metodu generalizirane unakrsne validacije koristit ¢emo u zavrSnim
primjerima 3.1.1 1 3.2.1 za odabir optimalnog parametra Sirine /4 kako bismo u potpunosti
ilustrirali metodu procjene jezgrom.

2.3 Metoda lokalne linearne regresije

Metoda lokalne linearne regresije (eng. local linear regression)

U ovom odjeljku promotrit éemo generalizaciju metode procjene jezgrama zvanu metodom
lokalne linearne regresije. Kako bi motivirali uvodenje ove metode promotrimo konstant-
nog procjenitelja f,(x) = a koji minimizira sumu kvadrata greSaka, tj.

> i-ay. (2.18)
i=1

Rjesenje tog problema je procjenitelj f,(x) = Y, koji oito nije dobar procjenitelj regre-
sijske funkcije f(x).
Nadalje, ukoliko definiramo tezinsku funkciju koriste¢i pojam jezgre definirane u proSlom
odjeljku w;(x) = K(*~) i definiramo konstantnog procjenitelja f.(x) = a koji minimizira
tezinsku sumu kvadrata greSaka:

D w0 - a)?, (2.19)
i=1

izvodenjem elementarnih operacija dolazimo do procjenitelja:

Qi Wi(x)Y;

Ja(x) = S

(2.20)
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Sto je upravo procjenitelj metodom procjenitelja jezgrama. Nadalje, gornjom diskusijom
dolazimo do zanimljive interpretacije procjenitelja metodom procjenitelja jezgrama, a to je
da je on lokalno konstantan procjenitelj - dobiven dodjeljivanjem teZina metodi najmanjih
kvadrata.

To nas potic¢e da poboljSamo procjenitelja na nacin da konstantu a u izrazu 2.19 zamje-
nimo nekom drugom funkciju, u naSem slu¢aju linearnom funkcijom, ¢ime dolazimo do
izraza:

D Wi = (. + ar o(xi = X)) (2.21)
i=1

Minimiziranjem tog izraza dolazimo do procjenitelja koji se pokuSava pribliZiti linear-
noj funkciji u maloj okolini svake tocke, odnosno do procjenitelja metodom lokalne line-
arne regresije.

Buduc¢i da je u gornjem izrazu implicitno skriven parametar 4 unutar izraza za tezinu
w;(x) o kojem procjenitelj ovisi, rije¢ je o metodi neparametarske regresije, jer je istovre-
meno potrebno odrediti parametar /4 koji diktira oblik funkcije i procijeniti dva parametra
aox 1 a0 kojima unutarnja linearna funkcija ovisi.

Pokazimo formalno da je rijeC o metodi neparametarske regresije, odnosno za fiksan
h izvedimo izraz za procjenitelja te se uvjerimo da je on linearni procjenitelj definiran u
definiciji 1.4.1.

Teorem 2.3.1. Procjenitelj metodom lokalne linearne regresije je
Fuxy = Ly, (2.22)
i=1

pri cemu je I(x)T = (1,(x), ..., 1,(x)) vektor oblika:
Ix)" =e] XIWX)'XTW,. (2.23)

Nadalje, definiramo e; = (1,0)7, a = (ag, a1.) te X, i W, kao:

1 x—x
1 x—x
X =1. - (2.24)
1 x,—x
wi(x) 0 0
0 wo(x) --- 0
W, = . 2.( : ) R (2.25)
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Dokaz. Primijetimo da smo procjenitelja metodom lokalne linearne regresije definirali kao
onog koji minimizira izraz 2.21. Taj izraz moZemo ljepSe zapisati kao:

(Y - X,a)T W (Y — X,a). (2.26)

Primjenjujuéi pravila transponiranja i matri¢nog mnozZenja te primjecujuci jednakost
srediS$njih ¢lanova, dolazimo do izraza:

YWY —=2Y"W . X.a + a" X' W . X,a. (2.27)

Kako bismo minimizirali ovaj izraz, moramo pronaci a koji minimizira ovu kvadratnu
jednadzbu. Njega ¢emo pronaci ukoliko rijeSimo sustav jednadzbi u kojima ¢emo iz-
jednaciti parcijalne derivacije po a sa 0.

0

Pl “2X'W,Y +2X'W, X, a. (2.28)

a

=2X'W,Y + 22X W, X,a = 0. (2.29)
2XTW X,a = 2XTW. Y. (2.30)

Konacno podijelit éemo obje strane jednadzbe s 2XT W, X, kako bismo dobili procjeni-
telja a:
a=X'wWXx)'X'W,Y. (2.31)

Dobiveni a je minimum kvadratne forme 2.27, buduéi da je da je rije¢ o kvadratnoj
formi po a, pri ¢emu je izraz X! W, X, pozitivno definitan.

Bududi da je dobiveni procjenitelj a oblikovan kako bi procijenio vrijednost funkcije u
tocki x te kako je u jednadzbi 2.21 u svakom sumandu prisutan opis ponaSanja procjenitelja
u okolini to¢ke x; dolazimo do zakljucka da Ce se u okolini tocke x procjenitelj ponasati
kao (ukoliko zamijenimo x; s x):

Fu() = ag.,

¢ime dolazimo do izraza 2.23. O

Napomena 2.3.2. lako smo u ovom potpoglavlju iz pedagoskih razloga teZinu definirali
kao wi(x) = K(==), odnosno kao transformaciju neke od jezgara, u primjeru koji slijedi
odlucit cemo se definirati ju preko tricube funkcije:

@) (1 —|x—xi?)? akoje|x—xi| <06
wi(X) = .
0, inace

Tricube funkcija dodjeljuje teZine, odnosno opisuje koliki utjecaj ima pogreska ucinjena u
kojoj tocki pri formiranju procjene za x. Na slici 2.5 moZemo vidjeti kolike teZine dodjeljuje
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tricube funkcija kojoj tocki pri formiranju procjene za x = 0.3 u ovisnosti o Sirini intervala

0.

e4 I R — 3=005
- 5=0.10
rrrrrrr 5=015
------ 5=020
[ee]
®
[(e]
@
=
=
= |
o
o~
o
2 i
e
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Slika 2.5: TeZine koje dodjeljuje tricube funkcija pri formiranju procjene u x = 0.3

Isto tako, kao Sto je u teoretskom dijelu h > 0 odredivao oblik teZinske funkcije i samog
procjenitelja, tako ce i u primjerima raspon s € (0, 1] odredivati oblik teZinske funkcije i
samog procjenitelja na nacin da ce predstavljati proporciju tocaka sn koje imaju pozitivnu
teZinu. Dakle iz parametra s € (0, 1] konstruirat cemo potrebnu Sirinu intervala 6 za
tricube funkciju koja ¢e sadrZavati sn tocaka oko x.

Primjer 2.3.3. Primjer ¢emo prikazati na identicnim dvodimenzionalnim podacima kao u
prethodnom potpoglavlju, u kojima je prva koordinata generirana iz uniformne distribucije
na [0, 1], a druga koordinata generirana iz sljedece transformacije sinusa prilagodene za
nasumican Sum:

f(x) = sin(2nx). (2.32)

Na grafickom prikazu cemo uz podatke prikazati i gornju funkciju iz koje su generi-
rani podaci te cemo koristenjem metode lokalne linearne regresije procijeniti "nepoznatu”
vrijednost funkcije za x* = 0.3.
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Slika 2.6: Metoda lokalne linearne regresije

Kako bismo na podacima primijenili metodu lokalne linearne regresije, fiksirat ¢emo
razlicite proporcije s € (0,1] te ¢emo za svaku od njih pokuSati procijeniti nepoznatu
vrijednost funkcije za x* = 0.3. Kako bismo to ucinili, prvo ¢emo konstruirati interval
radijusa 6 oko tocke x* = 0.3 koji ¢e sadrZavati sn najblizih toc¢aka oko x* (sivo podrucje
na svakom podsegmentu slike 2.6). Zbog uniformnosti podataka na [0, 1] taj ¢e 6 iznositi
s/2. Definiranjem ¢ jedinstveno odredujemo teZine pa moZemo primijeniti teoretski rezultat
iz teorema 2.3.1 pri izracunu procjene.

Nakon Sto primijenimo gore opisani algoritam, za svaku proporciju s ¢emo opcenito
dobiti drugu procjenu za y* (crveni trokutic), jer smo pri procjenjivanju y* razlicitim tockama
opcenito dodjeljivali vecu ili manju teZinu (vaznost). Kako bi algoritmom Sto bolje procje-
njivali nove vrijednosti, potrebno je "optimalno” odabrati proporciju s - sto e biti tema
sljedeceg pododjeljka.
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Odabir proporcije

U odjeljku u kojem smo predstavili metodu procjene jezgrom, predstavili smo i pomoénu
metodu generalizirane unakrsne validacije koja nam je Koristila za odabir parametra pro-
cjenitelja. Upravo tu pomoénu metodu generalizirane unakrsne validacije koristit ¢emo u
zavrSnim primjerima 3.1.1 1 3.2.1 za odabir optimalnog parametra proporcije s kako bismo
u potpunosti ilustrirali metodu lokalne linearne regresije.



Poglavlje 3

ZavrsSni primjeri

U ovom poglavlju usporedit ¢emo procjenitelje dobivene koriStenjem metoda iz prethod-
nog poglavlja na istim tim umjetno generiranim podacima. Uz to prikazat ¢emo joS jedan

.....

pratiti biljeske nacinjene za potrebe predavanja na University of Minnesota. [2]

3.1 Usporedba modela

Primjer 3.1.1. Primjer ¢emo prikazati na identicnim dvodimenzionalnim podacima kao u
prethodnom poglavlju, u kojima je prva koordinata generirana iz uniformne distribucije
na [0, 1], a druga koordinata generirana iz sljedece transformacije sinusa prilagodene za
nasumican Sum:

f(x) = sin(2rx). (3.1

Dakle, generirali smo podatke iz funkcije prikazane u 3.1, pri cemu smo drugoj koor-
dinati umjetno nadodali slucajan Sum (Sto bi mogli smatrati greskom mjerenja u nekom
realisticnijem primjeru).

U ovom primjeru ¢emo koristeci te podatke formirati i graficki prikazati procjenitelje
dobivene svakom od tri predstavijene metode. Uz to cemo usporediti koji je od procjenitelja
u prosjeku ucinio najmanju kvadratnu gresku, ako greskom smatramo koliko je procjena
procjenitelja odstupila od stvarnih vrijednosti (onih bez sluc¢ajnog Suma).

Koriste¢i pomocne metode unakrsne validacije implementirali smo metode, pri cemu
nacin implementacije s popratnom diskusijom moZemo prouciti unutar sljedeca dva potpo-
glavilja.

Nakon sto primijenimo svaku od predstavljenih metoda dolazimo do slike 3.1 na kojoj
su prikazani odvojeno i istovremeno procjenitelji zajedno s regresijskom funkcijom.

Detaljnijim promatranjem slike 3.1 moZemo naslutiti da ce velik utjecaj na prosjecnu
kvadratnu gresku imati podrucje oko vrijednosti x = 0.8, buduci da su tu odstupanja pro-

29
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(a) Metoda lokalnih prosjeka  (b) Metoda lokalne regresije ~ (c) Metoda procjene jezgrom

-+ ksmooth
=== sin(2"pi*x)

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(d) Prikaz primjene triju metoda zajedno s podacima

Slika 3.1: Graficki prikaz prilagodavanja podataka modelu
cjenitelja od regresijske funkcije najveca. Svoje slutnje moZemo potvrditi sljedecim rangi-
ranjem:
1. Metoda lokalne linearne regresije - 0.006180024
2. Metoda procjene jezgrom - 0.01186096

3. Metoda lokalnih prosjeka - 0.01918818



3.1. USPOREDBA MODELA 31

koje je dobiveno nakon izracuna ucinjene prosjecne kvadratne greske prikazane sljedecom
Sformulom:

IR
= D ) = FO0)Y. (3.2)
i=1

Ako bismo svoje zakljucivanje sprovodili samo na gore ucinjenim kvadratnim greskama,
tada bismo se odlucili odabrati procjenitelja dobivenog metodom lokalne linearne regre-
sije. No kako bi nase zakljucivanje bilo primjenjivo i na nekim drugim podacima, potrebno
Jje generirati podatke N puta te usporediti u koliko je slucajeva koja od metoda postizala
najbolje rezultate. Taj postupak ucinili smo N = 1000 puta za istu tu sinusoidnu funkciju
prikazanu formulom 3.1 te smo dobivene rezultate prikazali na slici 3.2.

Usporedba metoda

B Metoda lokalnih prosjeka
B Metoda lokalne linearne regresije
B Metoda procjene jezgrom

600
|

Eroj
400
1

200
|

o - _ _

Metoda lokalnih prosjeka Metoda lokalne linearne regresije IMetoda procjene jezgrom

Metoda

Slika 3.2: Metoda lokalnih prosjeka

Promatranjem slike 3.2 moZemo uvidjeti da bi sinusoidnu funkciju prikazanu formulom
3.1 najbolje bilo procjenjivati metodom lokalne linearne regresije.

Navedeno zakljucivanje i modeliranje bi nam bilo korisno ako bismo Zeljeli aproksimi-
rati sporo i tesko primjenjivu poznatu formulu za izracun vrijednosti neke fizikalne velicine
nekom jednostavnijom aproksimacijom.
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Bududi da nam Cesto regresijska funkcija nece biti poznata, u sljedeCem potpoglavlju
promotrit ¢emo jo$ jedan primjer u kojem ¢emo prezentirati procjenitelje dobivene meto-
dama neparametarske regresije te u kojem ¢emo se argumentirano pokusati odluciti za onaj
najprikladniji.

3.2 Primjer povezanosti mjesecnih primanja i ugleda

education income women prestige census type
povadminietrators 1311 12351 1116 688 1113 prof
general managers 1226 25879 402 621 U3 prof

accountants 1277 .21 1570 634 171 prof
purchasing officers  11.42 8863 9l 568 U735 prof
chemists 1462 8403 11468 733 211 prof
physicists 1564 11030 313 776 213 prof
biologists 1509  B238 23565 7246 2133 prof
architects 1544 14163 269 JR1 1141 prof
civil engineers 1452 11377 103 731 2143 prof

mining enginesrs 1464 11023 094 688 2153 prof

Slika 3.3: Prvih deset redaka tablice Prestige

Primjer 3.2.1. Promotrimo podatke iz skupa podataka Prestige, koji se nalaze unutar pa-
keta car[l]. Unutar skupa podataka nalaze se karakteristike svakog od 102 zanimanja
koja su bila ponudena kao odgovor na pitanje o zaposlenju tijekom popisa stanovnistva u
Kanadi 1971. godine. Tocnije, za svako zanimanje moZemo pronaci prosjek duljine tra-
Jjanja edukacije, mjesecnih primanja u dolarima, postotka Zena na odredenom zanimanju
zajedno s koeficijentom ugleda koji su ljudi dodjeljivali tom zanimanju, Sifrom za identi-
fikaciju i kategorijom zanimanja koja nam pomaze grupirati slicne poslove prema razini
odgovornosti. Detaljniji prikaz podataka unutar tablice Prestige moZemo vidjeti na slici
3.3.

U ovom primjeru nastojat ¢emo povezati podatke o prosjecnim mjesecnim primanjima
svakog od 102 zanimanja zajedno s Pineo-Porter ocjenom ugleda - ocjenom izmedu 10 i
90 koja odrazava misljenje generalne populacije o tom zanimanju.

Rezultati modeliranja i analiza ovakve tematike mogu biti zanimljivi psiholozima i
sociolozima, kao i mladim ljudima koji svoje zanimanje Zele odabrati uzimajuci u obzir

L

“misljenje” i "potencijalno postovanje” drugih.
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Slika 3.4: RasprsSeni grafikon primanja i ugleda za svako od 102 zanimanja

Odnos prihoda i ugleda za svako od 102 zanimanja moZemo vidjeti na rasprSenom
grafikonu na slici 3.4. Prikazani odnos cini se nelinearnim, osim za zanimanja s priho-
dom manjim od $10000, za koja moZemo pretpostaviti da postoji linearna veza izmedu
primanja i ugleda. No, za zanimanja koja zaraduju izmedu $10000 i $25000 ta veza je
slabija, nejasnija i manjeg nagiba ukoliko bi ju modelirali linearnim modelom. Stoga je
smisleno odabrati neki nelinearni model kojim bi modelirali podatke za cjelokupan ras-
pon mjesecnih primanja. U nasem slucaju prikazat ¢emo prilagodbu podataka svakom od
tri ve¢ predstavljena modela neparametarske regresije te cemo se promatrajuci graficki
prikaz odluciti za onaj model koji “najprirodnije”, tj. “najizgladenije” aproksimira taj
odnos, odnosno s najboljim omjerom prilagodbe podacima i glatkoce dobivene funkcije.

Prije nego sto prokomentiramo dobivene grafove na slici 3.5, objasnimo na koji nacin
smo ih dobili. Na njima su prikazane procjene ugleda svakom od tri metode za vec dos-
tupna zanimanja koje smo onda medusobno spojili crtkastom linijom, pri cemu smo:

1. Metodu lokalnih prosjeka sproveli koristeci ve¢ dostupnu funkciju supsmu()[5] koju
smo koristili kako bismo odabrali optimalan parametar h koristeci leave-one-out
unakrsnu validaciju te formirali dobivene procjene za optimalan parametar h.



34

Prestige

POGLAVLIJE 3. ZAVRSNI PRIMJERI

om0 200 25000 o a0 om0 15om0 2000 25000 o w0 om0 om0

(a) Metoda lokalnih prosjeka  (b) Metoda lokalne regresije ~ (c) Metoda procjene jezgrom

80

60

40

20

— supsmu

—— loess
-+ ksmooth
T T T T T T

0 5000 10000 15000 20000 25000

Income

(d) Prikaz primjene triju metoda zajedno s podacima

Slika 3.5: Graficki prikaz prilagodavanja podataka modelu

NAPOMENA: Unutar funkcije supsmu() parametar h je nesto drugacije implemen-
tiran. Naime, u teoretskom dijelu predstavili smo h kao mjeru veli¢ine okoline tocke
X unutar koje smo uzimali y vrijednosti za racunanje prosjeka, dok je unutar funkcije
supsmu() h predstavijen kao broj izmedu (0, 1] koji predstavlja proporciju najblizih
tocaka, tj. sn tocaka Cije cemo y vrijednosti uzimati za racunanje prosjeka.

. Metodu lokalne linearne regresije sproveli koriste¢i pomocnu funkciju loess.gcv(), u

kojoj smo koristili dostupnu funkciju loess()[5] koja je teZine dodjeljivala koristeci
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tricube funkciju te kojom smo odabrali optimalan parametar s koristeci generali-
ziranu unakrsnu validaciju te formirali dobivene procjene za optimalan parametar
S.

NAPOMENA: loess() funkcija koju smo upotrijebili koristi nesto opcenitiju tricube
funkciju od one koju smo koristili u ilustrativnom primjeru u prethodnome poglav-
lju. Tocnije, ona koristi istu tu funkciju u kojoj je udaljenost |x — x;| skalirana za
maksimalnu udaljenost 6 (jer ovaj put podaci nisu na [0, 1] kao u nasem primjeru):

i) = (1 —152P), akojelx—x| <6
! 0, inace ’

3. Metodu procjene jezgrom sproveli koristeci pomocnu funkciju ksmooth.gcv(), u kojoj
smo koristili Gaussovu jezgru, odabrali optimalan parametar h koristeci generali-
ziranu unakrsnu validaciju te formirali dobivene procjene za optimalan parametar
h.

Promatrajuci dobivene grafove moZemo primijetiti da se onaj iscrtkan plavom linijom
previse prilagodava primanjima veéim od $15000, odnosno da je on procjenitelj Ciji ce
izraz za varijancu unutar izraza za gresku 1.16 biti prevelik te da nece dobro procjenjivati
ugled ljudi s primanjima veéim od $15000.

Promatrajuci crno i crveno iscrtakni graf na slici 3.5 ne moZemo pronaci dovoljno
snazZan argument zasto bi se iskljucivo odlucili za jedan umjesto drugog. No ipak, kako
bi nase izlaganje bilo potpuno, iznijet cemo argument zasto bismo odabrali onaj iscrtkan
crvenom linijom na slici 3.5.

Promatrajuci graf iscrtkane crvene linije moZemo primijetiti da je on najizgladeniji
Sto nas uz promatranje prirode samog problema moZe potaknuti da njega odaberemo kao
“najprirodniji” (jer se i nase misljenje najvjerojatnije ”glatko” prilagodava). Njegovim
odabirom smatramo da je on onaj koji je najbolje izbalansirao izraze pristranosti i vari-
Jjance unutar izraza za gresku 1.16. Dakle, on je onaj koji je dovoljno dobro pratio podatke,
no ne toliko da bi neprirodno iskrivio procjenitelja.

Stoga, odabrat ¢emo model dobiven metodom lokalne linearne regresije kao konacan
rezultat naseg modeliranja, odnosno odlucit cemo njega uzeti kao procjenitelja (reprezen-
taciju) regresijske funkcije (veze primanja i ugleda koji smo pokusali opisati).
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3.3 Kod uz zavrSni primjer

library(car)
data(Prestige)

1
2
3
4|#Tockasti grafikon

siplot (Prestige$income, Prestige$prestige,
6 xlab = "Income", ylab = "Prestige")
7

8

9

#Pomocne funkcije

loess.gcv <- function(x, y){

10 nobs <- length(y)

11 Xs <- sort(x, index.return = TRUE)
12l x <- xs$x

13l y <- y[xs$ix]

14 tune.loess <- function(s) {

15 lo <- loess(y ~ x, span = s)
16 mean((lo$fitted - y)"2) / (1 - lo$trace.hat/nobs) "2
17 }

18 0os <- optimize(tune.loess, interval = c(.01, .99))$minimum
19 lo <- loess(y ~ x, span = o0s)

20 list(x = x, vy = lo$fitted, df = lo$trace.hat, span = os)
21| }

23 ksmooth.gcv <- function(x, y){

24 nobs <- length(y)

25 Xs <- sort(x, index.return = TRUE)
26/ X <- xs$x

271y <- y[xs$ix]

28 xdif <- outer(x, x, FUN = "-")

29 tune.ksmooth <- function(h){

30 xden <- dnorm(xdif / h)

31 xden <- xden / rowSums (xden)

32 df <- sum(diag(xden))

33 fit <- xden %*% y

34 mean((fit - y)"2) / (1 - df/nobs) "2
35 }

36| xrng <- diff(range(x))




37

38
39

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59

60
61
62
63
64

65
66

67
68

69

3.3. KOD UZ ZAVRSNI PRIMJER 37

oh <- optimize(tune.ksmooth, interval = c(xrng/nobs, xrng)
)$minimum

if(any(oh == c(xrng/nobs, xrng)))
warning ("Minimum found on boundary of search range.\nYou

should retune model with expanded range.")

xden <- dnorm(xdif / oh)

xden <- xden / rowSums(xden)

df <- sum(diag(xden))

fit <- xden %*% y

list(x = x, vy = fit, df = df, h = oh)

}

#Metoda lokalnih prosjeka (CV odabir parametra)
locavg <- with(Prestige, supsmu(income, prestige))

#Metoda lokalne regresije (GCV odabir parametra)
locreg <- with(Prestige, loess.gcv(income, prestige))
locreg$df

#Metoda procjene jezgrama (GCV odabir parametra)
kern <- with(Prestige, ksmooth.gcv(income, prestige))

kern$df

#Generiranje slika

plot(Prestige$income, Prestige$prestige, xlab = "Income",
ylab = "Prestige")
lines(locavg, 1lwd = 2)
lines(locreg, 1lwd = 2, 1ty = 2, col = "red")
lines(kern, lwd = 2, 1ty = 3, col = "blue")
legend("bottomright", c("supsmu", "loess", "ksmooth"),
lty = 1:3, 1lwd = 2, col = c("black", "red", "blue"),
bty = "n")
plot (Prestige$income, Prestige$prestige, xlab = "Income",
ylab = "Prestige")
lines(locavg, lwd = 2)
legend("bottomright", "supsmu", lwd = 2, col = "black", bty

= "n")
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plot (Prestige$income, Prestige$prestige, xlab = "Income",
ylab = "Prestige")

lines(locreg, 1lwd = 2, 1ty = 2, col = "red")

legend("bottomright", "loess", lwd = 2, col = "red", bty = "
n")

plot (Prestige$income, Prestige$prestige, xlab = "Income",
ylab = "Prestige")

lines(kern, 1lwd = 2, 1ty = 3, col = "blue")

legend ("bottomright"”, "ksmooth", lwd = 2, col = "blue", bty
= "n")

Listing 3.1: Kod uz primjer mjese¢nih primanja i ugleda [2]
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Sazetak

U ovom diplomskom radu predstavili smo metode neparametarske regresije kao alternativu
poznatijim metodama parametarske regresije. Za razliku od metoda parametarske regresije,
koje nastoje procijeniti procjenitelja nekog odredenog oblika s konacnim brojem parame-
tara, neparametarske metode nastoje prvo procijeniti oblik funkcije (ili broj parametara) i
onda prilagoditi procjenitelja odredenom obliku. Kako bismo procijenili oblik funkcije,
prezentirali smo pomoéne metode leave-one-out i generalizirane unakrsne validacije. Na-
kon toga, predstavili smo metodu lokalnih prosjeka, metodu procjene jezgrom i metodu
lokalne linearne regresije kao glavne predstavnike klase linearnih procjenitelja. Predstav-
ljene metode ilustrirali smo pojedinacno i zajedno na nekoliko primjera u programskom
jeziku R kako bismo (itatelju uz teoretsku osnovu, pruZili i prakti¢no znanje iz obradenog
podrucdja.






Summary

In this master’s thesis, we presented nonparametric regression methods as an alternative to
more well-known parametric regression methods. Unlike parametric regression methods,
which aim to estimate a predictor of a specific form with a finite number of parameters,
nonparametric methods first seek to estimate the shape of the function (or the number of
parameters) and then adapt the estimator to a specific form.

To estimate the shape of the function, we introduced auxiliary methods such as leave-
one-out and generalized cross-validation. Subsequently, we introduced the local averaging
method, kernel estimation method, and local linear regression method as key representati-
ves of the class of linear smoothers. We illustrated these methods individually and collec-
tively on several examples in the R programming language to provide the reader with both
theoretical foundations and practical knowledge in the covered area.
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