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Uvod

U posljednjim godinama dolazi do velikog interesa i razvoja umjetne inteligencije. Po-
rast se moZe pripisati brojnim ¢imbenicima, ukljucujuci otkri¢a u arhitekturama dubokog
ucenja, dostupnost golemih koli¢ina podataka i do jacanja racunalnih resursa. Nadalje, po-
java naprednog jezi¢nog modela, specificno ChatGPT-a, znacajno doprinosi popularizaciji
samog podrucja.

Jedno od podrucja unutar umjetne inteligencije je racunalni vid, koji pokusava omogucditi
strojevima da razumiju i interpretiraju vizualne informacije, poput ljudi.

Racunalni vid je uveo velike napretke u razli¢ita podrucja, ukljucujuci autonomna vo-
zila, nadzorne sustave, robotiku i medicinsko snimanje. Prepoznavanje radnji, jedan od
zadataka racunalnog vida, ima za cilj automatsku analizu i razumijevanje ljudskih radnji iz
slika ili videa. Jedan od izazova leZi u viskodimenzionalnoj prirodi podataka. Videozapisi
i slike prirodno se mogu predstaviti kao tenzori, koji su viSedimenzionalni nizovi sposobni
prikazati prostorno-vremenske informacije. Medutim, iskoriStavanje tenzorskih struktura i
odnosa medu njima nije trivijalno. Kako bismo lakse radili s tenzorima velikih dimenzija
koristimo tenzorske dekompozicije. Kao Sto ¢emo vidjeti, pomocu tenzorskih dekompo-
zicija moZemo izvudi bitne informacije te tako znatno smanjiti dimenziju, uz minimalan
gubitak informacija.

U prvom poglavlju prvo definiramo neka matri¢na mnozenja koja se prirodno javljaju
u radu s tenzorima, njihovim dekompozicijama te u obradi slika. Nakon toga uvodimo
definiciju tenzora, niti i odsjecke tenzora te definiramo osnovne operacije s tenzorima. Na
kraju poglavlja je kratki opis SVD-a koji se koristi za dekompoziciju matrica.

U drugom poglavlju opisujemo Cetiri dekompozicije tenzora. Prva je CP dekompozi-
cija koja tenzor rastavlja na sumu tenzora ranga jedan. Nakon toga opisujemo Tuckerovu
dekompoziciju i njezinu specijalnu verziju, a to je HOSVD za koji zapravo mozZemo reci
da je generalizirana verzija SVD na viSe dimenzija. Na kraju, opisujemo Tenzorski vlak
dekompoziciju koja je najmlada od svih dekompozcija i nastala je kako bi rijesila neke od
glavnih problema ostalih dekompozicija.

U tre¢em poglavlju implementiramo Tuckerovu dekompoziciju s ridge regesijom te na-
vodimo rezultate testiranja algoritma na People playing musical instruments (PPMI) skupu
podataka.






Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i definicije

U ovom ¢emo poglavlju predstaviti temeljne koncepte, definicije i operacije vezane za
tenzore koji ¢e nam pomoci za bolje razumijevanje tenzorskih dekompozicija i konacno za
razumijevanje kako tenzori prepoznaju akcije.

Uvedimo prvo notaciju:

a vektor
A matrica dimenzija m X n
AT transponirana matrica A
A" | Moore-Penrose pseudoinverz od A
A tenzor viSeg reda
I 1lr Frobenijusova norma
Il 12 Euklidska norma
(9 Skalarni produkt

Prije nego Sto krenemo navoditi rezultate vezane uz tenzore, navedimo tri definicije
razli¢itih matri¢nih operacija koje ¢e nam kasnije biti od koristi.

1.1 Matri¢cna mnoZenja

U linearnoj algebri, matrica predstavlja neku linearnu transformaciju, pa definicija ma-
tri¢nog mnoZenja zapravo prati tu intuiciju i predstavlja kompoziciju dvije linearne tran-
sformacije.

Medutim, zbog raznih drukcijih interpretacija matrica i njihovih kombinacija s ten-
zorima prirodno se uvodi nova definicija matricnog mnozenja koji se zove Kronekerov
produkt.
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Definicija 1.1.1. Neka su dane dvije matrice A € R™>™ | B € R™*"™, Kronekerov produkt
se oznacava s A ® B € R™"™>"" - q definira se:

aUB CllzB alsz

a21B a22B e azsz
A®B= .

amnB aw2B ... awm,B

Jo$ jedno mnoZenje matrica je posebno zanimljivo u kontekstu tenzorskih dekompozi-
cija, a to je Khatri-Raov produkt. U idu¢em poglavlju ¢emo imati prilike vidjeti kako se
prirodno taj produkt pojavljuje kod CP dekompozicije i u konstrukciji matrica umnozaka
Tuckerove dekompozicije.

Definicija 1.1.2. (/8]) Neka su dane dvije matrice A € R™*" i B € R™*". Khatri-Raov
produkt matrica A i B je realna matrica, oznacena s A® B € R™"™" q njezini elementi su:

AOB= (Cl] ®b1,...,an®b,,),
gdje su vektori ay, b,k = 1,...,n stupci matrica A i B redom.

Za kraj joS spomenimo Hadamardov produkt koji se dosta Cesto pojavljuje u procesi-
ranju slika gdje Zelimo primjeniti neki efekt za svaki piksel u slici (npr. smanjiti intezitet,
primjeniti neku masku na cijelu sliku, itd.).

Definicija 1.1.3. (/8]) Neka su dane dvije matrice A, B € R™". Hadamardov produkt se
oznacava kao A * B, a definira se:

aynby ... abi,
A*B: . .

amlbml amnbmn

Navedimo neka svojstva([22], [1]) ovih matricnih umnozZaka koja ¢e nam biti od koristi
kasnije:

(A® B)Y(C® D) = AC ® BD, (1.1)

(A®B) =AT® B, (1.2)
AOBOC=(A0BOC=A0(BOC), (1.3)
(A0B'(AoB)=A"A *B'B, (1.4)

(Ao B)" = ((ATA) = (BTB))'(A @ B)'. (1.5)
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1.2 Definicija tenzora i osnovna svojstva
Definicija 1.2.1. (/8]) Tenzor A € R je element tenzorskog produkta N vektorskih
prostora, gdje svaki ima svoj koordinatni sustav. Red tenzora je broj njegovih dimenzija,
takoder poznatih kao modovi.

Ukratko, tenzor je viSedimenzionalno polje podataka. Tenzor reda jedan je vektor,

tenzor reda dva je matrica, itd. Na primjer, videozapis je tenzor reda tri gdje je svaki frame
videa jedna slika neke visine i Sirine.

Niti tenzora

Da bi lakSe objasnili nit tenzora u modu &, uvedimo pojam indeksa u tenzorima. Za moti-
vaciju pogledajmo indekse neke proizvoljne matrice

A = (a;)),
gdje je i indeks retka, a j indeks stupca, joS ih nazivamo i 1. 1 2. indeks redom. Sada s
A, 2) = (air, A, A3y ooy Ain)
oznacavamo i-ti redak matrice A, dok je
A, )) = (a1, a2j, azj, ..., Ay)

J-stupac. Ako sada pogledamo tenzore reda tri (radi lakSe vizualizacije)

1 fiksiramo sve indekse osim prvog:

AC, j, k) = (@i, 2jks A3jks -os Anjic)-
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Kazemo da su to niti u modu 1 i vidimo da su kod tenzora reda 2 (tj. kod matrica) upravo
to stupci. Vidimo da su niti u modu 2 redci:

I PT 117

7

Analogno sad to moZemo poop¢iti: Fiksiranjem svih indeksa osim k-tog dobivamo nit u
modu k.

Dok su niti u modu 3:

Odsjecak tenzora

Da bismo dobili odsjecak tenzora fiksiramo sve indekse osim dva pa dobivamo odsjecke ili
sliceove.
Frontalni odsjecak:

Horizontalni odsjecak:
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Bocni odsjecak:

Osnovne operacije

Cesto neke objekte iz stvarnog svijeta moZemo opisati kao tenzore, kao §to je to na primjer
video. Tada se prirodno postavlja pitanje kako da usporedujemo te novonastale tenzore. Tu
onda uvodimo definicije norme odnosno skalarnog produkta.

Definicija 1.2.2. Neka su dani dva tenzora reda N, A, B € R Njihov skalarni
produkt definiramo kao sumu produkata njihovih elementa, tj:

(A, B) = Zl Zz Z Qi jo,...ixDis o, ..in-

i1=0 i=0 in=0

Normu definiranu tim skalarnim produktom nazivamo Frobenijusova norma. Ona je

dana s:
IXIlr = (X, X) = Z Z 2 i

Definicija 1.2.3. ([/8]) Neka je dan tenzor N-tog reda, oznacimo ga s
T € RI>In-vXduxdnetXXIN i matrica U € RP, UmnoZak u modu n tenzora T i matrice U
oznacujemo s T X ,U € RI*>In-txXIueixxXIy g piezini elementi su definirani:

In

k=1
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Pogledajmo primjer gdje je 7~ € R¥*% matrica i imamo matrice U € R4, V € R/*%,
tada je mnoZenje u modu 1 matrice 7 s U zapravo definirano kao mnoZenje dvije matrice,
dok je mnoZenje u modu 2 matrice 7~ s V zapravo mnoZenje s matricom s V7 s desna:

di
Tx\U=UT (UT)G))= ) it

k=1

dr
Tx V=TV (TV')G) =) tiavji
i=1
S tako definiranim mnoZenjem u modu n, pokaze se da zadovoljava svojstvo komuta-
tivnosti ([8]). Neka je 7~ € RI-xdwx-xdwxxdy 1] ¢ R>¥dn j Y g R>n

T X, UX, V=T %x,Vx,U Vm#n.

Definicija 1.2.4. (/8]) Neka imamo N vektora: aV e R4 a® eR%,....a™ e R™. Sada
definirajmo njihov vanjski produkt , oznac¢avamo ga s a'V oa® o---0a'"™V), kao tenzor N-tog
reda T € RN &iji su elementi dani s:

T(ir,....iv) =aa? ...al, 1<i,<d,, za n=1,...N.

Rang tenzora

Definicija 1.2.5. ([19]) Neka je X € R¥>**4_ Tada definiramo rang tenzora X kao mi-
nimalni broj tenzora ranga jedan koji, u linearnoj kombinaciji, daju X i oznacavamo ga s
n = rang(X).

Rang tenzora predstavlja broj indeksa potrebnih za opisivanje tenzora u odredenom
koordinatnom sustavu. To je zapravo broj dimenzija tenzorskog prostora kojem tenzor pri-
pada.

Za primjer pogledajmo tenzor reda tri 1 ranga jedan (iz 1.2.4):
A=a®oa®oa?.

Odredivanje ranga tenzora nije trivijalan problem i cak spada u klasu NP-teskih pro-
blema, ali idu¢a napomena nam daje gornju granicu ranga tenzora reda 3.

Napomena 1.2.6. ([8]) Neka je T~ € RY¥*% tenzor treéeg reda. Tada vrijedi:

rang(‘T) < miﬂ{dldz, d1d3, dz, d3}
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@ll\ll\ll\lﬁ

Slika 1.1: Vizualni prikaz tenzora reda tri i ranga jedan

Matrizacija tenzora (unfold)

Matrizacija tenzora u n-tom modu je postupak u kojem se niti u n-tom modu posloZe u
stupce matrice u nekom prije odredenom poretku.
Da bi lakSe opisali o ¢emu je rije¢ pogledajmo primjer tenzora reda tri.

Primjer 1.2.7. Neka je dan tenzor A € R¥>¥3. Njegovi frontalni odsjecci su dani s:

31 4 2 65 979
Al_(l 5 9)’ AZ‘(3 5 8)’ A3‘(3 2 4)

i njegove matrizacije u sva tri moda:

A_314265979
W=11 593 58 32 4)
312393
Ay =156 5 7 2|,
4 95 89 4
3141509
A(3):265358.
9 7 9 3 2 4

Definirajmo odmah 1 operaciju fold kao inverz matrizaciji tenzora.

Preoblikovanje tenzora

Preoblikovanje tenzora (eng. reshape) A € RW*@X*dv je matrica, oznaCavati éemo je
s Ay Ay € ROG-dixdisrdy - odje je k € {1,....N}, &iji se elementi uzimaju po stupcima
tenzora A:
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A[k](il e ik’ ik+] e iN) = ﬂ(i17i27 R ik7 ik+]’ e 7iN)’ (1'6)

gdje je multi indeks i; ... iy definiramo kao:
Ih...iy =1 +(i2— l)dl +"'+(iN— l)dl...dN_l.

Primjer 1.2.8. Neka je dan tenzor A € R*>3 kao i u primjeru 1.2.7. Tada su preobliko-
vanja tenzora po modovima dana s:

A_314265979
M=11 59 35 8 3 2 4)
3209
1 6 7
459
A=y 3 3
552
9 8 4

Navedimo jo$ jednu bitnu propoziciju koja ¢e nam kasnije biti od vaznosti, a ujedno poka-
zuje 1 korisnost Kroneckerovog produkta.

Propozicija 1.2.9. (/8]) Neka je T~ € R tenzor i definirajmo matrice U, € R/ za
n=1,...,N. Tada definirajmo:

B=T X1 U; X+ Xy Up.
Sada je matrizacija u modu n tenzora 8 dana s

B(ﬂ) = Unﬂn)(UN®"'®Un+1®Un—1®"'®U1)T.

1.3 SVD

Singular value decomposition (SVD) je faktorizacija realne ili kompleksne matrice. Koristi
se u linearnoj algebri, statistici i strojnom ucenju. SVD je snazan alat za smanjivanje di-
menzije, smanjivanje Suma u podacima, izvlacenja bitnih znacajki ili opisivanju podataka
opéenito.
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Neka je dana matrica A € R™" ranga r. Tada postoje matrice U € R™".X € R™",
V e R™", takve da vrijedi da su U i V ortogonalne matrice, a £ dijagonalna matrica s
nenegativnim realnim vrijednostima na dijagonali (singularne vrijednosti matrice A):

A=UzVT = Z o’

i=1

gdje je o; singularna vrijednost, u; lijevi singularni vektor, a v; desni singularni vektor za
i=1,...,r

Racunaje

Za izraCunavanje SVD-a proizvoljne matrice A, prvo je potrebno izraCunati svojstvene vri-
jednosti i svojstvene vektore matrica AAT i ATA. Tada su singularne vrijednosti matrice
A kvadratni korijeni svojstvenih vrijednosti, a stupci matrice U su svojstveni vektori ma-
trice AA”, dok su stupci matrice V svojstveni vektori matrice A”A. Naravno ovakav nacin
racunanja se primjenjuje samo u teoriji dok za prakti¢no raCunanje imamo razvijene mnoge
metode poput QR metode, Jakobijeve metode, Podijeli pa vladaj metode, itd. [2]. Lapack
ima mnoge rutine za racunanje SVD dekompozicije [21].

Napomena 1.3.1. Ako je A kompleksna tada su i U i V unitarne kompleksne matrice te
vrijedi A = UXV".

Smanjivanje dimenzije

Jednom kada smo dobili matrice U, X, V, odaberemo k (takav da k < r) najvecih singularnih
vrijednosti 1 stavimo ostale vrijednosti na nulu. Tako dobivamo novu dijagonalnu matricu,
oznacimo ju s X;. Sada mozZemo dobiti matricu A, aproksimacija matrice A s rangom k:

k

T E T

Ak = UkaVk = giuv; .
i=1

Sada pogledajmo primjer u kojem imamo neku proizvoljnu sliku (1.2a) 1 napravimo
SVD te dobijemo rekonstruiranu sliku, ali fiksirajmo k na neku vrijednost iz skupa {1, 2, ...., r}.
Ako sada pogledamo kako k ovisi o koli¢ini informacija koja je saCuvana u slici dobivamo
graf 1.3 gdje vidimo da je velika koli¢ina informacija o slici zapravo sauvana u par prvih
svojstvenih vektora i vrijednosti, pa nas to motivira da pogledamo kako izgledaju slike s
razli¢itim vrijednostima k 1.2 gdje smo za vrijednosti k uzeli 1, 5, 10, 20 1 200.
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Kao $to vidimo na slici (1130x1301 piksela) (1.2b), gdje smo uzeli k = 1, slika je
mutna i na njoj se nista ne raspoznaje. Kako polako poveéavamo k kroz iduce slike c),
d), e) vidimo da slike postaju sve jasnije i jasnije te za k = 200 (1.2f) jedva raspoznajemo
razliku. Sad vidimo da slika moZe biti prikazana koriStenjem puno manje memorije, $to
moze biti od velike koristi u situacijama gdje nam je ona ogranicena.

Z.a laksi odabir vrijednosti kK moze nam pomoc¢i sljedeéi teorem.

Teorem 1.3.2. (Eckart—Young—Mirsky—Schmidt) Neka je L,y e N, | < ri A; = UZZIVZT =
Si oupy!. Tada je

r

min_[IA = Xllr = lA - Allr = | >_ o2,

rank(X)<I h
i=l+1

min ||A - X|, = |A - A/l = o1
rank(X)<1

©k=5

(dk=10 (e) k=20 (f) k =200

Slika 1.2: Konacna kvaliteta slike ovisi o uzimanju razli¢itog broja svojstvenih vektora u
rekonstrukciji originalne slike

Tanki SVD

Neka je A € R“*% i d| > d, pa SVD moZzemo zapisati kao:
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SVD graf o€uvanja podataka
100
99 '

98

97 A

Postotak sacuvanih podataka

96

95

94

T T T T T T T T
[} 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Broj singularnih vrijednosti

Slika 1.3: Ocuvanje podataka u ovisnosti koliko sigularnih vrijednosti uzeli

0

Ako sada matricu U podijelimo u dva bloka U = (U,, U,), gdje se zapravo U, u (1.7)
mnozi s 0 pa onda mozemo (1.7) zapisati kao:

A:UG%% (1.7)

A=USVT,
to se onda naziva tanki SVD (eng. thin SVD).

Analiza glavnih komponenti

Kako smo rekli da SVD ima puno primjena u strojnom ucenju tako je jedna od poznatijih
Analiza glavnih komponenti ili Principal Component Analysis (PCA) (kako je poznata u
stranoj literaturi). Neka je C = ATA, gdje je A € R™", simetri¢na pozitivno definitna
matrica. Tada uzimanjem k vodecih svojstvenih vrijednosti 1 vektora matrice C radimo
PCA analizu matrice C, ali to je zapravo SVD matrice A. U statistici, AT A prestavlja upravo
kovarijantnu matricu i sama PCA metoda je nastala prou¢avanjem svojstvenih vektora i
vrijednosti te matrice.

Primjene PCA u medicini
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PCA ima primjene u razli¢itim podrucjima zahvaljuju¢i tome Sto ne sadrzi parametre, Sto
omoguduje primjenu na raznolike skupove podataka bez potrebe za prilagodavanjem para-
metara ili poznavanja nacina na koji su podaci zabiljeZeni.

Na primjeru Khanovog skupa podataka [24] o dje¢jem karcinomu, PCA je koriStena
za analizu podataka o ekspresiji gena razliCitih vrsta tumora. Skup podataka sastoji se
od 63 djece s razli¢itim tipovima tumora 1 2308 gena koji odrazavaju ekspresiju tih gena.
PCA se koristi za smanjenje dimenzionalnosti podataka, pri ¢emu se pokuSava objasniti
Sto veci dio varijabilnosti podataka s manjim brojem glavnih komponenti. U ovom slucaju,
dimenzionalnost podataka je odredena brojem slucajeva minus jedan.

Primjenom PCA na Khanov skup podataka, mogu se identificirati geni koji znacajno
pridonose grupiranju tumora. Analiza pokazuje preklapanje individualnih tumora izmedu
razlicitih grupa, ali istovremeno razdvaja odredene grupe tumora na temelju njihovih sred-
njih vrijednosti. Ova vrsta analize omogucuje istraziteljima da razumiju koja genetska
obiljezja doprinose grupiranju tumora i mogucim razlikama medu razli¢itim tipovima tu-
mora.



Poglavlje 2

Tenzorske dekompozicije

U ovom ¢emo poglavlju opisati Cetiri razliite dekompozicije: CP dekompoziciju koja ras-
tavlja tenzor na sumu tenzora ranga jedan, Tuckerovu dekompoziciju koja je generalizirana
verzija HOSVD-a, HOSVD, koji je zapravo matri¢ni SVD, ali za tenzore viSeg reda i Ten-
zorski vlak dekompoziciju, koja rastavlja tenzor reda N u umnozak tenzora treceg reda.

2.1 CP dekompozicija

The Canonical Polyadic (CP) je dekompozicija u kojoj se tenzori viSeg reda rastavljaju na
sumu tenzora ranga jedan.
Za primjer uzmimo tenzor tre¢eg reda X € R91*%*% kojeg zelimo zapisati kao:

n
X~ a.ob,oc,, 2.1)
r=1
gdjenamjen € N, a, € R%, b, € R%2, ¢, € R® zar = 1,...,n. Ako sada definiramo
matrice:
A=la; ay -+ ayl,
B=1[by by --- by,
C=lci ¢ - ¢l

onda koriStenjem tih novo definiranih matrica svaku matrizaciju naSeg tenzora X moZemo
zapisati pomocu njih:

15
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X1y ~ A(COB)", (2.2)
X ~ B(COA), (2.3)
Xa =~ C(BOA). (2.4)

Na isti na¢in moZemo zapisati i horizontalne 1 bo¢ne odsjecke. Medutim, zapisivanje preko
odsjecaka nije lako prosiriti u slucajeve kad imamo viSe od tri dimenzije. Sada CP model
mozemo zapisati kao i u [18]:

n
X ~[A,B.C] = Z a,0b,oc,. 2.5)

Stupce matrica A, B, C Zelimo normalizirati na duljinu jedan, pa njihove teZine moZemo
zapisati u vektor 4 € R™:

U
X~ [4;A, B C] = Z Aya,0b,oc,. (2.6)
r=1
Sada ovo moZemo poopC€iti i na viSe dimenzija. Neka je dan tenzor N-tog reda, X €
Ré>>dv Tada je CP dekompozicija tenzora X dana kao:

Ui
X~ A0, A, AV =Y 1aP0dP o 0a, 2.7)

’
r=1

gdicjea eR4 A eRTIAD eR%j=1,..N,r=1,..,n.
Tenzor X u n-tom modu se sada moZe zapisati kao:

Xy =~ APAAD - 0 AV 0 AT D ... 0 AD), (2.8)

gdje je A € R™" = diag(A,, ..., 4,).

Na slici 2.1 mozemo 1 vizualno vidjeti kako izgleda CP dekompozicija. Kao Sto vidimo u
definiciji (1.2.5) rang novonastalog tenzora je 7. Postavlja se pitanje koji 7 da odaberemo
da bi dekompozicija dala Sto bolju aproksimaciju, uzimajuéi u obzir da prevelik rang do-
vodi do koriStenja previse memorije. Na primjer, poveavamo rang i dok ne dodemo do
zadovoljavajuce aproksimacije pocetnog tenzora.

Prije nego Sto pogledamo kako se kvaliteta slike ponasa u odnosu na veli€inu ranga,
definirajmo relativnu pogresku CP dekompozicije tenzora X; na X, kao:

IX1 — Xallp
Xl
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(1)
iy

Slika 2.1: Vizualna reprezentacija CP dekompozicije
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Slika 2.2: Smanjenje relativne pogreSke povecanjem ranga

Na slikama 2.3 (a...f) moZemo vidjeti kako nam se kvaliteta slike poboljSava Sto veci
1 veéi rang uzimamo, $to je i ocekivano. Ujedno je i na grafu 2.2 moguce vidjeti kako se
uzimanjem sve veceg 1 veceg ranga dobiva sve to€nije 1 tocnija aproksimacija pocetnog
tenzora, tj. relativna greSka je sve manja 1 manja (gdje se za pocetni tenzor uzela slika
dimenzija 128 X 128 X 3). Kao §to vidimo pogreska i rang nisu u linearnom odnosu pa zato
odabiranje ranga nije trivijalan zadatak ve¢ vrlo Cesto Zelimo pogoditi tocku nakon koje
povecanjem ranga ne¢emo dobiti puno na to¢nosti aproksimacije, a da uStedimo memoriju.
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y 2
>
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Slika 2.3: Uzimanjem razlicitih vrijednosti za 1 (tj. biranjem ranga) dobivamo razli¢ite
kvalitete slika

Jedinstvenost CP dekompozicije

Dekompozicije tenzora viSeg reda su Cesto jedinstvene, za razliku od dekompozicija ma-
trica. Radovi [15] 1 [27] nam daju informacije o jedinstvenosti CP dekompozicija kroz
povijest.

Da bi pokazali nejedinstvenost matri¢nih dekompozicija, definirajmo A € R4*% kao
matricu ranga n. Tada je dekompozicija ranga te matrice dana s:

n
A=BCT = Za,Ob,.
r=1
Ako sada napravimo SVD matrice A i dobijemo: A = UZVT, moZemo staviti B = UX
i C = V, ali takoder moZemo staviti: B = UXW i C = VW gdje je W bilo koja n X
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ortogonalna matrica. Upravo vidimo da na ovaj na¢in moZemo dobiti beskonacno rastava
u kojem svi daju matricu A, ali razliCitih su vrijednosti.

Pokazimo sada jedinstvenost CP dekompozicije. Definirajmo prvo tenzor X € Ré1*d2xds
treCeg reda i ranga n:

X =

7

U
a,ob,oc, =[A,B,C].

=1

U ovom slucaju jedinstvenost znaci da je ovo jedina kombinacija tenzora ranga jedan koji

u sumi daju X. Naravno, ne raCunajuéi skaliranje ili permutaciju. Skaliranje se odnosi na

skaliranje pojedinacnih vektora, tj:

n
X = Z(a'rar) o (Byby) o (yrcr)s
r=1

gdjejea,B,y,=1lzar=1,...,n.
Permutacija se odnosi na to da komponente, koje Cine tenzor ranga jedan, moZemo
presloZiti na bilo koji nacin, tj:

X =[[A, B, C] = [AIl, BII, CI1]],

gdje je II bilo koja 1 X n permutacijska matrica.

Racunanje CP dekompozicije

S obzirom na to da je odredivanje to¢ne CP dekompozicije nekog tenzora kompleksan
zadatak, sagledat cemo ovaj problem iz drugog kuta. Neka je 7 tenzor koji Zelimo aprok-
simirati nekim tenzorom 7~ koji ima CP strukturu nekog ranga n:

r

n
min 7 - Tllr,  edjeje T = Y Aa’oa? o 0al. (2.9)
i

r=1

Metoda alternirajuc¢ih najmanjih kvadrata

Jedna metoda racunanja CP dekompozicije tenzora 7, ujedno i najéesce koriStena, je me-
toda alternirajucih kvadrata (ALS - Alternating leas squares), koju ¢emo 1 poslije koristiti
u kona¢noj implementaciji, samo s drugom dekompozicijom. Cijela se metoda temelji na
tome da svaku iteraciju fiksiramo sve ¢lanove dekompozicije osim jednoga kojeg onda 1
ra¢unamo. Da bi lakSe objasnili ovaj algoritam, definirajmo X € R%*%*% tenzor reda 3 te
tada jednadzba (2.9) postaje:
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n
min |X - Xllr, gdieje X = Y da,0b,0c, = [4A,B,CI. (2.10)
X
r=1
Metoda alternirajucih kvadrata fiksira B 1 C te racuna A, pa onda fiksira A 1 C pa racuna B
i konacno, fiksira A 1 B te racuna C. Ovaj proces se ponavlja dok neki uvjet konvergencije
nije zadovoljen.

RaspiSimo sada jedan korak takvog postupka. Uzmimo da su B 1 C fiksirani i raCunamo
A. 1z (2.4) mozemo zapisati problem minimizacije kao:

Hkin IX1) — ACC © B) ||,

gdje je A = A-diag(1). Sada vidimo da se ovaj problem sveo na linearni problem najmanjih
kvadrata, pa je rjeSenje dano s:

A=x,|coB ] .

Iz svojstva (1.5) moZemo zapisati rjesenje i1 kao:

A =X (CoB)C'C +B"B)".

Kao $to se moZe vidjeti mala prednost drugog zapisa u odnosu na prvi je da raCunamo
pseudo inverz od matrice dimenzija X7, a ne d,ds Xn. Medutim ova verzija nije numericki
stabilna.

Na grafu 2.4 vidimo glavni nedostatak metode alternirajucih kvadrata. Kroz iteracije
pogreska CP dekompozicije naglo krene padati, ali onda se odjednom smanji brzina ko-
nvergencije i zapravo se ¢ini da nema pomaka iz iteraciju u iteraciju jer je poboljSanje
zanemarivo. U algoritmu 1 moZemo vidjeti kako bi izgledao algoritam za raCunanje de-
kompozicije na ovako opisan nacin za tenzor reda N.

Algorithm 1 CP dekompozicija

Ulaz: Tenzor X € R rang tenzora, te neke podetne vrijednosti za AV, ... AW

1: forit=1to...do
2: forn=1to Ndo

3 V — (A(l)TA(l)) ok (A(n—l)TA(n—l)) " (A<n+1>TA<n+1>) e (A(N>TA<N>)
4 A — xm (A(N) O--0A™D o AD o ... @Am) 1%

5: Izra¢unaj normu stupaca od A™ i azuriraj A

6 end for

7: end for
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Paboljsanje CP dekompozicije kroz iteracije
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Slika 2.4: Smanjenje relativne pogreske CP dekompozicije kroz iteracije metode alterni-
raju¢ih najmanjih kvadrata

Kao Sto vidimo u samom algoritmu nismo naveli uvjete zaustavljanja jer ih ima neko-
liko ovisno od toga $to nam treba i koji od njih se postize ako se ikad i postize:

o faktorske matrice se jako malo mijenjaju ili se uopée ne mijenjaju

¢ vrijednost funkcije cilja ima jako malo poboljSanja ili uop¢e nema poboljSanja

e ciljana vrijednost je blizu nule

e postigli smo predodredeni broj iteracija

Kao $to smo imali prilike 1 vidjeti metoda ALS je jednostavna za razumjeti i implemen-
tirati, ali zato ponekad treba jako puno iteracija do konvergencije. Ujedno i samo konacno
rjeSenje moze jako ovisiti o poCetnim izabranim vrijednostima. Jedno nepovoljno svojstvo
je da ne moZemo garantirati konvergenciju u globalni minimum ili ¢ak stacionarne tocke,
veé samo zapaZzamo da vrijednost funkcije cilja prestaje padati.

Primjene CP dekompozicije

Na samim pocetcima CP se koristio u psihometriji, jer su Carroll i Chang [13] u kontek-
stu analize matrica sli¢nosti ili razlicitosti uveli CANDECOMP. Metodu su primijenili na
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skupu podataka o zvu¢nim tonovima iz Bell Labsa i na drugom skupu podataka o uspored-
bama drzava. Kona¢no, Harshman [6] uvodi PARAFAC kako bi eliminirao neodredenost
povezanu s dvodimenzionalnom PCA metodom.

Appellof i Davidson [11] su pionirski primijenili CP u kemometriji dok je nekoliko
autora koristilo CP dekompozicije u neuroznanosti.

Takoder je Acar u radovima [3] i [4] prvi put primijenio tenzore opéenito u rudarenju
podataka, pa se tako izmedu svih ostalih i CP dekompozicija nasla kao jedna od dekom-
pozicija koja je koristena. Ujedno su Shashua i Levin [26] koristili CP dekompoziciju za
klasifikaciju i kompresiju slika.

2.2 Tuckerova dekompozicija

Tucker prvi put uvodi pojam Tuckerove dekompozicije 1963. godine [29]. Ideja je rasta-
viti tenzor N-tog reda ‘W u jezgreni tenzor G istog reda kao ‘W, pomnoZen, u razli¢itim
modovima, s N matrica umnoska. Kao i kod CP dekompozicije, pogledajmo tenzor ‘W €
Réxd2xds treéeg reda radi lakSeg zapisivanja, pa imamo ([8]):

R

0
' gy 0 by o ¢, = 1G: A B.CI, 2.11)

1 g=1 r=1

P
”Wzgxlesz3C:
p:
gdje su A € R"WP B € R?*C C € R®*R matrice umnoska, a G € RP*?X jezgreni tenzor.
Sada moZemo istu stvar zapisati po elementima:

R

> Soarttiph o (2.12)

P
= 1 r=1

Xijk = Z
p=1
Zai:I,...,dl, jzl,...,dz I kzl,...,d3.
Kao $to se da uociti P, Q, R mogu biti dosta manji od d,, d», d3 pa onda govorimo o kom-
presiranoj verziji Tuckerove dekompozicije. Razne verzije i primjene ove dekompozicije
bit ¢e objasnjene dalje u tekstu.

Mo

Q
Il

Navodimo jednadzbe, po modovima, matriciziranog oblika jednadzbe (2.11):

X1y~ AG(C® B),
Xo) = BGo)(C®A),
X3y~ CGs(B®A).
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Poopéimo sada zapis na tenzore N-tog reda. Neka je ‘W € RV tada postoji jezgreni
tenzor G € R/V>/¥ takvi da je J; < I; te matrice U; € Ri*/i

W=Gx1 U1 % Uy %3 X, U, =G, U1, Us, ..., Uyll, (2.13)
po elementima:

Ji N Jn

Kiig.eiyy X E § § &t jaewin i ja Uiz ™ * * Uiy iy » (2.14)

J1=1 ja=1 Jn=1

zai,=1,...,1,, n=1,...,N. Matricizirana verzija (2.13):

Xy =UGory(Un® - @ Uiy @ Uy @ -+ ® un'.

Vazno je spomenuti jednu varijaciju Tuckerove dekompozicije, a to je takozvana Tucker2
dekompozicija [30]. Recimo da imamo tenzor reda tri, tada jednu matricu umnoska zami-
jenimo s matricom identiteta.

W=Gx1A%, B=1[G;A,B,I].
Vidimo da je jednadZba skoro identi¢na (2.11), osimdaje G € RP>*RsR = Ki C
je K x K matrica identiteta. Takoder, u radu [30] se spominje Tuckerl koji dvije matrice
umnoska zamjeni s jedini¢nim matricama, tj. imamo:

W=Gx1A=1GA,LI

Jedna od glavnih prednosti Tuckerove dekompozicije je da omogucuje fleksibilniji pris-
tup samom modeliranju od nekih drugih tehnika (kao Sto su to PCA ili SVD). Na pri-
mjer, moZe se koristiti da se modeliraju podaci koji imaju nelinearne veze ili druge vrste
sloZenijih struktura.

Nejedinstvenost

PokaZimo na primjeru kako Tuckerova dekompozicija nije jedinstvena. Neka je U €
RP*P YV € RC i W € RR*R [ neka je:

X=GxX1AX, Bx3C =[G;A,B,C],

gdje je X € RI*xls | Sada je to ekvivalentno:

[G:A,B,CTl =[G x1 U x, Vx3 W; AU, BVt CW™].
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Vidimo da moZemo promijeniti jezgru dok god radimo inverznu modifikaciju na matricama
umnosSka. Prednost je da, u nekim situacijama, moZemo pojednostaviti jezgrenu strukturu
tako da vecina elemenata tenzora G bude jednaka nuli. Tucker je prvi primijetio ovo svoj-
stvo, a mnogi drugi autori su ga proucavali kroz povijest. Razvili su se razni algoritmi
koji poboljSavaju jezgreni tenzor na neki nacin. Kao Sto ¢emo vidjeti u nastavku, HOSVD
stvara jezgru koja je potpuno ortogonalna, Sto je opet neko svojstvo koje na svoj nacin
moZe biti korisno.

Postupak racunanja

Tucker je u svom radu iz 1966. godine [30] uveo tri metode za racunanje Tuckerove de-
kompozicije. Jedna od njih je i HOSVD, ali nju ¢emo obraditi kao posebnu dekompoziciju
jer je popularna i ima mnoge primjene. Prva od metoda kojih se spominju je klasican ALS
(Alternating Least Squares). 1deja je minimizirati funkciju cilja s obzirom na jednu varija-
blu dok ostale fiksiramo. Na primjer, neka je X € R*2%5 i ¢ilj nam je do¢i do tri matrice
umnoska: Uy, U, i U; te jezgrenog tenzora G:

1. IzraCunaj U, fiksiranjem U,, U3z 1 G
2. IzraCunaj U, fiksiranjem U, U3 1 G
3. IzraCunaj U; fiksiranjem U, U 1 G
4. Izracunaj G fiksiranjem Uy, U, 1 Us

Ovdje ne navodimo detaljni opis kako izracunati slobodne varijable jer to ovisi 0 metodi
koja se koristi. Prednosti ovakve metode je Sto se lako implementira i dosta je brza konver-
gencija za tenzore malih dimenzija.

HOOI

De Lathauwer, De Moor, i Vandewalle su 2000. godine predlozili efikasniju ideju za
racunanje matrica umnoska te ju nazvali Higher-order orthogonal iteration (HOOI). Algo-
ritam mozemo vidjeti u 2.

Neka je dan tenzorX € RI*2X*Iv tada je optimizacijski problem dan s

min [|X - [G; U, Us, ..., Unlllr, (2.15)
G.Ui,...Uu
gdje je G € R/, € Rl i ortogonalna je po stupcima zan = 1,...,N. Ako

zapiSemo funkciju cilja iz jednadzbe (2.15) u vektorskoj formi dobivamo:

||Vec(X) - Um®Upn-n®---®Uy) Vec(g)”F ’
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Algorithm 2 HOOI [8]

Ulaz: Tenzor X € R i J,, J,,...,Jy € R dimenzije jezgrenog tenzora.
1: inicijaliziraj U, € Rl zan =1, ..., N koriste¢ci HOSVD
2: repeat
3: forn =1to Ndo
4: 3/<—X><1 U(Zi)"'xn_l U(Z’;_l) X+l U(Z;H_l)"'XN U(TN)
5: Uy < J, vodecih singularnih vektora od Y,
6: end for
7: until Mala promjena u kvaliteti rjeSenja ili je postignut maksimalni broj iteracija
8: G — X X U(Tl)---xNUg\,)
9: return Q, U(l), U(Q), ey U(N)

pa vidimo da jezgreni tenzor mora zadovoljavati:
G = X x, Ul} %, UL -+ ULy
Kvadrirajmo sada funkciju cilja pa imamo:
IX-[G:;Uqu), Ug, - -, U(N)]]”%“

= ||X||,2v - 2<X, | G:Un,Up),. .. ,U(N)”F) +1G6; Uy, Uy, - - - ,U(N)||12r

= IX1} = 2(X x 1 Ugyr - x ¥ Uly,. G) + G

= IXI7 - 24G.6) + 617

= IXIIF = IG1I7

2
= X1 = [1X > UG, <2 x w Uy |-

Naravno da se (2.15) moZe rijesiti s ALS metodom, ali kako je ||X||* konstanta, problem
mozemo pretvoriti u problem maksimizacije:
max 1X x UG %2 UGy, - x XUy | .-
(n)

gdje je Ui,y € R i ortogonalna po stupcima. Ako sad tu novu funkciju cilja zapiS§emo u
formi matrica imamo:

UL W, edieje W =X (U ® -+ ® Ugraty ® Upypy ® - -+ @ Upyy).

Pomocu SVD-a mozemo doci do rjeSenja: neka je U, R, vodecih lijevih singularnih vek-
tora od W. Ova metoda ¢e konvergirati do lokalnog optimuma gdje vrijednost funkcije
cilja (2.15) pada, ali ne garantira konvergenciju do globalnog optimuma ili ¢ak do staci-
onarne toCke jednadzbe (2.15) ([8]).
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Primjena

Tuckerova dekompozicija ima vrlo Siroku primjenu. U podru¢ju obrade signala koriste
je De Lathauwer i Vandewalle [14]. Takoder su ju upotrijebili Muti i Bourennane[16] za
proSirenje Wienerovih filtara u obradi signala. Izmedu ostalog se koristi u psihometriji, na
tu je temu objavljen rad od Kiers-a i Van Meschelen-a [12], te u kemijskoj analizi [7].

Svakako je bitno detaljnije spomenuti Vasilescu-a i Terzopoulos-a [9] koji su prvi
koristili Tuckerovu dekompoziciju u sklopu racunalnog vida (TensorFaces). U ovom is-
traZivanju su uzeti u obzir podaci o slikama lica dobivenim od vise subjekata, pri cemu je
svaki subjekt imao viSe slika snimljenih u razli¢itim uvjetima. Varijacija osvjetljenja je je-
dan od faktora koji su uzeti u obzir, te su podaci organizirani u tri kategorije: osoba, uvjeti
osvjetljenja i pikseli. Takoder, mogu se dodati i dodatni faktori kao §to su izraZavanje lica i
kut kamere, te potencijalno i drugi. Rezultati prepoznavanja lica koriStenjem TensorFaces
metode su znacajno tocniji u usporedbi sa standardnim PCA tehnikama [23]. TensorFaces
takoder pruza korisnost u kompresiji podataka 1 moze ukloniti nevazne efekte poput osvjet-
ljenja, dok istovremeno zadrZava kljuCne karakteristike lica [10]. Takoder, Vasilescu [31]
je primijenio Tuckerovu dekompoziciju u analizi ljudskog kretanja.[8]

2.3 HOSVD

High order singular value decomposition (HOSVD) je ortogonalna Tuckerova dekompo-
zicija. To je tehnika pomocu koje rastavljamo tenzor N-tog reda ‘W u jezgreni tenzor G,
istog reda kao ‘W, pomnoZen, u razli¢itim modovima, s N matrica. Kao §to je moguce
primijetiti stvar je ista kao kod Tuckerove dekompozicije samo $to su matrice u HOSVD-u
ortogonalne i jezgreni tenzor ima svojstvo potpune ortogonalnosti. HOSVD se Cesto koristi
za obradu signala, slika, analizu podataka i u strojnom ucenju.

Prije nego Sto opiSemo postupak racunanja navedimo teorem po kojem vidimo da za
svaki N dimenzionalni tenzor postoji HOSVD i daje nam postupak racunanja.

Teorem 2.3.1. ([19]) Neka je A € CW< ™ proizvoljan tenzor reda N. Tada se on moZe
zapisati kao:
ﬂ:SX1U1X2U2X3"'XNUN, (216)

gdje vrijedi:

o U, = (uﬁ,l)uff) . ..uﬁ,l”)) € C¥*d sy unitarne matrice i vrijedi da je vektor ul) i-ti

singularni vektor n-tog moda zan =1, ..., N.
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e Jezgreni tenzor S € CU>*™d je kompleksni tenzor N-tog reda i za svaki njegov
odsjecak S; -, vrijedi:

— Svojstvo potpune ortogonalnosti: svaka dva razlicita odsjecka, istog tipa, su
okomiti, tj. ako imamo dva odsjecka istog tipa, S; -, i Si,=p, tada vrijedi:

(SieanSip) =0 Va #B.
— Poredak singularnih vrijednosti: Singularna vrijednost u modu n je:
(n _
o =[S,
i uredene su tako da vrijedi:

[Si=tll, = [[Si=2l, = - > [|Si=n ][, 20 Y =1,....N. (2.17)

Dokaz ovog teorema dostupan je [19]. Vidimo da kao direktnu posljedicu ovog teorema
dobivamo da je:

Si=«=0 Ya>didy,---d,_1d; 1 dy.

Osnovna ideja

Kao $to vidimo iz gore prikazanog teorema, HOSVD je rastavljanje tenzora na skup ma-
trica umnoska i jezgreni tenzor. Matrica umnoska je matrica koja sadrzZi elemente tenzora
u odredenom modu, dok jezgreni tenzor sadrZi ostale elemente:

ﬂ:SX1U1X2U2X3"'XnUn. (218)

Racunanje

Naivni pristup ratunanja HOSVD tenzora A € R/l je tako da matriciziramo tenzor
u svih » modova 1 na svakoj od tih novo dobivenih matrica napravimo SVD pa dobivamo
matrice U;,%;, V; Vi € {1,...,n}. Sada su U; matrice umnoska. Jezgreni tenzor dobivamo
preko formule (2.18):

S=Ax, U] x,U; x3---%, UL (2.19)

Detaljniji opis raCunanja nalazi se u algoritmu 3.
Na slici 2.5 vidimo vizualnu reprezentaciju HOSVD-a.
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Algorithm 3 HOSVD
Ulaz: Tenzor X € R>>dv

1: forn=1to N do
2 Matriciziraj X u modu n, dobivamo X,
3 Izratunamo SVD od X(,), X(,) = UZVT
4: Postavi U™ = U
5
6

- end for
. Izratunaj S = X x; (U'D)T x, (U x5+ %, (UMT

AlJ= 4| |S :

Slika 2.5: Vizualna reprezentacija HOSVD-a za tenzor treceg reda

Smanjenje dimenzije

Neka je dan tenzor A € R¥>**dv  Ponekad se moZe desiti da je dimenzija u jednom
modu puno veca od umnoSka dimenzija u ostalim modovima, kao $to je promatrano u
[20]. Takva situacija je moguca kod, na primjer, slika, gdje je dimenzija prostora piksela
veéi od umnoska dimenzija znacajki, tj. imamo d;, > d,ds . ..dy. Kako smo prije pokazali
tada za jezgreni tenzor vrijedi

Sh:(x =0 a> d2d3 .. .dN. (220)

Pa se sada (2.16) moZe zapisati tako da se odbaci dio jezgrenog tenzora koji je O:

ﬂ:SXI UIX2U2X3"‘XNUN, (221)

gdje je S € Réxds-dvxdrxxdy § [} g Ré*hds-dv - Qvako zapisan HOSVD se takoder naziva i
tanki HOSVD (eng. thin HOSVD).
MozZemo primijetiti da ako je A € R“*% tanki HOSVD, onda je zapravo tanki SVD.

Primjer 2.3.2. Imamo skup podataka videa u kojem svaki video ima isti broj frame-ova.
Jedan video prikazuje jednu rije¢ iz znakovnog jezika. Ideja je da spojimo sve rijeci
istog znaka u jedan tenzor dimenzija framepeign X frame,qzy, X (numberOfFrames *
numberOfVideos). Na njemu radimo HOSVD i dobivamo jezgreni tenzor S te matrice
umnoska Uy, U,, Us. Kako je:
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Singularne vrijednosti u sva tri moda

! I mod 1
wes ri0d 2

0 A = mod 3

—-10 1

—20

—30 4

—40 1

—50 4

0 100 200 300 400 500 600 700

Slika 2.6: Pad normi odsjecka u svakom modu

o framejeign =9

o frameigy =9

o numberO fFrames = 120
o numberOfVideos = 6

pa onda iz (2.20) graf, koji vidimo na 2.6, koji prikazuje kako vrijednosti normi odsjecaka
jezgrenog tenzora S u svakom modu padaju, kao sto je navedeno u teoremu 2.3.1. Sada
moZemo lako odrediti koliko horizontalnih, lateralnih i frontalnih odsjecaka Zelimo zadrZati
u jezgrenom tenzoru i tako dosta smanjiti dimenziju.

Dodatni rezultati

Napomena 2.3.3. ([19]) Neka je dan tenzor A i njegov HOSVD kao u (2.16). Tada su
singularne vrijednosti u modu m poredane u padajucem poretku, tj:

0'(1">20'(2">Z---20'§")20, n=1,...,N.

Napomena 2.3.4. ([19]) Neka je dan tenzor A i njegova HOSVD kao u (2.16). Tada vrijedi
N
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Napomena 2.3.5. ([19]) Singularne vrijednosti n-tog moda su jedinstveno definirane. Na-
dalje, ze tenzore s realnim vrijednostima, singularni vektori n-tog moda su jedinstveni do
predznaka ili umnoska s ortogonalnom matricom.

Skraé¢eni HOSVD

U primjenama nam je Cesto potrebno napraviti kompresiju podataka, ali bez smanjenja
kvalitete. Da bi postigli to, skraéena verzija HOSVD-a moZze bit primijenjena (eng. trun-
cated HOSVD). Medutim, treba primjetiti da, za razliku od SVD-a, HOSVD nema svojstvo
najbolje aproksimacije.

Ipak, postoji teorem koji daje gornju granicu za aproksimaciju pogreske.

Teorem 2.3.6. ([19]) Neka je A € RI*P*dv teo neka je dan njegov HOSVD ((2.16)).

Neka je sada r,(1 < n < N) rang n-tog moda tenzora A i definirajmo tenzor A tako da
(n) (n) (n)

odbacimo n najmanjih singularnih vrijednosti o 4412 O sgr -+ O, N-108 moda za zadane
vrijednosti od d;,. Tada:
'l n
IA=A < 0 (o) + D (o) +os Z (o)
i1=d|+1 ir=d)+1 in=dy+1

Dokaz. Neka je S tenzor koji je dobiven iz tenzora S tako da n najmanjih singularnih
vrijednosti u n-tom modu stavimo da budu jednaki nula. Pa sad imamo:

A - Az = 1IS - SI

ri r / /
- Z Z ll 12 - Z Z : ‘ l| 12
=l = in=1 i1=1 ir= in=1
Iy r N
= 2
B Z Z o Z sil,is,“yiN
T S e S N
rl mn N 1 r v
2 2
< Z Z E Sivinin T E E § S
h=di+l =1 ix=1 =l b=dj+1  iy=1
rl r
+ Z : ‘J : ll 12 ..... iN
i1=1 =1 in=d)+1
ry r ry
2 2
1 2 N
:Z(“('))+Z(())+--+ E (™).
3] i i
i1=d|+1 ip=dj+1 iv=d+1
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Primjene

Glavna primjena HOSVD-a je izvlacenje bitnih informacija (znacajki) iz viSedimenzionalnih
tenzora. Osim toga, primjena HOSVD-a obuhvaca razlicita podrucja kao Sto su prepozna-
vanje lica, obrada signala, veliki skupovi podataka i otkrivanje dogadaja u stvarnom vre-
menu. Takoder se koristi u dizajnu upravljaca i analizi podataka s viSe pogleda. HOSVD
ima sposobnost razdvajanja uzro¢nih faktora podataka, Sto ga ¢ini snaZnim alatom za is-
trazivanje 1 analizu kompleksnih skupova podataka. Primjena HOSVD-a ima potencijal
u razli¢itim podruc¢jima kao Sto su medicina, genomska analiza 1 in silico otkrivanje lije-
kova. Ova tehnika pruza nove nacine za prikaz podataka i donoSenje informiranih odluka
na temelju viSedimenzionalnih podataka.

2.4 Tenzorski vlak (Tenzor Train)

I. V. Oseledets je 2010. godine uveo pojam Tenzorske vlak (TT) dekompozicije. Ideja joj
je da rijesi jedan od glavnih problema dekompozicija Tuckerovih formata, npr. ako po-
gledamo HOSVD nekog proizvoljnog tenzora A, moramo u memoriju pohraniti jezgreni
tenzor G i N matrica modova, a to postaje jako nezgodno za velike N. Nadalje, kako bi
rijesSio prokletstvo dimenzije Tenzorski vlak dekomponira tenzor N-tog reda u produkt ten-
zora treeg reda. Takoder, kako se algoritam bazira na SVD da se dobiju tenzori, svojstva
koja je HOSVD ocuvao i ovdje su oCuvana.

Neka je X € R%*d¥ tada je Tenzorska vlak dekompozicija dana s ([25]):

X1, s in) = A1(01, DAL B2, D) Anci Gy inot, DANG, TN), (2.22)
gdje je:
o Aj e RN Ay € RIV-N § A € RI-1%X% 73 k = 2, ..., N—1, nazivamo ih TT-jezgre
e 1, k=1,...,N se naziva rang Tenzorskog vlaka vlaka i vrijedida ry = ry = 1
e r = max r; se naziva maksimalni rang Tenzorskog vlaka

1<k<N

Ako formulu (2.22) zapiSemo pomocu indeksa imamo:

Xt nin) = Y Al a)Ag(er, ig, @) Ax(@x-1, in). (2.23)

A seens@N-1

Definicija 2.4.1. ([25]) Neka je X € R/ tenzor. KaZemo da je X u TT formatu ako su
mu elementi dani s (2.22).
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Al -AQ A3

110 @ a1i20424@— 212

Slika 2.7: Vizulana reprezentacija dekompozicije Tenzorskog vlaka zapisanog pomocu
indeksa

Na slici 2.7 moZemo vidjeti prikaz dekompozicije za tenzor treeg reda. Kao Sto
se moze vidjeti pravokutni ¢vorovi sadrZe indekse i; originalnog tenzora i barem jedan
pomoc¢ni indeks dok kruzni ¢vorovi sadrZze samo jedan pomoc¢ni indeks. Vrijedi da su
dva pravokutna ¢vora povezana ako i samo ako imaju zajednicki pomoc¢ni indeks ;. Da
bi odredili vrijednost tenzora, pomnoZimo elemente tenzora odgovaraju¢ih pravokutnih
¢vorova i onda ih sumiramo po svim pomoénim indeksima (formula (2.23)). Kao §to vi-
dimo slika podsjeca na vlak s vagonima, pa je po tome dekompozicija i dobila ime Tenzor-
ski vlak ([25]).

Teorem 2.4.2. ([25]) Ako za svaku matrizaciju, matrica Ay, forme kao u (1.6), tenzora
A € RIx=>dv gq
rang(Apyg) = rx, (2.24)

tada postoji dekompozicija (2.22) s TT-rangovima ne vecim od ry.

Dokaz. Za pocetak uzmimo matrizaciju, u prvom modu, tenzora A i1 njezinu dijadnu (eng.
dyadic) dekompoziciju A = UV, koja zapiSemo s indeksima:

ﬂ[l](il,iZi_’a cdy) = Z UGy, a)V(ay, i ... in),

a1=1

kako je rang(Ajyy) = r;.
Kako je matrica U pravokutna, a nama treba kvadratna da bi dosli do inverza pomnozimo
pocetnu jednadzbu u U7 slijeva:

UraA,, =u'uv'.
Sada znamo da postoji inverz od U? U pa pomnoZimo jednadZbu s lijeva s inverzom:

ooyt Ay = Uty otuyvt = v7. (2.25)

Sada, prva TT-jezgra je dana s matricom G, tako da G, (i;,;) = U (i, ay). 1z (2.25)
vidimo da ako transponiramo lijevu i desnu stranu, za matricu V dobivamo:
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_ g7 T\ oqgr
V=aA,U(UU) =AW
ili ako zapiSemo s indeksima

V(e iy) = Zﬂ(il,...,iN)W(il,al).

Ako sada gledamo na matricu V kao na tenzor (N — 1) reda onda:

(V(Cl’liz,i3,...,iN) = V(a’l,ig...iN).

Sada pogledajmo matrizaciju Vi (cw'z R /5 P I iN) zak =2,...,N. MoZe se pokazati
da vrijedi rang (V) < ri. Kako je sada zadovoljeno (2.24),

Apa (i o it - i) = Zk:F(il...ik,ﬁ)G(,B,ik+1...iN).

B=1

Koristeci ovo upravo dobiveno imamo:

U

1
(V[k] (Cl’liz cen ik+1, ik+2 e lN) = ﬂ[k] (l] e ik, ik+] cen lN) W(il,al)

1

Il
—_

&
N

g

o
=

F(Gr---ic.B) G (Birer - in) W (i1 @) (2.26)

=1

~

H(aliz...ik,ﬁ)G(,BikH Cin)

=
1l

gdje
H(ady i B) = D F(ir i B) W (i an).
i=1
Iz (2.26) imamo da je rang (V) < 1y, zak = 1,..., N. Pogledajmo sada matrizaciju V),

imamo:
¥

(V[l] (Cl’liz, i3 e lN) = Z G2 (aliz, a’z) Vv’ (a’z, i3 N lN) .
ap=1
Sada samo postavimo (G»);; = G, 1 ovaj postupak ponovimo za ostale modove. Tim
postupkom dobivamo ostale jezgrene tenzore Gy, zak = 3,..., N. O
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Algorithm 4 TT-SVD|[28]
Ulaz: Tenzor X € RI<>dv
1: IzraCunaj dimenziju matrizacije u prvom modu od X, X;:

N
Ni=di, N, = [ | d;
k=2

spremi originalni tenzor u pomoénu varijablu M; = X
matriziraj M; u dobivene dimenzije: M; = reshape(M;, [N, N,]);
izraunaj mrsavi SVD matrice M;, M, = ULV,
Postavi prvi jezgreni tenzor G, := U,
izratunaj M, = VT = UTM i neka je [~, r;] = size(U);
fork=2toN-1do

IzraCunaj:

Ny =d;,N, = ]c\i[_;:;
o: postavi M, = reshape(My, [ri_1 - N;, N,]);
10: izratunaj mrsavi SVD od M, M; = UTVT;
11: postavi G = reshape(U, [ri—1, di, 1¢]);
12: [zraCunaj:
Myt = UMy, [~, 1] = size(U);

13: end for
14: GN = MN;

Skraceni TT-SVD

Kada je rije¢ o HOSVD u Tenzorskom vlaku (TT), Cesto se koriste strategije smanjenja
ranga. Umjesto da raCunamo tocan SVD, mozemo odrediti najbolju SVD aproksimaciju s
rangom r;. Kroz ovaj pristup se uvodi odredena pogreska, ali ju moZemo procijeniti, dok
se uspjeh aproksimacije moZe analizirati prema rezultatima koje navodi sljedeéi teorem.

Teorem 2.4.3. ([25] Neka je dan tenzor X € RY™ takav da njegova problikovanja
tenzora Ay mogu biti aproksimirani matricom niZeg ranga Ay

Ay = A+ Er, tang(A) =r., |El=& k=1,...,N—1.

Tada TT-SVD racuna tenzor B u TT-formatu s TT-rangovima ry i vrijedi

N-1
A~ Bllr < [ ) €&
k=1
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Ako sada primijenimo teorem 2.4.3 mozemo napraviti varijantu algoritma 4 u kojem
koristimo skraceni SVD umjesto originalnog. Mozemo vidjeti kako izgleda takav algori-
tamu 5.

Algorithm 5 Skraceni TT-SVD[25]
Ulaz: Tenzor X € R 7eljena to¢nost e

1: IzraCunaj parametar skracivanja 6 = \/L% [Allr;

2: Izracunaj dimenziju matrizacije u prvom modu od X, X:
N
Ny =d\,N, = nde
k=2

3: Spremi orginalni tenzor u pomoc¢nu varijablu M; = X;
4: Matriciziraj M; u dobivene dimenzije: M; = reshape(M;, [N, N,]);

5: IzraCunaj skra¢eni SVD matrice M, M, = U121V1T + Ey, gdje je ||[Ellr < 01 vrijedi
ry = rang(U,);
6: Postavi prvi jezgreni tenzor G, := U,
7. Izratunaj M, = 3,V] = U M;
8: fork=2toN —1do
9: IzraCunaj:
N, =d;, N, = &
1= A, Ny = d’

10: Postavi M, = reshape(M, [ri—1 - N;, N,]);

11: IzraCunaj skraéeni SVD od M, M; = UkaVkT + E, gdje je ||Exl|lF < 61 vrijedi
ri = rang(Uy);

12: Postavi G, = reshape(Uy, [rx-1, dk, 1]);

13: Izratunaj: My, = U] My;

14: end for

15: GN = MN;

16: return TT-jezgre G, € R zak =1,... N

Korolar 2.4.4. ([25] Neka je dan tenzor A € R¥ N i granice ranga r,, tada najbolja
aproksimacija od A u Frobenijusovoj normi s T1-rangovima ogranicenima s ry uvijek pos-
toji, oznacimo je s W, i TT-aproksimacija koja je izracunata s TT-SVD algoritmom je kvazi

optimalna, tj. vrijedi:
A= Bllr < VN = DIA - Al|r.
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Primjene

Tenzorski vlak koristi se u mnogim znanstvenim granama [5], ponajviSe u fizici i kemiji.
U kemiji se koristi za efikasno rjeSavanje visoko-dimenzionalnih kemijskih master jed-
nadzbi u kemijskim reakcijskim mrezama. U kontekstu kemijskih reakcija, TT dekompo-
zicija omogucuje reprezentaciju i manipulaciju sloZenih prostora stanja sustava smanjujuci
dimenzionalnost problema. To omogucuje brZe rjeSavanje kemijskih master jednadzbi i
analizu ponaSanja kemijskih sustava. Kroz primjere, TT dekompozicija pokazuje svoju
ucinkovitost u analizi vremenski ovisne progresije i simulaciji kemijskih procesa poput
1zrazavanja gena 1 prijenosa signala. S obzirom na niske brojeve interakcija i reakcija u
kemijskim sustavima, TT dekompozicija omogucuje precizno i brzo modeliranje slozenih
kemija, otvarajuci put za daljnje istraZivanje i razumijevanje kemijskih procesa u prirodi.

S druge strane, u fizici, TT dekompozicija koristi se prilikom analize dinamike fluida
te se moZe primijeniti kako bi se ucinkovito rjeSavali problemi strujanja fluida. U ovom
slucaju, TT dekompozicija se moZe koristiti za aproksimaciju i diskretizaciju varijabli koje
se pojavljuju u Navier-Stokesovim jednadzZbama, poput brzine fluida i tlaka, na racunalnoj
mreZi. IskoriStavanjem niske rang-reprezentacije TT dekompozicije omogucuje se efikasno
rjeSavanje problema s visokom dimenzionalno$¢u, otvaraju¢i mogucnosti za naprednu ana-
lizu 1 simulaciju fluidnih sustava.



Poglavlje 3

Implementacija i testiranje

U ovom poglavlju koristit éemo Tuckerovu dekompoziciju kao algoritam za prepoznava-
nje akcije koji je opisan u [17]. Na kraju ¢emo pokazati rezultate algoritma na nekim
podacima.

3.1 Uvod

Prepoznavanje ljudskih radnji je izazovan zadatak u raCunalnom vidu. Znacajne prostorne
informacije o ljudskim radnjama odnose se na oblik i izgled ljudskog tijela, na primjer,
polozaj ruke u serviranju tenisa Cesto je viSi nego u udarcu teniskim reketom. Sli¢no,
poloZaj noge kod udarca Cesto je viSi nego kod trcanja. Ove prostorne informacije su
ukljucene u prirodne reprezentacije vizualnih podataka. Tenzorska reprezentacija moze
saCuvati prostorne informacije jer tenzor mozZe biti smatran prirodnim reprezentacijama
vizualnih podataka.

U proslim desetlje¢ima su razvijeni brojni algoritmi ¢iji su ulazni podatci vektori, po-
put K najblizih susjeda (KNN), potpornog vektorskog stroja (SVM) i ridge regresije (RR).
Medutim, kada se primjenjuju tenzorski podatci, oni se moraju pretvoriti u vektorske po-
datke. Jedan uobicCajen nacin je slaganje elemenata tenzorskih podataka u vise ili manje
proizvoljnom redoslijedu. DodusSe, ovi vektorizirani pristupi mogu stvoriti nekoliko pro-
blema u obradi tenzorskih podataka. Prvo, kada se tenzorski podaci preoblikuju u vektor,
¢esto dobivamo vektor potencijalno vrlo visoke dimenzionalnosti. To moZe uzrokovati
probleme poput prenaucenosti ili velikih zahtjeva za memorijom. Drugo, kada se tenzor
prosiri kao vektor, prostorna struktura i korelacija u obliku izgleda se zanemaruju.

Da bi se rijesili ovi problemi, nedavno su razvijeni algoritmi koji koriste tenzorske re-
prezentacije umjesto vektorskih. U ovom radu koristi se HOG opisnik ulazne slike prika-
zane kao tenzor reda 3 i predlaze se algoritam za ucenje tenzora kako bi se izravno obradio
taj tenzor.

37
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Za bolje iskoriStavanje prostornih informacija HOG tenzora koristimo Tuckerovu de-
kompoziciju za dekomponiranje parametarskog tenzora. Prednosti Tuckerove dekompozi-
cije u odnosu na CP dekompoziciju je da ne moramo odrediti rang dekomponiranog tenzora
na pocetku samog algoritma i mozemo odabrati koje prostorne informacije su nam bitnije
od ostalih duz svakog reda, tako Sto podeSavamo dimenzije jezgrenog tenzora.

PredloZeni algoritam ide sljedecim redosljedom. Prvo parametarski tenzor reda tri de-
komponiramo u jezgreni tenzor pomnoZen s matricama umnoska u tri moda. Onda u svakoj
iteraciji jezgreni tenzor 1 matrice umnoska dobivamo rjeSavanjem ridge regresije, ali tako
da prvo fiksiramo jezgreni tenzor i dvije matrice umnoska pa izraCunamo za tu jednu slo-
bodnu matricu, onda fiksiramo tu slobodnu, a idu¢a matrica umnoska postaje slobodna.
Nakon §to smo dobili sve matrice umnoska raunamo i jezgreni tenzor. Ovaj postupak
ponavljamo do konvergencije.

Algoritam ucinkovito istrazuje prostorne informacije HOG tenzora tijekom postupka
ucenja i time poboljSava performanse prepoznavanja. Ova metoda se naziva Tucker Ridge
Regression (TuRR).

3.2 Opis algoritma

Objasnimo sad detaljnije algoritam Tuckerove ridge regresije (TuRR). Za funkciju gubitka,
u problemu regresije, odaberimo funkciju najmanjih kvadrata. Tada, koristeci £, — normu
dobivamo:

ny}?glzll (s w) = yi + b + AWl 3.1)

gdje je x; opisnik slike u vektorskom obliku, w je vektor parametar, y; je izlaz za podatak
Xx;, te je b pomak, a A regularizacijski parametar.

Sada Zelimo transformirati jednadZzbu (3.1) da umjesto vektora koristimo tenzore. De-
finirajmo sada X = [X},Xa,...,X,] € Réxdxxdwxn gdie nam tenzor M-tog reda X;,
predstavlja i-ti opisnik slike, a n nam je broj slika koje su nam dostupne za trening. Sada
jo$ definiramo y = [y, ya,...,y.] € {0, 1}™!, gdje je y; = 1 ako je i-ti podatak pozitivan
primjerak i y; = 0 inaCe. Dobili smo ridge regresiju s tenzorima:

. 2 2
nq}}g;(<X,W> i+ 0 + AW (3.2)

gdje je W € Ré>@Xxdu parametar tenzor, A regularizacijski parametar i b pomak. Sada
je cilj nauciti parametre ‘W i b. Napravimo Tuckerovu dekompoziciju tenzora ‘W (kao u
(2.13)) 1 zapiSimo taj rastav skraeno:
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W=Gx,U; XUy X3--- %X, U, =G, Uy, Us,...,Upnll, (3.3)

pa sada jednadZbu (3.2) moZemo zapisati kao:

: . . 2 . 2
Q,Ufg{r;]%b;«x[[g,Ul,Uz,...,UM]D yi+ b + AIG: Ur, Un,.. Uyl (3.4)

Funkcija cilja (3.4) nazalost nije zajednicki konveksna za sve elemente od ‘W nakon Tucke-
rove dekompozicije. Da bi se rijeSio ovaj problem predlaze se alternirajui optimizacijski
algoritam, gdje u svakom koraku, rjeSavamo konveksni optimizacijski problem za jedan
element dok su ostali fiksirani.

Znaci ideja je da prvo rjeSavamo jednadzbu za fiksni U, redom za k = 1,..., M, te
onda za G i tako u krug do konvergencije. Za lak3e zapisivanje oznac¢imo s Wy, Gy, X7,
matricizirane tenzore ‘W, G, X; u k-tom modu, redom.

Jednadzba (3.2), za matricizirane tenzore u k-tom modu, moze biti zapisana kao:

n

min ) (Tr (Wix!) -y + b) + Wil (3.5)

i=1

Da bi dalje raspisivali ovu formulu uvedimo jos par oznaka. Kronekerov produkt od M
matrica oznacimo s:

U@Z UM®"'®U1.

Takoder, definirajmo 1 U, kao:
ﬁk =Uy® - - QU1 QU1 ®---® U,.

Sada slijedi:
We=UG(Uy® - QU1 QU1 ® -+ ® U1)T

. (3.6)
- U,G.U,".

Ako sada zamijenimo W; u (3.5) sa 3.6, i fiksiramo jedan Ul|?;11,1¢k , Gy, onda dobivamo:

n

min > (Tr(UGLTXE) - yi + b) + AT (UGTL TG UY ). (3.7)
YA

Definirajmo sada X7 = G, ﬁ,{TXfT i D, = GUT UGT, pa gornja jednadzba postaje:

n

min ; (Tr (UXET) =y + b) + ATe (UDLUT). (3.8)
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Sada definirajmo:
Tr(Uk)sz) = [Vec (U b] [VCC ()?f)T I]T = V,{Z

Dy = [ Dy ®Oldk><dk (1) }’

pa (3.8) postaje:

min i (V,{/X\l - y,~)2 +ATr (V,{Ekvk) :
|

Oznadimo sada X = [X1,X2,....X,] 1y = [V1, Y2, .., Y], te dobivamo:
min Tr (V,{ (fXAT + /15,() Vk) —2Tr (v,{?yT) + Tr (yTy) . 3.9
Vi

Sada smo dobili da optimizacijski problem za Uy, b u jednadzbi (3.7) formuliran kao pro-
blem ridge regresije s obzirom na v;. Deriviranjem (3.9) s obzirom na v; 1 izjednacavanjem
s nulom dobivamo:

Z(W +/15k)vk —ZS(TyT =0

] — (3.10)
= v = (XX + D) X,

Nakon §to smo dobili rjeSenje za {U;, U, ..., Uy}, zato jer se jezgreni tenzor G moze

matricizirati u bilo kojem modu (naravno k < M), raunat ¢emo za G matriciziran u prvom

modu, tj. Gy, jer se takav pristup koristio i u [17]. Sada prvo vidimo vektorizirani oblik
Jjednadzbe 3.6:

vec (Wk) = U@ vec (Gk) ’

pa specijalno imamo i vec (W) = Uy vec (G1), te uvrStavanjem u (3.5)

n

. T 11T k 2 T 11T
r(r;ll{?;(vec(Gl) U®Vec(Xi)—y,~+b) + Avec(G) UgUgvec(Gy). 3.11)

Sada opet slijedi slicni postupak, ozna¢imo

X, = [(U® vec (Xlk))T 1] , 8 = [(VCC G))! b] ,

T
D:[U®OU® (1)] l X:[il,iz,...,in].
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Pa sada (3.11) mozZe biti prikazana kao problem ridge regresije o g;:
. T (v%T T T T
min Tr (gf (XX" + AD) &) - 2 Tr ((g] X") + Tr (v"y)). (3.12)
Deriviranjem gornje jednadzbe, s obzirom na g, i izjednaavanjem s nulom, imamo:
2(XX" +AD)g, - 2X"y" =0

. s (3.13)
= g = (XX" + D) Xy

Optimiziramo {Uy, U,, ..., Uy; G} tako $to ponavljamo ove korak redom do konvergencije.
Detaljno raspisan proces iteriranja je dan u 6.

Algorithm 6 Tuckerova ridge regresija

Input:
Ulazni tenzori X, i = 1,...,n. X; € R4X2XXdu i [abele Y € R, gdje je
¢ broj klasa akcija, a n broj primjera. Dimenzije R, R,, ..., Ry za jezgreni
tenzor.

Output: Matrice za svaku klasu {U{, vs,...,U;, Gy, b’} -

1: forr=1tocdo
2 fori=1tondo

3 if Y(r,i) = c,y(r,t) = 1; else, y(r, 1) = —1.
4: end for
5

Postavi ¢ = 0 i inicijaliziraj matrice U, U, ..., U},, G| s nasumi¢nim vrijednos-
tima.
6 repeat
7 r=t+1
8 fork=1to Mdo
9: IzraCunaj v; po (3.10).
10: end for
11: Izracunaj g; po (3.13).
12: until Convergence
13: end for

14: return |U, Uy, ..., Uy, Gy b |

C
r=1

Jednom kada imamo U, U, ..., Uy, Gy, b za c klasa, uz pomo¢ 7, dolazimo do odgo-
varajucih oznaka za odredeni testni podatak.
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Algorithm 7 Proces prepoznavanja
Input:

Ulazni tenzori (testni podaci) X;, i = 1,...,n. X; € R4*@x->dv_get parametara
(U, Us,..., Uy, G 1|

za svaku od c¢ klasa.
1

C
r=

Output: Predvidene oznake y za testne podatke
1: forr=1tocdo

2: IzraCunaj tenzor parametar za r-tu klasu, po formuli: ‘W" = G" X; U} X, U} X3
- Xy U 1’;/[
3: end for
4: fori=1tondo
5: Izracunaj predvidenu oznaku za X; za
C
y; = arg max ({(X;, W) +b") 1
r r=

6: end for

7: return Prepoznate oznake y

3.3 Podaci za treniranje i testiranje

KoriSteni podaci za treniranje 1 testiranje opisanog algoritma su skup podataka pod nazivom
People Playing Musical Instrument (PPMI) ([32]). U skupu podataka se nalaze slike ljudi
koji sviraju sedam razliCitih instrumenata. Instrumenti su: fagot, erhu, flauta, francuski
rog, gitara, saksofon i violina. Za svaki instrument dostupno je po sto slika za treniranje
i isto toliko za testiranje. Mozemo vidjeti kako izgledaju slike na 3.1. Svaka slika je
preoblikovana na dimenzije 128 X 128 piksela.

Prije ulaza slika u glavni algoritam postoji predobrada podataka koja se odvija u dvije
faze. U prvoj fazi svaka se slika provuce kroz algoritam za detekciju rubova. Za testiranje
odabrani algoritmi za detekciju ruba su:

1. Canny algoritam za detekciju ruba, jedan od najpoznatijih algoritama za detekciju
ruba. Poznat po vrlo to¢noj detekciji ruba 1 minimizaciji Suma.

2. Differenece of Gaussians (DOG) algoritam ukljucuje konvoluciju slike s dvije Ga-
ussove funkcije razlicitih veli¢ina kako bi se dobila aproksimacija gradijenta slike.

3. EdgeBoxes je algoritam koji uzima u obzir i snagu ruba i povezanost ruba kako bi
identificirao regije koje vjerojatno sadrze objekte.
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(c) Flauta

(d) Gitara (e) Saksofon (f) Violina
Slika 3.1: Slike iz skupa podataka PPMI bez ikakve obrade.

4. Laplacian of Gaussian (LOG) sli¢no kao DOG, samo koristi Laplaceovu Gaussovu
funkciju.

5. Pb operatori je algoritam koji procjenjuje vjerojatnost prisutnosti granice na svakom
pikselu slike. Ovaj algoritam je koriSten i u radu.

6. Sobel operator je jednostavan 1 Cesto koriSten algoritam koji izraCuna magnitudu

gradijenta slike konvolucijom s dvije male matrice filtera u okomitom i vodoravnom
smjeru.

7. Holistically-nested edge (HED) je model dubokog ucenja koji koristi potpuno spo-
jene konvolucijske neuronske mrezZe za predikciju ruba.

Od svih algoritama na kraju je HED dao najbolje rezultate, pa se on i koristio u konacnom
testiranju 1 na slici 3.2 je moguce vidjeti kako izgleda slika prije ulaza u algoritam i kako
nakon izlaza iz algoritma.

Nakon $to smo sve slike provukli kroz HED algoritam slijedi druga faza pripreme po-
dataka, a to je da se za svaku sliku dobije njezin HOG opisnik.
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Y

(a) Orginalna slika (b) Slika nakon

Slika 3.2: Slika prije i poslje prolaska kroz algoritam za detekciju ruba, to¢nije HED algo-
ritam

HOG

Histogram of Oriented Gradiens (HOG) je popularna tehnika za dobiti opisnik znacajki
koriSten u racunalnom vidu i obradi slike. Ukratko, metoda racuna veli¢inu gradijenta
1 orijentacije za svaki piksel na slici i zatim dijeli cijelu sliku u manje Celije u kojima
onda gradi histogram orijentacija gradijenata kako bi se predstavila raspodjela gradijenata
u cijeloj jednoj Celiji.

Na slici 3.3 mozemo vidjeti kako izgleda slika prije i nakon primjene HOG metode
na sliku. Kao Sto vidimo na slici preostaju samo bitnije informacije o rubovima i samim
oblicima, dok su nepotrebne informacije (u ovom kontekstu gdje nam je cilj prepoznati
objekte), poput boje, osvjetljenja itd. zanemarene.

HOG metoda ima nekoliko prednosti:
e invarijantna je na osvjetljenje, lokalne teksture 1 geometrijske deformacije

o cfikasna je i moZe se primijeniti na razlicite vrste objekata

Sama HOG metoda ima nekoliko parametara koje je mogude prilagoditi naSem skupu
podataka i1 naSem cilju, a neki od njih su:

e broj orijentacija: Broj smjerova iz kojih raCunamo gradijente
e velicina Celije: koliko piksela se nalazi u svakoj Celiji

e velicina bloka: koliko ¢elija ¢ine jedan blok



3.4. REZULTATI 45

(a) Originalna slika (b) HOG metoda

Slika 3.3: Slika prije i nakon prolaska kroz HOG algoritam

e velicina preklapajucih blokova

e pomak: koliko su pomaknute Celije od Celije

U radu se koriste nepreklapajuci blokovi dimenzije 16 X 16, s 4 orijentacije, pa je svaka
slika prikazana kao tenzor dimenzija 16 X 16 X 16, dok smo u ovom radu koristili veli¢inu
Celija 8 x 8 piksela, s preklapaju¢im blokovima dimenzija 2 X 2 i takoder 4 orijentacije, pa
se dobivamo tenzor dimenzija 15 x 15 X 16.

Konacno, nakon $to sve slike produ kroz obje faze dolazimo do konacnog skupa poda-
taka koji se onda koristi u algoritmu.

3.4 Rezultati

Za testiranje tonosti algoritama dostupno nam je po sto slika za svaki instrument, tj.
ukupno 700 slika. Postoje dva hiperparametra koje su u radu [17] namjeStali pa ¢emo
ih 1 mi istestirati.

Prvi od njih je A. Za vrijednosti koje testiramo ¢emo uzeti: 0.1, 1, 10, 30, 40, 50,
60, 70, 80, 100, 200, 500, 1000. Na grafu 3.4 vidimo da najbolje rezultate dobijemo za
A € {50,70,80} dok su u [17] najbolje rezultate dobili za A = 100. Zasad nastavljamo
testiranje s 4 € {50, 70, 80}.

Sljedeci parametar koji testiramo je R. R odreduje dimenziju jezgrenog tenzora, a onda
1 jednu dimenziju matrica umnos$ka. Na grafu 3.5 je prikazana tocnost u ovisnosti o vrijed-
nosti R-a, dok je 4 = 50. U slucaju da smo dobili viSe R-ova koji daju istu vrijednost birali
bi onaj manji. To nam je indirektni cilj, da nam jezgreni tenzor bude $to manje dimenzije,
jer tako kompresiramo podatke.
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Ovisnostvrijednosti lambda i toCnosti
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Slika 3.4: Ovisnost kvalitete rjeSenja 1 hiperparametra A

Na kraju odabiremo 4 = 50 i R = 7 te je broj slika instrumenata koje smo uspijeSno
klasificirali, s tako odabranim hiperparametrima, 485. MoZemo re¢i da nam algoritam radi
s to¢nosti 65.43% s obzirom na ovaj skup testnih podataka.

U radu [17] su dobili to¢nost od 71.57%, ali kako nisu to¢no objasnili parametre HOG
opisnika, tome pripisujemo razlike u to¢nosti. U radu spominju jo$ i algoritme koji se
baziraju na vektorskom prikazu podataka i navode podatak da je njihova tocnost 64.57%.

Za kraj je moguce joS vidjeti na grafu 3.6 kolika je to¢nost po svakom instrumentu i tu
se vide ocekivani rezultati. Algoritam lakSe razaznaje one instrumente koji imaju specifi¢an
oblik i1 drzanje npr. gitara i fagot.
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OVISNOST KVALITETE RJESENJAOR
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Slika 3.5: Ovisnost kvalitete rjeSenja od hiperparametru R

Tofnosti za svakiinstrument
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Slika 3.6: To¢nost algoritama za svaki instrument posebno
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Poglavlje 4

Dodatak - implementacija u Python-u

from skimage.feature import hog

from skimage import io

from skimage.transform import resize

import numpy as np

import tensorly as tl

from tensorly.tenalg import mode_dot, inner
import os

# Kreiranje skupa podataka za treniranje

filenames = ["flute", "erhu", "bassoon", "frenchhorn", "guitar",
"saxophone", "violin"]

cnt_all_img = 0

dataset = []

for i in range(len(filenames)):

print ("Dohvat.slika:", filenames[i])
for file in os.listdir("./dataset_hed/" + filenames[i] + "/
train"):
image = jo.imread("dataset_hed/" + filenames[i] + "/train
/" + file)
image = resize(image, (128,128))
image = image / np.max(image)

hog_image = hog(image, orientations=4, pixels_per_cell
=(8,8), cells_per_block=(2,2), visualize=False,
multichannel=False, feature_vector=False)

hog_vector = np.arrayChog_image)
hog_tensor = np.reshape(hog_vector, (15,15,16))
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dataset.append(hog_tensor)
cnt_all_img += 1
print ("Ukupan_broj.slika.za_ treniranje:", cnt_all_img)

# Kreiranje skupa podatak za testiranje
cnt_test_img = 0

dataset_test = []

for i in range(len(filenames)):

print("Dohvat._.slika:", filenames[i])
for file in os.listdir("./dataset_hed/" + filenames[i] + "/
test"):
image = jo.imread("dataset_hed/" + filenames[i] + "/test/
"+ file)
image = resize(image, (128,128))
image = image / np.max(image)

hog_image = hog(image, orientations=4, pixels_per_cell
=(8,8), cells_per_block=(2,2), visualize=False,
multichannel=False, feature_vector=False)

hog_vector
hog_tensor

np.array (hog_image)
np.reshape (hog_vector, (15,15,16))

dataset_test.append(hog_tensor)
cnt_test_img += 1

print ("Ukupno.slika..za_.testiranje:", cnt_test_img)
NUM_INS = 7

NUM_OF_TRAIN_FILES = cnt_all_img

M=3

nm_iter = 25

R =17

lamda = 50

dim = [15, 15, 16]
G_final = []

U_0_final = []

U_1_final []

U_2_final = []

b_final = []

for i in range (NUM_INS):
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y = np.ones(NUM_OF_TRAIN_FILES)
for j in range (NUM_OF_TRAIN_FILES):
if (i+1) * 100 <= j or j < i*100:
y[il = -1

# Incijalizacija G, U_1, U_2, U_3

tl.tensor (np.random.rand(R, R, R))

U = [tl.tensor(np.random.randn(15, R)),tl.tensor(np.random.
randn (15, R)), tl.tensor(np.random.randn(16, R))]

b =20

D
11

# Racunanje matricizacija od G za brze racunanje

G_unfold = [tl.unfold(G, ®), tl.unfold(G, 1), tl.unfold(G,
]

cnt = 0

while True:
cnt += 1

X_cap = np.zeros(M, dtype=object)
for k in range(M):

51

2)

X_cap[k] = np.zeros((dim[k]*R+1, NUM_OF_TRAIN_FILES))

for j in range(M):
U_tilde = np.kron(U[1],U[2])
if j == 1:
U_tilde = np.kron(U[0], U[2])
elif j == 2:
U_tilde = np.kron(U[0], U[1])
for k in range (NUM_OF_TRAIN_FILES):

X_tilde = tl.unfold(dataset[k],j) @ U_tilde @ np

.transpose (G_unfold[j])
X_cap[jl[:,k] = np.append(X_tilde.flatten(), 1)

D_j = G_unfold[j] @ np.transpose(U_tilde) @ U_tilde @

np.transpose(G_unfold[j])
D_tilde_j_help = np.kron(D_j, np.identity(dim[j]))
D_tilde_j = np.zeros((dim[j]*R+1, dim[j]*R+1))
D_tilde_j[®:dim[j]*R, 0:dim[j]*R] = D_tilde_j_help
D_tilde_j[dim[j]*R, dim[j]*R] = 1

v =np.linalg.inv(X_cap[j] @ np.transpose(X_cap[j]l) +

lamda * D_tilde_j) @ X_cap[j] @ vy
# Spremanje novog U_j
U[j] = np.reshape(v[:dim[j]*R], (dim[j], R))
b = v[dim[j]*R]
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# Racunanje novog G
U_kron = np.kron(np.kron(U[0], U[1]), U[2])
X_overline = np.zeros((R*R*R + 1, 700))

for k in range (NUM_OF_TRAIN_FILES):

X_tmp_1 = np.transpose(U_kron) @ tl.unfold(dataset[k
1,0).flatten()

X_overline[:,k] = np.append(X_tmp_1, 1)

D = np.zeros((R*R*R+1, R*R*R+1))

D[0:R*R*R, 0:R*R*R] = np.transpose(U_kron) @ U_kron

D[R*R*R, R*R*R] =1

G_tmp_1 = np.linalg.inv(X_overline @ np.transpose/(
X_overline) + lamda * D) @ X_overline @ y

# Spremanje G-a i racunanje matricizacija za sljedecu
iteraciju

G = tl.fold(G_tmp_1[:R*R*R], ®, (R, R, R))

G_unfold = [tl.unfold(G, 0), tl.unfold(G, 1), tl.unfold(G
, 2)1]

if cnt == nm_iter:
break

G_final.append(G)
U_0_final.append(U[O®])
U_1_final.append(U[1])
U_2_final.append(U[2])
b_final.append(b)
print(f"Zavrsio.za_{filenames[i]}.")

# Za svaki instrument racunanje W-a

CcC =

=
I}

for

7

np.zeros(c, dtype=object)

i in range(c):

W[i] = mode_dot (mode_dot (mode_dot(G_final[i], U_O_final[il],
0), U_1_final[i]l, 1), U_2_final[i], 2)

# Skup podataka za testiranje je slozen tako da
# prvo idu sve slike od flaute, pa onda erhua, itd.
def classification(a):

if a < 100: return O
if a < 200: return 1
if a < 300: return 2




136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154

53

if a < 400: return 3
if a < 500: return 4
if a < 600: return 5
return 6

# Racunanje konacne tocnosti
right_guessed = 0
for i in range(cnt_test_img):
maximum = -float("inf")
label = -1
for r in range(c):
tmp = inner (dataset_test[i],
if tmp > maximum:
maximum = tmp
label =r
if label classification(i):
right_guessed += 1

WLr]) + b_final[r]

print (f"Konacna._.tocnost:.{round(right_guessed/cnt_test_img*100,2)

IR
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Sazetak

Ovaj rad zapoceli smo detaljnim istrazivanjem nekih klju¢nih podrucja u vezi s tenzorima
i njihovim dekompozicijama u kontekstu racunalnog vida. Prvo smo se posvetili defini-
ranju nekih matricnih mnozenja koja su neophodna pri radu s tenzorima i1 njihovim de-
kompozicijama. Nakon toga, usredotocili smo se na definiciju tenzora i njithovih osnovnih
komponenti, kao $to su niti 1 odsjecci tenzora. Uz to, definirali smo osnovne operacije
s tenzorima koje su neophodne za njihovu obradu. Konacno, u kra¢em opisu, predsta-
vili smo SVD (Singular Value Decomposition) koji je tehnika za dekompoziciju matrica.
Sva ova teorijska podloga predstavlja osnovu za daljnje istrazivanje 1 primjenu tenzorskih
dekompozicija u raCunalnom vidu.

Nadalje, opisali smo Cetiri dekompozicije tenzora koje imaju kljuénu ulogu u obradi
visokodimenzionalnih podataka. Prva dekompozicija koju smo predstavili je CP dekom-
pozicija. Ova dekompozicija razdvaja tenzor na zbroj tenzora ranga jedan. Njena primjena
omogucuje izdvajanje bitnih informacija iz tenzora te smanjenje dimenzionalnosti uz mi-
nimalan gubitak informacija. Zatim smo opisali Tuckerovu dekompoziciju koja predstav-
lja snazan alat za analizu tenzora. Tuckerova dekompozicija rastavlja tenzor na njegove
osnovne komponente - jezgru i faktorske matrice za svaku dimenziju. Ova dekompozicija
omogucuje nam razumijevanje strukture tenzora i izdvajanje bitnih karakteristika. Posebno
smo istaknuli HOSVD, specijalnu verziju Tuckerove dekompozicije koja se moze smatrati
generaliziranom verzijom SVD-a za viSedimenzionalne tenzore. Naposljetku, predstavili
smo Tenzorski vlak dekompoziciju, najmladu dekompoziciju koja se razvila kako bi rijesila
odredene probleme ostalih dekompozicija. Ova dekompozicija pruza fleksibilnost i efikas-
nost u radu s tenzorima velikih dimenzija.

Nakon Sto smo detaljno opisali ove Cetiri dekompozicije, presli smo na primjenu Tucke-
rove dekompozicije s ridge regresijom. Implementirali smo ovaj algoritam s ciljem analize
1 razumijevanja radnji ljudi iz slika. Testirali smo algoritam na skupu podataka People
playing musical instruments (PPMI) te smo dobili rezultate koji potvrduju ucinkovitost
Tuckerove dekompozicije u prepoznavanju ljudskih radnji.






Summary

We initiated this work with in-depth research on key areas related to tensors and their
decompositions in the context of computer vision. First, we focused on defining certain
matrix multiplications that are necessary when working with tensors and their decompo-
sitions. After that, we delved into the definition of tensors and their basic components,
such as fibers and tensor slices. Additionally, we defined fundamental tensor operations
required for their processing. Finally, in a brief description, we presented Singular Value
Decomposition (SVD) as a technique for matrix decomposition. All this theoretical foun-
dation serves as a basis for further research and application of tensor decompositions in
computer vision.

Furthermore, we described four tensor decompositions that play a crucial role in proce-
ssing high-dimensional data. The first decomposition we introduced is CP decomposition.
This decomposition separates a tensor into a sum of rank-one tensors. Its application al-
lows us to extract essential information from tensors and reduce dimensionality with mini-
mal information loss. Next, we described Tucker decomposition, which is a powerful tool
for tensor analysis. Tucker decomposition breaks down a tensor into its core and factor
matrices for each dimension. This decomposition enables us to understand the structure
of tensors and extract significant characteristics. We particularly highlighted HOSVD, a
special version of Tucker decomposition that can be considered a generalized version of
SVD for multidimensional tensors. Lastly, we presented the Tensor Train decomposition,
the most recent decomposition developed to address specific issues of other decompositi-
ons. This decomposition provides flexibility and efficiency in handling large-dimensional
tensors.

After thoroughly describing these four decompositions, we proceeded to the application
of Tucker decomposition with ridge regression. We implemented this algorithm with the
aim of analyzing and understanding human actions from images. We tested the algorithm
on the People playing musical instruments (PPMI) dataset and obtained results that confirm
the effectiveness of Tucker decomposition in recognizing human actions.
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