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Uvod

Kada zastanemo i promotrimo prirodu oko nas, moZemo otkriti bogatstvo raznolikih i pra-
vilnih struktura koje se isprepli¢u u svakom kutku - od Sara na cvjetovima, preko raznih
motiva na koZzi Zivotinja pa sve do neZive prirode poput oblika pjeS€anih dina u pustinji.
Ovi raznoliki obrasci nisu samo estetski lijepi, ve¢ imaju kljucne funkcije u prirodi. Cvje-
tovi sa svojim Sarenim motivima privlace opraSivace, dok Zivotinjama uzorci uglavnom
sluZze kao kamuflaZza od predatora. Zebrine pruge stvaraju opti¢ku iluziju predatorima te
im na taj nacin oteZava procjenu brzine i rotacije zebre dok tr¢i medu visokim travama.

U ovom radu promatramo formiranje struktura s matematickog glediSta kako bi bolje
razumjeli proces stvaranja tih pojava. Za analizu koristimo reakcijsko-difuzijski sustav,
koji je uveo Alan Turing u svom radu u kojem prouc¢ava mehanizme koji stoje iza formi-
ranja oblika tijekom embrionalnog razvoja organizma. Njegov model sugerira da postoji
mreza kemikalija koje u bioloskim sustavima djeluju kao aktivatori i inhibitori. Aktivatori
poticu formiranje specificnih struktura, dok inhibitori ogranic¢avaju njihov rast. Klju¢no
Turingovo otkrice pokazalo je kako lokalne fluktuacije u koncentraciji ovih kemikalija
mogu rezultirati oblikovanjem sloZenih i raznolikih oblika.

Turing je doSao do ovog otkriéa jer je imao ideju da bioloski procesi dijele sli¢ne mate-
maticke principe s procesima u racunalnim strojevima. Njegova se vizija pokazala inspira-
tivhom i otvorila je vrata za novi nacin razumijevanja i povezivanja biologije s podru¢jima
kao Sto su teorija raCunarstva 1 automatsko programiranje.

Ovu temu zapocinjemo s matematickom teorijom, to jest definicijama i rezultatima
koje ¢e nam posluziti kao osnova za daljnje razumijevanje rada. Nakon toga, prou¢avamo
veé spomenuti reakcijsko-difuzijski sustav s dvije kemijske vrste istrazujuci kako razliciti
faktori utjeCu na oblikovanje prostornog uzorka unutar takvog sustava. Za kraj, analiziramo
reakcijsku-difuziju s jednom vrstom kako bismo istrazili dodatne ¢imbenike koji oblikuju
uzorak.

Rad se oslanja na djelo James D. Murray, Mathematical Biology II: Spatial Models and
Biomedical Applications, Springer, 2002. [6]



Poglavlje 1

Diferencijalne jednadzbe i stabilnost

U ovom poglavlju imamo nekoliko ciljeva pomocu kojih stvaramo temelje za daljnju ras-
pravu o reakcijsko-difuzijskim sustavima, koriste¢i definicije i rezultate koje smo ovdje
naveli. Za pocetak definiramo osnovne pojmove vezane uz diferencijalne jednadZzbe i sus-
tave diferencijalnih jednadZbi koji ¢e nam biti vaZzni u kasnijim poglavljima. Takoder,
fokusiramo se na pretvaranje nelinearnih sustava u linearne kako bismo olaksali mani-
pulaciju takvim sustavima i iskoristili prednosti koje nude linearni diferencijalni modeli.
Nakon toga, promatramo uvjete potrebne za stabilnost autonomnih sustava te dajemo iskaz
Hartman-Grobmanovog teorema pomocu kojeg moZemo promatrati ponaSanje nelinearnog
sustava u blizini stacionarne tocke.

1.1 Diferencijalne jednadzbe

Prvotno definiramo diferencijal i parcijalne derivacije kako bi bolje razumjeli teoriju dife-
rencijalnih jednadzbi. Radi jednostavnosti, u nastavku koristimo realne funkcije, iako se
sve moZze analogno definirati i za kompleksne funkcije.

Definicija 1.1.1 (Diferencijal od F u ¢, [4]). Funkcija F : C C R" — R"™ je diferencijabilna
u tocki ¢ ako postoji linearni operator DF(c) € L(R",R™), takav da vrijedi:
lim (e + 1) - Fc) - DE(WI| _
im =
h=0 lIAl]

Ako takav linearan operator postoji, zovemo ga diferencijal od F u c.

0.

Definicija 1.1.2 (Parcijalne derivacije, [4]). Parcijalne derivacije funkcije F u tocki c, u
OF;

oznaci 5(c) ili 0,;F(c), dane su s
J

6Fi . F,‘(Cl,...,Cj_l,Cj+h,C1'+1,...,Cn)_F,'(Cl,...,cn) . Fi(c+hej)_Fi(C)
—(c) = lim : = lim .
Ox; h—0 h h—0 h
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Definicija 1.1.3 (Obicna diferencijalna jednadzba, [10]). JednadZbu oblika

u' = f(x,u),

nazivamo obi¢nom diferencijalnom jednadZbom, gdje je f : Q € R*> — R funkcija s
otvorenim skupom Q. Uz pocetni uvjet u(xoy) = ug, gdje je (xg, ug) € &, problem nazivamo
inicijalnim, Cauchyjevim ili poCetnim.

U definiciji smo koristili kanonski oblik diferencijalne jednadzbe. Alternativan zapis
gornje funkcije je implicitan oblik f(x, u,u") = 0, gdje funkcija f ovisi o0 neovisnoj varijabli
x, funkciji u 1 njenoj derivaciji u’.

KaZemo da je funkcija u rjeSenje gornjeg inicijalnog problema na intervalu / C R ako
zadovoljava:

ueCl(I

graf {(x, u(x)) € R? : x € I} funkcije u je u domeni funkcije f

u'(x) = f(x,u(x)),xel

X0 € 1 u(xy) = ug

Inicijalni problem iz definicije 1.1.3 ima jedinstveno rjeSenje na odredenom otvorenom
intervalu u skupu R oko tocke x,. Preduvjet za postojanje jedinstvenog rjeSenja je nepre-
kidnost funkcije f i Lipschitz-neprekidnost po varijabli # na zatvorenom pravokutniku u
R? oko tocke (xo, ug). Najsiri povezani interval oko x; na kojem postoji rjeSenje se naziva
maksimalni interval egzistencije. RjeSenje se dobiva kao limes Picardovih iteracija koje
konvergiraju uniformno prema tom rjeSenju. Precizne iskaze s dokazima ovih tvrdnji i
definicije Lipschitz-neprekidnosti moguce je pronaci u [10].

Nadalje, promotrimo opceniti sustav diferencijalnih jednadZzbi kojega zapisujemo u
obliku:

0
—u = F(x,u), (1.1)
0x
gdjejeu : R — R” traZzena funkcija, a F : Q — R” zadana funkcija, pri ¢emu je Q C RXR”
otvoren skup. Ako kanonsku bazu u R" oznacimo s (ey, ..., e,), onda je u(x) = X7, u;(x)e;

vektorska funkcija realnih funkcija u; : I; € R — R. Za zadane (x,u) € Q, funkcija
F je oblika F(x,u) = X, Fi(x,u)e;, gdje su F; realne funkcije definirane na Q za sve
i=1,..,n

Jednadzbu (1.1) sada mozZemo raspisati na sljede¢i nacin:
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oUr = Fl(-x’ Uy ooy un)a
0x

Uy = FZ(xa U, ...y un)’

ox

—u, = Fu(x,uy, ..., up).

0x

Uz tu diferencijalnu jednadZzbu odgovarajuci inicijalni problem je definiran tako da za
zadane xp € R,uy € R"iF : Q — R” traZimo funkciju u : R — R” za koju vrijedi:

{ Zu(x) = F(x,u), (12)

U(XQ) = Up.

Analogno kao 1 kod obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, kazemo da je funkcijau : I —
R” rjeSenje gornjeg problema na otvorenom intervalu / C R ako zadovoljava:

e uec CY(I;RY)
o {(x,ux) eR" :xelleQ
o u(x) =F(x,u(x)), xel

° XOGIiU(X()):uO

Kao 1 kod obic¢nih diferencijalnih jednadZzbi imamo analogne teoreme za egzistenciju i
jedinstvenost rjeSenja kod sustava diferencijalnih jednadzbi. VisSe detalja o teoriji sustava
diferencijalnih jednadzbi moguce je pronaci u [8].

U nastavku definiramo sustav linearnih diferencijalnih jednadZzbi:

Definicija 1.1.4 (Sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi, [10]). Neka je I C R. Sustav
diferencijalnih jednadzbi:

uy = an(uy + ... + ap(Xu, + bi(x)

wy, = ap () + ... + az(X)u, + ba(x)

u, = an(Xuy + ... + apy(X)u, + by(x)
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gdjesua;; : 1 - Rib;: 1 — Rzai,j=1,..,n zadane neprekidne funkcije, nazivamo
sustavom linearnih diferencijalnih jednadzbi.
Uz pocetni uvjet u(xy) = uy dobivamo inicijalnu zadacu za sustav.

Za gornji linearan sustav diferencijalnih jednadZzbi moZemo staviti F; = a;(x)u; + ... +
ap,(u, + b;(x)te ¥ = (Fy, ..., F),).

Sada ¢emo definirati autonomni sustav koji se Cesto koristi za modeliranje prirodnih
fenomena i dinamickih procesa.

1.2 Linearizacija nelinearnog sustava

Odredena osnovna svojstva linearnih diferencijalnih jednadzbi poput egzistencije i jedins-
tvenosti rjeSenja ne vrijede za nelinearne sustave pa ih je ponekad korisno linearizirati. Taj
postupak je analogan zamjeni diferencijabilne funkcije s njezinim Taylorovim polinomom
prvog stupnja koji aproksimira funkciju u okolini odredene tocke, koristeéi prvi izvod te
funkcije u toj toc¢ki. Ova linearizacija nam omogucuje analiticko proucavanje sustava i
primjenu metoda linearnog sustava, $to je Cesto jednostavnije.

Za pocetak definirajmo autonomni sustav diferencijalnih jednadzbi:

Definicija 1.2.1 (Autonomni sustav diferencijalnih jednadzbi, [8]). Pripadni homogeni
sustav, sustava definiranog prema (1.1), definiran s u’ = F(u) zovemo autonomni sustav.

U autonomnom sustavu, desna strana ne ovisi eksplicitno o nezavisnoj varijabli x. Ako
bismo tu varijablu x predstavili kao varijablu vremena, tada promjene u autonomnom sus-
tavu ovise samo o trenutnim vrijednostima tih varijabli, a ne o izri¢itoj ovisnosti o vre-
menu. Analiza autonomnih sustava omogucuje nam razumijevanje stabilnosti, ravnoteze 1
dugoro¢nog ponasanja tih sustava.

Promotrimo sada nelinearan sustav diferencijalnih jednadZzbi oblika

2u = F(u(x)), (1.3)
ox

gdje je F: C € R" — R" poznata funkcija. Ideja je zamijeniti nelinearni sustav linearnim
sustavom koji je lokalno ekvivalentan oko stacionarne tocke.

Definicija 1.2.2 (Stacionarna tocka, [7]). Za tocku xy € R" kaZemo da je stacionarna tocka
(drugi nazivi: ravnoteZna i kriticna tocka) autonomnog sustava iz 1.2.1 ako vrijedi

F(xy) =0.
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Teorem 1.2.3 (Jacobijeva matrica, [4]). Neka je C C R" otvoren skup i F: C — R”"

[e

diferencijabilna funkcija u tocki ¢ € C. Tada sve parcijalne derivacije ;TF;(C) postoje.

Nadalje, ako definiramo matricu VF(c) € M,,,(R) s VF(c) = [%(0)], tada je VF(c) zapis
J

od DF(c) u paru kanonskih baza od R" i R™ te ju zovemo Jacobijeva matrica funkcije F u

tocki ¢

Definicija 1.2.4 (Linearizacijska matrica). Sustav diferencijalnih jednadzbi (1.3) linearizi-

ramo u okolini stacionarne x, ako ga aproksimiramo pomocu u’ = A(u — xy), za A € M,

koju definiramo pomocu Jacobijeve matrice A = [DF (xy)].
Matricu A zovemo linearizacijska matrica sustava (1.3)

1.3 Stabilnost autonomnih sustava

Za pocetak pocnimo od proizvoljnog rjesenja pocetne zadace (1.2) za sustav prvog reda.

Definicija 1.3.1 (Stabilnost sustava diferencijalnih jednadzbi, [10]). Neka je || - || norma na
R". KaZemo da je rjeSenje v : R — R" sustava (1.2)

e stabilno ako za Ve > 0 46 > O tako da za svako rjeSenje u sustava koje u pocetnom
trenutku zadovoljava
llee(x0) — v(xo)ll <6

vrijedi
[lu(x) —v(x)|| <€, x> 0.
e asimptotski stabilno ako je stabilno i dp > 0 tako da za svako rjeSenje u sustava
vrijedi
lu(x) = v(xo)ll <p = lim () = v(x)) = 0.

Pitanje stabilnosti je od velike vaznosti u raznim primjenama zbog Cinjenice da pocetne
uvjete sustava ¢esto ne mozemo egzaktno izmjeriti.

Kako bi uveli definiciju stabilnosti linearnog autonomnog sustava prvo definirajmo
spektar.

Definicija 1.3.2 (Spektar operatora, [S]). Neka je A linearan operator. Ako je
Av=Av zanekiv # 0,

kaZemo da je A € R svojstvena vrijednost operatora A, i v svojstveni vektor za svojstvenu
vrijednost A.
Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A zovemo spektar operatora A i oznacavamo s

o4 = {1 € R|Aje svojstvena vrijednost od A}.
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Teorem 1.3.3 (Stabilnost linearnog autonomnog sustava, [10]). Neka je A € M,(R) i 0(A)
njen spektar. Tada je linearni autonomni sustav u’ = Au

e stabilan ako i samo ako

YA1eo(A) Red < 0iRed =0 = matrica A je dijagonalizabilna

e asimptotski stabilan ako i samo ako

Yile o) Red <0.

U nastavku promatramo ponaSanje rjeSenja pocetne zadace u’ = F(u), u(0) = tu
stacionarnoj tocki y,, uz x > 0.

Definicija 1.3.4 (Svojstva stacionarne tocke, [8]). Neka je zadan sustav u’ = F(u) i neka
Jje uy njegova stacionarna tocka te ¢(-, u) rjesenje te pocetne zadace. Kazemo da je u

e stabilna stacionarna tocka (na intervalu [0, +00)) ako za Ye > 0, A6 > 0 takav da za
svaki u € R" za koji je |lu — ug|| < 6 i svaki x € [0, +o00) vrijedi ||¢p(x,u) — up|| < €

e nestabilna ako nije stabilna

e (lokalno) asimptoticki stabilna ako je stabilna i da > 0 takav da za ||lu — uy|| < a
vrijedi ¢(x,u) — ug kad x — oo

e globalno asimptoticki ako je stabilna i ako za svaki u € R" vrijedi ¢(x,u) — uy kad
X — oo,

U nastavku iskazujemo Hartman-Grobmanov teorem koji nam daje rezultat da se pona-
Sanje nelinearnog sustava, u blizini stacionarne tocke, moze dobro aproksimirati linearnim
sustavom.

Teorem 1.3.5 (Hartmann-Grobmanov teorem, [7]). Neka je U € R" otvoren skup koji
sadrZi tocku y,. Neka je funkcija F € C*(U) te pretpostavimo da je to¢ka y, stacionarna,
to jest da vrijedi F(u) = 0 i da matrica A = [DF(xy)] ima strogo pozitivne (negativne)
svojstvene vrijednosti. Tada postoji homeomorfizam H sa skupa U u skup V koji sadrZi
tocku ishodista, takav da za svaki u € U postoji otvoreni interval I1(u) C R koji sadrZi nulu
izasvakiu e Uit e I(u) vrijedi:

H(¢(w)) = ¢"H(u).



Poglavlje 2

Reakcijsko-difuzijski sustav

Reakcijska difuzija je pojava u kojoj kombinacija kemijskih reakcija i difuzije tvari re-
zultira stvaranjem prostornih uzoraka i struktura. Kada se tvari sudaraju i reagiraju jedna
s drugom, dolazi do promjene njihovih koncentracija. Istovremeno, difuzija omogucuje
Sirenje tvari kroz prostor, s tendencijom kretanja iz podrucja vece koncentracije prema po-
dru¢jima manje. Kombinacija ovih procesa moze dovesti do stvaranja sloZenih i raznolikih
uzoraka u sustavima. Teoriju sustava reakcijske-difuzije je uveo Alan Turing 1952. godine
(vidi [9]), jedan od utemeljitelja matematicke biologije, pa se obrasci reakcijske-difuzije
¢esto nazivaju Turingovi obrasci.

U biologiji, reakcijsko-difuzijski sustavi su klju€ni za razumijevanje formiranja raznih
struktura u organizmima. Primjerice, oni se koriste za proucavanje oblikovanja tkiva tije-
kom embriogeneze ili formiranje uzoraka pigmentacije kod Zivotinja. Ovi modeli omogu-
¢uju detaljno istrazivanje sloZenih bioloskih procesa i pomazu u razumijevanju osnovnih
mehanizama razvoja 1 funkcioniranja Zivota. U ovom radu posebno ¢emo se usredotociti
na primjenu reakcijsko-difuzijskih sustava u bioloSkom kontekstu.

Za lakSe razumijevanje prezentiramo nekoliko slikovnih primjera, kako bi bolje vizu-
alizirali pojam Turingovih obrazaca i lakSe pratili daljnju analizu.

Slika 2.1: Pustinja (slika preuzeta iz [1])  Slika 2.2: Kornjaca (slika preuzeta iz [1])
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B

Slika 2.3: Zebre (slika preuzeta iz [1])  Slika 2.4: Cvijet Canna (slika preuzeta iz [1])

2.1 Nestabilnost uzrokovana difuzijom

Za pocetak uvedimo op¢i oblik jednadZbe reakcijsko-difuzijskog sustava s dvije kemijske
vrste:

u = yfu,v) +Viu, v, =ygu,v)+dVv, 2.1)

gdje su f 1 g su kinetike reakcija dvije kemijske vrste, d je omjer koeficijenata difuzije te
Dy

dvije kemijske vrste (d = D_u)’ a y je koeficijent proporcionalan prostornoj domeni.

Difuzija u reakcijsko-difuzijskom sustavu uzrokuje nestabilnost koja se ponekad naziva
Turingova nestabilnost. Ona nastaje zbog nejednakih koeficijenata difuzije dviju tvari, to
jest kada je omjer koeficijenata difuzije d # 1. Ovo Turingovo otkriée je od velike vaznosti
zato Sto se do tada pretpostavljalo da difuzijski ucinci imaju stabilizirajuéi utjecaj na sustav.

Nas zanima pod kojim uvjetima difuzija uzrokuje nestabilnost stacionarnog stanja pa
u nastavku izvodimo nuzne i dovoljne uvjete za takav utjecaj. Za rubne uvjete opceg sus-
tava (2.1) uzimamo rubne uvjete nultog toka jer nas zanima samoorganizacija uzorka, a
uvjeti nultog toka impliciraju da nema vanjskog utjecaja na sustav. Takav uvjet odgovara
sustavu kemostata koji se koristi u laboratorijskim eksperimentima kako bi se odrZavala
stabilna populacija mikroorganizama u kontroliranim uvjetima. Uz dane pocetne uvjete,
matematicki problem je definiran na sljedeci nacin:

w, = yfu,v) + Viu, v, =yg(u,v)+dvv,
(m-V)(“)=0, redB, u(r,0), vr,0) dani,

gdje je OB rub zatvorene domene reakcijske difuzije B, a n je jedini¢na vanjska normala na
0B.
Homogeno stacionarno stanje (1, vo) gornje zadace je pozitivno rjesenje jednadzbi

fu,v)y=0, g(u,v)=0.

(2.2)
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Buduci da nas zanima nestabilnost koja je uzrokovana difuzijom, traZimo uvjete koji
zadovoljavaju da je stacionarno stanje (1, vo) linearno stabilno u odsutnosti difuzije, dok je
nestabilno zbog slucajnih poremecaja u prisutnosti difuzije. Drugim rijeCima, zanima nas
linearna nestabilnost stacionarnog stanja (u, vo) koje ovisi isklju¢ivo o prostornoj varija-
ciji. Prostorna varijacija se odnosi na promjene u koncentracijama tvari koje se javljaju na
razli¢itim mjestima u prostoru. Dakle, ako pretpostavimo suprotno, da prostorne varijacije
nema, homogeno ravnotezno stanje mora biti linearno stabilno. Odredimo uvjete kada to

vrijedi.
Za pocetak, lineariziramo oko stabilnog stanja (u, vo) tako da definiramo
_ (U — U
W = (v 3 VO) . (2.3)

Bez prostorne varijacije, u 1 v zadovoljavaju

ut = ')/f(l/l, V), vt = ')/g(l/l, V).

Za male |w| ta jednadzba je oblika

w, = yAw, A = (f” fv) , (2.4)
8u 8v) v

gdje smo za procjenu u stabilnom stanju uzeli Jakobijevu matricu A koju nazivamo ma-
tricom stabilnosti. Ova matrica opisuje koncentraciju tvari u prostoru i vremenu oko rav-
noteznog stanja. RjeSenje za w je oblika: w = Ce”, gdje je C konstanta, a A svojstvena
vrijednost. Primjetimo da je stacionarno stanje, za koje vrijedi w = 0, linearno stabilno ako
vrijedi Red < 0O jer u tom slu¢aju w — 0 kako t — co. Svojstvenu vrijednost A racunamo
izjednacavanjem eksponenata:

yfu - /lva
A — Al = -0
4 | Y8 Y& -4
2= y(fu+8) + V' (fugy — f,8) =0 2.5)

ode = 2 -[(fut g0 = NG+ 8.7 = 4fuss — Fig)]

Sada imamo uvjete za linearnu stabilnost stacionarnog stanja, odnosno Red < 0 vrijedi
ako su 4; 1 A, manje od nule. Da bi vrijedilo 4; < 0, mora biti zadovoljeno f, + g, <
0 ¢ime automatski vrijedi 4, < 0. Uz to mora vrijediti da je |f, + g,| veci od korijena
gornje determinante iz ¢ega dobivamo drugu jednadZbu u preciznije zapisanim objaSnjenim
uvjetima:

trA=f,+8, <0, |Al=|f.g — fr8l>0. (2.6)
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Sada analiziramo slucaj kada uklju¢imo difuziju u reakcijsko-difuzijski sustav. Kre-
nemo od pocetnog problema (2.2), zatim ponovo lineariziramo oko stabilnog stanja kako
bi dobili:

W, = yAwW + DV’w, D = 1o . (2.7)
0 d

Za rjeSavanje ove jednadzbe koristimo metodu separacije pa pretpostavimo da je rjeSe-
nje oblika W(r)7'(7), gdje je W(r) vremenski neovisno rjeSenje. Rubni uvjeti koje primje-
njujemo su uvjeti nultog toka, Sto znaci da vrijedi (n - V)W = 0 zar € dB. Uvrstimo
w(r, 1) = W(r)T(¢) u jednadzbu definiranu prema (2.7)

WmT' (1) = yYAW()T (1) + DV*W(@)T (¢)
YAW(r) + DV2W(r) T'(?) (2.8)
W) CT@)
gdje je A konstanta iz razloga Sto lijeva strana jednadZbe (2.8) ovisi iskljucivo o r, a desna

0 t pa iz tog razloga A ne moze ovisiti niti o r niti o . Shodno tome, rjeSavamo: yAW(r) +
DV?*W(r) = —AW(r), §to je za neki k (k*> > 0) oblika:

VW +k*W =0, (n-V)W =0 za r € 4B. (2.9)

RjeSenje za W je dano s W(r) = M cos(kr) + N sin(kr), gdje su M 1 N konstante.
IskoriStavanjem rubnih uvjeta se dode do izraza za k za koje je (k, W) svojstveni par, te
takve k, svojstvene vrijednosti, zovemo valni broj.

Nadalje, rjeSavanjem 7,(¢) + 4, T(t) = O dobijemo rjeSenje u obliku Ty(f) = Cre ™,
gdje su Cy konstante, a A svojstvena vrijednost koja odreduje vremenski rast.
Uvrstavanjem natrag, linearnom kombinacijom, dobijemo:

wir,0) = ) wilr,0) = > ce " Wy(r), (2.10)
3 3
gdje se konstante ¢, se dobiju analizom Fourierovog niza pocetnih uvjeta za w.

Uvrstimo 1i gornji izraz za w(r, f) u formulu definiranu prema (2.7), dobivamo AW, =
YAW; + DV*W,. Prema formuli (2.9), vrijedi jednakost VW, = —k*W,, pa slijedi AW, =
yAW,, — Dk*W,. Pretpostavimo da W ima netrivijalna rjeSenja kako bi mogli izratunati A
iz jednadzbe:

A=yfu+k v
— 17— 2 _
0 = |Al — yA + DK} e, PRSAGNPEY

= 2+ A1 +d) — y(f, + g)] + dk* — y(df, + g )k* + (Al
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Ozna¢imo li s h(k?) dio iz jednakosti koji nije vezan uz A dobivamo sustav jednadzbi:

A+ AR +d) = y(fu + g)] +h(k?) = 0

2.11
h(K?) = dk* — y(df, + g,)k* + Y*|Al. 1D

Stacionarno stanje (4, o) je linearno stabilno ako obje jednadzbe zadovoljavaju uvjet
Red < 0. Od prije znamo da, ako nema nikakvih prostornih ucinaka, stacionarno stanje je
stabilno ako vrijedi Red (k* = 0) < 0. Primjetimo da za k*> = 0, sustav jednadzbi iz (2.11)
je jednak formuli (2.5), dok zahtjev Red < 0 daje uvjete (2.6). Dakle, da bi stacionarno
stanje bilo nestabilno na prostorne poremecaje, treba vrijediti Red(k) > 0 za neki k # 0.
To je ispunjeno ako je u sustavu jednadzbi iz (2.11) ili A < 0 ili 2(k?) < 0 za neki k # 0. 1z
uvjeta (2.6) znamo da vrijedi f, + g, < 0 te za sve k # 0 vrijedi k*(1 + d) > 0. To povla&i

k2(1 + d) - y(fu + gv) > 0,

pa vidimo da je jedini nac¢in da vrijedi Red(k?) > 0 ako je h(k?) < 0 za neki k # 0.

Bududi da zahtijevamo da vrijedi |A| > 0 prema uvjetima iz (2.6), iz sustava jednadzbi
(2.11) slijedi da je jedini nacin da h(k*) bude negativan je ako vrijedi df, + g, > 0. Uz
drugi uvjet iz (2.6), f, + g, < 0, zakljuCujemo da mora biti d # 1 1da f, 1 g, imaju suprotne
predznake. Tako sada imamo dodatan uvjet uz one iz (2.6):

df,+g, >0=>d# 1. (2.12)

Nadalje, pretpostavimo f, > 01 g, < 0 iz Cega slijedi d > 1. Uvjet zapisan prema
(2.12) je nuzan, ali nije dovoljan za postizanje Red > 0. Da bismo imali h(k*) < 0 za neki
k # 0, minimum od h(k?) takoder mora biti negativan. Kako bismo dobili taj minimum,
deriviramo izraz za h(k?) iz (2.11) po k>

oh
— =2dk* - y(df, + g,) = 0.
Buduci da smo pretpostavili d > 1, u stacionarnoj to¢ki k2, se postiZze minimum. Kada
tu vrijednost vratimo u izraz za h(k?), dobivamo A,y

dfu + 8 df+ &)
o=yt 2 =yt A - =2 . 2.13
min =Y "5 4 [I | ] (2.13)
Sada je uvjet da vrijedi h(k*) < 0 za neki k # 0 jednak:
df. + &)
@fu+ 8 > Al (2.14)

4d
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Kada je h,;, = 0, slijedi |A| = m pa za fiksne kineticke parametre definiramo
kriticni omjer koeficijenata difuzije d. (nge je d. > 1) kao rjesSenje jednadzbe
(defu+ 8)°
Al = ————. 2.15
Al 4d, (2.15)

Kriti¢ni valni broj k., dobivamo zamjenom omjera koeficijenta difuzije d s d., u izrazu
za k?. iz (2.13)

min dcfu + gv
K=y 2t
C y zdc

Sredivanjem jednadZbe izraZene prema (2.15) dobijemo:
defu+ 8 = 2VIAld,.

Uvrstimo to natrag u k,:

k2 — cfu"'gv _ /lA fugv fvgu

Za sve k* za koje vrijedi h(k?) < 0, sustav jednadzbi (2.11) ima rjeSenje A koje je
pozitivno. RjeSenje od 4 je u obliku:

_RA+d) +y(futg) VIR +d) = y(fu + 8P = 4h(k?)
5 :

Izraz A = A(k*) zovemo mjera disperzije ili varijabilnosti. Raspon valnih brojeva za
koje vrijedi h(k*) < 0 je moguée izracunati u slucaju d > d,, jer tada postoji A, koji je
manji od nule, pa funkcija (k) ima nultotke k7 i k3. Raspon izmedu tih nultocki je raspon
nestabilnih valnih brojeva, a za njih vrijedi:

K= % |(df + g = df, + g7 — 4dA|| < &

y (2.16)
< 57 |@fi+ g0+ Vdf, + g7 — 4dIAl| =
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d>d.

Slika 2.5: Varijacije funkcije h(k*) za razli¢ite d prema formuli (2.11)

ReA

d>d.

Slika 2.6: Prikaz najveée svojstvene vrijednosti A(k?) prema formuli (2.11)

Iz grafova 2.512.6 vidimo da kada se omjer koeficijenta difuzije d poveca iznad kriti¢ne
vrijednosti d., funkcija i(k*) postaje negativna na konaénom rasponu valnih brojeva ki <

k* < k3, koji je linearno nestabilan.
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Primijetimo da unutar nestabilnog podru¢ja uz d > d,, ReA(k?) postize maksimum u
valnom broju k,,;,, koji smo izracunali u (2.13). To implicira da su komponente izraza za w
vece kako 7 raste i u tom slucaju vrijedi ReA(k?) > 0 (ostale komponente eksponencijalno
teze nuli). U nejednakostima zapisanima u (2.16) smo izracunali raspon valnih brojeva
kI < k* < k3 za koje vrijedi h(k*) < O te to, zajedno s ReA(k?) > 0, uvr§tavamo u izraz za
w iz (2.10) kako bi dobili aproksimaciju:

ko
w(r, 1) ~ Z ' ®W(r) za velike t. (2.17)
ki
Gornji izraz aproksimira prostornu funkciju w(r, 7) za velika vremena. Svaki ¢lan koji
se dobije razvijanjem sume predstavlja zasebnu komponentu svojstvene funkcije w pove-
zane s odredenim svojstvenim valnim brojem k, a sve te komponente zajedno Cine cjelo-
kupnu svojstvenu funkciju w.

Analizom i grafom disperzijske relacije moZemo odrediti koje su svojstvene funkcije,
odnosno prostorni obrasci, linearno nestabilni i eksponencijalno rastuci s vremenom. Ako
imamo konacan skup svojstvenih vrijednosti, valni brojevi su diskretni, Sto znaci da samo
odredeni k iz raspona navedenog u izrazu (2.16) igraju ulogu u tim nestabilnostima.

Kljuc¢na pretpostavka, koja se Cesto potvrduje u prirodi, jest da ¢e te linearno nestabilne
svojstvene funkcije koje eksponencijalno rastu s vremenom, a dobivene iz aproksimacije
(2.17), biti ogranicene nelinearnim ¢lanovima u jednadzbama rekacijske difuzije. Ova pret-
postavka sugerira da ¢e u nestabilnom stanju konacno prostorno rjesenje postati uocljivo.
Kljucan element ove pretpostavke je postojanje ogranicenog skupa kinetike, Sto znaci da
postoji odredeni skup reakcijskih brzina ili parametara koji kontroliraju nelinearne clanove
u jednadZzbama. Intuitivno, o¢ekujemo da ¢e ovaj skup, ako postoji, sadrzavati rjeSenja
kada je difuzija prisutna.

Razmotrimo ukratko izvedene uvjete koji su potrebni za stvaranje prostornih obrazaca
putem mehanizama reakcije-difuzije dvije vrste, izraZzene u obliku (2.2). Vazno je napo-
menuti da su svi izrazi derivirani pri stabilnom stanju (ug,vy). U tom kontekstu, izrazi
dobiveni iz (2.6), (2.12) i (2.14) imaju sljedeci oblik:

fu+gv<0, fugv_fvgu>0

dfu + & > 0’ (dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu) > 0.

Takoder, preduvjet je da su f, i g, suprotnog predznaka. Stoga, pod pretpostavkom da je
fu>01g, <0, prvaitrecanejednadzba impliciraju d > 1. Ako ozna¢imo f, i g, kao brzinu
stvaranja kemikalija u 1 v, redom, ovaj slu¢aj moZemo interpretirati na sljedeci nacin: uvjet
fu > 0 oznaCava poveCanje brzine stvaranja kemikalije # pa kemikaliju u tada nazivamo
aktivator, dok uvjet g, < 0 oznaCava usporavanje stvaranja kemikalije v pa kemikaliju v u

(2.18)
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tom slucaju zovemo inhibitor. Nadalje, definirali smo d kao omjer koeficijenata difuzije
g—:. Tada d > 1 ukazuje na to da inhibitor brZe difundira od aktivatora.
Ako promotrimo model reakcijske difuzije s jednom vrstom u dvije dimenzije:

— xﬂ

u_Do (e
ot  xOx ’

. . .. .. . .. . . . PR 1 2 v
moZemo primjetiti da koeficijent difuzije D ima mjernu jedinicu “44%0° 17 oyog moze-
vrijeme

mo zakljuciti da je prosjecna udaljenost na koju difuzija ima utjecaj u danom vremenu ¢

jednaka (Dt)%, a prosjecno vrijeme djelovanja difuzije za neku udaljenost s je proporci-
2 . g .

onalno vrijednosti 7 (vidi [3], Poglavlje 9).

Sada definirajmo
| 1

=— i 7,=—
|l 18]

gdje su 7, i 7, vremenske konstante povezane uz aktivaciju i inhibiciju, redom. UvrStava-
njem 7,17, udf, + g > 01uz nejednakost d > 1, to jest D, > D, slijedi:

Ty

D,t, < D\7,. (2.19)

Izraze \D,7, i \/D,r, moZemo redom interpretirati kao doseg ili raspon aktivacije
i inhibicije. Oni oznacavaju jedinicu duljine kojom se prostire koncentracija kemikalije,
odnosno koliko daleko njezin utjecaj doseze. U skladu s time, (2.19) izraZava da je raspon
inhibicije veci od raspona aktivacije (vidi [3], Poglavlje 11).

2.2 Primyjeri reakcijskih-difuzijskih sustava

U ovom poglavlju provodimo analizu reakcijsko-difuzijskih sustava s dvije vrste. Pristu-
pamo racunanju parametara i provjeri uvjeta, koje smo izveli, na dva primjera: jedan s
jednodimenzionalnom i drugi s dvodimenzionalnom prostornom domenom.

Zapocinjemo s primjerom koji je definiran na jednodimenzionalnoj prostornoj domeni.
Proucavamo najjednostavniji reakcijsko-difuzijski mehanizam koji je opisan sljede¢im pro-
blemom:

U = ’}/f(bt, V) t Uy = 7(‘1 —u- MZV) + Uxx,
Ve = ’)’g(u, V) + dvxx = 7(17 - MZV) + dvxx-
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g(u,v)=0

g>0 .‘-_

g<0

flu,v)=0

Slika 2.7: Graf funkcija f(u,v) =01 g(u,v) =0zaa=-0.11b=1.5

Stacionarno stanje (ug, o) je pozitivno rjeSenje f(u,v) = 01 g(u,v) = 0. Konkretno,
moZzemo ga izraziti na sljedeci nacin:

b
" (a+ b)Y’

Nadalje, izraCunavamo elemente matrice stabilnosti koji su izraZeni u (2.4)

up=a+b, v b>0, a+b>0. (2.20)

b-a
= = b)?
Ju T f, =(a+b) >0,
8u = —2b <0, g = _(a+b)2 <0, (2.21)
a+b

fugy — fr&u = (a+ b)2 > 0.

Primijetimo da vrijedi g, < 0, te iz uvjeta da su f, i g, suprotnog predznaka, slijedi da
je fu > 0, Sto implicira b > a. Dalje, provjerimo da su svi uvjeti iz (2.18) zadovoljeni:

fi+g <0=>b—-a<(a+b)
fugy = 1,84 > 0= (a+b)* >0
df,+g,>0=>db—-a)> (a+b)’
@fy + g = 4d(fugv = f,8u) > 0 = [d(b —a) = (a + b)’]* > 4d(a + b)".

(2.22)

Lijeve nejednakosti su uvjeti iz (2.18), a desne nejednakosti, uz b > a, definiraju do-
menu u (a, b, d) prostoru parametara koji se naziva prostor formiranja uzorka ili Turingov
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prostor. U tom prostoru, sustav postaje nestabilan na prostorne poremecaje karakterizirane
odredenim valnim brojevima k. Sada ¢emo pristupiti odredivanju tih valnih brojeva. Za
pocetak definiramo domenu kao x € (0, p), gdje je p > 0, a zatim nastavimo s izracunom
prema formuli iz (2.9):

W.+kEW=0, W,=02za x=0,p. (2.23)

RjeSenje gornje obi¢ne diferencijalne jednadzbe je oblika:
W(x) = Acos(kx) + Bsin(kx),
gdje su A i B konstante. Bududéi da ova jednadzba zadovoljava W, = Oux =01ix = p,
slijedi
0=W() = -Asin(0) + Bcos(0) > B=0
0=W(p) = -Asinlkp) = kp =nn = k = %T,n €.

Sada dobivamo:

nxm

W,.(x) = A,cos (—) , nez,
p

gdje su A, proizvoljne konstante. Svojstvene vrijednosti su diskretni valni brojevi k =
%. U skladu s uvjetima izrazenima u (2.21), postoji raspon valnih brojeva unutar granica
definiranih u (2.16), gdje pripadajuée svojstvene funkcije W, postaju linearno nestabilne.
Sada ¢emo izraCunati kf i k% koristeci stabilna stanja definirana u (2.22)

K03 = @+ 8 = Vdf,+ g7 = 4diAl|

e
2d

(a+b)* +d(a—b) N \/((a+b)3+d(a—b)

2
- 2
a+b a+b ) 4d(a+5)

Y

= 2d(a+b) (@+b)’ +da—b)=+ \/[(a+b)3 +d(a—-b)]* - 4d(a + b)*
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Uvodimo oznake M i R te imamo analogne nejednakosti kao u (2.16)

2
yM(a,b,d) = k2 < K> = (%) < k2 = yR(a, b,d),

—(a+b)—da-Db)- \/[(a + by} +d(a - b)|* - 4d(a + b)*

- 2.24
M(a,b,d) 21D (2.24)
—(a+b)*—da-Db)+ \/ [(a + b)? +d(a - b)]* — 4d(a + b)®*
Ria,b.d) = 2d(a + b) '

Primijetimo vaznost y u gornjem intervalu. Uzmimo n = 1 Sto implicira k = ;—r, te
fiksirajmo parametre a, b 1 d. Ako je vrijednost parametra y dovoljno mala, tada dolazimo
do zakljucka da ne postoji raspon valnih brojeva k, za koje svojstvena funkcija W postaje
linearno nestabilna. To znaci da sve komponente iz formule (2.17) eksponencijalno teze
nuli, Sto rezultira stabilnim stacionarnim stanjem.

Prostorno heterogeno rjeSenje moze se izraziti kao zbroj nestabilnih komponenti, defi-
nirano analogno formuli (2.17), na sljedeéi naCin:

2.2

wix, 1) ~ ) Cuexp [a ("7’;) t] W (r), (2.25)

gdje je A pozitivno rjeSenje sustava jednadzbi (2.11) s parcijalnim derivacijama iz (2.21).
Parametri n; 1 n, su definirani kao n; = L’%’“J te n, = [”7/‘2], dok su C, konstante koje se
odreduju analizom Fourierovog niza pocetnih uvjeta za w.

U bioloskom kontekstu, po€etni uvjeti ukljuuju odredenu stohasti¢nost, Sto znaci da
¢e Fourierov spektar sadrzavati razne Fourierove komponente. Drugim rije¢ima, C, Ce biti
razli¢ite od nule. Stoga, pretpostavljamo da je parametar y dovoljno velik kako bi osigurao
postojanje dopustivih valnih brojeva unutar nestabilnog raspona k.

Promotrimo sada drugi primjer s dvodimenzionalnom domenom B definiranom s 0 <
x < p,0 <y < g, gdje je pravokutna granica oznacena s dB. U ovom slucaju, umjesto
problema svojstvenih vrijednosti iz (2.9), imamo sljedeci:

VW + kW =0, (n-V)W =0 za (x,y) € dB. (2.26)

Ovu jednadzbu rjeSavamo metodom separacije, pretpostavljajuci rjeSenje u obliku
W(x,y) = X(x)Y(y). UvrStavanjem ovog izraza u (2.26) dobivamo:

X" (X)Y(y) + X(0)Y"(y) + K X(x)Y(y) = 0,
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uz rubne uvjete X’(0) = X'(p) =01 Y’ (0) = Y’'(¢g) = 0. Dijeljenjem s X(x)Y(y) dobijemo:

X' Y0 _
X(x) Y()

Zasebno pronalazimo rjeSenja za X 1 Y, analogno kao u (2.23). Dobivamo X(x) =
Ancos (BZ) sk, = 1 Y(y) = Aycos (") s k,, = 2, gdje sun,m € Z.
Konacno rjeSenje dobivamo uvrStavanjem ovih izraza u pocetnu jednadzbu (2.26)

Wi(x,y) = Cpucos (@) cos (M) , Com=A+A,,
p q

2 2
K =k + k2 =ﬂ2(%+%).
Analogno kao i u jednodimenzionalnom problemu, uvodimo oznake M i R prema for-
muli (2.24). Pretpostavimo da je vrijednost parametra y dovoljno velika kako bi raspon
nestabilnih valnih brojeva sadrzavao barem jedno moguée rjeSenje. Dvodimenzionalna
rjeSenja Wy (x, y) definirana formulom (2.27) su linearno nestabilna za valne brojeve k koji
se nalaze unutar nestabilnog intervala definiranog analogno prema formuli (2.24). Nesta-
bilne komponente se izrazavaju sli¢no kao u aproksimaciji iz (2.17):

(2.27)

2 2
yM(a,b,d) = K < k* = 1 (1% + %) <k = yR(a, b, d),
) (2.28)

w(x,y, 1) ~ Z Cn,me/l(kz)tcos (%) cos (?

gdje je A(k?) pozitivno rjeSenje (2.11) s parcijalnim derivacijama definiranih od f i g prema
formuli (2.21). Kako vrijeme ¢ prolazi, prostorni uzorak koji se razvija je sastavljen od
komponenti iz formule (2.28).

2.3 Utjecaj velicine domene na oblikovanje uzorka

U ovom potpoglavlju istrazujemo promjene u prostornoj raspodjeli populacije kada mi-
jenjamo veli¢inu prostornog podrucja u kojem se populacija Siri. Analizu temeljimo na
primjeru s jednodimenzionalnom prostornom domenom iz proslog potpoglavlja.

Prvo proucavamo slucaj smanjenja veli¢ine domene vy do te mjere da samo jedan valni
broj k ulazi u raspon nestabilnih valnih brojeva definiranih prema formuli (2.24). Tada je
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jedina nestabilna komponenta W; = cos (’;—”), a prostorno heterogeno rjeSenje koje dobi-
jemo prema rezultatu u formuli (2.25) je:

2
w(x, 1) ~ Ciexp [/l (71_2) t] cos (E) ,
p p

gdje je A pozitivno rjeSenje sustava jednadzbi (2.11) s parcijalnim derivacijama iz formule

(2.21), pri Cemu je k* = (1—’;)2 Sve ostale komponente opadaju eksponencijalno s vreme-
nom. Konstanta C; se odreduje iz pocetnih uvjeta. Za daljnje raCunanje pretpostavimo da
je C; oblika C; = (€, €) za mali € > 0 te uzmimo w kako smo definirali prema formuli
(2.3). Tada slijedi:

2
u(x,t) ~ uy+ € - exp [/1(1%) t] cos (%) . (2.29)

Ova nestabilna komponenta je rastuce, dominantno rjeSenje koje se pojavljuje kako
vrijeme ¢ raste. Ovaj uzorak je predviden disperzijskom relacijom prikazanom na sljedecoj
slici 2.8 gdje je jedna komponenta nestabilna (za n = 1), dok su sve ostale komponente
stabilne 1 za njih vrijedi Red < 0. Podsjetimo se da je veza izmedu frekvencije w i valnog

2n

broja k dana izrazom w = <.

ReA(w)

0| 4p’/9 p’ 4p? w?(=4p?/n?)

Slika 2.8: Disperzijska relacija za faktor rasta ReA(w) s jednom nestabilnom komponentom
(zan=1)

Na sljedecoj slici 2.9 prikazan je prostorni uzorak rezultata za mehanizme reakcijske
difuzije. Podrucje obojano plavom bojom predstavlja koncentraciju iznad ravnotezne vri-
jednosti, dok neosjencano podrucje predstavlja koncentraciju ispod ravnotezne vrijednosti.
Ovaj nacin prikazivanja rezultata koristan je u podrucju razvojne biologije, posebno kod
problema oblikovanja uzoraka, gdje se pretpostavlja da se stanice dijele kada je koncentra-
cija odredenog morfogena iznad ili ispod odredene granice.
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u> Uy u < uy

0 p/2 p X

Slika 2.9: Primjer prikazivanja rezultata prostornog uzorka

Promotrimo S$to se dogada kada pove¢amo veli¢inu domene. Pretpostavimo da je u
pocetku v = 7y, kao Sto je prikazano na slici 2.8 1 dovodi do uzorka prikazanog na slici
2.9. Nakon toga, pretpostavimo da je y = 4vy;. Ovaj slucaj je ekvivalentan y; s domenom
koja je 4 puta veca. Disperzijska relacija za ovaj slucaj prikazana je na sljedecoj slici - to
je ista disperzijska relacija kao na slici 2.8, ali pomaknuta tako da valna duljina nestabilne
komponente sada iznosi w = p, odnosno n = 2. Kako domena raste, ona ukljucuje i uzorak
s n = 2 (Sto je domena veca, ukljucuje viSe komponenti).

Sli¢no tome, ako je domena dovoljno mala, na primjer y = 7. (gdje je vy. kriticna
vrijednost koja ne dopusta nikakav heterogeni uzorak), tada je odnos disperzije pomaknut
udesno na sljedecoj slici pa tako nece dopustiti ni valnu duljinu s » = 1. U tom slucaju
nema nestabilnih komponenti pa se ne moZe generirati prostorni uzorak.

ReA(w)

y=4y1 Y=Y1 Y<Ye<y1

0 / p \ : 4p? w . w(=4p*/n)

Slika 2.10: Disperzijska relacija za Red(w) kada je jedna komponenta nestabilna (zan = 2)
za veli¢inu domene 4y,
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Sljedeca slika 2.11 prikazuje prostorni uzorak u slu¢aju uvecane domene, uzimajuci u
obzir da redoslijed plavih i bijelih pruga moze biti obrnut - to ovisi o po€etnim uvjetima:

u>u0 u<u0 u>u0

Slika 2.11: Prostorni uzorak

Primijetimo da, u istom dvodimenzionalnom primjeru s nestabilnim komponentama
izrazenim pomocu (2.29), kada fiksiramo v, odredene komponente postaju nestabilne, dok
druge ostaju stabilne. Koje komponente Ce biti stabilne, a koje ne, ovisi o veli¢ini domene
mjerenoj duljinom p i Sirinom gq.

Primjeri koje smo obradili su generirali uzorke u obliku pruga. Medutim, reakcijski-
difuzijski sustavi, kada su u stabilnom stanju, mogu generirati Sirok spektar razli€itih pros-
tornih oblika, poput mrlja, krugova ili sloZenijih struktura, ovisno o parametrima sustava.
Takvi prostorni oblici se nazivaju uzorci s konacnom amplitudom, jer fluktuacije, u vrijed-
nostima komponenti sustava, ne rastu s vremenom. Stabilno stanje znaci da su ti obrasci
odrzivi tijekom vremena, bez tendencije da gube svoj oblik.

Primjer 2.3.1. Riba zebrica

Prisutnost karakteristicnih pruga i mrlja na tijelu ribe zebrice (Danio rerio) predstav-
lja zanimljiv primjer oblikovanja uzoraka u bioloskim sustavima, koji se moZe objasniti
reakcijskom difuzijom. Ovi prepoznatljivi obrasci pruZaju uvid u sloZene prirodne procese
koji generiraju ove uzorke. Riba zebrica, popularna kao kucni ljubimac, koristi svoj pig-
mentni uzorak za zastitu od predatora, kamuflaZu i prepoznavanje drugih jedinki iste vrste.
Njihov uzorak ostaje dinamican u rastucim ribama te se s povecanjem velicine pojavljuju
nove pruge, pri cemu se razmak izmedu pruga uglavnom odrZava konstantnim.

Zanimljivo je da su genetske mutacije u genu leopard povezane s promjenom pigment-
nog uzorka kod ovih riba. Umjesto pruga, ribice s mutacijama u genu leopard razvijaju
mrlje na svom tijelu. Detaljne vizualizacije utjecaja tog gena mogu se pronaci u [2].
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Ovaj primjer odgovara sljedecem matematickom modelu:

u, =au—bv+c—eu+Vu,
Vv = fu—g—hv+dVv,
0<x,y<P

Model predstavlja sustav s dvije kemijske tvari, oznacene s u i v, koji se odvija u dvo-
dimenzionalnom prostoru s ogranicenom prostornom domenom. Konstante a, b, c,e, f, g, h
odreduju kinetiku reakcija, dok parametar d predstavlja difuzijsku stopu.

Dvodimenzionalni uzorak, koji se generira prema gornjim jednadZbama, vrlo je osjet-
ljiv na promjene u parametrima koje uzrokuju mutacije. Za odredivanje koji parametar naj-
bolje modelira obrasce nastale mutacijom gena leopard, provode se simulacije s postupnim
promjenama parametara. Kako bi se uzelo u obzir rast koZe riba, postupno se poveéava
veli¢ina prostorne domene. Detaljniji prikaz simulacija i njihovih rezultata moguce je
pronaciu [2].

2.4 Ucinak promjene parametara na formiranje
prostornih uzoraka

U prethodnim potpoglavljima, analizirali smo reakcijsko-difuzijske sustave 1 njithovu spo-
sobnost generiranja prostornih uzoraka. Sada ¢emo istraZiti kako promjene parametara u
tim sustavima utjecu na formiranje uzoraka.

U nasem modelu, parametri a, b i d igraju klju¢nu ulogu u odredivanju prostornih uzo-
raka. Uvjeti za generiranje uzoraka izraZeni su sustavom nejednadzbi iz (2.22). Medutim,
ovi izrazi mogu biti algebarski neuredni i teski za rjeSavanje. Kako bismo olakSali analizu,
ideja je da stacionarno stanje (1, vo) izrazimo u ovisnosti o parametru a i pocetnoj vrijed-
nosti uy, za up > 0. Novo stacionarno stanje dobivamo sredivanjem izraza za stacionarno
stanje iz (2.20):

Uy —a

2
u

b=uy—a, vy=
Racunamo elemente matrice stabilnosti uvrStavajuci b u (2.21):

fom————=1-=, f,=(a+uy-a) = u,
0

2 2
gu= = , & =—(a+uy—a)y =-u.
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Sada ¢emo izraziti uvjete za nestabilnost uzrokovanu difuzijom definiranom s (2.18)
kao nejednakosti izraZene preko parametra u,. Prvi uvjet nam daje sljedece izraze:

2 uo(1 — 12
fu+gv<0:>a——a—u§:>a>¥
Ho (2.30)
uo(1 +u(2)) uo(1 +u(2))
b:uo—a>T:>b:T.

U posljednjem redu, nejednakost je zamijenjena jednakosc¢u kako bismo dobili grani¢nu
krivulju. Na isti nacin pristupimo i ostalim uvjetima. Drugi uvjet je automatski zadovoljen:

18 — 18> 0= ué > 0.

Treéi uvjet zahtijeva sljedece:

) d — u?
df, +g,>0= dluo ~ 24) +uy>0=a< old ~ ) uo),
Uuo 2d

uo(d+u3) uo(d+ug)
b—uo—a>T:>b—T.

(2.31)

Sredimo i Cetvrti uvjet:

(dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu) >0
= [uo(d - uf) - *_ddud
o(d — u3) — 2da| - 4duf > 0
= 4d’d” - daduy(d - u3) + |ui(d — 13)* - 4dug| > 0.
RjeSavajuci tu kvadratnu nejednakost, dobivamo:
Ug 2ug “3) e Ug ( 2u “3)
a<—|1- ——|ilia>—|1+ -—].
2 ( Vid) d 2\ Vg d
Ove dvije nejednakosti rezultiraju dvjema grani¢nim krivuljama:
Uo 2uy ué) Uo ( 2ug “3)
a=—|[1- -—|, b=uy—a=—|1+ + —
2 ( Va) d 2 Vi)

2 u 2 u
a—@(l+ ol ——0), b:uo—a:@(l ol —0).

T2 Vid) d 2\ TV T d

Granicne krivulje i ograni¢ena domena, definirane parametarski pomocu izraza (2.30)
do (2.32), odreduju prostor parametara, poznat kao Turingov prostor. U tom prostoru
stabilno stanje moze biti difuzijski videno kao nestabilno. Drugim rijeCima, stabilno stanje,

(2.32)
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koje bi samo po sebi bilo stabilno u izolaciji, postaje nestabilno kada se uzmu u obzir
prostorne interakcije Sto dovodi do formiranja prostornih oblika.

Prethodno smo utvrdili da su f, i g, suprotnih predznaka pa prema prvom i treem
uvjetu iz izraza (2.22) slijedi b > a te tako d > 1.

Pretpostavimo da u, poprima niz pozitivnih vrijednosti pa izraunajmo a i b za zadani
d. Primijetimo da ako prvi uvjet izraza (2.32) vrijedi, tada je automatski zadovoljen 1 uvjet
iz (2.31), zbog pretpostavke u, > 0. To mozemo zapisati kao:

<@(1 2I/t0 u%)<@(1 M%):M‘

2\ Vo d) 2 d 2d
Takoder, buduc¢i da je d > 1, vrijedi:
uo(d —u?) 1
TO > Eu()(l - M%)

Stoga krivulja definirana pomoc¢u (2.30) leZi ispod krivulje definirane izrazom (2.31).
Ako koristimo prvu krivulju iz (2.32), dobivamo prikladnu domenu. Nadalje, budu¢i da

vrijedi:
uo(d — u? 2 u?
—0( O)<@1+ 1o __09
2d 2 Vid) d
nije moguce pronaéi domenu koja zadovoljava uvjet (2.31) i drugu krivulju iz izraza (2.32).
Konacno, za rjeSavanje ovog problema potrebne su nam samo dvije parametarske kri-
vulje koje smo definirali pomocu (2.30) i prve krivulje iz formula (2.32). Turingov prostor
je definiran na sljedeci nacin:

1 1
a> EMO(I — u(z)), b= 5“0(1 + u%),

2
Up 2”0 u
et

“<2(1 Vi) d)’ 2( "V d)'

Za d = 1, gornje krivulje dovode do kontradikcije, Sto znaci da za d = 1 ne postoji
Turingov prostor. Za d > 1, Turingov prostor pocinje rasti kada je d vee od kriti¢ne vri-
jednosti d., gdje dvije plohe u prostoru (a, b, d) definiraju taj prostor. Medutim, ¢ak i ako
su a 1 b unutar Turingovog prostora za dani d > 1, to ne garantira generiranje prostornih
uzoraka zbog vaznosti veliine 1 geometrije domene. Ovisno o veli€ini vy 1 stvarnoj pros-
tornoj domeni, nestabilne svojstvene funkcije ili komponente mogu biti bez dopuStenog
rjeSenja.

Primjecujemo da je u stvaranju uzoraka klju¢no uskladivanje vise faktora i prilagodava-
nje parametara. Promjena jednog od tih parametara moZze rezultirati prelaskom iz jednog
nacina formiranja uzorka u drugi.

2
2ug Uy

Uo
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Dakle, disperzijski odnos za opéi reakcijski sustav (2.1) dobiva se rjeSavanjem jed-
nadZzbe A(k?) iz (2.11). Nacin na koji provjeravamo postojanje nestabilnih prostornih kom-
ponenti je analizirajuéi ima li funkcija h(k?) iz (2.11) negativna rjeSenja za k* # 0. Ove
situacije smo imali prikazane na slici 2.5. Funkcija i(k?), koja se bazira na derivacijama
funkcija f i g u stabilnom stanju (i, vo), kvadratna je u parametru k>. Toc¢ka k,,;,, oznacava
mjesto gdje se postize minimum funkcije h(k?), $to ujedno odgovara tocki gdje se postize
maksimum od Re. Tako je najveci faktor rasta neke komponente jednak e*®n)". Izrazi za
Rpin 1 kiin dani su na sljedeci nacin:

Y g
Ponin = h(kinin) = vy df? + gv = 2(fugv — 210841 >
(2.33)
2 = yw
min 2d *

Tocka izmedu prostorno stabilnih i nestabilnih komponenti javlja se kada je A,,;, = O.
U tom slucaju postoji kriticni valni broj k. = k,;,. U sluaju konacnih domena, odabirom
Sirine intervala nestabilnih valnih brojeva, mozemo izolirati odredenu komponentu 1 uciniti
je stabilnom 1ili nestabilnom. Pretpostavimo d = d. + €, gdje je 0 < € <« 1, uz fiksne
kineticke parametre. 1z izraza za k,,;, slijedi:

24K
y - dCfM + gV.

Variranjem parametra y moZemo izolirati bilo koju komponentu kojoj Zelimo promi-
jeniti stabilnost. Pretpostavimo da su 7 i kineticki parametri fiksni i neka vrijednost pa-
rametra d raste od svoje granicne vrijednosti d.. Kada pustimo d — oo iz (2.33), slijedi
Ryin — —oo jer prvi Clan —yzf‘l—f“z — —oo §to dovodi do Red —» o i1 — oo. Proma-
tramo sada kako izgleda interval nestabilnih valnih brojeva, koji smo izrazili u (2.16) pa
pustanjem d — oo dobivamo:

k% ~ 0, k% ~ 7ﬁt

Svaki par parametara (d,y) odreduje jedinstvenu parabolu A(k?), koju smo definirali u
izrazu (2.11), 1 s njom se odreduje skup nestabilnih komponenti. MoZemo stoga podije-
liti ravninu (d, y) na podrucja u kojima su odredene komponente ili skupine komponenti
difuzijski nestabilne. Kada postoji viSe nestabilnih komponenti, zbog oblika disperzijske
relacije, jasno postoji komponenta s najve¢om brzinom rasta jer postoji maksimum ReA, §to
je vidljivo na slici 2.6. Prostor (d, y) je samo jedan od relevantnih prostora za razmatranje,
a vazna upotreba ovakvih prostora je mjera otpornosti na slucajne varijacije parametara. U
procjeni osjetljivosti modela uzimamo u obzir i veli¢inu i oblik Turingovog prostora koji
ukljucuje sve kineticke parametre.



Poglavlje 3

ProsSirenje modela reakcijske difuzije

U ovom poglavlju analiziramo model reakcijske difuzije s jednom vrstom te ga proSirujemo
kako bismo istrazili dodatne elemente koji mogu utjecati na oblikovanje uzorka. Proucit
¢emo promjene u rezultatima kada mijenjamo rubne uvjete i kriticnu veli¢inu domene.
Kroz primjer ¢emo ilustrirati kako ove promjene utjeCu na prostornu raspodjelu populacije.

3.1 Reakcijska-difuzija s jednom vrstom

U prethodnom poglavlju smo vidjeli da, ako je veli¢ina domene nedovoljno velika, odnosno
ako je vrijednost parametra y premalena, modeli reakcijske difuzije s rubnim uvjetima
nultog toka ne mogu generirati prostorne uzorke. Uvjeti nultog toka impliciraju da je
domena zatvorena na vanjski utjecaj. Sada ¢emo analizirati jednadZbu reakcijske difuzije
jedne reakcije koja je u obliku:

u, = f(u) + DV?u. (3.1)

Varijablu # moZemo zamisliti kao gustocu naseljenosti vrste, dok f(«) opisuje dinamiku
vrste. Pretpostavimo da vrijedi f(0) = 0, f'(0) # 01 f(u;) =0zai=1,2,..,k, gdjejek
broj stabilnih stanja. Koeficijent difuzije D predstavlja mjeru rasprostranjenosti vrste.

Zapoc¢nimo analizu jednodimenzionalne domene x € (0, L), uz k = 3 i uvjete nultog
toka u(0, r) = u(L,t) = 0. Matematicki problem koji razmatramo je sljedeci:

u; = f(u) + Duy,,
u,t) =u(L,t) =0, u(x,0)=uy(x),

f0)=0, f(©0)>0, f(u)=0, f'(uz)>0,
fu) =0, f(u)<0, i=13,

(3.2)

gdje je uy pocetna distribucija populacije.

28
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Za pocetak pokaZzimo da su prostorni uzorci odrzZivi u ovom modelu.
U prostorno homogenom slucaju, stanja u = 0 i u = u, su nestabilna, dok su u = u; 1
u = ujz stabilna. Ako pretpostavimo da nema difuzije, vrijednost u ¢e konvergirati prema
jednom od stabilnih stanja, ovisno o pocetnim uvjetima. Medutim, u prostornoj situaciji,
kad je difuzija prisutna, ocekujemo da Ce vrijednost u rasti od u = 0, osim na granicama
domene, to znaci da postoji promjena vrijednosti prema rubnim to¢kama. Difuzija uzrokuje
Sirenje populacije iz unutrasnjosti domene prema vani, $to rezultira gubitkom vrijednosti
u kroz granice domene. Dakle, za male vrijednosti u djeluju dva suprotstavljena efekta:
rast uzrokovan dinamikom i gubitak vrijednosti na granicama. Za pocetak, linearizirajmo
sustav oko u = 0:
u, = f'(O)u + Du,,,
u(,1) =u(L,t) =0, u(x,0)=uy(x).

Za rjeSavanje ove zadace koristit éemo metodu separacije varijabli. Pretpostavimo da
se rjeSenje moZe izraziti u obliku u(x,t) = X(x)T(¢), te ga supstituirajmo u originalnu
jednadzbu:

(3.3)

XT’' = f(0)XT + DX"'T.
Podijelimo jednadzbu s XT':

144

X

T, -
70 =DF=-1

Rijesimo pridruzenu diferencijalnu jednadzbu za X(x):

X' +1X =0, X©0)=X(L)=0= X(x) = Acos(\/%x) + Bsin(\/%x)

gdje su A 1 B konstante. Uvrstimo sada pocCetne uvjete:

0 =X(0) =Acos(0) + Bsin(0) > A =0,

0=X(L) = Bsin(\/%L) :nl:D(%)z.

Dobivamo rjesSenje za X u obliku:

X, (x) = sm(?), nez

Rijesimo sada za T'(¢):

T"+(A—-f(ONT =0 = T(@) =/ O,
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Rjesenje dobivamo linearnom kombinacijom rjeSenja za X(x) 1 T(¢):
ad ! nmw 2
h=Na, [ro-p(E) ] (mrx).
u(x, 1) ; e sin 7

Koeficijenti A, se odreduju iz pocetnih uvjeta uy(x). Iz rjeSenja mozemo primijetiti da
je dominantna komponenta ona s najvecim A, koja se postize kada je n = 1, jer vrijedi:

exp [f’(O) - D(%)z] £ < exp [f’(O) - D(%)Z] 6, Vnz2.

Ako dominantna komponenta teZi prema O pri 1 — oo, tada sve ostale komponente
takoder teZe prema 0. Iz toga slijedi uvjet za linearnu stabilnost za u = 0:

, m\? . D
F@-p(5) <0 = L<L ._n,/f,(o). (3.4)

Dakle, ako je veli¢ina domene L manja od kriticne veli¢ine domene L., i ako t — oo,
slijedi u — 0 1 ne razvija se prostorni uzorak. S druge strane, kako koeficijent difuzije
D raste, kriticna veli¢ina domene L. takoder raste, §to je u skladu s promatranjem da se
Sirenje populacije izvan domene povecava s poveCanjem koeficijenta D.

Promotrimo sada Sto se dogada kada L raste tako da vrijedi L > L.. Tada u = 0 postaje
nestabilan 1 prva komponenta od u (kada u iz jednadzbe 3.4 raCunamo za n = 1), koja

2
£ -D(%)t
pridonose stvaranju prostorno nehomogenih rjeSenja koja evoluiraju prema ravnoteZnom
stanju U(x) koje je iz izraza (3.5) odredeno pomocu:

je jednaka a; exp sin ( ’%), raste kako vrijeme ¢ prolazi. Nelinearni u¢inci

DU” + f(U)=0, U©)=U(L) =0, (3.5)

gdje smo U derivirali po x. Bududi da je f(U) nelinearan, nemamo eksplicitno rjesenje za
U.

Iz prostorne simetrije u jednadzbama (3.2) 1 (3.5) zamjenom x s —x se niSta ne promi-
jeni. Iz rubnih uvjeta moZemo naslutiti da ¢e rjeSenja biti simetri¢na u odnosu na srediSte
X = % S obzirom na to da je vrijednost U, na granicama, jednaka nuli pretpostavljamo
da se postize maksimum u srediS$njoj tocki x = % U toj tocki mora vrijediti U’ = 0. Na
sljedecoj slici 3.1 je ilustriran ovaj sluca;.
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Um e

0 /2 L x

Slika 3.1: Graf izrazaiz (3.2) uz L > L.

PomnoZimo jednadZzbu (3.5) s U’ te integrirajmo po x u granicama domene:

U
%DU’2+F(U):F(umM), F(U) = f f(s)ds. (3.6)
0

Kada vrijedi U’ = 0, tada je U = u,p,,. Zamjenimo x s x — % kako bi dobili U’(0) = 0
1 U(0) = u,4, za gornju granicu integracije, a za donju stavimo U(x). Korjenovanjem prve
jednadzbe iz (3.6) i integriranjem dobijemo:

(9)2 ‘;_Z = F(tnay) — F(D).

2

JednadZbu pomnoZimo s j—é [F(upar) — F (w)]f71 te integriramo kako bi dobili:

D 2 Upnax o
|x|:(5) fu L) = FOO d,

Apsolutnu vrijednost |x| koristimo kako bismo obuhvatili oba kraka funkcije U(x) za
x < 01x > 0. Na ovaj naCin dobivamo implicitno rjeSenje za U(x). IzraCunajmo sada
veliinu L uvrStavanjem x = i% za koje vrijedi U = 0, iz pomaknutih rubnih uvijeta

L= Vsz ‘ [F(umax) - F‘("V)]i71 dw = Umax = umax(L)-
0

Implicitno, u,,,, se moZe izraziti kao funkcija od L. Primjetimo da u,,,, raste s porastom
L. Shematski prikaz rjeSenja za U(x) s gornjom supstitucijom je ilustriran na sljedeCem
grafu 3.2.
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Slika 3.2: Stacionarna stanja s ishodiStem u tocki simetrije gdje je U = tpq 1 U, =0

Primjer 3.1.1. Kanadski smrekov moljac

Kanadski smrekov moljac je insekt koji napada smrekove i Cetinarske Sume. Hrani
se iglicama i izdanjcima smreke, $to moZe uzrokovati ozbiljna ostecenja i gubitak lis¢a
na drvecu. Ovaj Stetnik je posebno problematican jer se populacija moljaca moZe brzo
povecavati, uzrokujuci velike stete na smrekovim Sumama. Napadnute smreke mogu poka-
zivati Zute ili smede iglice, suSenje grana i opcenito oslabljen rast. Napadi ovog Stetnika
mogu biti destruktivni za smrekove Sume i utjecati na njihovu vitalnost i dugorocni opsta-
nak. Rast populacije moljaca kontroliraju predatori, prije svega ptice. Postoji granicna
kolicina smrekovih moljaca ispod koje e ptice radije potraZiti hranu negdje drugdje, dok
s vecim brojem insekata dolazi i do povecanja broja grabeZljivaca.

U ovom primjeru je dinamika populacije f izraZena na sljedeéi nacin:

u2

1 +u?

f(u) = ru(l - E) -
q

Kada taj izraz uvrstimo u formulu (3.2), dobivamo

2
U, = f(u) + Dityy = ruu (1 - 5) - + Du,,, (3.7)
q

gdje r predstavlja omjer brzine kojom se nove jedinke smrekovog moljca radaju u po-
pulaciji i intenziteta grabeZljivosti, a q je proporcionalan nosivosti koja je povezana s
odredenim ekoloskim uvjetima, kao sto je dostupnost hrane.

Dinamika populacije f(u) je skicirana na sljedecoj slici 3.3. Za f(u) smo uzeli, kao i
prije, s k = 3 pozitivna stacionarna stanja uy, u, i us, gdje je u, linearno nestabilno, a u, i
us su linearno stabilna.



POGLAVLIJE 3. PROSIRENJE MODELA REAKCIJISKE DIFUZIJE 33

Slika 3.3: Dinamika f(u#) smrekovog moljca definirana prema (3.7)

3.2 Odredivanje kriti¢nih velicina domene

S ekoloskog stajaliSta, vazno je znati kriti¢nu veli¢inu domene koja omogucuje populaciji
da se nalazi u fazi epidemije. To je minimalna povrSina potrebna za postizanje maksimal-
nog broja jedinki u populaciji. Kriti¢na veli¢ina domene, oznacena kao L,, ukazuje na
minimalne uvjete potrebne za odrzavanje stabilne populacije ili poticanje Sirenja popula-
cije. U nastavku ¢emo izraCunati vrijednost L.

Problem stacionarnog stanja smo definirali s (3.5). Uvedimo supstituciju x — 7 kako
bi domena bila x € (0, 1). Tada slijedi

DU” + L*f(U)=0, U()=U(1)=0. (3.8)

Naslici 3.1 oblik rjeSenja podsjeca na sinus. Uz prilagodbu da vrijedi x € {0, 1) rjeSenje
je oblika sin(rrx). Iz ovog slijedi U” ~ —n?U pa iz (3.8) dobivamo:

2

_prU + 2F(U) ~ 0 = 27V r (3.9)

L2

Promotrimo sljedecu sliku 3.4 gdje je dinamika opisana s f(U).
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Slika 3.4: Priblizni analiti¢ki postupak za odredivanje kriticnih veli¢ina domene L. 1 L,

Nas zanima vrijednost L tako da jednadZba (3.9) ima tri rjeSenja za U. To se dogada
kada je na slici L > L. Za fiksni koeficijent disperzije D, primje¢ujemo da rjeSenja U
osciliraju s L. Kada se L povecava od L = 0, dolazimo do prvog kriti¢nog L, L., koji se
postiZe kada se presjeku krivulje D’;U 1 krivulje f(U). Vrijednost L. moZe se izraCunati iz
DL—ZZ = f7(0), kako je prikazano u (3.4).

Kako L dalje raste, dolazi do pojave druge kriticne veli¢ine, Ly. To se dogada kada
je tangenta na krivulji f(U) jednaka DU - Jednostavno receno, rjeSenje je dobiveno iz

L2
jednadzbe DZ—zU = f(U), koja ima dva pozitivna rjeSenja za U.

3.3 Uloga vanjskih ¢cimbenika u prostornoj raspodjeli

U ovom potpoglavlju ¢emo se detaljnije posvetiti problemu reakcijsko-difuzijske jednadz-
be u prisutnosti vanjske domene koja nije potpuno neprijateljska. U takvim scenarijima,
pretpostavit ¢emo postojanje prevladavajuceg vjetra kao relevantnog vanjskog ¢imbenika,
buduci da je uvjet u = 0, na granicama, previse restriktivan.

Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je dvodimenzionalna domena A pravokutna pa
definiramo 0 < x < a, 0 < y < b te povr§inu ozna¢imo s P. Zapocnimo S potpuno
neprijateljskim problemom, po uzoru na (3.1):

Pu  0*u
Mt:f(u)"'D(@‘i‘a—yz),

u=0 za (x,y) € 0A.
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RjeSavamo analogno kao za (3.2). Za male u lineariziramo oko u = 0 1 dobivamo:

U = f,(O)M + D(uxx + uyy)
u=0 za (x,y) € A.
Pretpostavimo da se rjeSenje moze izraziti u obliku u(x,y,t) = X(x)Y(y)T(¢) te to
rjeSenje uvrStavamo u gornju jednadzbu. Primjenjujuci isti postupak kao i kod (3.3), dola-

zimo do pojedinacnih rjeSenja:

X(x) = CSm(@)

a
Y@):Dﬂnc%g)
T(t) = Ee™".

Konacno rjesenje je linearna kombinacija pojedinacnih rjesSenja

U(x,y,t) = Z . €XP {[f’(O) — Dn? (Z—i + ’Z—j)] t} sin (%) + sin (mTJTy) ,

gdjeje Ay = Ay + A, = (Z—z + ’;’—22)

Kriticna veli¢ina domene moze se odrediti kombinacijom parametara a i b tako da
izjednac¢imo izraz unutar eksponencijalne funkcije, uz fin = m = 1, s nulom:

a*b? Dr?

a2+b>  f(0)

Iz nejednakosti a* + b*> > 2ab = P slijedi procjena za postojanje prostornog uzorka:

2Dn?  2a*b?

70) =y < (3.10)

U svim reakcijsko-difuzijskim jednadZbama koje smo dosad razmatrali, prostorni obra-
sci koje smo dobili imaju samo jedan maksimum. S potpuno neprijateljskim rubnim uvje-
tima, to su jedini tipovi uzoraka koji se mogu generirati. Sada, pretpostavimo da postoji
konstantan prevladavajuci vjetar w koji doprinosi transportnom toku (w - V)u u jednadzbi
kontinuiteta za populaciju u(r, f). Pretpostavimo takoder da vanjska okolina nije potpuno
neprijateljska. Odgovarajuci grani¢ni uvjeti su sljedeci

m-Vyu+hu=0, redA, (3.11)
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gdje je n jedini¢na normala na granicu domene 0A, a parametar 4 predstavlja mjeru nepri-
jateljstva. Vrijednost & = co oznaCava potpuno neprijateljsku okolinu, dok # = 0 implicira
rubne uvjete nultog toka. Uz rubne uvjete (3.11) i poCetnu distribuciju u(r, 0) matematicki
problem je formuliran kao:

u + (w-Vyu = f(u) + DVZu.

Iako necemo detaljno razmatrati rjeSenja ovih jednadzbi, koristit cemo primjer kako
bismo ilustrirali intuitivni uvid u neke njihove osobine ili svojstva.

Razmotrimo sada problem suzbijanja insekata Stetnika, poput smrekovog moljca. Do-
bra strategija kontrole bi bila odrZavanje populacije na odredenoj razini, kako bi se sprijecio
prekomjeran rast. Medutim, ovakva kontrola populacije putem dinamickih parametara r 1
g nije uvijek ekoloski izvediva. S druge strane, kada se fokusiramo na prostornu dimenziju
problema, postoji dodatna mogucnost odrzavanja Stetnika unutar prihvatljivih granica tako
da se kontrolira veli¢ina njihovih prostornih domena. Ovakva strategija sprjeava popula-
cije da prelaze u fazu intenzivnog razmnozavanja.

Iako su prethodni argumenti predstavljeni za jednodimenzionalnu situaciju, vrijede i za
sloZenije dvodimenzionalne domene.

Promotrimo sliku 3.4. Ako bismo prostornu regiju podijelili na zone veli¢ine L < Ly,
vrijedilo bi da je maksimalna vrijednost u,,,, uvijek manja od u;, koja je ciljana popula-
cijska razina koju Zelimo odrzavati kako bi se kontrolirao broj Stetnika. Moguca strategija
za takvo Sto je rasprSivanje segmenata u trakama kako bi se odrzala veliina neprskane
domene L da bude manja od L, kako je prikazano na sljedecoj slici 3.5. Plave linije koje
dijele neprskana podrucja, oznaCavaju granice prema potpuno neprijateljskom vanjskom
okruzenju.

Uje

Lo Le<l<lo Ly Le<l<lo

Slika 3.5: Strategija kontrole za suzbijanje insekata.
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U stvarnom svijetu nije izvedivo unistiti sve Stetnike koji izlaze iz neprskanog podrucja,
stoga je realniji model onaj s rubnim uvjetima (3.10), gdje neki insekti mogu prezivjeti
izvan tretiranog podrucja, pa je ova isprekidana linija na gornjem grafu situacija kakva
bude u praksi. L, je kriti¢na Sirina “’prekida” insekata koja mora biti takva da koli¢ina
insekata koja difundira iz susjednih netretiranih podruc¢ja ne bude dovoljna da pokrene
Sirenje insekata kroz prekid.

Iako smo se usredotocili na problem smrekovih moljaca, tehnike i strategije kontrole
mogu se primijeniti i na druge Stetne insekte. Podrucje rasprSivanja insekata predstavlja
vazne ekoloSke probleme, kao Sto je provodenje zapraSivanja komaraca, Sto se provodi u
Hrvatskoj u periodu visokih temperatura, radi oCuvanja zdravlja ljudi i Zivotinja ili kontrola
epidemije bolesti kao Sto je Covid—19 ili bjesnoca.
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Sazetak

U ovom radu smo proucavali oblikovanje prostornog uzorka u bioloskim sustavima pomo-
¢u reakcijsko-difuzijskog modela. Glavna svrha ovog rada bila je istraziti uvjete pod ko-
jima se formiraju prostorni obrasci te kako razli€iti ¢imbenici utjeCu na oblikovanje tih
uzoraka.

Prvo poglavlje sadrzi osnovne pojmove vezane uz diferencijalne jednadzbe, sustave di-
ferencijalnih jednadZzbi i stabilnost rjeSenja tih sustava. U drugom poglavlju, uvodimo op¢i
oblik jednadZbe reakcijsko-difuzijskog modela s dvije kemijske vrste, s danim pocetnim
uvjetima i rubnim uvjetima nultog toka koji impliciraju da nema vanjskog utjecaja na sus-
tav. Za taj model izvodimo uvjete za stvaranje prostornog uzorka te promatramo kako
veli¢ina prostorne domene utjeCe na formiranje obrazaca. Na kraju razmatramo pojed-
nostavljeni model reakcijske difuzije s jednom kemijskom vrstom. Fokusiramo se na
odredivanje kriticne veli¢ine domene u ovom modelu te analiziramo slucaj kada vanjski
¢imbenici utjecu na sustav, odnosno kada nisu ispunjeni uvjeti nultog toka.



Summary

In this study, we examined the spatial pattern formation in biological systems using a
reaction-diffusion model. The main purpose of this work was to examine the conditions
under which spatial patterns are formed and how various factors influence the shaping of
these patterns.

The initial chapter contains basic terms related to differential equations, systems of dif-
ferential equations, and the stability of solutions within these systems. In the second chap-
ter, we introduce the general form of the reaction-diffusion model involving two chemical
species, along with given initial conditions and zero-flux boundary conditions implying no
external influences on the system. For this model, we derive the conditions necessary for
the emergence of spatial patterns and observe how the size of the spatial domain influences
the development of these patterns. Finally, we analyze a simplified reaction-diffusion mo-
del featuring a singular chemical species. Our focus is on determining the critical domain
size within this model and examining the scenario in which external factors impact the
system, in other words, when the zero-flux conditions are not satisfied.
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