Slucajni Cayleyevi grafovi

Mihovili¢, Lugo

Master's thesis / Diplomski rad

2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:545134

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-15

W £,
% £,
& S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% f’-‘; Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
9, Nad
% S
O‘Pﬂ.” r‘{\t*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:545134
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:12639
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:12639
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:12639

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Lugo Mihovilié

SLUCAJNI CAYLEYEVI GRAFOVI

Diplomski rad

Voditelji rada:
dr. sc. Nina Kamcey,
doc. dr. sc. Rudi Mrazovi¢

Zagreb, kolovoz, 2023.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Prije svega Zelio bih zahvaliti mentorici dr. sc. Nini Kamcev. Njeno znanje, strpljenje i
mnogi savjeti uvelike su obogatili kvaliteti ovog rada. Takoder, izrazavam zahvalnost doc.
dr. sc. Rudiju Mrazovic¢u na preciznom uocavanju detalja ciji su ispravci pridonijeli
finalnom oblikovanju rada. Neizmjerno sam zahvalan obitelji, prijateljima i djevojci za
podrsku tijekom studija. Dodatno, Zelim istaknuti da sam svoj interes prema matematici i
njezinim izazovima prepoznao zahvaljujuci profesorici Zlati HrZini iz srednje Skole.



Sadrzaj

Sadrzaj
Uvod

1 Teorija grafova

1.1 Matrica susjedstva
1.2 Ekspander grafovi
1.3 Cayleyevi grafovi

2 Teorija reprezentacije konacnih grupa

2.1 Osnovni pojmovi i ¢injenice

3 Alon-Roichmanov teorem

3.1 Hoeftdingova nejednakost
3.2 Dokaz Alon-Roichmanovog teorema

4 Primjene
4.1 Slucajna Setnja

4.2 Poboljsanja vjerojatnosnih algoritama

Bibliografija

Y

iv

(9]

20

27
27

33
33
37

41
41
43

47



Uvod

Promotrimo situaciju u kojoj grafom predstavljamo racunala povezana ,,vezama”, od-
nosno mreznim kablovima te neka poruke prolaze jednaku koli¢inu vremena kroz svaku
vezu. Dva racunala mogu direktno komunicirati ako i samo samo ako su povezana ve-
zom, u suprotnom se poruka od pocetnog raunala Salje putem kroz mrezu do kona¢nog
radunala. Sto ako mreZa treba sadrZavati velik broj ra¢unala koja medusobno 3alju i pri-
maju poruke, a pritom nam je postavljanje veza izuzetno skupo, kakvim grafom je najbolje
opisati mrezu?

U situaciji kada u mrezi imamo 22 racunala te je svako racunalo direktnom vezom pove-
zano s tocno 3 druga racunala, koji je od iduca dva grafa arhitekture mreze ,,bolji”?

Graf X Graf Y

Iako joS ne znamo precizno po ¢emu bi jedna mreZa bila ,,bolja” od druge, prou¢imo
svojstva spomenutih grafova i pokuSajmo zakljuciti koja svojstva bi ,,dobra” mreza trebala
zadovoljavati.

Vidimo da u oba grafa mozemo iz jednog vrha doéi u proizvoljan drugi vrh u najvise



2 SADRZAJ

Sest koraka, stoga se Cini da obje mreZe jednako brzo provode informacije. UocCavamo
i da uklanjanjem neke od veza srediSnjeg vrha grafa X, pripadni graf postaje nepovezan.
Usprkos tome, uklanjanjem bilo koja dva brida grafa ¥, on i dalje ostaje povezan. Dolazimo
do zakljucka da bi najveca udaljenost dvaju ¢vorova u grafu i minimalan broj veza koje
bismo morali ukloniti da graf ostane nepovezan kandidati za svojstva ,,dobre” mreZe.
Prethodna dva svojstva moZemo pokusati objediniti tako Sto zahtijevamo od naSeg grafa
da je svaki podskup njegovih vrhova povezan s velikim brojem vrhova komplementa tog
podskupa. Osim toga, nema nam previSe smisla promatrati podskupove s vise od pola
ukupnog broja vrhova jer nam tada ponestaje vrhova s kojima bi oni mogli biti povezani.
S obzirom na to da prethodno spomenutu, neformalnu definiciju ekspander grafova, graf
Y ipak nije tako dobro rjeSenje naseg problema. Da bismo se uvjerili u to, uzmimo bilo
kojih 5 uzastopnih vrhova grafa Y te njihovih 5 dijametralnih susjeda. Sada promatranih
10 vrhova ima samo 4 susjeda medu vrhovima u ostatku grafa.

Slijedi formalna definicija ekspander grafa.

Definicija. U grafu G = (V,E) za W C V definiramo skup susjeda skupa W kao
NW):={ueV|IveW: (uv)E€E}. (1)

Za graf G = (V,E) kaZemo da je (n,d, €)-ekspander ako ima n vrhova, najveci stupanj
nekog vrha u grafu je d te € > 0 i za svaki W C 'V takav da je |W| < 3 vrijedi

IN(W) \ W[ = elW]. 2

Kao $to smo vidjeli iz primjera, ekspander grafovi Cine se kao izuzetno zanimljiva sku-
pina grafova. Ne samo to, nego bi bilo vrlo korisno kada bismo poznavali familije takvih
grafova u kojima je svaki vrh grafa ima neki fiksan, mali broj veza, dok broj vrhova moze
biti proizvoljno velik. Postojanje takvih grafova dokazao je prvi puta Pinsker u [17], tada
je vjerojatnosnom metodom dokazao ,,samo” njihovu egzistenciju. Problem eksplicitnih
konstrukcija takvih ,korisnih” grafova i dan danas nije u potpunosti rijeSen. Primjer eks-
pandera je graf Ciji skup ¢vorova Cine ostaci pri dijeljenju s p osim 0, za neki prost broj
p > 3, adva su ostatka x,y € F, \ {0} povezani ako i samo ako je x = y + 1 mod p
illiy=x+1 mod pili xy =1 mod p. Prethodnu ¢injenicu dokazao je Alexander Lu-
botzky kao Teorem 4.4.2 svoje knjige ,,Discrete groups, expanding graphs and invariant
measures”([12]). Ve sada poc¢injemo uvidati ekspandere kao poveznicu kombinatorike,
racunarstva, vjerojatnosti, teorije brojeva pa i teorije grupa. Upravo zbog toga su i nama
glavna tema ovog rada. Osim ekspandera, proucit ¢emo slucajne Cayleyeve grafove i nji-
hova svojstva te pokazati da su oni ,,najéeS¢e” i ekspanderi. Navedimo njihovu definiciju.

Definicija. Neka je G konacna grupa i S C G. Za G i S definiramo Cayleyev graf
Cay(G,S) = (V,E) gdje je skup vrhova V jednak G, a za skup bridova vrijedi

E={a,b)|la,beV, dse€ S,a = sb}.
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Kako smo ve¢ napomenuli, konstrukcija ekspandera je kompleksan problem, zato e
nas cilj biti Citatelju iznijeti 1 dokazati Alon-Roichmanov teorem. Taj teorem ce dat ¢e
nam veliku sigurnost u ¢injenicu da su odgovarajuci slucajni Cayleyevi grafovi ujedno i
ekspanderi, odnosno pruzit ¢e nam alat za konstrukciju ekspandera.

Teorem ([Alon-Roichman [3]). Za svaki € > 0 postoji k = k(D) = (% + o(1))log D takva
da za sve konacne grupe G vrijedi

E[W] <e

2k
Pri ¢emu su sy, ..., s, nezavisne slucajne varijable, uniformno distribuirane na G, a S je
skup {s1, ..., 51} iD= ) d,.
peCG

U prvom poglavlju rada prisjetit cemo se glavnih pojmova teorije grafova te uvesti i
dokazati sve potrebne tvrdnje za razumijevanje daljnjih rezultata. Kroz drugo poglavlje
bavit ¢emo se teorijom reprezentacije, granom matematike koja povezuje linearnu algebru
1 teoriju grupa, a Ciji rezultati omogucuju kratak dokaz glavnog teorema u radu. Iduce po-
glavlje posvetit ¢emo samo dokazu Alon-Roichmanovog teorema i glavne ograde koriStene
u njemu dok ¢emo u zadnjem poglavlju prouditi slucajnu Setnju i pomocu slucajne Setnje
pokazati osnovnu primjenu ekspander grafova.






Poglavlje 1

Teorija grafova

1.1 Matrica susjedstva

U ovom dijelu iznosimo neke poznate i korisne tvrdnje iz teorije grafova. Zapocnimo s
osnovnim definicijama.

Definicija 1.1.1. . Graf je uredeni par (V, E), gdje je V skup elemenata koji nazivamo
vrhovi i E skup bridova. Ovisno o skupu E, razlikujemo dvije vrste grafova:

e Ako je E CV XV, tada graf nazivamo usmjerenim.

e Kada je E C {{u,v} : u,v € V}, kaZemo da je graf neusmjeren.

U oba slucaja ¢emo za brid koji povezuje u,v € V pisati (u,v) € E, gdje u slucaju
usmjerenog grafa kaZemo da brid izlazi iz u i ulazi u v.

2. Za neusmjeren graf G = (V, E) kaZemo da je jednostavan ukoliko E ne sadrZi bridove
oblika (v,v)zav e V.

3. U grafu G = (V, E) definiramo stupanj vrha v € V kao broj bridova koji sadrZi v te
ga oznacavamo sa deg(v).

4. Za graf G definiramo matricu susjedstva A(G) = [a; ;] € M,(R) kao

~_J L oakoje(i,j) e E
9= 0, ako (i, j ¢ E.

5. Ako je dan graf G = (V, E), Setnja u grafu je niz vrhova u kojemu je svaki vrh (osim
prvog) susjedan sa svojim prethodnikom u nizu.

5



6 POGLAVLIJE 1. TEORIJA GRAFOVA

6. Ciklus je niz vrhova u kojemu su svaka dva uzastopna vrha povezana i svi osim prvog
i zadnjeg vrha su razliciti.

7. Put je Setnja koja ne sadrZi ciklus kao podskup.

8. U grafu G = (V, E) pod pojmom udaljenost vrhova u,v € V mislimo na broj bridova
na najkracem putu izmedu u i v, ako takav put postoji, a u suprotnom je njihova
udaljenost beskonacno. Udaljenost izmedu dva vrha u i v oznacavamo kao d(u, v).

9. Promjer grafa G je broj bridova najduljeg puta u grafu,d. Oznacavamo ga sa
diam(G).

Ako nije re€eno drugacije, kada u radu kaZzemo da nam je dan graf G sa n vrhova, pret-
postavljamo da je on jednostavan te V = {1, ..., n}.
Matrica A u slucaju neusmjerenog grafa uvijek je simetricna, iz osnova linearne algebre
sada slijedi da postoji ortogonalna baza vy, ..., v, prostora R" te pripadne svojstvene vri-
jednosti Ay, ..., 4, takve da vrijedi Av; = A;v; zai = 1,...,n. Ako nije drugacije reCeno, u
ostatku rada pretpostavljat ¢emo da su prethodno spomenute svojstvene vrijednosti pore-
dane padajuéi prema apsolutnoj vrijednosti.
Primijetimo da za A vrijedi

1 deg(1)
A= :
1 deg(n)

pa u slucaju d-regularnog grafa vrijedi da je d jedna od svojstvenih vrijednosti matrice
susjedstva.
Promotrimo sada opéenitu ogradu za najvecu svojstvenu vrijednost matrice susjedstva.

Propozicija 1.1.2. Neka je dan graf G s pripadnom matricom susjedstva A = [a; ;] i neka
je Ay njegova svojstvena vrijednost s najvecom apsolutnom vrijednoséu. Ako su deg(i),
degmax | dega,, redom, stupanj vrha i, maksimalni stupanj vrha u grafu, prosjecni stupanj
vrha u grafu, tada vrijedi deg,,, < A1 < degpax.

Dokaz. Neka je v svojstveni vektor koji pripada 4; i v;(i) njegova koordinata s najveom
apsolutnom vrijednoséu. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da ona nije 0. Za j € V
ozna¢imo sa e; j-ti vektor standardne baze prostora R". Neka je e = ¢; + ... + ¢,. Sada
vrijedi

2 i)

Avie;  jij<E
/ll = L =

= < deg(i) < deg,ux.
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Za prvu nejednakost iskoristimo Rayleighev kvocijent koji nam za najvecu svojstvenu vri-
jednost simetricne matrice daje prvu jednakost

) ai j
xTAx  eTAe ijev
A; = max > = = degay,-
xeR?  xT x ele n

Sada dobivamo i1 posebnu tvrdnju u slu€aju da je pocetni graf regularan.

Korolar 1.1.3. Ako je G = (V, E) d-regularan graf s matricom susjedstva A, tada vrijedi
/11 = d

Dokaz. Po prethodno dokazanoj propoziciji imamo
d=degs, <A <deguu =d.
]

Dokazimo rezultat koji povezuje udaljenost dvaju vrha 1 minimalni polinom matrice
susjedstva.

Lema 1.1.4. Ako je A matrica susjedstva grafa G = (V,E) te za neka dva vrha i,j € V
vrijedi d(i, j) = m, tada je minimalni polinom matrice susjedstva barem stupnja m + 1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tada postoji polinom p(A) = Y c;A* stupnja m, koji

poniStava A. Oznacimo sa 0 nuloperator, tada vrijedi

m

p(A) = Z Ak = 0.

k=1

S obzirom na to da matrica A* na mjestu i, j ima element jednak 0 za k = 0,1,...m—1,a
u slucaju k = m taj je element jednak m, slijedi c¢,, = 0.
Analogno iz jednadzbe A’p(A) = 0 za svaki i = 1,...,m zakljuujemo c,,_; = 0. |

Iz navedene Leme slijedi sljedeca tvrdnja o minimalnom polinomu matrice susjedstva.

Korolar 1.1.5. Ako je A matrica susjedstva grafa G = (V, E), tada je minimalni polinom
matrice susjedstva barem stupnja diam(G) + 1.

Dokaz. Primjenom prethodne Leme na vrhove i i j, takve da d(i, j) = diam(G) slijedi
tvrdnja. m|
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Za graf G = (V, E) uvedimo josS i oznaku A(G) = max{|4,|, ..., |[1,]}. Ako je iz konteksta
jasno o kojem grafu se radi, pisat ¢emo jednostavno A.

Definicija 1.1.6. Za graf G = (V,E) i S,T C V definiramo skup mostova izmedu S i T kao
ES, T) ={(u,v)eE|lueS,veT}

Lema 1.1.7. Neka je G = (V, E) d-regularan graf s matricom susjedstva A i A(G) = A. Za
sve S, T C V vrijedi

diS|IT|
n

|E(S,T)| - < AVISIT.

Ukoliko S i T cine particiju skupa V, tada vrijedi i

A
ES,T) > ST

n

Dokaz. Neka su eg 1 er karakteristi¢ni vektori skupova S i T (es ima 1 na i-tom mjestu
ako je i-ti vrh u S, a u suprotnom ima 0 na i-tom mjestu).

S obzirom na to da vy, ..., v, &ine ortonormiranu bazu prostora R”, pri demu je v; = &=t

\m B

n n
oznalimo sa es = ), a;v; 1 ey = ), B;v; prikaze naSih karakteristi¢nih vektora u danoj bazi,
i=1 i=1
sada vrijedi

n

|H&m:umF4immmi&m=§ﬁ@@
i=1 i=1

i=1

Dakle, zbog A, = d, a1 = (1, %) = BLi gy = (17, ateti) = % slijedi

diS|IT] <
ES.T)| = 'J' |+Za/,-,8,-/l,». (1.1)

i=2

Odnosno

n

Z @;fid,

i=2

dS|IT
‘wwﬂw——77—=

< ﬂi |la;Bil.
i=2

Zbog Cauchy-Schwarzove nejednakosti dobivamo

diS|IT|
n

'mij— ‘sﬂlmMWb=ﬂlﬂﬁ

pa smo dokazali prvu nejednakost.
Ako S i T &ine particiju od V, tada vrijedi 17 = vn - v, — 1 iz ega slijedi

ﬁi = —; Za i= 2, o (5
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Primijetimo joS i
N ISP _ ISIT!
2,4 =lsli—ai =ISP - = =
i=2

n n

Vratimo se sada na (1.1), koristeci prethodne tvrdnje dobiva se

dS|IT|
ES,T = + i i/li
lE(S, T ; EM

i=2

diS||IT d
=|M—Zﬁ&

n i=2
diS|IT| e
> -2 :
> = Z; %
_ dsiTl L ISIT
n n

O

Iz prethodne propozicije moZemo vidjeti da stvaran broj bridova izmedu dva proizvoljna
podskupa vrhova, tj. E(S,T), nije daleko od oCekivanog broja bridova medu njima u
slu¢ajnom d-regularnom grafu, odnosno @. To moZemo protumaciti kao jednoliku ras-
podjelu bridova u d-regularnom grafu.

Definicija 1.1.8. Ako je G = (V,E)iS CV, kaZemo da je S nezavisan, ako vrijedi
E(S,S)=0.

Lema 1.1.7 povlaci da grafovi s malom drugom najve¢om svojstvenom vrijednosti ma-
trice susjedstva nemaju velike skupove s relativno malim ili velikim brojem bridova. Na-
vedimo tu tvrdnju i kao nasu iduéu propoziciju.

Korolar 1.1.9. Neka G = (V,E) d-regularan graf sa n vrhova i A(G) = A, tada svaki
nezavisan skup u grafu ima najvise ﬁn elemenata.

Dokaz. Neka je S neki nezavisan skup, uzimanjem 7 = § u Lemi 1.1.7 slijedi tvrdnja. O

Prethodna nejednakost govori nam kako mala druga svojstvena vrijednost grafa uzro-
kuje homogeniju raspodjelu bridova u grafu G. Medutim, iduéi rezultat govori nam kako
druga svojstvena vrijednost ne moZze biti proizvoljno mala.

Propozicija 1.1.10. Neka je G = (V, E) d-regularan graf s matricom susjedstva A i A(G) =

A, tada vrijedi
(n—d)d
A= .
“\ (-1
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Dokaz. Primjenom cinjenice da je Tr(A) jednak sumi svojstvenih vrijednosti matrice A za
matricu A? i toga da je Tr(A?) jednak sumi elemenata na dijagonali, odnosno broju ciklusa
duljine 2 u grafu, dobivamo

nd = Tr(A?) = Z 2
i=1

= nd<d*+mn-D1
== A> (n—d)d.
V(n—l)

Vidimo kako za situacije u kojima je d << n, donja ograda na A(G) priblizno je jednaka

Vd.

Sljedeci teorem iskazujemo bez dokaza.

O

Teorem 1.1.11. [16] Neka je G d-regularan graf sa n vrhova i diam(G) > 4, tada vrijedi

2Vd-1-1
/1222\/61—1—W.

Iz prethodnog teorema vidimo da nuZno slijedi A(G) > 2Vd — 1 — % Motivirani
2

navedenom ogradom, definiramo Ramanujanove grafove.

Definicija 1.1.12. Neka je G = (V, E) d-regularan graf, takav da za A(G) vrijedi
AG) <2Vd - 1.

Takav graf zovemo Ramanujanov graf.

Ramanujanovi grafovi interesantni su jer njihova po apsolutnoj vrijednosti druga najveca
svojstvena vrijednost ima ,,skoro” minimalnu vrijednosti. Prvu konstrukciju Ramanujano-
vih grafova dali su A. Lubotzky, R. Phillips i P. Sarnak ([13]).

Na kraju, u radu sa d-regularnim grafovima cesto ¢emo koristiti u dokazima ,,skaliranu”
verziju matrice susjedstva.

Definicija 1.1.13. Neka je dan d-regularan graf G, tada definiramo normaliziranu ma-
tricu susjedstva kao
1
N(G) = ZIA e M,(R).

Uoc¢imo, ako su Ay, ..., 4, svojstvene vrijednosti matrice A poredane padajuci po ap-
solutnoj vrijednosti, tada su svojstvene vrijednosti matrice N jednake %, o %’ te su one
takoder poredane padajuci.
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1.2 Ekspander grafovi

Kao $to smo najavili u uvodu, od interesa su nam posebni, ,,dobro povezani” grafovi
koje nazivamo ekspanderi. Postoji nekoliko medusobno sli¢nih ili ekvivalentnih definicija
ekspandera, no bavit ¢emo se onom naj¢eScom.

Definicija 1.2.1. U grafu G = (V, E) za W C V definiramo skup susjeda skupa W kao
NW) ={ueV|IveW:(uv)eE} (1.2)

Definicija 1.2.2. Za graf G = (V, E) kaZemo da je (n,d, €)-ekspander ako ima n vrhova,
najveci stupanj nekog vrha u grafu je d te € > 0 i za svaki W C V takav da je |W| < 3
vrijedi
IN(W)\ W| > €|W|. (1.3)
Broj € zovemo koeficijent ekspanzije grafa G.
Sljedeca propozicija daje nam vezu izmedu spektra i ekspanzije grafa.

Propozicija 1.2.3. Za d-regularan graf G = (V, E) sa n vrhova, matricom susjedstva A i

svojstvenim vrijednostima Ay, ..., A, vrijedi da je (n,d, c)-ekspander, pri cemu je ¢ = =2 i

2d
AG) = A
Dokaz. Neka je W skup sa najviSe 5 vrhova, prema Lemi 1.1.7 slijedi
d—- W —IW) _d-2
2 -2
S obzirom na to da je svaki vrh u komplementu od W sadrzan u najviSe na najvise d bridova
iz E(W,V \ W), mora vrijediti

EW,V\W) 2> [W|.

A
wl.
27 W

INW)\ W| >

O

Iz prethodne propozicije mozemo vidjeti da su grafovi za koje je druga svojstvena vri-
jednost po apsolutnoj vrijednosti mala, dobri ekspanderi. Promotrimo nekoliko primjera
ekspandera.

Primjer 1.2.4. Najosnovniji primjer ekspander grafa je potpun graf sa n vrhova. Naime,
buduci da je svaki vrh povezan sa svim ostalim vrhovima u grafu, ako je S proizvoljan
podskup vrhova grafa s najvise 5 vrhova, tada imamo

INS)\S|=n—1IS| > g > IS,

Slijedi da je graf (n,n — 1, 1)-ekspander.
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Propozicija 1.2.5. Neka je graf G (n,d, €)-ekspander te € > 0, tada je G povezan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji povezana komponenta sa skupom vrhova §,
za koji vrijedi |S] < 3.
Jasno je da tada vrijedi N(S) \ S = 0 pa G ne moze biti ekspander. == O

Od posebnog interesa su nam ,rijetki ekspanderi”’, oni malog maksimalnog stupnja,
a velikog broja vrhova. NajceSce promatramo d-regularne ekspandere, i to familije d-
regularnih grafova {G};,cn koji su (n;,d, €) ekspanderi, gdje su d i € fiksni, a n; teZi u be-
skonacnost.
Prirodno je pitati se postoje li uopce takve familije. Odgovor na to pitanje dugo nije bio
poznat. Njihovu egzistenciju dokazao je Mark Semenovich Pinsker tek 1973. ([17]) go-
dine. Tvrdnja je dokazana modernim pristupom koji se poceo koristiti u 20. stoljecu,
veéinom u problemima koji nisu ,,0pipljivi”, tzv. vjerojatnosnom metodom. Velik dio do-
bro poznatih dokaza vjerojatnosnom metodom djelo su matemati¢ara Paula Erddsa, 1ako
on nije bio prvi koji ju je koristio.

Teorem 1.2.6. [2]1] Za svaki 0 < € < 1 i dovoljno velik d € N za svaki paran n € N postoji
d-regularan graf G = (V, E), u kojem dozvoljavamo visestruke bridove i bridove oblika
(v,v) zav €V, koji je (n,d, €) ekspander.

Dokaz. Pokazat ¢emo da za dovoljno velik d, slucajni d-regularni graf sa n vrhova (n
paran) (n, d, €) ekspander s pozitivhom vjerojatnoscu.

Odaberimo slucajan d-regularan graf sa n vrhova tako da promatramo uniju d savrSenih
uparivanja koji su skupovi disjunktnih 7 bridova. Kao $to smo vec rekli, dopustit cemo
viSestruke bridove medu dva vrha i bridove koji spajaju ¢vor sa samim sobom.

Za svaki podskup § sa k < 7 vrhova i svaki podskup T od |ek] vrhova ogranilit ¢emo
vjerojatnost da je N(S) \ S € T odnosno N(S) C T U S za nasumicno savrSeno uparivanje
(to e biti dovoljno jer ek > | ek] > |ek] — 1).

SavrSeno uparivanje moZemo konstruirati tako da odabiremo redom vrhove iz S, te prvi
jos neupareni vrh uparimo s nasumi¢nim neuparenim vrhom iz grafa.

Oznacimo sa E; dogadaj da je i-ti vrh iz S povezan s nekim vrthom iz 7 ili S u proizvoljnom
savrSenom uparivanju. E; je sigurno dobro definiran za i < % jer je moguce da su nakon %
koraka svi vrhovi iz S upareni medusobno.

Koriste¢i formulu uvjetne vjerojatnosti i | ek| < ek da vrijedi

L4
P(El N..N Eng) =| |PEIE_, n..0E) < (

i=1

(1+ e)k)"/2



1.2. EKSPANDER GRAFOVI 13

Uz prethodnu nejednakost i ¢injenicu da su susjedi od S dobiveni kao rezultat d nezavisnih
savrSenih sparivanja dobiva se

k
PINS)cTuS)<P (svi susjedi prvih LEJ vrhova iz S nalaze seu S U T)

(1 + ek \™*
. .

=(P(Ein..n Eng))d < (

S obzirom na to da skup § mozemo odabrati na (Z) nacina 1 podskupova veliCine |ek]

k
ima (L o J) pa koristeci poznatu ogradu (Z) < (%) , gdje je desna strana rastuéa za k < %,
dobivamo da za dogadaj da skup susjeda nekog skupa veliCine k ima manje od ek elemenata

vrijedi da je njegova vjerojatnost manja ili jednaka
n\( n \[(1+ek a2 - (en)k(en)fk (1+ ek a1z
kI\|ek] n “\k ek n

< (@)k on )(1+e)k (1 + ek dk/2
" \k (1+ ek n

en\®+ok ((1 + e)k\ ™"
< |—
- ( k ) ( n )

1+ ek dk/2—(2+ek
— 1+ (2+E)k ( .
(1 +e)e) —

Prethodni izraz je za dovoljno velik d strogo manji od 4% zbog @ < “—;’6) < 1. Sada
zbog subaditivnosti vjerojatnosti dobivamo da je vjerojatnost dogadaja da nas nasumicni

graf nije ekspander strogo manja od

O

Primijetimo, uvjet parnosti broja n ne moZe se izbjeci jer inae ne bismo mogli kons-
truirati savrSeno uparivanje grafa sa n vrhova.
Navest ¢emo primjer prve eksplicitno definirane familije ekspandera konstantnog stupnja,
no bez potvrde da zadovoljava definiciju ekspander. Definirao ju je Margulis ([14]). Pri-
padni dokaz da su opisani grafovi zaista ekspanderi nije dao eksplicitnu ogradu za kons-
tantu € ekspanzije, kasnije su znanstvenici Gabber i Galil ([5]) koriste¢i harmonijsku ana-
lizu dokazali odgovarajucu ogradu na koeficijent ekspanzije.
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Primjer 1.2.7. Za m € N, neka je G,, 8-regularan graf sa skupom vrhova V,, = Z,, X Z,,.

vrh (x,y) € V,, poveZimo sa (x+y,y), (x—=y,y), (x,y+Xx), (x,y—x), (x+y+1,y), (x—y+1,y),
(x,y+x+1)i(x,y—x+ 1) gdje su operacije zbrajanja i oduzimanja radene modulo m.

Definicija 1.2.8. Za graf G = (V, E) definiramo kromatski broj grafa kao najmanji k € N
takav da postoji surjekcija f : V — {1, ..., k} za koju vrijedi

(u,v) e E = f(u) # f(v).
Opcenito, funkciju f : V — {1, ..., k} nazivamo bojenje grafa.

Korolar 1.2.9. Ako je G = (V, E) d-regularan graf sa n vrhova i A(G) = A, tada za kromat-
ski broj x(G) vrijedi y(G) > i—f.

Dokaz. Nekaje f: V — {1,...,m} bojenje naseg grafa, tada je za svaki k € {1, ..., m} skup
f~1(k) nezavisan skup naseg grafa pa prema Korolaru 1.1.9 imamo

odakle slijedi tvrdnja. O

Definicija 1.2.10. Za funkcije f,g : A — R pisemo f(a) = O(g(a)) ako postojic € R ¢ > 0
i za sve a € A vrijedi f(a) < cg(a).

logn—1
log(1+¢€)

Teorem 1.2.11. Za promjer (n,d, €)-grafa vrijedi diam(G) < 2[ -| + 1 < 3logn,

odnosno diam(G) = O(log n).

Dokaz. Neka je dan graf G = (V; E) koji je (n,d, €)-ekspander. Za proizvoljan § C V,
uvedimo oznaku N°(S) = S i N¥(S) = N(N* ") zak > 1.
Sada za v € V zbog

INKS)| = (1 + ) [N1(S)]

laganom indukcijom dobivamo

[N op] = min {2, (1 + e},
]

[ logn—1 -‘ tada

Lako vidimo daakosuu,ve Vik = [logl+E Toe(170

n
2

IN ()] =

NS

IV ((vh)| =

NS
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Prema Dirichletovom principu ili su N*(x) i N*(v) disjunktni ili zbog svojstva ekspanzije
postoji brid koji ih povezuje, stoga je udaljenost izmedu u 1 v manja ili jednaka

logn -1
log(1 + €)

2k+1:2{

Zbog 1 +€>0i1[x] < x+ 1slijedi

{logn—l

+1<2logn+1<3I
zog(1+e)} ==0Bm T L= 3087

O

Bududi da smo sada upoznati s osnovnim svojstvima ekspander grafova, promotrimo
poznati primjer grafa i utvrdimo zadovoljava li barem neka od svojstva ekspandera.

Primjer 1.2.12. Neka je C, ciklicki graf sa n vrhova. Ve¢ smo dokazali da kod ekspandera
ocekujemo ,male” nezavisne skupove, lako vidimo da u slucaju grafa C, moZemo uzeti
svaki drugi vrh ciklusa te tako dobiti nezavisan skup sa [%J elemenata.

n+l

Uocimo joS da je promjer grafa C, jednak LTJ pa promjer grafa C, nije O(log n).
Pokusajmo odgonetnuti jos i svojstvene vrijednosti matrice susjedstva A. Neka je B = [b; j],
pri Cemu je

b = 1, akoje j=i+1
“ 71 0, u suprotnom

Jasno je da vrijedi A = B + B. Neka je sada w = e’ . Direktnom provjerom vidimo kako
za v = (1, 5, W, ..., "% vrijedi Bvy = wkvy, stoga su svojstvene vrijednosti matrice B
jednake o, ..., w"".

Takoder moZemo provjeriti da vrijedi BTv, = Jvk. Zakljucujemo da su svojstvene vrijed-
nosti matrice A jednake «° + E, N7 G Wl

Za graf G pokazali smo ve¢ ogradu na koeficijent ekspanzije grafa s obzirom na A(G).
Promotrimo sada i suprotnu situaciju.

Teorem 1.2.13. [1]
Ako je G d-regularan graf koji je (n,d, €)-ekspander, tada vrijedi

2

€
AG)<d- .
ey

Prije dokaza navedenog teorema, spomenimo tvrdnje i definicije s kojima se nismo jo§
susreli u radu. Bit ¢e nam potrebne u dokazu.
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Definicija 1.2.14. o MreZa je usmjeren graf G = (V, E) za koji postoje:
— vrhovi s € V koji nazivamo izvor te t € V koji nazivamo ponor. Oznake s it za
vrhove u nekoj mreZi koristit cemo iskljucivo kada se radi o izvoru ili ponoru.
— Funkcija ¢ : E — [0, o) koju nazivamo kapacitet, te za (u,v) € E vrijednost

kapaciteta brida (u,v) oznac¢avamo sa c(u, v).

o Za mreZu G = (V,E) s kapacitetom c, funkciju f : E — [0, ) zovemo tok mreZe,
ako zadovoljava

— Za svaki brid (u,v) € E imamo f(u,v) < c(u,v).

— (Kirchhoffovo pravilo) Ako je v € V te v # s,t, tada je zadovoljena jednakost

DU fwvy= Y fw),

u:(u,v)ekE w:(v,w)eE
e Vrijednost toka f definiramo kao |f| := ), f(s,v). Tok koji ima maksimalnu
vi(s,v)EE

vrijednost nazivamo maksimalnim tokom.

o Ako je dana mreza G = (V, E), tada uredeni par C = (S, T), gdje S i T Cine particiju
vrhova grafate s € S it € T, nazivamo rezom. Za rez (S, T) definiramo i kapacitet

reza c(S,T) := 3, c(u,v). Rez (S,T) za koji je c(S, T) najmanji moguci nazivamo
(uv)eE
minimalnim rezom.

U grafu Cesto nalazimo puno rezova, ali ,,teSko” pronalazimo rezove malog kapaciteta.
Idu¢i teorem, koji navodimo bez dokaza, govori nam kako je vrijednost minimalnog reza
jednaka vrijednosti maksimalnog toka. Dokaz moZemo pronadi u [4], a zasniva se na tzv.
Ford-Fulkersonovom algoritmu.

Teorem 1.2.15. Vrijednost maksimalnog toka u mreZi G = (V, E) jednaka je kapacitetu
minimalnog reza.

Sada smo spremni dokazati Teorem 1.2.13.

Dokaz. Za pocetak uo¢imo da su svojstvene vrijednosti matrice Q = dI — A jednake d —
A, ....d — A,. Takoder, najveca svojstvena vrijednost matrice susjedstva A, odnosno A(G),
odgovara po apsolutnoj vrijednosti najmanjoj svojstvenoj vrijednosti matrice Q. Zato je

dovoljno pokazati
2

d - AG) > .
©) 21 ma

Stavimo d — A(G) = uinekaje f = (fi,..., f») € R" pripadajuci svojstveni vektor matrice
Q. Poznato je da su svojstveni prostori matrice Q medusobno ortogonalni pa s obzirom na
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to da je O svojstvena vrijednost kojoj odgovara vektor sa svim koordinatama jednakim 1,

slijedi
> fi=0.
i=1

Neka je V* = {i € {l,...,n} : fi > 0} te V- = V \ V*. Bez smanjenja opcenitosti
smijemo pretpostaviti |V*| < %, inaCe umjesto f moZemo promatrati svojstveni vektor —f.
Definirajmo vektor g = (g1, ..., g&») € R”" tako da vrijedi

o fi, akojeie V*
8i = 0, inace

n
2
ey

Sada imamo

2. (Oh)ifi ,Zw((dl = A)Difi

eVt _
xf I
1% 1%
3 (d = AG)ff
= Z f}z
iev+
-_— /l_

Zbog definicije Q vrijedi
D QNS = ) (degff = > £

iev+ i€V Ji.)EE
= D G-+ D -1
(i, )eE(VH,VT) (i,))eE(V+, V™)
> > (@i—g)
(i.))€E
Ocito je
DR=)g=>a
iev+ iev+ i€V
pa
(;E(gi -g)
i,))E
(*)
> 8
i€V

Kako bismo dokazali potrebnu ogradu, konstruirat ¢emo prikladnu mreZu te koristiti Cinjenicu
da je graf ekspander i Teorem 1.2.15. Promotrimo mreZu s vrthovima {s,#} UX U Y, gdje je
X = V*, Y =V, pritom razlikujemo vrhove x € X te y € Y N V*. Definirajmo skup bridova
E 1 kapacitet ¢ kao:
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1. Akoje u € X, tada (s,u) € E; i stavimo c(s,u) = 1 + €.

2. Zasveu € Xiv € Y nekaje (u,v) € Eyic(u,v) = 1ako (u,v) € Eiliu=v,a0
inace.

3. Zasvakiv € Y, nekaje (v,t) € Eyic(v,t) = 1.

Tvrdimo da je vrijednost minimalnog reza jednaka (1 + €)|V*|. Uzevsirez (s,{t} UX UY)
vidimo da je njegova vrijednost (1 + €)|V*|.

Neka je C = (S, T) neki drugi rez, stavimo U = {u € X : (s,u) ¢ E(S,T)}. 1z definicije
mreZe 1 ¢injenice da je G ekspander, slijedi da u mrezi imamo N(U) > (1 + €)|U|. Za svaki
v € N(U), mora postojati barem jedan u € S takav je (u,v) € E(S,T), buduci da svaki
takav brid ima kapacitet 1, vrijedi

cS, T)>=(1+eX\UI+INU)| =1 +e)|VT,

pa je vrijednost minimalnog reza zaista (1 + €)|V*|. Prema Teoremu 1.2.15 postoji tok
h: E; — [0, ) takav da:

1. Zasve (i, j) € Eje 0 < h(i, j) < 1.

2. Akoie X,tadaje ), h(i,j)=1+¢, a0 usuprotnom.
J:(i,)HeEE

3. Y h(,j)<lzajeY.

i+(i,))eE
Uvjerimo se da prethodna svojstva zaista vrijede:

1. S obzirom na to da za (i, j) € E vrijedi c(i, j) = 1, po definiciji toka mora vrijediti i
0<h(,j <l

2. Zai € Y nemamo bridova (i, j) € E| pa je suma trivijalno jednaka 0. Zbog maksi-
malnosti toka i ¢(s,i) = 1 + € za i € X mora vrijediti

(L+alVi=lh= ) hsi< > (1+e)=(+eIV'].

(s,0):ieX (s,0):ieX

ZakljuCujemo da je h(s,i) = 1 + e za i € X, pa je traZena jednakost zadovoljena po
Kirchhoffovom pravilu iz definicije toka.

3. Za j € Y vrijedi c¢(j, t) = 1 pa po Kirchhoffovom pravilu slijedi tvrdnja.
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1z prethodnih svojstava toka 4 1 A-G nejednakosti dobiva se

D PG i+ g <2 ) G jE +g))

(i.))EE (.)EE
= 22{ D, G+ Y RG i)]
i€V \i:(i,j)eE J:(JHEE
<@+28) ) ¢
eV

> h2<i,j>2<g?—g§>=2( PIREAEEY h2<j,i>}

(i.))eE ieV \i:(i,j)eE J:GiEE

< GZgiz.

i€V

Konacno, koristeéi (¥), prethodne dvije tvrdnje te Cauchy-Schwarzovu nejednakost, slijedi

> (gi— gj)2
(. J)eE
Y
119%
Y o(gi—g) X MG )Ngi+g)
(i,))EE (i,))EE

)y 81-2 -2 R, )A(gi + gj)?

i€V (i,))eE

2
( > hG, e - g?)

(i,))eE
2
4+ 2€2) (Z glz)
i€V
¥ (i, (g2 - Y’
1 (i,))€E
4 4+ 2¢€? D gl2
i€V
&2
>
4 4+ 2€
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1.3 Cayleyevi grafovi

Nakon §to smo se upoznali s opéenitim grafovima te ekspanderima, promotrit ¢emo jos
jednu vrstu grafova. Pokazat ¢e se da su oni jedan od klju¢nih alata koji nam omogucavaju
pristup ekspanderima.

Definicija 1.3.1. Neka je G konacna grupa i S C G. Za G i S definiramo Cayleyev graf
Cay(G,S) = (V,E) gdje je skup vrhova V jednak G, a za skup bridova vrijedi

E=A{(a,b)|a,beV, As € S,a = sb}.
Svaki graf X koji je izomorfan sa Cay(G, S) takoder nazivamo Cayleyevim grafom.

Iz definciije vidimo da je Cayley graf zapravo usmjeren graf, no ukoliko s € § =
s7! € §, tada je Cay(G, S) neusmjeren. Definirajmo sluzbeno i takve skupove.

Definicija 1.3.2. Ako je dana grupa G i S € G podskup elemenata grupe, kaZemo da je S
simetrican ukoliko s € S povlaci s™' € §.

Primjer 1.3.3. Neka je G = Z, i S = {1}, tada Cay(G, S) izgleda kao na slici.

Primjer 1.34. Za G =Zsi S = {1, 5}, Cay(G, S) moZemo prikazati ovako.

0 5
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Primjer 1.3.5. Ako je G = Zg i S = {2,6}, tada Cay(G, S) ima dvije komponente poveza-
nosti.

Najjednostavnije pitanje o Cayleyevim grafovima koje si mozemo postaviti je kada su
oni nuZno povezani.

Lema 1.3.6. Neka je H podgrupa od G generirana simetricnim skupom S, gdje je S C
G \{e}. Dvavrha x iy grafa Cay(G, S), nalaze se u istoj komponenti povezanosti tog grafa
ako i samo ako vrijedi xH = yH.

Dokaz. =

Pretpostavimo da su x i y u istoj komponenti G; grafa Cay(G,S). U tom slucaju mora
postojati barem jedan put iz x u y.

Ozna¢imo vrhove na tom putu sa x = xj, X, ..., X, = y. Zbog definicije grafa slijedi
XL x €8 zal <k < n. Slijedi

y= (yx;_ll)(xn_lx;_lz)...(xzx_l)x = hx.

Zanekih € H. Slijedih=yx! = yx'e H = xH =yH

—

Pretpostavimo xH = yH. Tada yx™' € H, stogajey = hxzaneki h € H, te h = X,X,_;...X;
gdjex,eS zak=1,..n.

Vidimo da x, x1x, XXX, ..., X,X,_1...Xx;Xx = y Cine put od x do y u danom grafu. Prema
tome, x 1 y nalaze se u isto] komponenti povezanosti. O

Korolar 1.3.7. Cayleyev graf Cay(G, S) povezan je ako i samo ako S generira G.

Dokaz. —

Ako je Cay(G, S') povezan, on ima samo jednu komponentu povezanosti. Zbog prethodne
leme mora vrijediti [G : (S)] = 1,t. G =(S).

—

Suprotno, ako S generira G, tada [G : (S)] =[G : G] = 1, pa xH = yH zasve x,y € G, pa
po istoj lemi slijedi da je Cay(G, S') povezan. O
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Korolar 1.3.8. Neka je H podgrupa od G generirana simetricnim skupom S, gdje je S C
G \ {e} te neka je n = |G : H]. Tada graf Cay(G, S) ima n komponenti povezanosti, a skup
vrhova svake komponente povezanosti odgovara jednoj lijevoj klasi iz G/H.

Dokaz. Prema dokazanoj lemi, svaka dva elementa x,y € G nalaze se u istoj komponenti
povezanosti Cay(G, S') ako 1 samo ako se nalaze u istoj lijevoj klasi od G po H. Prema tome,
svaka lijeva klasa predstavlja sve vrhove jedne komponente povezanosti Cay(G, S ). O

Iz svega navedenog vidimo da Cayleyev graf moze biti usmjeren, povezan te moze
sadrzavati petlje. Zato uvodime tri dodatne pretpostavke na S

e § je simetrican, time promatrani Cayleyev graf postaje neusmjeren
e § generira grupu G, §to nam garantira povezanost
e ¢ ¢ S,iz ovoga slijedi da graf ne sadrzi petlje.

Osim toga, iz prethodnih pretpostavki jednostavno vidimo i da je Cay(G, S ) regularan stup-
nja |S].

Prije nego navedemo osnovnu karakterizaciju Cayleyevog grafa, definirajmo jo§ pojam
tranzitivnosti po vrhovima.

Definicija 1.3.9. Za graf G = (V, E) kaZemo da je tranzitivan po vrhovima, ako za sve
x,y € V postoji f € Aut(G) takav da f(x) = y. Za skup svih takvih [ kaZemo da djeluje
tranzitivno nad G. Ako dodatno vrijedi da je za x,y € V pripadna f € Aut(G) jedinstvena,
tada kaZemo da skup svih takvih f djeluje strogo tranzitivno nad G.

Sljedeca propozicija daje nam glavnu karakterizaciju Cayleyevog grafa.

Propozicija 1.3.10. Povezan graf G je Cayleyev graf ako i samo postoji podgrupa H C
Aut(G) koja djeluje strogo tranzitivno nad G

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je G Cayleyev, moZzemo promatrati njemu izomorfan graf
G =Cay(X,S).

Za x € X vrijedi da mnoZenjem svih elemenata grupe sa x slijeva dobivamo permutaciju
grupe, te za sve a, b € X postoji jedinstveni x’ € X takav da b = x’a, stoga je G’ tranzitivan
po vrhovima.

Dokazimo 1 suprotan smjer, neka je G povezan i H C Aut(G) koji djeluje tranzitivno nad
G. Fiksirajmo vrh v 1 definirajmo

S =1{h € H| hviv su susjedni vrhovi}.
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Skup S je simetri¢an jer je H podskup skupa automorfizama pa su Av i v susjedni vrhovi
ako i samo ako su v i h~!v susjedni vrhovi. Definiramo izomorfizam izmedu G i Cay(H, S)
na sljedeci nacin, ako je u vrh grafa, tada postoji jedinstveni # € H za koji hv = u, pa
preslikajmo u — h.

O

Iz prethodne propozicije slijedi da povezan graf nije nuzno Cayleyev.

Primjer 1.3.11. Na slici ispod moZemo vidjeti primjer najmanjeg regularnog grafa koji
nije Cayleyev.

Navodimo jo$ i primjer grafa koji je tranzitivan po vrhovima, a nije Cayleyev.

Primjer 1.3.12. Slika ispod predstavlja Petersenov graf koji nije Cayleyev, ali je tranziti-
van po vrhovima.

Dokazimo jos Cinjenicu iz prethodnog primjera.

Propozicija 1.3.13. Petersenov graf je tranzitivan po ¢vorovima, ali nije Cayleyev graf.
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Dokaz. Uo€imo da ako kreiramo graf gdje su vrhovi svi dvoc¢lani podskupovi skupa {1, 2, 3, 4, 5},
te povezemo dva vrha ako je presjek skupova u njima prazan, dobili smo graf izomorfan
Petersenovom grafu.

{24}

Permutacijom (15)(24), unutrasnjih 5 vrhova zamijeni mjesta sa vanjskim vrhovima, a
permutacijom (14523) vrhovi zamijene mjesta u smjeru suprotnom od kazaljke na satu.

4.5 2.5
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1.5

(3.5 12

Kombiniranjem prethodnim dvjema permutacijama moZemo pronaéi permutaciju koja pro-
izvoljan vrh x Salje u proizvoljan vrh y, stoga je graf tranzitivan po vrhovima.

Dokazimo sada da graf nije Cayleyev. Pretpostavimo suprotno i primijetimo da su jedine
dvije neizomorfne grupe reda 10, Z;y i Ds, gdje je D5 dihedralna grupa.

S obzirom da nas graf mora biti izomorfan s nekim Cay(G,S), jasno je da G = Z ili
G = Ds, te |S| = 3.

U prvom slucaju, neka su x i y neka dva elementa iz Z;y. S obzirom da je grupa Abelova i
S simetri¢an, za neki z € G \ S vrijedi z = xyx~'y~!z pa bi u grafu morao postojati ciklus
duljine 4 u grafu, a vidimo da takvog nema.

Neka je sada G = Ds, zbog |S| = 3 barem jedan od elemenata u § mora biti reda 2, nazo-
vimo ga x. Ako postoji yu S reda 5, tada bi za neki z mora vrijediti z = ababz pa bi ponovo
morao postojati ciklus duljine 4 u grafu. Slijedi da svaki element u s ima red jednak 2, ali
tada ne postoji kombinacija 5 elemenata iz S koji daju e. O






Poglavlje 2

Teorija reprezentacije konacnih grupa

2.1 Osnovni pojmovi i Cinjenice

Definicija 2.1.1. Neka je dana konacna grupa G i vektorski prostor V nad C, homomor-
Sfizam grupa p : G — GL(V) nazivamo reprezentacijom konacne grupe G (ako je jasno o
kojoj reprezentaciji p se radi, ponekad ¢emo i sam V nazivati reprezentacijom).

Teorija reprezentacije kljucna je poveznica teorije grupa i linearne algebre. NajceSce
ju koristimo kako bismo rezultate iz linearne algebre primijenili u dokazima vezanim uz
teoriju grupa. Konkretno, linearna reprezentacija kona¢ne grupe omogucava da se umjesto
elementima grupe koristimo linearnim operatorima koji ,.,Cuvaju” informacije o grupi.

Primjer 2.1.2. Za konacnu grupu G i vektorski prostor V najjednostavniji primjer re-
prezentacije je homomorfizam p : G — GL(V) koji svakom elementu g € G pridruZuje
operator identitete I € GL(V). Tu reprezentaciju nazivamo trivijalnom reprezentacijom.

Definicija 2.1.3. Neka je p : G — GL(V) reprezentacija konacne grupe G. Ako je na V
definiran i skalarni produkt -, -) takav da za sve g € G i v,w € V vrijedi

@V, p(gIw) = (v, w).

Tada kaZemo da je p unitarna reprezentacija s obzirom na skalarni produkt -,-) (ili
samo unitarna ako je jasno o kojem skalarnom produktu se radi).

Primjer 2.1.4. Za proizvoljnu konacnu grupu G promotrimo njenu trivijalnu reprezenta-
ciju nad C. Jasno je da za sve g € G i a, 8 € C vrijedi

(p(Qa, p(g)B) = (a,p).

Stoga je ova reprezentacija unitarna.

27
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Definicija 2.1.5. Za svaki podskup elemenata S konacne grupe G i reprezentacijup : G —
GL(C|[G]) definiramo prosjek reprezentacije p na S kao

1
Sy =151 ;p(s) e L(V).

Definicija 2.1.6. Za konacnu grupu G definiramo |G|-dimenzionalni vektorski prostor
ClG] = {Zag-gla/g EC}
geG

te ga snabdijevamo skalarnim produktom koji za a,b € G zadovoljava

1, akoa=>b
(a,b) = { 0, inace

Primjer 2.1.7. Jos jedan primjer reprezentacije koja se cesto koristi u dokazima je tzv.
regularna reprezentacija R : G — C[G] koju definiramo kao

5 cgg] = b

geG geG

R(a)

pri cemu je a € G i za svaki g € G vrijedi c, € C. DokaZimo da je ona dobro definirana.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje a,b € G takvida a # b1 R(a) = R(b). Prema definiciji
R, za neutralni element e grupe G vrijedi a = ae = R(a)e = R(b)e = be = b, §to je
kontradikcija sa pocetnom pretpostavkom. O

Propozicija 2.1.8. Neka je S bilo koji simetrican podskup od G, tada je matri¢ni prikaz
operatora S g u bazi {g | g € G} jednak normaliziranoj matrici susjedstva grafa Cay(G, S).

Dokaz. Oznacimo sa N normaliziranu matricu susjedstva grafa Cay(G, S) te sve operatore
promatramo u bazi {g | g € G}.

Uocimo da je R(g) permuatacija baze dobivena mnoZenjem svakog elementa sa g slijeva.
Iz toga slijedi da za s € S matrica R(s) prikazuje sve bridove (a,b) u grafu Cay(G,S)
dobivene zbog jednakosti a = sb.

Prema tome ) R(s) je matrica susjedstva grafa Cay(G, S), a s obzirom da iz svakog vrha
seS
izlazi |S| bridova, slijedi tvrdnja propozicije. O

Kod najcescih primjera linearnih operatora f : V — V, koristimo se podskupovima
W € V takvim da f(W) € W koje nazivamo invarijantnim skupovima. Definirajmo ekviva-
lentan pojam u teoriji reprezentacije.
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Definicija 2.1.9. Neka je p : G — GL(V) linearna reprezentacija i W vektorski potprostor
od V, kaZemo da je W invarijantan s obzirom na p, ako je invarijantan s obzirom na svaki
0(g), g € G. Tada je plw takoder linearna reprezentacija. Reprezetaciju ply nazivamo
podreprezentacijom od p.

Primjer 2.1.10. Neka je V reprezentacija neke konacne grupe G dana regularnom repre-
zentacijom, neka je W jednodimenzionalni potprostor od V razapet sa v = e €q.
Tada je R(g)v = v za sve g € G. Prema tome, R|y je podreprezentacija od R.

Kao Sto smo u linearne operatore rastavljali na sumu operatora na svojstvenim potpros-
torima, tako i linearnu reprezentaciju mozemo zapisati kao direktnu sumu operatora na
invarijantnim potprostorima.

Teorem 2.1.11. [19] Neka je p : G — GL(V) linearna reprezentacija i W vektorski pot-
prostor od V koji je invarijantan s obzirom na p . Tada postoji komplement W+ od W koji
je takoder invarijantan s obzirom na p.

Dokaz. Neka je W’ proizvoljan ortogonalni komplement od W u V i neka je p projekcija
na W. Promotrimo .
Gppp1 = G Zp(g) PP
ges

S obzirom da p slika V. u Wi W je p(g) invarijantan, slijedi da G

opp-! Preslikava Vu W.
Osim toga, za x € W vrijedi p(g)x € W pa imamo

p-p®) 'x=p'x

P& p-p@'x=x

To jest
G

p.p.p—l.x = X.

Zato je G, projekcija V na W, koja odgovara nekom komplementu W+ od W.

Takoder, za sve h € G zbog

1
P Gy - p)" =1 D o) p(9) - p-p()™" - plh)!

ges

= > plhg) - p- phg)™.

ges
hG= _
CCN 0@ p @) =Gy

ges
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vrijedi
p(h) : Gp.p.p—l = Gp,p.p—l p(h)

Ako je sada x € W+ i h € G, mora vrijediti

Gp_p.p-lx =0.
Odnosno
Gyppt - p(M)x =p(h) -G, pp1x =0.
Sto nam govori da je W* invarijantan s obzirom na p(g) za svaki g € G. O

Definicija 2.1.12. KaZemo da je reprezentacija V (ili p : G — GL(V)) ireducibilna, ako V
nije nulprostor i ne postoji netrivijalan p-invarijantni podprostor W od V.

Teorem 2.1.13. [19] Svaka reprezentacija je direktna suma ireducibilnih reprezentacija.

Dokaz. Neka je p : G — GL(V) reprezentacija grupe G. Tvrdnju dokazujemo indukcijom
po dim(V).

Za bazu indukcije kada je dim(V) = 0, nemamo Sto dokazivati.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za dim(V) < n te neka je sada dim(V) = n.

Ako je V ireducibilna, tada je V = 0 @ V. U suprotnom postoji netrivijalan p-invarijantni
podprostor W C V, prema Teoremu 2.1.11 slijedi da je V jednak direktnoj sumi W i W+.
Po pretpostavci indukcije, slijedi tvrdnja. O

Definicija 2.1.14. Neka su p i p’ dvije reperezentacije konacne grupe G na vektorskim
prostorima V i V'. KaZemo da su p i p’ izomorfne ukoliko postoji lineran operator
7 :V = V' koji je izomorfizam, te za sve g € G vrijedi:

Top(g)=p(g)ort

Teorem 2.1.15 (Schurova lema). [19] Akosu ¢ : G —- Vi0: G — W dvije ireducibilne
reprezentacije grupe G nad poljem kompleksnih brojeva, i  : V. — W linearan operator
takav da

0y =yp(g) Vg € G

tada vrijedi:
1. Ako ¢ i 0 nisu izomorfne, tada je y = 0

2. AkojeV =W i¢ =0, tada je y = Ald
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Dokaz. 1. Pretpostavimo da ¢ # 0, tj. postoji v € V takav da ¢(v) # 0. Sada mora
vrijediti Im{y/} # 0, stoga je prema uvjetu iz teorema, 6y, podreprezentacija od W.
Zbog ireducibilnosti imamo Im{y} = W.
Analogno iz pretpostavke ¥ # 0, ker{yy} # V i ireducibilnosti od V slijedi ker{ys} = 0
pa je ¥ izomorfizam.

2. Neka je A svojstvena vrijednost od . Promotrimo operator ' = ¢ — Ald.
Jasno je da ker{i)’} # 0, te u uvjetu teorema ¥y mozemo zamijeniti sa y’. Zbog dokaza
prvog dijela teorema, mora vrijediti ¥’ = 0, odnosno ¥ = Ald
m]

Sada bez dokaza iznosimo dvije tvrdnje potrebne za dokaz u radu. Njihova pozadina
izlazi van opsega ovog rada, a dokaze moZemo pronaci u [19].

Teorem 2.1.16. [19] Konacna grupa ima konacno mnogo ireducibilnih reprezentacija (do
na izomorfizam).

Teorem 2.1.17. [19] Za regularnu reprezentaciju R konacne grupe G uz oznaku d, = dimp
vrijedi
R = D..® 2.1
Deo_op e
dy

gdje je direktna suma uzeta po svim ireducibilnim reprezentacijama od G (kojih ima konacno
mnogo prema prethodnom teoremu).

Ako sa G oznagimo skup svih medusobno neizomorfnih ireducibilnih reprezentacija sa
G u GL(C[G]), brojeci dimenzije s obje strane jednakosti prethodnog teorema dobivamo
|G| = . a’f). Uz oznaku D(G) = ), d, (pisati cemo samo D ako znamo o kojoj grupi se radi)
oG oG
vrijedi

VIGl < DG) < (G

Objasnimo jos zaSto je prva nejednakost stroga, kako bismo to ucinili dovoljno je pronaci
pravi podprostor od C[G] koji je invarijantan s obzirom na R. Neka je K € C[G] jedno-

dimenzionalni vektorski podprostor razapet vektorom e = ), g € C[G]. S obzirom da je
geG

R(a)e = e, R invarijantna na podprostoru K iz ¢ega slijedi tvrdnja.






Poglavlje 3

Alon-Roichmanov teorem

3.1 Hoeffdingova nejednakost

Rezultat ovog poglavlja omogudit ¢e nam relativno kratak dokaz Alon-Roichmanovog
u usporedbi s prvobitnim dokazom iz [2].

Lema 3.1.1. /18] Neka su X, ..., X; nezavisne slucajne varijable takve da 0 < X; < 1 te
EXi, = zak =1,..,t Vrijedi
t t
2 X XMk
k=1 k=1
t t

2
> € Se—Ze t.

P

Navedeni, osnovni oblik Hoeffdingove nejednakosti daje nam gornju ogradu na pro-
sjek n ograniCenih nezavisnih slucajnih varijabli. U glavnome dokazu ovog rada koristiti
¢emo se nezavisnim slucajnim linearnim operatorima. Zbog toga ¢emo dokazati verziju
Hoeffdingovog teorema za slu€ajne operatore.

Definicija 3.1.2. Radi lakSeg zapisa, definirajmo teZinsku funkciju entropije H, kao

H,(x) :xln(f)+(1 —x)ln(1 _x).
p l-p

Na Hilbertovom prostoru V dimenzije d oznaCavamo sa A(V) skup svih hermitskih
operatora te sa B(V) skup svih pozitivnih operatora. Tada je na skupu A(V) dan parci-
jalni uredaj gdje piSemo A < B ako 1 samo ako vrijedi B — A € B(V). Takoder, s [A, B]
oznacavamo skup svih operatora C € A(V) takvihda A < C < B.

Kako $to za slucajne varijable Cesto koristimo ograde vezane za njihove funkcije izvodnice
momenata, pokazat ¢emo ogradu na funkcije izvodnicu momenata slu¢ajnog operatora.

33
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Definicija 3.1.3. Za proizvoljnu matricu X € M, definiramo eksponencijalnu funkciju
matrice X kao

[Se]

1
X ._ k
e = k_EO k!X EM,.

Upotpunimo prethodnu definiciju obrazloZenjem da prethodno definirani eksponenci-
jalni opeator matrice X uvijek postoji. Uzimanjem porizvoljne norme || - || na M, (svejedno
nam je koju normu promatramo jer su one sve ekvivalentne na kona¢nodimenzionalnom

prostoru M,,) imamo
L k N k _ LlIXIl
ZEX SZa”X” = M,
=0 =0

S obzirom da je red ), %X" apsolutno konvergentan i M,, Banachov prostor, slijedi da on
k=0 "

konvergira i obi¢no.

Lema 3.1.4. /3]
Neka je V d-dimenzionalan Hilbertov prostor, r € [0,1] i X slucajan operator koji
poprima vrijednosti u [—rl, (1 —r)I[] C A(V) i EX = 0. Za svaki h > 0 vrijedi

Ee™ < (1 - nle™™ + rle=9",

Dokaz. Uocimo da je funkcija f(f) = ¢' konveksna, prema Jensenovoj nejednakosti dobi-
vamo

< (I —r—y)e ™+ (r+yel™",

Jasno je da ukoliko su odgovarajuci dijgonalni elementi dijagonalne matrice K manji od
pripadnih dijagonalnih elemenata matrice L, tada je L < K. Neka je Y dijagonalna ma-
trica, prema definicije e! slijedi da je i ona dijagonalna pa iz navedenih tvrdnji i prethodne
nejednakosti slijedi

M <(I—rl-Y)e™ + (rl + Y)e' ™,

S obzirom da postoje ortogonalna matrica U i dijagonalna D takve da X = UDUT te
opéenito za invertibilnu matricu U iz definicije eksponencijalne matrice od UDU ! slijedi
eUPU™ = UePU~!, imamo

th — thDUT — UthUT S (I _ }’I _ X)e—rh + (rl + X)e(l_S)h_
Uzimanjem ocekivanja u prethodnoj nejednakosti slijedi tvrdnja leme. O

Prethodna lema dokazuje se potpuno analogno i u slucaju uvjetnog ocekivanja.
Dokazimo sada joS jednu jednostavnu, ali veoma vaznu lemu.
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Lema 3.1.5. [3] Neka je X slucajan operator koji poprima vrijednosti na B(V), gdje je V
Hilbertov prostor. Vrijedi
P(X £1) < Tr(EX).

Dokaz. Imamo
EX = Z P(X = A)A > Z P(X = A)A.
AEB(V) AeB(V):ALI
S obzirom da za A € B(V) takav da A £ [ nuzZno vrijedi Tr(A) > 1, uzimanjem traga
navedene nejednakosti slijedi tvrdnja. O
Spremni smo dokazati i Hoeffdingov teorem za linearne operatore.

Teorem 3.1.6 (Hoeffdingov teorem za linearne operatore). [3] Neka je V Hilbertov pros-
tor dimenzije d i {X}]_, martingal s obzirom na prirodnu filtraciju {¥i};_, koji poprima
vrijednosti u A(V), te za razliku njegovih clanova Y; = X; — X;_y vrijedi Y; € B(V) i

Y; € [, (1 — 1)) za neke realne brojeve r; € [0, 1]. Uz oznaku r = ) r; imamo
i=1

P(X, — EX, £ nhl) < dexp (—nH,(r + h))

P(X, — EX, # nhl) < dexp(—nH,(r — h)).
n—1
Dokaz. Neka je s > 0 proizvoljan realan broj. Za svaki n € N slucajna varijabla }’ Y;
i=1

n-1
je Fu-1-izmjeriva paie = mora biti F,_; izmjeriva. Zbog prethodnih tvrdnji i svojstva
uvjetnog ocekivanja imamo

o)
=Tr (E [es P Yl) E (eSY”|5Un_1)] .

Pa s obzirom na to da
E(Ynly:n—l) = E(Xn - Xn—llg:n—l) = Xn—l - Xn—l =0

1Y, € [-r;, 1 —r;] poLemi 3.1.4 mora vrijediti

s n Yl' Sn—l Yl
Tr (E (e A ]] <Tr (E [e A )((1 —rpetm + I’nes(l_’")) 1]

n—1
= ((1 — e + l”nes(l_r")) Tr (E [es ig‘l Yi)J .
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Induktivno zakljucujemo

N 5 Y[ 1
Tr [E (e igl )) < ((1 — e + rl_es(l—ri))

i

-1
=e " 1—[ (1 =r) +rie’).
i=1

Zbog AG nejednakosti slijedi

n

0 Y —r)+ X ref
s 2 Y; —snr | =1 i=1
Tr(E (e i=1 )) <e

< d((l — e s 4 res(l_r_h))n

n
s time da smo u prelasku iz prvog u drugi red koristili ¢injenicu da se ) Y; mozZe dija-
i=1
gonalizirati. Minimiziranjem prethodnog izraza po s, slijedi da se minimum postiZe za
_ (r+h)(1-r)
s=1In r(1-r=h) °
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(r+h)(1-r)

Uz oznaku y = o

uvrStavanjem to¢ke minimuma imamo

P(X, — EX, £ nhl) < d((1 - e " 4 pell=r-his)’
= d((l — )y " 4 ryl_’_h)n
=d (y_(”h) (1-r)+ ry))n
=d(exp(=(r + h)Iny + In(1 — r + ry)))"

(r+h)(1-r) l r—1 ))"
rd—r=h @ rth-l

= d(exp (—(r + h)In

r 1-r

- dexp(—n((r+ in R - r—h)lnu))
= dexp (—nH,(r + h))

¢ime je dokazana prva tvrdnja teorema. Druga nejednakost dobiva primjenom prve nejed-
nakosti promatrajuci martingal —Xj, odnosno zamjenom r — 1 — r u prethodnom rezultatu
te ¢injenicom da H,(x) = H;_,(1 — x). O

t
Vratimo se kratko na Lemu 3.1.1. Zbog Cinjenice da je ), (X; — EX;) martingal, sada
k=1

vidimo da je ona zaista slabija verzija upravo dokazanog teorema.

3.2 Dokaz Alon-Roichmanovog teorema
Prisjetimo se najprije nekoliko pojmova iz prva dva poglavlja.
Definicija. Za konacnu grupu G i S C G definiramo Cayleyev graf Cay(G,S) = (V,E)
gdje je skup vrhova V jednak G, a za skup bridova vrijedi
E=A{(a,b)|a,beV, As € S,a = sb}.
Podsjetimo se jos jednog pojma iz drugog poglavlja.

Definicija. Neka je dana konacna grupa G i prostor C[G| i G skup svih medusobno neizo-
morfnih ireducibilnih reprezentacija sa G u GL(C[G]). Definiramo D(G) (ili samo D ako
Jje jasno o kojoj grupi se radi) kao sumu dimenzija po svim ireducibilnim reprezentacijama
p : G — C[G], odnosno D := }’ d,

peC

Kljuc¢no ¢e nam u dokazu biti da iz svih vrhova izlazi to¢no 2|S | bridova, zato dopustamo
’viSestruke” bridove izmedu vrhova u slucaju kada nisu svi elementi iz S razliciti ili se u
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S nalaze 1 element s € G 1 njegov inverz.

Time nam je garantirano da svaki vrh ima to¢no 2|S| izlaznih bridova, dok ¢emo u matrici
susjedstva na mjestu i-tog retka i j-tog stupca jednostavno upisati broj svih bridova koji
povezuju i sa j (ako je i povezan sa samim sobom, na i-tom mjestu dijagonale matrice
susjedstva nalazit e se broj 2).

2
U praksi, vjerojatnost da smo izabrali duple elemente u S Ce biti otprilike (l”lgG'f') Sto nam
nece predstavljati problem.
Glavni teorem dokazat ¢emo kao posljedicu sljedeceg, pomoc¢nog teorema.
Teorem 3.2.1. Neka je G konacna grupa, k e Ni0 < € < 1 tada vrijedi
ACay(G, S 1+

P(%}C)) > e) < 2Dexp {—kHé ( ; 6)}

pri Cemu su sy, ..., s, nezavisne slucajne varijable uniformno distribuirane na G i

S = {S], ceey Sk}.

Teorem 3.2.2 ([Alon-Roichman [3]). Za svaki € > 0 postoji k = k(D) = (E% + 0(1)) log D
takva da za sve konacne grupe G vrijedi

E [/I(Cay(G, S))} <e

2k
Pri ¢emu su sy, ..., sy nezavisne slucajne varijable, uniformno distribuirane na G, a S je
skup {si, ...} iD=} d,.
0eG

Dokazimo da Alon-Roichmanov teorem zaista slijedi iz Teorem 3.2.1.

A(Cay(G,S))

Dokaz. S obzirom na to da TR

poprima vrijednosti u [0, 1], uzimanjem 6 = 6(D) koja

1
teZi u nulu i za koju In6™! = o(In D), € = e(1 - 6), b = —log(ed) te k = (1+ )(lnD +
H. (==
3\ 2

b +In2) u Teoremu 3.2.1 slijedi

In(2Déeb
P(wzg)gzpexp{_“( e)H;(”f)}

2k
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Uz oznaku X = w € [0, 1] dobivamo

= E[XLix<e)] + E[X1ixse)]
<EPX <€)+PX =€)

<€ +ed
=e(l-0)+€d
=€

Sada nam je preostalo joS dokazati Teorem 3.2.1.

Dokaz. Zaelementa = ) a, - g € C[G] ireprezentaciju p, definiramo
geG

a(p) = ) ag-p(g).

g€G

Neka je
s = 1 Zk:(s, + 571 e C[G]
2k £ P '

Napomenimo da prema Propoziciji 2.1.8 za normaliziranu matricu susjedstva N grafa
Cay(G, S) vrijedi da je N prikaz operatora S(R) u bazi {g| g € G} prostora C[G]. U os-
tatku dokaza, sve ¢emo operatore promatrati u prethodno spomenutoj bazi. Promotrimo
dekompoziciju R u ireducibilne reprezentacije dane sa 2.1 iz Teorema 2.1.17, ona odgo-
vara ortogonalnoj direktnoj sumi dekompozicije C[G] u prostore invarijantne za svaki R(g).
Takoder, svojstvena vrijednost 1 odgovara trivijalnoj reprezentaciji u C[G], zato je dovoljno
ograniciti spektar operatora §(R) po skupu netrivijalnih reprezentacija koje se pojavljuju u
dekompoziciji R, odnosno

ACay(G,S))

T max 15l

Neka je p netrivijalna reprezentacija G te uvedimo oznaku a; = %(s,- +shzai=1,..,k

k
Tada je s = ¢ Y a; te zbog unitarnosti p(s;') = p(s)™' = p(sy)* vrijedi da je sluCajni
i=1

operator

1 1
Ai = S (p(si) +p(s71) = 5 (s +p(s)")
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4
hermitski. Oznaimo sa X; = ) A;.
=1
Matrica operatora », R(g) jednaka je matrici sa svim elementima jednakim 1, stoga je
geG
ona ranga 1. Osim toga, 1 matrica trivijalne dekompozicije ima rang jednak 1. Sada zbog

dekompozicije R u ireducibilne reprezentacije po Teoremu 2.1.17, uzimanjem ranga lijeve i

desne strane jednakosti dane spomenutim teoremom, slijedi da je ) p(g) ranga 0, odnosno
geG

nuloperator, dobivamo

D p(g)J =0,
geG

E[XilXi_.1] = E[X;1 + AilXi_1]
= E[Xi,1|1Xio1] + E[AlXio1] = Xy

Slijedi da je X; martingal koji zadovoljava uvjete Teorema 3.1.6. Prema tome

1< €
z;Ai 25]

= P(IlX - EX|| > 6_2k)

< 2d,exp {—kH; (1 ;— 6)}

Zbrajanjem po svim ireducibilnim reprezentacijama slijedi traZzena tvrdnja.

1
E[A] = —
[A] el

odnosno

P(llo(s)ll = €) = P(




Poglavlje 4

Primjene

4.1 Slucajna Setnja

getnja na grafu G = (V, E) je niz vrhova vy, vy, ..., 4 € V takvih da je v;,; susjedan vrhu
v;. Ako je v,y izabran uniformno nasumi¢no medu susjedima v;, takvu Setnju nazivamo
sluc¢ajnom Setnjom. Pocetni vrh sluCajne Setnje obi¢no odabiremo iz neke pocetne distri-
bucije ;. Time induciramo vjerojatnosnu distribuciju zr; na V takvu da je vjerojatnost da
v; = v € V jednaka m;(x). Sa slu¢ajnom Setnjom smo se ve¢ susreli na kolegiju Markovljevi
lanci, navedimo formalnu definicju.

Definicija 4.1.1. Neka je p € R" takav da za i = 1,2, ...,n vrijedi p; > 0, te je zadovoljeno

Yy pi = 1. Tada p nazivamo vjerojatnosnom distribucijom. Sa u = —(1,1,...,1) € R"
n

oznacavamo uniformnu distribuciju.

Na spomenutom kolegiju dokazali smo da za povezan graf G, koji nije bipartitan, distri-
bucije m; konvergiraju grani¢noj (pa i stacionarnoj) distribuciji ([22] Teorem 8.9.). Takoder,
ako je G regularan, tada je grani¢na distribucija zapravo uniformna distribucija. Unatoc
tome, nismo odgonetnuli sva pitanja vezana uz slu€ajnu Setnju, jedno od njih je koliko brzo
slu¢ajna Setnja zapravo konvergira prema gani¢noj distribuciji. To je ipak preopéenito pita-
nje, proucavat ¢emo zato slucajnu Setnju na d-regularnom grafu s malom drugom svojstve-
nom vrijednos¢u. Pokazat ¢e se da tada slucajna Setnja ,,brzo” konvergira prema grani¢noj
distribuciji. Prisjetimo se formalnih definicija potrebnih pojmova.

41
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Definicija 4.1.2. Za vektore u,v € R" definiramo skalarni produkt i norme 1y, I, te l, kao

n

(u,v) = Z Ujvi
i=1

el = > lu
i=1

s = Vo, ) = [ u?]

i=1

1
2

llut]|oo = max |u|
1<i<n

Definicija 4.1.3. Neka je p € R" takav da zai = 1,2,...,n vrijedi p; > 0, te je zadovoljeno
>y pi = 1. Tada p nazivamo vjerojatnosnom distribucijom. Sa u = —(1,1,...,1) € R"
n

oznacavamo uniformnu distribuciju.

U ostatku poglavlja promatramo slucaj kada je graf G na kojem promatramo slucajnu
Setnju d-regularan graf. Jednostavno se pokazZe da je tada N, normalizirana matrica susjed-
stva, zapravo prijelazna matrica slucajne Setnje na G.

Teorem 4.1.4 (Teorem 3.4. [7]). Neka G = (V,E) graf sa n vrhova, A(G) = 1i p € R"
proizvoljna vjerojatnosna distribucija. Tada vrijedi

k

A
IN“p = ull, < (3) N

Prethodni teorem nam govori da slucajna Setnja konvergira prema grani¢noj distribuciji
otprilike logaritamskom brzinom, bez obzira na pocetnu distribuciju ako je druga najveca
svojstvena vrijednost po apsolutnoj vrijednosti pripadnog grafa mala.

Dokaz. Buduci da je N simetri¢na matrica, postoji ortonormirana baza R" u kojoj je ona
dijagonalna sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali. Oznacimo tu bazu sa

{u = vy, v, ..., v,} te pripadne svojstvene vrijednosti sa {%‘, %, ey %}

Promotrimo sada rastav p na sumu uniformne distribucije u i ostatka e, tj. stavimo

e = p — u. Suma koordinata u 1 p jednaka je 1 pa suma koordinata vektora e mora biti

jednaka 0, stoga je (u, ) = 0 pa se e nalazi u prostoru razapetom sa {vy, ..., v,}. Slijedi

Np—-—u=N(e+u) —u
=Nu—-Ne—-u
=u+Ne—u
= Ne.
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Koristeci Cinjenicu da je e linearna kombinacija ortonomiranih vektora, koji su ujedno
svojstveni vektori matrice N s pripadnim svojstvenim vrijednostima manjim od 4, a zatim
nejednakost trokuta, dobivamo

P u e = el = p ).
2 2 d d

Zakljucujemo da vrijedi

/l k
IN“p — ull, < (3) .

Cauchy-Schwarzovom nejednakoscu slijedi tvrdnja teorema. O

4.2 Poboljsanja vjerojatnosnih algoritama

U ovom poglavlju proucit ¢emo kako uz pomoc¢ slu€ajne Setnje na grafu koji je ekspan-
der moZemo smanyjiti broj slucajnih bitova potrebnih za izvrSavanje vjerojatnosnih algori-
tama.

Pretpostavimo da imamo funkciju f : {0, 1} — {0, 1} te vjerojatnosni algoritam A takav da
Ya € {0, 1}" i x uniformno odabran iz {0, 1}7(“) za neki polinom p vrijedi

2
P(A(a, x) = f(a)) > 3

Voljeli bismo na¢i nacin kojim bismo vjerojatnost A(a,x) = f(a) proizvoljno priblizili
broju 1. Promotrimo prvi nacin na koji to moZemo napraviti.

Najjednostavnija metoda za postizanje vece preciznosti algoritma A jest viSe puta generi-
rati nezavisne x € {0, 1}?4%_ recimo ¢ puta, te kao konaénu odluku za A(a, x) uzeti veéinu
medu svim generiranim slu¢ajevima. Ozna¢imo modificirani algoritam sa A*(a, xi, ..., X;).
Uocimo da ako generiramo nezavisne xi,..., X;, tada ¢e naS modificirani algoritam biti
netocan ako pocetni algoritam A pogrijesi u vise od pola slucajeva, odnosno kada

t
Z Y. > 0.5t,
k=1

pri cemu je Yy = Laqx)+f@). Osim toga, vrijedi i
t t 1

Z Yi| = Z Ellaux)2r@l < 3t

k=1 3

k=1

E
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Sada imamo

t
2 Y
P(A*(a, X1, ..., X;) # f(@)) =P ’“:‘t >0.5
1 1
2 Yo E[X Y] |
<Pl - >05--
t t 3
t t
2 Y E[Y Y |
_plEL _ &l - -
t t 6

Gresku algoritma A* ograni¢avamo pomocu Leme 3.1.1. Koriste¢i navedenu lemu za nase
slucajne varijable Y1, ..., Y, dobivamo

1 13
2 Yo E[X Y] |
k=1 k=1 =t =t
P - > | <e¥ < 2%,
t t 6

Ako algoritam A koristi m slu¢ajnih bitova, tada algoritam A* koristi O(mt) slu€ajnih bitova
kako bi vjerojatnost greSke smanjio na barem 2790,

Dokazat ¢emo sada da jednaku gresku algoritma moZemo postici i s manje slucajnih bi-
tova. Najprije iskoristimo prethodno opisan A* kako bismo vjerojatnost greske doveli na
najvise ﬁ' Oznacimo potreban broj slucajnih bitova potrebnih za taj proces sa r = O(m).
Sada ¢emo pomocu slucajne Setnje na prikladnom grafu koji je ekspander posti¢i jednaku
gresku algoritma, ali koriste¢i samo O(¢ + r) slucajnih bitova.

Klju¢na ¢e nam biti tvrdnja Teorema 1.2.13 za d-regularan graf G koji je (n, d, €)-ekspander
vrijedi @ <l-czanekic = ﬁ. Za graf G = (V, E) na kojem ¢emo promatrati slucajnu
Setnju uzmimo 7-regularan graf sa 2" vrhova opisan u [5]. Uvedimo oznaku A = @. Kako
bismo osigurali ogradu na vjerojatnost pogreske, bit ¢e nam potrebno da vrijedi 4 > —1.
Bududi da je G bipartitan, umjesto klasi¢ne slucajne Setnje, promatrat ¢emo modificiranu
Setnju u kojoj s vjerojatnoséu % ostajemo u trenutnom vrhu, a inace posjecujemo slucajnog
susjeda trenutnog vrha.

. . .. .. . . . .. .o 1+4
Modificirana Setnja ima prijelaznu matricu 2X te su njene svojstvene vrijednosti —*<.

Najveca svojstvena vrijednost po apsolutnoj vrijednosti ove Setnje ogranic¢ena je odozgo
sa g + 5, te odozdo sa 0.
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Algoritam provodimo na sljedeci nacin. Neka je # najmanji prirodan broj takav da

(1- f)t <L

2 10
Koristeci r slucajnih bitova, uniformno slucajno pronadimo pocetni vrh X, nase Setnje.
Zatim provedimo modificiranu Setnju za 7tk koraka te ozna¢imo X;, = Y;. Na kraju, za
svaki i = 1, ..., 7k provjerimo rezultat A(a, ;) te prebrojimo dobivene bitove i kao konacan
rezultat algoritma vratimo vecinu od 7k promotrenih vrijednosti. Primijetimo da je ukupan
broj slucajnih bitova koji su nam potrebni za algoritam jednak r + flog d jer §to sa r bitova
generiramo prvi vrth modificirane Setnje, moramo jos ¢ puta generirati jednog od d susjeda
trenutnog vrha.

Oznacimo navedeni algoritam sa A* 1 dokazimo da je vjerojatnost pogreske tog algoritma
zaista manja od 27%.

Teorem 4.2.1. [9] Neka je A* vjerojatnosni algoritam opisan u tekstu iznad. Za njega
vrijedi vrijedi
P(A*(a, x) # f(a)) < 27%.

Dokaz. Sa C C V oznacimo skup vrhova za koje algoritam vraca to¢nu vrijednost. Neka
je S vektorski prostor R®, uz s = 2', koji predstavlja vjerojatnost da se nalazimo u nekim
vrhovima. Sa W oznalimo potprostor razapet sa pyp = (277,...,27") 1 neka je W’ njegov

ortogonalni komplement.

. . t Ve . Ve . . . .
Uvedimo matricu B = (%) te sa e; oznacimo vektor iz S €ija je i-ta koordinata jednaka

1, a ostale su 0. Neka je Q : § — S linearan operator zadan sa

_ | e, akojeieV\C

Qe = { 0, inace

Stavimo M = I — Q. Primijetimo da je B matrica stanja nakon ¢ koraka modificirane Setnje.
Ako je p vjerojatnosni vektor koji na i-tom mjestu sadrZi vjerojatnost da se nalazimo u
i-tom vrhu, tada Bp predstavlja vjerojatnost stanja naSe Setnje nakon ¢ koraka. Takoder,
QBp predstavlja vjerojatnost da se nalazimo u nekom od stanja koje nije u C. Nizom g,
koji se sastoji 0 i 1 duljine 7k ozna¢imo dogadaj da se u naSoj Setnji i-ti vrh nalazio u C
ako je z; = 1, a u suprotnom je vrh pripadao skupu V \ C. Sada je na primjer vjerojatnost

dogadaja da je toCno prvih i elemenata niza Y1, ..., Y7 bilo unutar C jednaka
P(Y)) = | (OB)..(OB) (MB)... .MB) py|.
i puta 7t—i puta

Dokazimo dvije korisne nejednakosti.

Tvrdnja 4.2.2. Za z € S vrijedi
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1 |IM Bzl < lzll>
2. INBz,, < 122

Dokaz. 1. Prema definiciji matrice M i Cinjenice da su svojstvene vrijednosti matrice

. 12\ . . . .
B jednake (%) , pa su zbog izbora t one omedene sa 0 i % < losimzai=1kada

je svojstvena vrijednost jednaka 1. Tvrdnja sada slijedi jer je operatorska norma
simetri¢ne matrice jednaka njenoj svojstvenoj vrijednosti s najve¢om apsolutnom

vrijednosti.
2. ZapiSimoz =w+w pricemujew € Wiw" € W. Zbog Bw = wil|V\C(C| < %
dobivamo il m
Wil Zll2
B < < —.
IOBwll> < 0 =10

Sve svojstvene vrijednosti matrice B, osim najvece, omedene su sa 0 i % pa imamo

Il _ il

Bw'|l, < |1BW]|, < —.
1OBw|l, < |IBW|l> < 0 =10

Konac¢no, prema nejednakosti trokuta vrijedi

I I
10Bzll, < |QBwll, + |QBW ||, < TZ.

O

Zbog Cauchy-Schwarzove nejednakosti vrijedi ||z|; < 22||z]l, pa prethodna Lema povlaci
da ako je z niz vrhova modificirane Setnje, s barem 7—2" gresaka algoritma A medu svojim
vrhovima, vrijedi

P(x) < 2}(QB)* poll,

Tk
s (112
<23|=
< (5) llpoll>

=7k

57.

S obzirom na to da postoji 2’ moguéih nizova z, imamo

P(3dz takav da A grijesi na barem pola vrhova Setnje) < 25T < 27k,
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Sazetak

Cilj ovog rada je upoznati Citatelja s vaznoscu i raznim svojstvima ekspander grafova
i slucajnih Cayleyevih grafova. Kroz prva poglavlja iznosimo i dokazujemo rezultate po-
trebne za glavni teorem ovog rada, Alon-Roichmanov teorem. Taj teorem omogucava nam
konstrukciju slu¢ajnih Cayleyevih grafova koju su s velikom vjerojatnosti ekspanderi. Za
kraj, demonstriramo kako ekspander grafove moZemo Kkoristiti za smanjenje pogreske u
nekim vjerojatnosnim algoritmima.






Summary

The focus of this thesis was to showcase the significance and remarkable properties of
expander graphs, along with random Cayley graphs. In the initial chapters, we furnish the
reader with all the necessary results to establish the central theorem of this thesis, namely,
the Alon-Roichman theorem. This theorem provides us with an efficient tool for the suc-
cessful generation of expander graphs. Afterwards, we elaborate on how expander graphs
can be leveraged to minimize the quantity of random bits required in certain probabilistic
algorithms.
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matematickih vjeStina zadnja dva razreda, osvajam redom trece 1 drugo mjesto na A ra-
zini natjecanja, bron¢anu medalju na natjecanju MYMC u tre¢em razredu, te plasman na
Medunarodnu matematicku olimpijadu u Cetvrtom razredu, gdje 2017. godine osvajam
pocasnu pohvalu.
Nakon toga upisujem preddiplomski studij Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Za-
grebu. Tijekom studija povremeno sudjelujem na studentskim natjecanjima kao Sto su Voj-
tech Jarnik te IMC. 2020. godine osvajam tre¢u nagradu na natjecanju IMC poslije Cega
upisujem diplomski studij matematicke statistike na istom fakultetu. Godinu dana kasnije
osvajam drugu nagradu na ve¢ spomenutom natjecanju IMC i time zakljucujem poglavlje
matematickih natjecanja.
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