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Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se problemom pronalaZenja klike. Pristup rjeSavanju ovakvog
problema najcesce je kombinatorni, koji zbog dugog vremena izvrSavanja cesto nije op-
timalan. Stoga ovdje razvijamo geometrijski pristup, gdje ¢e nam cilj biti u Sto kraem
vremenu pronaci klike €ak i1 za velike dimenzije grafova. Prvo ¢emo konstruirati regularno
ulaganje grafa u euklidski prostor, §to ¢e nam omoguciti pronalazak povoljnog uredaja na
skupu vrhova grafa. Takav uredaj omogudit ¢e nam pronalaZenje klika, a maksimizacijom
najvece dobit ¢emo trazenu maksimalnu kliku.

Rad se sastoji od tri poglavlja. Prvo poglavlje sadrzi pojmove koje ¢emo koristiti, a
to su definicije, teoremi 1 propozicije iz linearne algebre i teorije grafova, te definicija
regularnog n-simpleksa. U drugom poglavlju je opisan problem, zatim ulaganje konacnog
metri¢kog prostora u euklidski prostor, te ideja i kod naSeg algoritma. Konac¢no, u tre¢em
poglavlju ¢emo opisati postupak generiranja primjera, te ih navesti i na kraju komentirati
dobivene rezultate i uspjeSnost samog algoritma.






Poglavlje 1

Teorijska pozadina

Pojmovi iz ovog poglavlja su preuzeti iz izvora [1], [2], [3], [4], [5], [6], [ 7], [8], [9] 1 [10].

1.1 Linearna algebra

Definicija 1.1.1. Neka je V neprazan skup na kojem su zadane binarne operacije zbrajanja
+ : VXV — Vioperacija mnoZenja skalarima iz polja F, - : F XV — V. KaZemo da je
uredena trojka (V, +, -) vektorski prostor nad poljem F ako vrijedi:

1) a+b+c)=(@+b)+c, Ya,b,ce V;

2) postoji0 €V sa svojstvoma+0=0+a=a, VaeV;

3) za svakia € V, postoji —a €V tako da je a + (—a) = (—a) +a =0;
4) a+b=b+a, Ya,beV;

5) a(Ba) = (af)a, Ya,B € F,VaeV;

6) (¢ +pB)a=aa+pa, Vo, € E,YaeV;

7) ala+b)=aa+ab, Ya e F,Ya,be V;

8 l-a=a-1,VaeV.

Definicija 1.1.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Skalarni produkt na V je
preslikavanje (-,-) : VXV — F koje ima sljedeca svojstva:

1) {(x,x) >0, VxeV;
2) {x,x) =0 x=0;
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3) {xi + X2,y) ={x1,y) + (X2, ¥), VX1, X2,y €V,
4) (ax,y) = a{x,y), Ya e FE,¥Yx,y e V;
S) (x,y) =y, x), Vx,ye V.

Napomena 1.1.3. U R" kanonski skalarni produkt definiran je s

n

(G X, 015 o)) = D X

i=1

Definicija 1.1.4. Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt zove se unitarni
prostor.

Definicija 1.1.5. Neka je V unitaran prostor. Norma na V je funkcija || -|| : V — R

definirana s
Ikl = Vx, ).
Propozicija 1.1.6. Norma na unitarnom prostoru V ima sljedeca svojstva:
1) ||x]| >0, Vx e V;
2) Ixl=0e x=0;
3) llax|| = |la|||x||, Yo € E,¥x € V;
4) llx +yll < llxll + [Iyll, Yx,y € V.

Definicija 1.1.7. Svaka funkcija || - || : V — R na vektorskom prostoru V sa svojstvima iz
propozicije 1.1.6 naziva se norma. Tada (V,|| - ||) zovemo normirani prostor.

Definicija 1.1.8. Norma koja potjece od kanonskog skalarnog produkta na R", definiranog
u napomeni 1.1.3, dana je formulom

n
HCer -l = 4| D Il
i=1

Ova norma zove se euklidska norma.

Definicija 1.1.9. Neka je V normiran prostor. Metrika ili udaljenost vektora x i y je funk-
cijad : VXV — R definirana s

d(x,y) = |lx = yll.
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Propozicija 1.1.10. Metrika na normiranom prostoru ima sljedeéa svojstva:
1) d(x,y) >0, Yx,yeV;
2)dx,y) =0 x=y, Vx,yeV;
3) d(x,y) =d(y,x), Yx,ye V;
4) d(x,y) <d(x,2) +d(z,y), Yx,y,z € V.

Definicija 1.1.11. Neka je X +# 0. Svaka funkcija d : XXX — R sa svojstvima iz propozicije
1.1.10 naziva se metrika ili udaljenost. Tada (X, d) zovemo metricki prostor.

Definicija 1.1.12. Neka su x = (x1,...,x,) iy = (V1,...,Yn) proizvoljni vektori u R".
Metrika na R", inducirana euklidskom normom iz definicije 1.1.8, dana je s

n

d((X1 - 20, 0155 3) = 4| D (% =3

i=1

Ova metrika naziva se euklidska metrika, a prostor R" zajedno s tom metrikom nazivamo
euklidski prostor.

Definicija 1.1.13. Za prirodne brojeve m i n, preslikavanje
A:{1,2,....m}x{1,2,...,n} > F
naziva se matrica tipa (m, n) s koeficijentima iz polja F.

Definicija 1.1.14. Neka je X C R" konacan, neprazan skup, tj. neka je: X = {x!, x, ..., x*},
zak € N, pri Cemu je x' = (x], X3, ..., X3), oo X = (X, X5, ..., x¥) € R" i neka je d euklidska
metrika na R". TeZiste skupa X je tocka t, = (t1,1,,....t,) € R" u kojoj funkcija: f(t) :=
k )

3 d(t, x')? postiZe minimum, pri cemu je t € R", x', ..., x* € X i d euklidska metrika.

i=1

Napomena 1.1.15. Uocimo da je teZiste skupa u euklidskom prostoru aritmeticka sredina
njegovih elemenata.

Definicija 1.1.16. Neka je dana matrica A € C™". Adjungirana matrica matrice A je
matrica A* € C™™ za koju vrijedi A* = (aj);;. Ako je A € R™ tada A* = AT € R™™
nazivamo transponirana matrica matrice A za koju vrijedi A" = (aj);.

Definicija 1.1.17. Matrica A € C"" je hermitska ako vrijedi A* = A. Ako je A € R™
koristimo izraz simetri¢na matrica te je A* = AT = A,
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Definicija 1.1.18. Neka je A kvadratna matrica reda n. Za broj A € C kaZemo da je
svojstvena vrijednost matrice A, a za vektor x € C" \ {0} kaZemo da je svojstveni vektor
pridruZen svojstvenoj vrijednosti A matrice A, ako vrijedi Ax = Ax. Skup svih svojstvenih
vrijednosti matrice A zove se spektar matrice A.

Definicija 1.1.19. KaZemo da je hermitska matrica A € C*™" pozitivno semidefinitna ako
je x*Ax > 0 za svaki x € C".

Teorem 1.1.20. Matrica A je pozitivno definitna ako i samo ako su joj sve svojstvene vri-
Jjednosti pozitivne.

Napomena 1.1.21. Svaka pozitivno definitna matrica je ujedno i pozitivno semidefinitna.

1.2 Teorija grafova

Definicija 1.2.1. Graf G je uredeni par (V, E), gdje je V skup vrhova, a E skup 2-podsku-
pova od V, koje zovemo bridovi.

Napomena 1.2.2. Katkada gornju definiciju proSirujemo tako da dopustimo petlje (bridove
koji spajaju vrh sa samim sobom), visestruke bridove (vise bridova izmedu para vrhova)
i usmjerene bridove (bridovi koji imaju orijentaciju tako da idu od jednog vrha prema
drugome). Usmjereni bridovi se reprezentiraju uredenim parovima, a ne 2-podskupovima,
dok kod visestrukih bridova E postaje multiskup.

Napomena 1.2.3. U ovom radu od interesa ¢e nam biti grafovi koji nemaju usmjerenih
bridova, petlji niti visestrukih bridova, te cemo u skladu s time tretirati gornju definiciju.

Definicija 1.2.4. KaZemo da su vrhovi u,v € V, u grafu G = (V, E), susjedni ako postoji
bride = {u,v} € E.

Definicija 1.2.5. KaZemo da je graf G = (V, E) potpun ukoliko za svaki par vrhova u grafu
vrijedi da su susjedni.

Definicija 1.2.6. Podgraf grafa G = (V, E) je graf kojemu su skup vrhova i skup bridova
podskupovi od V i E, respektivno.

Definicija 1.2.7. Neka je G = (V, E) graf'te neka je |V| = n. Definiramo matricu susjedstva
A=1la;jleM,,(R),i,jel{l,2,...,n}sa

{1 li,jle E
Cl,'!j = .

0 inace
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Definicija 1.2.8. Klika u grafu G = (V, E) je njegov podgraf s bar dva vrha, koji je potpun
(4. postoji brid izmedu svaka dva vrha podgrafa).

Definicija 1.2.9. Maksimalna klika je klika koja nije sadrZana niti u jednoj vecoj kliki, tj.
dodavanjem nekog vrha, ona prestaje biti klika.

Definicija 1.2.10. Najveéa maksimalna klika je maksimalna klika koja ima najveci broj
vrhova.

Definicija 1.2.11. Slucajan graf je graf G = (n, p) gdje je n broj vrhova, a svaki brid
postoji s vjerojatnoscu p € {0, 1) nezavisno od drugih bridova.

Teorem 1.2.12. Neka je G = (n, p) slucajan graf. Tada je ocekivana velicina najvece
maksimalne klike grafa G jednaka 21og, , n.

Definicija 1.2.13. Neka je G = (V,E) grafineka sutivytd 0 <t <vy < 1. Podgraf
induciran podskupom vrhova V' C 'V je (t,y) pseudo-klika ako je

1) Yve V', deg,v) =t -(|V|-1)
2) 1B zy-(%),

gdjeje E' = EN (V' X V'), adeg, (v) je broj elemenata od V' povezanih s vrhom v.

1.3 Regularni n-simpleks

Definicija 1.3.1. Za skup toc¢aka S u n-dimenzionalnom prostoru kazemo da je konveksan
ako za svake dvije tocke x,y € S vrijedi [x,y] C S, pri Cemu je [x,y] = {Ax+ (1 — Dy|d €
[0, 11}.

Definicija 1.3.2. Konveksna kombinacija tocaka x,, x,, ..., x,, € R" je svaka tocka x oblika

m
X = Z Aixi,

i=1

gdje su 4; > 0,i = 1,...,m, realni brojevi takvi da je ), A; = 1. Skup svih konveksnih
i=1
kombinacija tocaka iz skupa S C R" naziva se konveksna ljuska skupa S i oznacava sa

convS.

Definicija 1.3.3. Za konveksnu ljusku n+1 tocaka u generalnom poloZaju u n-dimenzionalnom
prostoru kaZemo da je n-dimenzionalni simpleks.
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Vise o definiciji n-dimenzionalnog simpleksa moze se pronaci u [9].

Definicija 1.3.4. Simpleks dimenzije n kojemu su svi bridovi jednake duljine nazivamo
regularni n-simpleks.

Napomena 1.3.5. Simpleks dimenzije 0 je tocka, a 1-simpleks je duZina. Iz gornje defini-
cije moZemo vidjeti da je regularni 2-simpleks jednakostranicni trokut, koji se sastoji od
3 jednake duZine, dok je regularni 3-simpleks pravilni tetraedar, koji se sastoji od 4 jed-
nakostranicna trokuta. Regularni n-simpleks za n>3 moZemo definirati kao generalizaciju
tetraedra u vecim dimenzijama.

Propozicija 1.3.6. Radijus R opisane sfere regularnog n-simpleksa s duljinom stranice a

jednak je R = a /5.

Dokaz. Simpleks dimenzije n moZemo uloZziti u R" tako da za njegove vrhove uzmemo n+1
toCaka s koordinatama (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1). Uzimanjem ovakvih
toCaka dobijemo da je teziSte simpleksa dano s (ﬁ, nlj cees ﬁ). Kako je teziSte sim-
pleksa jednako udaljeno od svih svojih vrhova, a radijus opisane sfere prolazi kroz svaki
vrh, slijedi da je duljina radijusa jednaka udaljenosti od bilo kojeg vrha simpleksa do nje-
govog teziSta. Oznac¢imo s v; vrh simpleksa s koordinatama (1,0, . ..,0). Udaljenost vrha

vy od teziSta simpleksa ¢ iznosi:

1 -1 n n n
dvi ) = vy =l = \/(1_n+1)2+n(n+1)2): \/(n+1)2+ EFSIERR L TSh

Kako je svaki brid duljine V2, moramo jo§ skalirati dobiveni izraz sa V2. Dakle, formula
za radijus opisane sfere regularnog jedini¢nog n-simpleksa iznosi /57, pa je formula za
radijus opisane sfere regularnog n-simpleksa s duljinom stranice a jednaka a /5.

O






Poglavlje 2

Opis problema i algoritam

U ovom poglavlju ¢emo opisati problem, ulaganje konacnog metrickog prostora u euklidski
prostor, a na kraju ¢emo dati ideju i detaljno opisati na$ algoritam. Koristit éemo izvore
[11], [12], [13], [14]1 [15].

2.1 Motivacija

Problem pronalaZenja klike je poznat u teoriji grafova, a zbog svoje kompleksnosti se Cesto
svodi na problem pronalazenja pseudo-klike, gdje umjesto potpunog podgrafa trazimo go-
tovo potpuni podgraf. Ovaj problem postaje sve prisutniji u danasnjem svijetu, uzimajuéi u
obzir veliku zastupljenost raznih drustvenih mreza. Ukoliko promatrane ljude reprezenti-
ramo vrhovima grafa, klikom ¢emo smatrati podskup ljudi gdje se svi medusobno poznaju.
Standardni pristup rjeSavanju ovakvog problema je kombinatorni, a jedan primjer takvog
algoritma je Bron-Kerbosch algoritam koji pronalazi sve maksimalne klike zadanog grafa.
Vise o Bron-Kerbosch algoritmu moze se pronaci u [12]. Medutim, problem kod kom-
binatornog pristupa nastaje prelaskom u vece dimenzije, Sto je vrlo Cest slucaj. Predugo
vrijeme izvrSavanja ovakvog algoritma zahtijeva koriStenje novih pristupa koji ¢e nam u Sto
kra¢em vremenu pronaci klike ¢ak 1 kod vecih dimenzija grafova, stoga u ovom radu ra-
zvijamo geometrijski pristup. Prije njegovog detaljnog opisa, prvo ¢emo na skupu vrhova
grafa konstruirati metriku, a u sljedeCem dijelu opisujemo ulaganje kona¢nog metrickog
prostora u euklidski prostor.

10
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2.2 Ulaganje konac¢nog metrickog prostora u euklidski
prostor

Ovdje ¢emo navesti teorem o izometrickom ulaganju u euklidski prostor i definicije i te-
oreme koji ¢e nam za to biti potrebni.

Definicija 2.2.1. Neka je (X,d) konacni metricki prostor gdje je X = {po, Pi,---»Pn}
Oznacimo D;; = d(p;, p j)2 te gij = %(DO,,- + Dy ; — D; j). Grammova matrica metrickog
prostora (X, d) je matrica G = [g; ;] € M, ,(R).

Definicija 2.2.2. Neka je V unitaran prostori{xi,...,x;} C V. Matrica reda k dana s
(X1, x1) (X1, x2) - (X1, Xg)
Glxrn o x) = (X2, X1) <X2,.X2> e <x2,.xk>
(Xk,.xﬁ (Xk,. x2) e <xk;xk>

zove se Gramova matrica.

Pogledajmo sada definiciju Grammove matrice metrickog prostora. Neka su dane tocke
Do, P1s - - - » Pn 1 pretpostavimo da postoji izometricko ulaganje tih to¢aka dano s xg, xp, . . . , X,
takvo da xo — 0. Iz definicije D;; vidimo da je Do; = d(0,x)* = |lxI* = (x;, x:),
Dy ;j =d(0, )cj)2 = ||)cj||2 =(xj,xj),te D; ; = a’()c,-,xj)2 = ||x; —lel2 = {X; — Xj, X; — xj). S ob-
zirom da su x; i x; realni vektori, onda vrijedi jednakost ||x; — x;||* = [|lxil[* = 2¢x;, x;) + [lx;11.
Slijedi daje g;; = 3(Do;+ Do j— D ;) = Sl + 11112 = llox; — x,1%) = $(2(xi, x;)) = (%1, X))
Dakle, na mjestu (i, j) Grammove matrice G se nalazi vrijednost skalarnog produkta vek-
tora x; i x;. Slijedi da je Grammova matrica metrickog prostora jednaka Gramovoj matrici
definiranoj u 2.2.2. Dodatno, ako Gramovu matricu G zapi§emo u obliku G = X' X, pri
¢emu je X = {xy, ..., x;}, lako se vidi da je G pozitivno semidefinitna matrica. Naime, ako
uzmemo proizvoljan y € R", imamo y’ Gy = y' X" Xy = (Xy)T (Xy) = || Xy|]* > 0.

Definicija 2.2.3. Ulaganje f : X — R" metrickog prostora (X,d") u euklidski prostor R"
nazivamo izometrickim ukoliko ono cuva udaljenost tj.

Ya,b € X vrijedi d'(a,b) = d(f(a), (b)),
gdje je d euklidska metrika.

Teorem 2.2.4. Postoji izometricko ulaganje prostora (X,d) u euklidski prostor R" ako i
samo ako je Grammova matrica G pozitivno semidefinitna. Nadalje, ako je G pozitivno
semidefinitna matrica, onda se G moZe napisati kao G = CDC?, pri ¢emu je C ortogonalna
matrica, a D dijagonalna. Tada je ulaganje dano sa: x; — 0, a slika vektora x,, x3, ..., X,
je dana stupcima matrice NDC.
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2.3 Ulaganje grafa kao gotovo regularnog n-simpleksa

Sada ¢emo objasniti ulaganje naseg grafa kao gotovo regularnog n-simpleksa, gdje ¢emo
koristiti prethodno spomenuti teorem 2.2.4. Prije implementacije algoritma, na skupu vr-
hova grafa ¢emo definirati metriku, a zatim provodimo ulaganje grafa u euklidski prostor.
Graf dimenzije n ¢emo reprezentirati matricom susjedstva 1.2.7, koja se sastoji od nula
i jedinica. Nula na mjestu (i, j) oznacava da izmedu vrha i i vrha j ne postoji brid, dok
jedinica oznacava da postoji. Da bismo izraCunali Grammovu matricu, potrebno je prvo
definirati matricu udaljenosti D iz definicije 2.2.1. Ideja je definirati matricu udaljenosti
tako da su bliZi oni vrhovi izmedu kojih postoji brid, pa ¢e nasa matrica D izgledati ovako:

D;ij=1-@+t)107°,(, j) € E

Dij=1+@+t)107%,3G,)) ¢ E,

gdje je t; = broj vrhova sa kojima je vrh i povezan. Sada koristeci teorem 2.2.4 provo-
dimo ulaganje grafa u euklidski prostor, koje ¢e zbog pozitivnosti svojstvenih vrijednosti
Grammove matrice, biti izometricko 1.1.20 1.1.21.

Napomena 2.3.1. Napomenimo da gornjom definicijom matrice D osiguravamo, za do-
voljno mali n, pozitivnu definitnost Grammove matrice, iz koje nam po teoremu slijedi da
se radi o izometrickom ulaganju. Detaljna analiza ovakvih matrica udaljenosti D moZe se
pronaciu [16].

Napomena 2.3.2. Uocimo da Ce slika naseg ulaganja, iz definicije matrice udaljenosti D i
Cinjenice da smo napravili izometricko ulaganje, biti gotovo regularni n-simpleks. Dakle,
uzeli smo konacan metricki prostor, gdje su sve udaljenosti gotovo iste i zatim smo ga
izometricki uloZili, te smo time dobili n-dimenzionalni simpleks iz definicije 1.3.3, kojemu
su sve stranice gotovo jednakih duljina.

2.4 Algoritam

Ideja

U ovom poglavlju éemo detaljno opisati implementirani kod u kojem smo na dva nacina
pronasli maksimalnu kliku, te ¢emo pritom Kkoristiti teZiSte u euklidskom prostoru. Ideja
algoritma je, uz koristenje uredaja, sortirati vrhove grafa po njihovoj udaljenosti od neke
zadane tocke. Cilj je pronaci najdulji uzastopni niz kod kojeg izmedu svaka dva vrha
postoji brid, Sto e biti k-klika. Najvecu takvu kliku maksimiziramo, tj. provjerimo postoji
li joS neki vrh grafa takav da je povezan sa svim vrhovima najvece k-klike. Zadanu tocku
od koje polazimo ¢emo odrediti na dva nacina. Prvi nacin je perturbacija teziSta, gdje Ce
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nam polazna tocka biti konveksna kombinacija teZista cijelog grafa i vrha koji je povezan
sa najviSe drugih vrhova. Dakle, na ovaj nacin biramo polazne toc¢ke tako da se Setamo
unutar naseg gotovo regularnog n-simpleksa po spojnici Cije su krajnje tocke teziste cijelog
grafa i vrh koji je povezan sa najvise ostalih vrhova. U drugom nacinu ¢emo pronaci dva
vrha koja su povezana sa najviSe drugih vrhova, s uvjetom da postoji brid izmedu njih, te
¢e nam teZiSte takva dva vrha biti polazna tocka od koje ¢emo sortirati udaljenosti vrhova
grafa. Slijedi detaljan opis koda kojeg smo u cijelosti implementirali u programskom jeziku
Python.

Opis koda
1) Generiranje matrice B = [b; ;] tako da se klika veli¢ine k nalazi u gornjem lijevom
kutu, odnosno b; j = 1 zai,j=1,...,k, b;; € {0,1} zai,j = k+1,...,n s vjero-

jatno8¢u pojavljivanja jedinice p.
2) Definiranje funkcije za raunanje Grammove matrice.
3) Definiranje funkcije za racunanje teZiSta u euklidskom prostoru.

4) Definiranje funkcije maxniz(A): funkcija prima niz A koji se sastoji od uredenih
parova (a;, b;), pri Cemu q; predstavlja udaljenost tocke b; od neke zadane tocke,
te je A sortiran uzlazno prema navedenim udaljenostima. Funkcija vraéa najdulji
uzastopni niz kod kojeg su sve tocke medusobno povezane, odnosno za svaki par
tocaka postoji brid izmedu njih.

5) Definiranje funkcije maxklika(N): funkcija prima niz N koji se sastoji od tocaka za
koje vrijedi da izmedu svake dvije postoji brid. Funkcija vraca niz K koji se sastoji
od niza N 1 toCaka grafa za koje vrijedi da su povezane sa svim toCkama niza N tako
da izmedu svake dvije tocke niza K postoji brid izmedu njih.

6) Definiranje funkcije makeDist(B) za raCunanje matrice udaljenosti opisane u po-
glavlju 2.3. Funkcija prima matricu susjedstva B, te raCuna elemente matrice udalje-
nosti D po formuli:

Dij=1-(t+t)107% (G, j) € E
Di;=1+@t+1)107°,(i, j) ¢ E,

gdje je t; = broj vrhova sa kojima je vrh i povezan.
7) Racunanje Grammove matrice.

8) Definiranje funkcije emb2(B). Funkcija prima matricu susjedstva B, te koristeci te-
orem 2.2.4 provodi ulaganje grafa u euklidski prostor. Zbog pozitivnosti svojstvenih
vrijednosti Grammove matrice, to ¢e ulaganje biti izometricko.
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9) Funkcija emb2 Salje prvi vektor u ishodiste, stoga ga nadodajemo rucno.

10) Ovdje opisujemo dva nacina za pronalazak maksimalne klike.

1. NACIN:

e pronademo vrh koji je povezan sa najviSe drugih vrhova

e izraCunamo teziSte cijelog grafa 1 raunamo 19 konveksnih kombinacija tog
teziSta 1 vrha koji je povezan sa najviSe drugih vrhova s korakom 0.05

e uzlazno sortiramo udaljenosti svih vrhova grafa od svake konveksne kombina-
cije

e za svaki od 19 uzlazno sortiranih nizova pozivamo funkciju maxniz koja vraca
najdulji uzastopni niz kod kojeg su sve tocke medusobno povezane

e pozivamo funkciju maxklika za svaki niz koji vrati funkcija maxniz

e povratne vrijednosti funkcije maxklika su trazene maksimalne klike

2. NACIN:
e pronademo dva vrha koja su povezana sa najviSe drugih vrhova, takva da postoji
brid izmedu njih, te izraCunamo njihovo teziSte
e uzlazno sortiramo udaljenosti svih vrhova grafa od tog tezista

e za dobiveni uzlazno sortirani niz pozivamo funkciju maxniz koja vraéa najdulji
uzastopni niz kod kojeg su sve to¢ke medusobno povezane

e pozivamo funkciju maxklika za niz koji vrati funkcija maxniz

e povratna vrijednost funkcije maxklika je trazena maksimalna klika

Napomena 2.4.1. Napomenimo da smo kod prvog nacina za svaki graf racunali 19 mak-
simalnih klika, odnosno imali smo 19 polaznih toc¢aka od kojih smo sortirali udaljenosti,
dok smo kod drugog nacina za svaki graf racunali po jednu maksimalnu kliku. Jasno je da
bi kod prvog nacina svih 19 klika trebale biti jednake s obzirom da se radi o istom grafu.

Napomena 2.4.2. Primijetimo, ukoliko je veli¢ina maksimalne klike puno veca od ocekivane
1.2.12, tada je moZemo uociti iz teZista grafa. Vise o ovom slucaju cemo vidjeti u 3.2.

Napomena 2.4.3. Uocimo da je polazna tocka od koje sortiramo udaljenosti blizu ortogo-
nalu maksimalnog niza (povratne vrijednosti funkcije maxniz), odnosno ortogonalu nase
k-klike.






Poglavlje 3

Analiza rezultata

3.1 Generiranje slucajnih matrica

Sada ¢emo promatrati grafove razlicitih veli¢ina. Definirat ¢emo matrice susjedstva tako da
nam se klika veli¢ine k nalazi u gornjem lijevom kutu, dok nam je vjerojatnost pojavljivanja
jedinice na ostalim mjestima jednaka p. Dakle, promatramo slucajne grafove G = (n, p) s
klikama veliCine k, gdje parametre n, p 1 k mijenjamo.

3.2 Primjeri i rezultati

Primjere ¢emo zapisivati kao uredene trojke (n, k, p), gdje nam je n veliina grafa, k veliina
klike 1 p vjerojatnost pojavljivanja jedinice. Generirali smo 17 primjera od kojih je 6 pri-
mjera (200, 20, 0.25), 5 primjera (500, 50, 0.25), te po jedan primjer od uredenih trojki:
(200, 20, 0.4), (500, 50, 0.4), (500, 20, 0.25), (1000, 50, 0.25), (1000, 50, 0.4) 1 (2000, 50, 0.25).

Uzmimo sada jedan primjer uredene trojke (200, 20, 0.25). Prvo generiramo matricu
veli¢ine 200 koja sadrzi kliku veli¢ine 20 u gornjem lijevom kutu, a vjerojatnost pojav-
ljivanja jedinice na ostalim mjestima je jednaka 0.25. Generiranu matricu susjedstva smo
reprezentirali bijelim i crnim to¢kama tako da smo stavili bijelu to¢ku na mjesto gdje ne
postoji brid, odnosno crnu na mjesto gdje postoji. Na slici ispod mozemo vidjeti kako
izgleda matrica susjedstva na ovom primjeru.

16
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Slika 3.1: Matrica susjedstva

Uocimo kako je gornji lijevi kut matrice potpuno zacrnjen, kako bi i trebalo biti, s obzirom
da se tu nalazi generirana klika veli¢ine 20. Nakon Sto permutiramo danu matricu dobijemo
sljedece:

L
-'“

Tk

: .:~.'.,._.'..
e e
AT

B,

Slika 3.2: Permutirana matrica susjedstva

Vidimo da nam sada klika nije lako uocljiva.
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U sljedecem koraku ra¢unamo Grammovu matricu G i njezine svojstvene vrijednosti. Sve
svojstvene vrijednosti su rastuci pozitivni realni brojevi, a nekoliko prvih i posljednjih
redom iznose:

0.49997694  0.49997732  0.49997757  0.49997840  0.49997868
0.50002311 0.50002343  0.50002399 0.50003784  100.00007267

Po teoremu znamo da tada postoji izometricko ulaganje tocaka po, . . ., p199 tako da py — 0,
a slika vektora py, ..., p1oo je dana stupcima matrice VDC, pri éemu je D dijagonalna ma-
trica sa svojstvenim vrijednostima Grammove matrice na dijagonali, a C je matrica Ciji
su stupci svojstveni vektori Grammove matrice. Jer py Saljemo u nul-vektor, ru¢no ga
nadodajemo. U sljede¢em koraku pokuSavamo pronaci kliku perturbacijom tezista. Prvo
pronademo vrh koji je povezan sa najviSe drugih vrhova. Zatim izraCunamo teZiste cijelog
grafa 1 racunamo 19 konveksnih kombinacija tog teZiSta i vrha koji je povezan sa najvise
drugih vrhova s korakom 0.05, te uzlazno sortiramo udaljenosti svih vrhova grafa od svake
konveksne kombinacije. Sada za svaki od 19 uzlazno sortiranih nizova pozivamo funkciju
maxniz koja vraca najdulji uzastopni niz kod kojeg su sve tocke medusobno povezane.
Pozivamo funkciju maxklika za svaki niz koji vrati funkcija maxniz, te su povratne vri-
jednosti funkcije maxklika traZzene maksimalne klike. Ovdje je vaZzno napomenuti da iz
svih 19 konveksnih kombinacija uspijemo pronaci cijelu kliku. Niz koji vrac¢a funkcija
maxniz za konveksnu kombinaciju s koeficijentima @ = 0.951 8 = 0.05 izgleda ovako:

[12,18,15,11,17,4,13,8,3,2,14,7,5,16,9,0],
a njegovom maksimizacijom dobijemo:
[12,18,15,11,17,4,13,8,3,2,14,7,5,16,9,0, 1,6, 10, 19],

odnosno cijelu kliku. PokuSajmo sada prona¢i kliku koristeci drugi nacin. Prvo pronademo
dva vrha koja su povezana sa najviSe drugih vrhova, takva da postoji brid izmedu njih, te
izraCcunamo njihovo teZziste. Uzlazno sortiramo udaljenosti svih vrhova grafa od tog tezista,
te za tako dobiveni niz pozivamo funkciju maxniz, koja nam vraca sljedece:

[9,0,16,5,7,3,8,4,15, 18],
a njegovom maksimizacijom dobijemo:
[9,0,16,5,7,3,8,4,15,18,1,2,6,10,11,12,13, 14,17, 19].

Dakle, koristec¢i oba nacina uspijemo pronaci cijelu kliku, koja je u ovom sluc¢aju duljine
20. Napomenimo samo da smo vrhove grafa oznacavali brojevima 0, . .., 199, pa nam klika
duljine 20 sadrzava vrhove 0, ..., 19, Sto smo 1 dobili kod oba nacina. VaZzno je naglasiti da
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nam je oCekivana veliina najvece maksimalne klike 2 log% 200 = 7, dok je duljina niza
koji vraca funkcija maxniz kod prvog nacina jednaka 16, a kod drugog 10, Sto je i dalje
vece od ocekivane veliine.

Analogno, u svim ostalim primjerima oblika (n, k, p), koriste¢i oba nacina, uspijemo
pronaci cijelu k-kliku. Takoder je vazno napomenuti da kod svih primjera u prvom nacinu
uspijemo pronaci kliku za svaku od 19 konveksnih kombinacija. Dakle, nije nam bitno
gdje se nalazimo na spojnici Cije su krajnje tocke teZiSte grafa i vrh koji je povezan sa
najviSe drugih vrhova, jer ¢e nam svaka od tih 19 polaznih to¢aka dati sortiran niz iz kojeg,
pomodu funkcija maxniz i maxklika, uspijemo prona¢i cijelu kliku veli¢ine k.

Sada ¢emo navesti primjer gdje nam je veli¢ina generirane klike puno veca od ocekivane.
Neka je n = 2000,k = 1001 p = 0.25. Tada je ocekivana veli¢ina najve¢e maksimalne
klike jednaka 210g0A1T 2000 = 10, dok je naSa klika veli¢ine 100. U ovakvim slucajevima
kliku mozemo uociti vec iz teziSta grafa. Sortiranjem udaljenosti vrhova grafa od njegovog
teziSta , te pozivanjem funkcije maxniz dobijemo kliku veli¢ine 80, $to zna¢i da nam je ve¢
pocetna klika ¢ak 8 puta veca od ocekivane, a njezinom maksimizacijom dobijemo cijelu
kliku veli¢ine 100.

Dakle, iako se bavimo problemom pronalazenja pseudo-klika, za svaki od 17 generi-
ranih primjera smo uspjeli pronaci cijelu kliku. Generirane klike nisu bile puno vece od
ocekivanih, ali moZemo reci da su nasi primjeri bile dosta “rijetke” generirane matrice,
gdje je najveca vjerojatnost pojavljivanja jedinice bila 0.4. Navedimo jo$ da su slozenosti
funkcija sort i maxniz jednake i iznose 7 log , pa je sloZenost algoritma jednaka n” log” .

Na kraju, mozemo zakljuciti da naSim geometrijskim pristupom uspjesSno pronalazimo
cijele klike. Nazalost, to samo moZemo reci za spomenutih 17 primjera, iako ocekujemo
jednaku uspjesnost kod slicno generiranih matrica. Sigurni smo da bi raznim modifikaci-
jama ovog algoritma mogli poboljsati njegove rezultate, konkretno optimizacijom polaznih
toCaka. Tako smo kod prvog nacina umjesto konveksne kombinacije dvije tocke, mogli pro-
matrati konveksne kombinacije teziSta grafa i svih njegovih n vrhova, ali takve modifikacije
ostavljamo za neka bududa istraZivanja.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu bavili smo se problemom pronalaZenja klika u grafovima. Im-
plementirani algoritam rjeSava problem koriStenjem geometrijskog pristupa. Ideja algo-
ritma je bila sortirati udaljenosti vrhova grafa od neke odredene tocke iz koje iS¢itamo
kliku, a njezinom maksimizacijom dobijemo trazenu maksimalnu kliku u grafu.

Na pocetku smo naveli pojmove koje koristimo u radu, a zatim smo na skupu vrhova
grafa definirali metriku te smo izometricki uloZzili graf u euklidski prostor. Na§ algoritam
smo proveli na 17 primjera uz razlicite veli¢ine grafova, razliite vjerojatnosti bridova i
razliCite veliCine klika. Za sve generirane primjere algoritam je uspjeSno pronasao klike,
1ako velicine klika nisu bile znatno vece od ocekivanih.






Summary

This thesis is concerned with finding cliques in graphs. We present a solution to this pro-
blem by developing a geometric approach. Given a graph G = (V, E), we construct a
finite metric space (X, d) and consider an isometric embedding of X into E". Using the
properties of the embedded object, we construct a suitable order on V, that enables us to
find large cliques efliciently, and these can easily be extended to either maximal cliques or
pseudo-cliques.

After introducing the necessary mathematical objects and notions, we give a detailed
description of our method. We test our algorithm on 17 random matrices of various sizes
and properties. The largest maximal clique has been successfully detected in each case,
although its size was only slightly larger than expected.
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