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Uvod

Eulerova funkcija, koja je dobila naziv po poznatom Svicarskom matemati¢aru Leonhardu
Euleru, ima Siroku primjenu u raznim granama matematike, ponajvise u teoriji brojeva i
kriptografiji. Jedan od ciljeva ovog rada je prikazati intrigantne nove teoreme koji Eulerovu
funkciju povezuju s drugim podrucjima diskretne matematike. ToCnije, bit Ce istrazena i
obradena poveznica izmedu teorije particija i Eulerove funkcije.

U fokusu prvog poglavlja je teorija particija. Definirat ¢emo osnovne pojmove i rezul-
tate iz teorije particija te ¢emo ilustrirati njihove primjene raznim primjerima.

U drugom poglavlju, bit ¢e obradene aritmeticke funkcije. Bit ¢e definiran i obraden
pojam multiplikativnih funkcija uz nekoliko primjera funkcija s tim svojstvom. Poseban
naglasak bit ¢e na definiranju Eulerove funkcije i rezulatima vezanim uz nju. Na kraju
poglavlja upoznajemo Ramanujanove sume.

Posljednje poglavlje bit ée posveceno Eulerovoj funkciji u teoriji particija gdje ¢e biti
navedeni i dokazani zanimljivi rezultati koji povezuju Eulerovu funkciju i particije prirod-
nih brojeva. Za dokaz tih rezultata e biti potrebne funkcije izvodnice, pa se na pocetku
poglavlja bavimo njima i njihovom primjenom. Konacni cilj ovog rada je proSiriti razumi-
jevanje veze izmedu teorije brojeva i teorije particija te pruZiti nove uvide u matematicke
strukture i njihove primjene.






Poglavlje 1

Osnove teorije particija

Teorija particija je podrucje matematike koje se bavi enumeracijom nacina na koji se
ne-negativni broj n moze prikazati kao suma pozitivnih cijelih brojeva. Ovo poglavlje sluzi
kao uvod u teoriju particija. Nakon definicije pojma particije prikazujemo najpoznatije
identitete za particijsku funkciju. Pritom koristimo bijekcije putem Youngovih dijagrama.
Dijeljenjem promatranih objekata u disjunktne podskupove dokazujemo rekurzivnu rela-
ciju za broj particija s fiksnim brojem dijelova.

1.1 Particija prirodnog broja

Svaki prirodni broj moZemo zapisati kao sumu prirodnih brojeva. Primjerice, broj 12
moZemo zapisati kao 6 + 61li4+3 +3+2ili5+1+1+1+1+1+1+ 1. Ukupno
imamo 77 takvih zapisa. Ovim razmatranjem motivirana je sljedeca definicija.

Definicija 1.1.1. Particija broja n € Ny je monotoni niz prirodnih brojeva A = (A, ..., A;)
pricemuje y =2 A > ...=>2 A te 1 + A + ...+ A = n. PisSemo A + n. Brojeve A; zovemo
dijelovima particije, a broj n teZina particije.

Broj dijelova particije oznacavamo s I(1) 1 zovemo duljina particije. Dijelove particije
dogovorno piSemo u padaju¢em poretku. Uvodimo sljedece oznake:

e p(n) oznaCava ukupan broj particija broja n, p joS§ zovemo particijska funkcija
e p(n) oznaCava broj particija od n duljine k
e p,(n) oznaCava broj particija od n duljine najvise k

Cesto je od interesa promatrati particije koje zadovoljavaju neko svojstvo. Opéenito to
oznatavamo s p(n|uvjet). Oznacimo sada skup svih particija od n s P,,,

P,:={1: A+ n}.
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4 POGLAVLIJE 1. OSNOVE TEORIJE PARTICIJA

Podskup O, skupa P, je skup svih particija od n ¢iji su svi dijelovi neparni. Njih zovemo
neparne particije. Particije Ciji su dijelovi medusobno razli€iti zovemo striktnim partici-
Jjama 1 taj skup oznacavamo s 9,. Dakle,

Oy i={Arn:24A, i=1,... 1D,
D, :={Arn:A #A;, zasvei # j}.

Vrijedi sljedece:

p0) =1,
pn(n) = 1,
pn-1i(n) =1, zan>1,
pi(n) =1,
n
pan =| 5.

p(n) = pi(n) + p(n) + ... + pu(n).
Primjer 1.1.2. Postoji 7 particija teZine 5, p(5) = 7. To su

),

(4, 1),

(3,2),
(3,1,1),
(2,2,1),
2,1,1,1),
(1,1,1,1,1).

Uocimo da medu navedenim particijama postoje 3 striktne particije. Takoder, postoje 3
neparne particije te vrijedi p;(5) = 2.

Poznato je mnogo identiteta za particijsku funkciju, a jedan od najpoznatijih je jednakost
striktnih particija i particija s neparnim dijelovima dane teZine. O tome govori Eulerov
teorem koji prikazujemo u nastavku. Identitete za particijsku funkciju dokazujemo bi-
jektivno. Kako bismo to ucinili potrebno je pronaci bijekciju izmedu dva zadana skupa.
Primjerice, ako Zelimo dokazati da je

p(n|svi dijelovi parni) = p(n|paran broj dijelova),

onda moramo pronaci bijekciju izmedu skupa koji sadrzi sve particije broja n Ciji su di-
jelovi parni 1 skupa koji sadrzi sve particije od n koje imaju paran broj dijelova. Ukoliko
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svaki parni dio particije, koja sadrzi sve parne dijelove, podijelimo na dva jednaka dijela
dobijemo particiju s parnim brojem dijelova. Obratno, ukoliko dva jednaka dijela spojimo
u jedan, dobijemo particiju ¢iji su svi dijelovi parni. Ovim postupkom dobivamo trazenu
bijekciju. Pokazat ¢emo kako bi ta bijekcija izgledala za broj 6:

6 —(3,3)
4,2) = (2,2,1,1)
(2,2,2) - (1,11, 1,1, 1.

1.2 Youngovi dijagrami

Particije prirodnih brojeva mozemo prikazati graficki na dva vrlo sli¢na nacina, pomocu
Ferrerovog grafa i Youngovog dijagrama. Ferrerov graf prikazujemo pomocu tockica, a
Youngov dijagram pomoc¢u kvadratiéa.

Definicija 1.2.1. Neka je 1 = (A,...,A4;) particija broja n. Youngov dijagram je skup
parova (i, j) € ZX Z, takvihda 1 <i<k,1 < j< A,

Youngov dijagram prikazujemo u ravnini R? tako da to¢ke i rastu u smjeru ordinate s ori-
jentacijom prema ishodiStu, a to¢ke j rastu u smjeru apscise s orijentacijom od ishodista.

Primjer 1.2.2. Na slici 1.1, vidimo graficki prikaz particije A = (5,4, 3, 1) pomocu Youn-
govog dijagrama. Prikaz pomocu Ferrerovog grafa vidimo na slici 1.2.

Slika 1.1: Youngov dijagram particije A.

Slika 1.2: Ferrerov graf particije A.

Postoje brojne transformacije Youngovih dijagrama. Ukoliko je neka takva transformacija
invertibilna, onda se radi o bijekciji i moZemo ju iskoristiti kako bismo dokazali neki iden-
titet particije. Sada ¢emo navesti nekoliko transformacija.
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Najjednostavniji primjer transformacije je uklanjanje prvog retka (stupca) Youngovog di-
jagrama. Kada uklonimo prvi redak (stupac) duljine &, ostaje nam opet Youngov dijagram.
Sada su duljine preostalih redaka (stupaca) manje ili jednake k£ $§to moZemo promotriti na
slikama 1.3a 1 1.3b.

(a) Youngov dijagram particije A (b) Youngov dijagram nakon transformacije

Slika 1.3: Transformacija Youngovog dijagrama uklanjanjem prvog retka.

Obratno, ukoliko dodamo redak (stupac) duljine k na vrh Youngovog dijagrama, opet do-
bivamo Youngov dijagram. Iz ovoga slijedi bijekcija za dokazivanje identiteta

p(n| najvedi dio particije je r) = p(n — r| svi dijelovi < r).

Konjugirani Youngov dijagram dobivamo zamjenom redaka i stupaca, odnosno transponi-
ramo ga. Na taj nacin dobijemo konjugiranu particiju koju oznaCavamo s A’. Ova transfor-

macija daje particiju ¢iji je najveci dio jednak broju dijelova pocetne particije $to nam daje
bijekciju za dokaz identiteta

p(n| m dijelova ) = p(n| najveci dio m).

Primjer 1.2.3. U primjeru 1.2.2, vidjeli smo Youngov dijagram za particiju A = (5,4, 3, 1).
Slika 1.4 prikazuje konjugirani dijagram te particije.

Slika 1.4: Konjugirani Youngov dijagram particije A.

Ako je particija jednaka svojoj konjugiranoj particiji, onda kazemo da je ta particija samo-
konjugirana.

Primjer 1.2.4. Slike 1.5a i 1.5b prikazuju particije brojeva 6 i 8 koje su samo-konjugirane.
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@1=@G,2,1) bu=42,1,1)

Slika 1.5: Samo-konjugirane particije A + 61 u + 8.

Postoji transformacija Youngovog dijagrama kojom iz samo-konjugirane particije dobi-
jemo neparnu particiju u razli¢ite dijelove. Transformacija se vrsi tako da od prvog retka
1 stupca dijagrama pocetne particije A napravimo jedan redak nove particije u. Zatim, od
drugog stupca i retka particije A napravimo drugi redak particije u i tako dalje. Primjer ove
transformacije vidimo na slikama 1.6a 1 1.6b.

(@ 1=(4,3,2,1) by u=(7.3)

Slika 1.6: Transformacija Youngovog dijagrama spajanjem retka 1 stupca.

Dakle, uvijek spajamo redak i stupac iste duljine. Taj redak i stupac dijele jednu zajednicku
tocku, odnosno ¢eliju, pa ¢e duljina novog retka biti jednaka dvostrukoj duljini starog retka
umanjenoj za jedan, to jest duljina ¢e biti neparna. Dobiveni dijelovi su razliciti. Obratno,
ako krenemo od particije koja se sastoji od razlicith neparnih dijelova, te dijelove moZemo
presavinuti oko srediSnje ¢elije pod pravim kutem. Dobivene “kuke” stanu jedna u drugu
formiraju¢i Youngov dijagram samo-konjugirane particije. Dobivamo bijekciju koja doka-
zuje sljedeci identitet:

p(n|samo—k0njugirana )= p(n|razliéiti neparni dijelovi ).

1.3 Eulerov teorem

Teorem 1.3.1. (Euler) Za svaki prirodni broj n, broj neparnih particija A + n jednak je
broju striktnih particija u + n, odnosno

|On| = |Dn|

Dokaz. Konstruiramo bijekciju koja skup particija broja n s neparnim dijelovima presli-
kava u skup particija u razlicite dijelove. Ukoliko neka particija broja n sadrzi dva jednaka
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dijela, morat ¢emo izvrSiti neku operaciju nad tim dijelovima. Najprirodnije je spajanje
ta dva dijela u jedan. Ovaj proces moZemo ponavljati sve dok svi dijelovi unutar particije
nisu razli¢iti. Buduéi da se ovom operacijom broj particija smanjuje, u nekom trenu ¢emo
sigurno doci do razlicitih dijelova, u krajnjem slucaju moZe nam ostati particija koja se
sastoji od samo jednog dijela. Primjerice,

2,2,3,1,1,1,1) > (2+2),3,(1 + 1),(1 + 1))
- (4,3,2,2)
- (4,3,2+2))
— (4,3,4)
— (8,3).

Obratno, Zelimo iz razlicitih dijelova dobiti particije s neparnim dijelovima. Inverz spajanja
dva ista dijela bi bio razdvajanje parnog dijela na dvije jednake polovice. Ponavljanjem ove
operacije ¢emo sigurno doci do particije u neparne dijelove. Primjerice,

(6,3,4) — (6,3,(2+2))
— (6,3,2,2)
- (3+3),3,(1+1),(1+1))
- (3,3,3,1,1,1, 1).

Redoslijed vrSenja navedenih operacija nad dijelovima nije bitan. Gore opisani postupak
je bijekcija koja dokazuje trazeni identitet. O

Primjer 1.3.2. Pokazimo kako izgleda bijekcija iz dokaza teorema 1.3.1 zan = 6.

S, 1)—> (5,1
(3,3) = (6)
(3,1,1,1) - (3,2,1)
(1,1,1,1,1,1) > (4,2)

Propozicija 1.3.3. Vrijedi sljedece:

a) Broj particija od n u najvise k dijelova, odnosno p;(n), jednak je broju particija od
n u dijelove od kojih je svaki < k.

b) pi(n) = pro1(n— 1) + pi(n — k) (rekurzija za brojeve pi(n))

c) p(n) = p,(2n).
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Dokaz.  a) Konstruirat ¢emo bijekciju izmedu pripadnih skupova particija. Ako je A =
(A1, 4> ...) neka particija od n, onda je A’ = (47, 4, . ..) njegova konjugirana particija.
Ocito je 2] = #{ j|/l ; > i}. Dakle, preslikavanje koje A preslikava u A je bijekcija.
Pogledajmo sliku 1.7.

(a) 1 =1(6,4,4,1) b)) =4,3,3,3,1)
Slika 1.7: Bijekcija izmedu 11 A’.

b) Ako particija broja n u k dijelova sadrzi jedinicu, onda ostatak n — 1 moZemo par-
ticionirati na p;_;(n — 1) nadina. Ako particija broja n u k dijelova nema jedinicu,
onda svakom dijelu oduzmimo jedinicu i imamo p,(n — k) particija ostatkan — ku k
dijelova. Ovo je bijekcija.

¢) Ova tvrdnja slijedi iz b). Vrijedi

Pn(2n) = pp1(2n = 1) + pu(n)
= pn2(2n = 2) + py_1(n) + pu(n)
=...=pi(n)+p(n)+...+ p,(n)
= p(n).
O

Primjer 1.3.4. Opet promatramo particije broja 5. Ukupan broj jedinica u svim partici-
jama je jednak 12. Prebrojimo sada koliko ima razlicitih brojeva unutar svake particije.
Primjerice, unutar particije (2, 3) imamo dva razlicita broja, unutar particije (1, 1, 3) isto
imamo dva razlicita broja i tako dalje. Sumiranjem broja razli¢itih brojeva po svim parti-
cijama dolazimo do (1,2,2,2,2,2,1) = 12.

Prethodni primjer je generaliziran Stanleyevim teoremom.

Teorem 1.3.5. (Stanley) Broj jedinica koje se pojavijuju u particijama broja n ekvivalentan
Jje broju dijelova koji se pojavljuju barem jednom u danoj particiji broja n, sumirano po
svim particijama broja n.

Ovaj teorem sluzi kao uvod u zadnje poglavlje gdje ¢emo vidjeti joS jedan rezultat vezan
za Eulerovu funkciju i broj jedinica unutar particije.






Poglavlje 2

Osnove aritmetickih funkcija

U ovom poglavlju prikazujemo aritmeti¢ke funkcije. To su funkcije ¢ija domena je skup
prirodnih brojeva N, a kodomena podskup skupa kompleksnih brojeva C. Na pocetku ce
biti obradene funkcije najvece i najmanje cijelo, a dalje ¢e od interesa biti multiplikativne
aritmeticke funkcije, od kojih je najpoznatija Eulerova funkcija. Na kraju dajemo kratki
osvrt na Ramanujanove sume.

2.1 Funkcije najvece i najmanje cijelo
Definicija 2.1.1. Neka je x € R proizvoljan. Funkcija najmanje cijelo ili strop od x, u
oznaci [ x], je najmanji cijeli broj veci ili jednak x. Funkcija najvece cijelo ili pod od x, u
oznaci | x] je najveci cijeli broj manji ili jednak x. Razliku brojeva x i | x| zovemo frakcijski
dio broja x i oznacavamo s {x} = x — | x].
Primjerice, za broj n vrijedi |7| = 3, |-n] = -4, [n] = 41 [-n] = -3. Iz prethodnog
mozemo primijetiti neka svojstva ovih funkcija. Vrijednosti poda i stropa su jednake samo
u cjelobrojnim to¢kama,

lx] =x & xcijelibroj — [x]=nx,
inace se razlikuju za to¢no 1. Takoder, vrijedi

[=x] = =[x, [-x]=—Lx].

Uo¢imodaje x — 1 < [x]ix+ 1> [x]. Kombiniranjem ovih nejednakosti dobivamo

x—1<|x]<x<[x]<x+1.

11



12 POGLAVLIJE 2. OSNOVE ARITMETICKIH FUNKCIJA

Primijetimo da za cijeli broj n vrijede 1 sljedeca svojstva:

lx]=n & n<x<n+1,
lx]=n & x—-1<n<ux,
[xX]=n &< n—-1<x<n,

[xX]=n e x<n<x+1.

Korisno je primijetiti da vrijedi 1 jednakost | x + n] = [x] + n, dok jednakost |nx] = n|x]
ne mora uvijek vrijediti. Primjerice, za x = 1/5 1 n = 5 ne vrijedi. Nekada moZemo izbjeci
koriStenje poda i stropa radi jednostavnosti. Na primjer, ako je x realan broj i n cijeli broj,
onda vrijede sljedeée ekvivalencije:

x<n < |x|]<n,

n<x < n<]J[x],

PokaZzimo da prva ekvivalencija doista vrijedi, dokaz druge ekvivalencije je analogan. Ako
je x < n, onda sigurno vrijedi | x| < n jer je [x] < x. Obratno, neka je [x] < n. Vrijedi
x<|x|+1te|x]+1<n,dakle x < n.

Prosti brojevi

Kazemo da je pozitivni cijeli broj p > 1 prost ako je djeljiv samo s 1 1 sa samim sobom,
inace kaZzemo da je sloZen. Broj 1 nije ni prost ni sloZen broj. Bez eksplicitnog navodenja, s
p obi¢no oznaCavamo prosti broj. Svaki pozitivni cijeli broj moZze, na jedinstven nacin, biti
zapisan kao umnoZak prostih faktoran = p-...-p; odnosno [ ], p"» gdje je n, > 0. KaZemo
da su brojevi m, n € N relativno prosti, u oznacim L n, ako im je najveci zajednicki djelitelj
jednak 1, to jest ako je nzd(m,n) = 1. Vrijedi sljedeca ekvivalencija:

klmikln < kL mn. 2.1

U sljedecoj propoziciji dokazujemo jedan rezultat koji povezuje proste brojeve i funkciju
pod.

Propozicija 2.1.2. Potencija s kojom prosti broj p ulazi u rastav broja n! na proste faktore

je jednaka
p p? pPl

Dokaz. Primijetimodajeun! =1-2-3-....-nsvaki p-ti faktor djeljiv s p. Dakle, postoji
LI";J faktora koji su djeljivi s p. Svaki doprinosi s eksponentom koji iznosi barem 1. Zatim
djelitelji broja p? doprinose s jo$ 1 u potenciji pa to trebamo pribrojiti i tako dalje. Neka je
I najveéi prirodni broj za koji vrijedi da p' dijeli n!. Tada vrijedi sljedece:
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Uo&imo da je prethodna suma konacna jer ée za dovoljno velik j vrijediti p/ > n pa za
svaki takav j vrijedi Lﬁj = 0.
O

Primjer 2.1.3. Odredimo eksponent s kojim prosti broj 7 ulazi u rastav broja 29!. Ovo
moZemo vrlo lako izracunati koristeci prethodni teorem. Ukupni broj pojavljivanja broja 7

jé
29 29
\‘7J+\‘%J:5+O:5

2.2 Eulerova funkcija

Definicija 2.2.1. Preslikavanje ¢ : N — N koje svakom prirodnom broju n pridruzuje broj
brojeva manjih od n koji su relativno prosti s n, nazivamo Eulerovom funkcijom.

Drugim rijeCima ¢(n) je broj brojeva u nizu 1,...,n koji su relativno prosti s n. Pri-
mjerice ¢(10) = 4 jer su brojevi 1, 3, 7, 9 relativno prosti s 10. Vrijedi primijetiti i da je
o(1) =1, ¢(p) = p—1te ¢(m) < m — 1 ukoliko je m sloZen broj. Lako moZemo odrediti
¢(m) ako je m potencija prostog broja, m = p*. U tom slu¢aju broj m dijele p, 2p, ..., p*'p.
Dakle, tih brojeva je p*~! pa vrijedi

o) =0t = = P 2)
Uocimo da uvrStavanjem k = 1 u formulu (2.2) upravo dobijemo jednakost ¢(p) = p—1
koju smo na pocetku naveli.
Definicija 2.2.2. Za funkciju f : N — C kazemo da je multiplikativna ako vrijedi sljedece:
1. f(1)=1,
2. f(mn) = f(m)f(n), gdje sum i n relativno prosti brojevi.
Lema 2.2.3. Eulerova funkcija je multiplikativna.
Dokaz. Dokaz se moze pronaci u [8]. |

Koriste¢i multiplikativnost Eulerove funkcije moZemo do¢i do opcenite formule za
racunanje vrijednosti te funkcije.
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Teorem 2.2.4. Za svaki prirodni broj n > 1 vrijedi

1
=n]]a--).
¢p(m)=n| |( p)

pln

Dokaz. Nekasu py, ..., py razliCiti prosti faktori broja n, odnosno n = pi' ... p;*. Koristeci
multiplikativnost Eulerove funkcije imamo

¢(n) = ¢(p}' ... p") = (P} ... o(P1).

Nadalje, koriste¢i formulu ¢(p*) = p* — p*~! = p*(1 - %) radunamo:

1 1
p(m) =pi'(1—=——)-...-pt(l ——)
D1 Pk
k
B =1

! 1
pil—-—)
Di

i

. 1
ey
1

=n[ Ja-2

pln

O

U teoriji brojeva vrlo ¢esto sumiramo po djeliteljima danog broja. Korisno je primijetiti

sljedece:
n
Zd:ZE,n>O. (2.3)

din din

12,12 , 12 | 12
2 + 3 T 4 + 6

DY =) aw. 2.4)

min  klm kin 113

Nekajen = 12, vidimodaje 1+2+3+4+6+12= 2+

+ 2. U dokazima

Ako je f funkcija takva da je suma po djeliteljima g(n) = . ,, f(d) multiplikativna, onda
je 1 sama funkcija f multiplikativna. Ovu ¢injenicu dokazujemo indukcijom po n. Za
n =1 vrijedi f(1) = g(1) = 1. Neka je sada n > 1. Pretpostavimo da vrijedi f(m;m;) =
f(my) f(my) za sve my 1 my takve da mymy < nim; L my. AKojen = mymy im; L my,

imamo
gimmy) = Y fld)= Y > fldid)

dimymy dilmy dalmy
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te vrijedi d; L d, jer su svi djelitelji od m, relativno prosti sa svim djeliteljima od m,. Po
pretpostavci indukcije znamo da vrijedi f(dd,) = f(dy)f(d») zad, < my i1d, < m,. Stoga,
imamo

(D0 @) Y @) = fomfm) + famms) = gom)gm) = fom)fom) + fomm)

dilm da|m;

Vrijedi g(mym,) = g(m;)g(m,) pa zakljuCujemo da je f(mym,) = f(my)f(m,) Cime smo
dokazali tvrdnju. Vrijedi i obrat. Neka je f(n) multiplikativna, tada je suma po svim djeli-
teljima, 3’ ,, f(d) takoder multiplikativna.

Promotrimo sljedeci niz

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

127127127127 127127127 127127 127 127 12
Nakon skracivanja dobijemo

1 111517 235111

Grupirajmo sada ¢lanove niza po nazivnicima. Dobijemo

111213151 5 711

Zapazamo da su svi djelitelji broja 12 sadrZani u nazivnicima ¢lanova niza. Ako promo-
trimo, primjerice, grupu gdje je nazivnik broj 6, onda moZemo uociti da se u brojniku
nalaze samo brojevi koji su relativno prosti sa 6, dakle 1 i 5. Mozemo zakljuciti da se svaki
djelitelj d (odnosno razlomak s nazivnikom d) pojavljuje upravo ¢(d) puta. Vrijedi

(1) + ¢(2) + ¢(3) + ¢(4) + ¢(6) + ¢(12) = 12 (2.5)
Iduca propozicija pokazuje da jednakost (2.5) mozemo zapisati 1 opéenito.

Propozicija 2.2.5. Za Eulerovu funkciju vrijedi

> o) =n.

dln

Dokaz. Nekajen = pi'-...- p}'. Iz multiplikativnosti Eulerove funkcije slijedi

k
Sio) =] [+ o)+ d(pD + ...+ $(p)

dn i=1



16 POGLAVLIJE 2. OSNOVE ARITMETICKIH FUNKCIJA

Ako pomnozimo faktore na desnoj strani jednakosti, dobivamo sumu ¢iji su sumandi oblika
p(pl) ... (Pl =P ... pl), gdjeje0< g <r,i=1,...,k
Sada imamo

k
D@ =] ]a+@i-D+@-p)+...+ @i = pi)

din i=1

2.3 Mobiusova funkcija

Izraz [n = m] poprima vrijednost 1 ako je n = m, inaCe poprima vrijednost 0. Sada mozemo
dati definiciju Mobiusove funkcije.

Definicija 2.3.1. Mobiusovu funkciju definiramo implicitno na sljedeci nacin

Dudy=[n=1Lnx1. (2.6)

dln

Primijetimo da je navedena relacija rekurzija s pocetnom vrijednosti (1) = 1. IzraCunajmo
vrijednosti Mobiusove funkcije za brojeve n = 1,...12.

8910|1112
[-1fofof t]-1]o

n 1] 2 )3 /4]5]6]7
pny | 1] -1 -1]0]-1]1

Jedan vrlo vaZan rezultat koji su zapazili matematic¢ari Dedekind i Liouville dan je sljedec¢im

teoremom.

Teorem 2.3.2. (Méobiusov princip inverzije) Neka je f : N — C proizvoljna funkcija i neka
je F(n) = X4, f(d),n € N. Tada vrijedi

fay = Y u@r(5)

dln

Obratno, ako je f(n) = 34, M(d)F(5),n € N, onda je F(n) = X4, f(d).
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Dokaz. Neka je F(n) = 3.4, f(d). Koriste¢i 2.3 1 2.4 raCunamo

Sar(3)- o

din din
_ ™S
;u(d)kzldlf(
= > D )
kn d)?
=2 =1|fk) = .
kzln[k ]f s

Dokazimo i obrat. Neka je f(n) = X, p(d)F(5). Vrijedi

i =3 S uS)rw =D ke = Y Fof7 =1] = oo

din din Kld Kn | Km
¢ime je tvrdnja dokazana. O

Primjenom Mdbiusovog principa inverzije na relaciju 2, ¢#(d) = n dobijemo sljedecu

jednakost
_ u(d)
din
Primjerice,

o(12) =12 - (1) +6-pu(2)+4-u3)+2-uw6) +1-p(12) =12-6-4+0+2+0=4.

Potpuni kvadrat je prirodan broj koji je kvadrat nekog drugog prirodnog broja. Za broj
n € N kazemo da je kvadratno slobodan ako je 1 najveci potpuni kvadrat koji ga dijeli.
Primjerice, 25 je potpuni kvadrat jer je 25 = 5% dok je broj 6 kvadratno slobodan broj.

Zelimo rijesiti rekurziju iz definicije Mobusove funkcije. Funkcija g(m) = [m = 1] je
o¢ito multiplikativna jer je uvijek O osim za m = 1. Iz toga slijedi da je 1 u multi-
plikativna. Dovoljno je odrediti §to je u(p*). Dijelitelji od p* su 1,p,..., p* pa vrijedi
u(1) + u(p) + u(p?) + ...+ u(p*) = 0, po definiciji 2.6. Slijedi, u(p) = —1 te u(p*) = 0 za
svaki k > 1, ¢ime smo dokazali sljedecu propoziciju.

Propozicija 2.3.3. Za n > 1 vrijedi

utn) = [ Jutr =

pln

0, ako n nije kvadratno slobodan
(=1), akojen = pipps...p, gdjesu p; razliCiti prosti brojevi.
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Definicija 2.3.4. Neka je n € N. Broj pozitivnih djelitelja broja n oznacavamo s t(n).
Sumu svih pozitivnih djelitelja broja n oznacavamo s o(n).

Prethodne funkcije moZemo zapisati na sljedeci nacin:

=) 1,

din

o(n) = Z d.

dn
Funkcija f(d) = 1 je konstanta pa je 7 oCito multiplikativna. Funkcija o je takoder mul-
tiplikativna jer je f(d) = d multiplikativna. 1z definicija funkcija o 1 ¢ primje€ujemo da
vrijedi o(n) > n1i¢(n) < nzasvaki n € N. Sljedeca propozicija nam daje donju ogradu za
¢ 1gornju za o.

Propozicija 2.3.5. Za sve n € N, n > 1 vrijedi o(n) < n(1 + Inn). Takoder, za sve n € N,
n> 1 vrijedi ¢p(n) > 12

41nn’
Dokaz. Dokazujemo samo drugu tvrdnju, dokaz prve tvrdnje se moze pronaci u [4]. Funk-
cija f(n) = M je multiplikativna kao produkt multiplikatvnih funkcija. 1z izraza

Mo Dpip -1 1 1
(p w—p-D 1oL

(p— 1)p% T pt p?

fp)) =

slijedi

1 = 1 1-3 2-4 3.5 1
> 1-—)> 1-—)= . . .= =
f(n)_lplnl( pz)_m|:2|< =353 1 :

Ocito vrijedi o(n)¢(n) > %nz. Iz prve tvrdnje propozicije slijedi da je o(n) < 2nlInn, za sve
n > 3. Iz toga slijedi druga traZzena nejednakost. Da nejednakost vrijedi i za n = 2 moZemo
dokazati direktnim uvrStavanjem. O

2.4 Ramanujanove sume

Ramanujanove sume imaju Siroku primjenu u raznim granama matematike i fizike. Ime su
dobile po indijskom matematiaru Srinivasi Ramanujanu koji ih je otkrio.

Definicija 2.4.1. Za cijele brojeve n > 1 i k > 0 definiramo sumu
Cn(k) — Z eZikrﬂ/n
rin;r<n

koju zovemo Ramanujanova suma.
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Kompleksni broj w je primitivni n-ti korijen jedinice ako vrijedi: w" = 1i w* # 1 za bilo
koji k < n. Drugim rije¢ima, Ramanujanova suma je suma k-tih potencija primitivnih n-tih
korijena jedinice. Primijetimo da su primitivni n-ti korijeni jedinice brojevi e***/" za sve
one r < n takve da je r L n. Prikladno je uvesti sljedecu oznaku:

A, = {¥FmM o p 1 < r<n).
Uo&imo da je skup svi n—tih korijena jedinice {€**™/" : 0 < k < n} jednak uniji disjunktnih
skupova A4, gdje d ide po djeliteljima broja n, jer je n-ti korijen iz jedinice primitivan d-ti
korijen iz jedinice za jedinstveni djelitelj d broja n. Uvodimo i karakteristi¢nu funkciju oy,
koja poprima vrijednost 1 ako k|n, inace 0.
Sada moZemo navesti svojstva Ramanujanovih suma:

1. c,(k) = c,(=k) = c,(n — k)

2. ¢x(0) = d(n) i c,(1) = u(n)

3. cu(ks) = c,(k) ako je s L n. Posebno, ¢,(s) = u(n) akoje s L n
4

. cu(k) = c,(k") ako je nzd(k,n) = nzd(k’,n), posebno c,(k) = c,(k') mod n ako je
k=k modn

iz ca(k) =0

6. 2 Ca(k) = 6pn 1 co(k) = X g du(5)0ap = 2 du(5). Posebno, za potencije prostih
brojeva p* imamo

e

pr _ pr—l’ ako Prlk
cpr(k) =1-p", ako p" 'k

0, inace
7. cpn(k) = cp(k)c, (k) akojem L n
8. ZZ:l Cm(k)cn(k) = 6mnn¢(n)

Korisno je primijetiti da nam svojstvo 6 upravo kaZe da su vrijednosti Ramanujanove sume
cijeli brojevi. Svojstva 1 1 prvi dijelovi svojstava 2 1 3 slijede iz definicije. DokaZimo sada

svojstvo 5. Imamo
Z%UO DIEDIWE

k=0 len, len, k=0
gdje zadnja jednakost vrijedi zbog

2 k= 1_5,1 = 0.
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za svaki { € A,. Ovo nam je kratki uvod u funkcije izvodnice. DokaZimo i tvrdnju 6.
Primijetimo da druga tvrdnja slijedi iz prve po Mdbiusovom principu inverzije. Zato sada
dokazujemo prvu tvrdnju. Vrijedi

n—1

Z cqa(k) = Z Z k= Z Rimkn/n

din din {eng m=0

jer je disjunktna unija A4, gdje d ide po djeliteljima od n, skup svih n-tih korijena jedi-
nice. Ako gornju sumu pomnoZzimo s e?**/" dobijemo istu sumu, §to znaci da je jednaka 0,
osim ako nlk. Kada k|n suma je jednaka n. Iz ove dvije tvrdnje slijede ostala svojstva koja
ne¢emo dokazivati. ViSe o Ramanujanovim sumama se pronaci u [9].

Na kraju navodimo jedno osnovno brojevno svojstvo za particijsku funkciju koje je takoder
otkrio Ramanujan. Promotrimo vrijednosti te funkcije za nekoliko brojeva

n pn) n pn) n pn)
0O 1 5 7 10 42
1 1 6 11 11 56
2 2 7 15 12 77
3 3 8 22 13 101
4 5 9 30 14 135

Znamo da za racunanje broja p(n) ne postoji neka zatvorena formula, medutim, mozemo
uociti da je svaka peta vrijednost p(n) djeljiva s 5. Upravo to je uocio i dokazao Ramanujan.
Dakle, za sve n € Ny vrijedi

p(dbn+4)=0 (mod>S).
Takoder, otkrio je i da vrijede sljedece kongruencije:

p(In+5)=0 (mod 7)

2.7)
p(lln+6)=0 (mod 11).

Vise o ovoj temi moZe se pronaci u [1].



Poglavlje 3

Eulerova funkcija u teoriji particija

Nakon upoznavanja osnova teorije particija i aritmetickih funkcija, slijede dva nova re-
zultata koja povezuju artimeticke funkcije, tocnije Eulerovu funkciju, i broj particija. Za
dokaz tih rezultata bit ¢e nam potreban novi alat, funkcije izvodnice, stoga pocetak poglav-
lja posvecujemo funkcijama izvodnicama i njihovoj primjeni.

3.1 Funkcije izvodnice

Funkcije izvodnice se vrlo Cesto koriste u kombinatorici za rjeSavanje brojnih problema, a
od posebne vaznosti bit ¢e nam za ovo poglavlje.

Definicija 3.1.1. Neka je ay,...,ay,, ... niz realnih (ili kompleksnih) brojeva. Pripadna
obicna funkcija izvodnica F(x) je formalni red potencija

(o8]
F(X)=ay+aix+ax> +...+a,x" +... :Za,,x”.
n=0

Koristit ¢emo oznaku (x")F(x) = a, koja oznacava da je koeficijent od F(x) uz x" jednak
a,.

U definiciji govorimo o formalnom redu potencija jer nas ne zanima koju vrijednost po-
prima varijabla x. Korisno je znati da je funkcija izvodnica za niz (a,),>o gdje je a, = 1
jednaka

1
l+x++...+xX"+...= .
1 —x

(3.1)

Slijedi jedan jednostavan primjer kako bismo stekli intiuiciju o tome Sto su funkcije izvod-
nice 1 ¢emu sluZze.

21



22 POGLAVLIJE 3. EULEROVA FUNKCIJA U TEORIJI PARTICIJA

Primjer 3.1.2. Pretpostavimo da imamo 24 bombona koja Zelimo podijeliti na cetvero
ljudi tako da svaki covjek dobije barem 3 bombona, ali ne vise od 8. Dakle, jedan covjek
moZe dobiti izmedu 3 i 8 bombona, Sto moZemo prikazati izrazom

O+t +0 + 0+ a7+ 48
Buducéi da imamo Cetiri ¢ovjeka, funkcija izvodnica ce biti definirana s
Fx) =3+ + X + 2%+ x7 + 4%
Zanima nas na koliko nacina mozZemo rasporediti 24 bombona , a ta vrijednost je upravo
(x**). Uz koristenje formule za konacne redove

N 1=y
ZX]: 1—x~

j=0

imamo
FO =+ +°+285 47+ .. P+ + X5 +2°5+x +4
= - A+x+x2+2+x+ )

=x21+x+ 2+ +x+ 1)

1_x6 4
_ 12
=X (1—x)
= x2(1 - x5*1 - 0™,

Prisjetimo se kratko binomnog poucka,
(a+b)' = (n)a”‘kbk.
Upotrebom binomnog poucka i formule
(_N)(—l)" _ (N+n - 1)
n n
slijedi
(PHF(x) = ()1 - x'0 - 0™
= (x12>(1 - (éll)x6 + (3)x12 —-... )((_04) + (_14)(—)6) + (_24)(—)6)2 +.. )
(A e (A A e L (A4
oL YN Py
()=
3 3 2

= 125.
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Promotrimo sada funkcije izvodnice u kontekstu particija brojeva. U tu svrhu pronadimo
sve striktne particije Ciji su dijelovi iz skupa {1, 2, 3}. To su

(1), 2),(3), (2,1),3,1),(3,2), (3,2, 1).
Slijedi,

A+ +xD)A+x) =1 +x+ 27+ 22+ 27 + 11 4 2 4 1125,

Uocimo da eksponenti dobivenog polinoma daju sve striktne particije ¢iji su dijelovi iz
prethodno navedenog skupa. Postoje dvije particije broja 3 i po jedna particija za brojeve
1,2,4,5, 6. Ovaj rezultat je formaliziran idu¢im teoremom.

Teorem 3.1.3. Funkcija izvodnica P za particije s medusobno razlicitim dijelovima je dana
s
P = [ [a+x) =" plmx.
i=1 n=0

Dokaz. Neka je S = {1,2, ..., m}. Sve particije s razli¢itim dijelovima, pri emu su
dijeloviiz S su

1),...,(m), (1,2),(1,3),...,(m—-1,m), (1,2,3),...,(m-2,m—-1,m),...,(1,2,...,m)

. Te particije moZemo prikazati na sljedeci nacin

A+0)0+xD) ... A+ =1+x"+ X2+ + "+ x4 x2erm,

Time smo dokazali

ﬁ(l +x) = > prlny”
i=1

n>0

gdje je p’¥(n) broj particija od n s razli¢itim dijelovima pri ¢emu su ti dijelovi iz skupa
S. Ukoliko je S = Ny, na desnoj strani dobivamo sve moguce particije od n s medusobno
razli¢itim dijelovima. O

I dalje promatramo skup {1, 2, 3} 1 particije Ciji su dijelovi iz tog skupa. Ukoliko se dijelovi
particije smiju pojaviti viSe puta, recimo najvise d, vrijedi

Q+x+...+A+2+... +3DA + X +...+ 1

b

Sto nas dovodi do sljedeceg teorema.
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Propozicija 3.1.4. Funkcija izvodnica za niz brojeva p(0), p(1), ..., p(n), ... je produkt

= 1
P(x) = T
gl—x

Broj p(n) je koeficijent uz x" u produktu od konacno mnogo faktora:

|
p(n) = (x") rl T—& m > n.
=1 - %

Dokaz. Vrijedi
1

1 —x*

Stoga je koeficijent uz x" u umnosku

=1+ + K+

T+x+x2+2. . )0+ +x+. )0+ +2°5+.. )0 +x  +283+..) -

jednak broju nacina na koji se x* moZe prikazati kao x*1 x%2 . x"n = ykit2kettnki 5t0 je
upravo broj particija p(n). O

Primjer 3.1.5. Zelimo prikazati sve particije koje se sastoje od jednog parnog dijela i
Jjednog neparnog dijela, s time da je svaki dio manji od 8. Pomocu funkcija izvodnica to
moZemo napisati na sljedeci nacin:

P+ + 1) + 5400 +x7) = 2 4 2 255 2T M 4
+ x6+1 + x6+3 + x6+5 + x6+7
=X+ +xX + 0+ + X+ X+ P
= X0 +2x° 4+ 3x7 + 327 + 2x! 4+ X3,

Primjerice, promotrimo koeficijent uz x' to jest {x’). Koeficijent (x"y = 3 nam govori

da postoje tri particije od T u kojoj je jedan broj paran, a drugi neparan. To su upravo
particije (1,6), (2,5) i (3,4).

Propozicija 3.1.6. Vrijedi

[Ja+z)=3 3 ptiene.
i=1

n>0 m>0

Prethodna propozicija je izravna posljedica teorema 3.1.3 te ju stoga neCemo dokazivati.
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Eulerov teorem

Prisjetimo se Eulerovog teorema iz prvog poglavlja. On nam kaze da je broj particija od
n u neparne dijelove jednak broju striktnih particija. U prvom poglavlju smo ovaj teorem
dokazali bijektivno, a sada cemo pokazati kako se moze dokazati pomocu funkcija izvod-
nica.

Neka je p’(n) broj particija od n u razli¢ite sumande i P’ pripadna funkcija izvodnica.
Neka je p(n) broj particija u neparne sumande i P pripadna funkcija izvodnica. Trebamo
pokazati da su te dvije funkcije izvodnice jednake. Ako su one jednake, onda su jednaki i
koeficijenti uz x" to jest p(n) = p’(n). Prvo raunamo p’(n). Svaki prirodni broj k se ili ne
pojavljuje kao sumand ili se pojavi to¢no jednom, Sto moZemo zapisati kao 1 + x. Odmah
zapaZzamo

P =1 +x)0+A0+x%).. = [0+,
k=1
Funkcija izvodnica za p(n) je

P =(l+x+x+2+. )0+ +2°+.. )0+ +x%+..)...
1 1 1
l-x 1-x3 1-X°

ProSirivanjem i skrac¢ivanjem razlomaka u P’(x) dobijemo

I1-x* 1—=x* 1-x°

P = l-x 1-x2 1-x3""
I I
Tl-x 1-8 1-x""7
= P(x).

3.2 Merca-Schmidt teoremi

Jedan od rezultata koji govori o particijama prirodnog broja koje sadrze jedinice dan je
Stanleyevim teoremom 1.3.5 u prvom poglavlju. Matematicari Mircea Merca i Maxie D.
Schmidt dokazali su dva nova teorema o broju jedinica sadrzanih u particijama. Prije samih
teorema uvodimo novu oznaku koja ¢e nam biti potrebna. Sa Sflr ,)( oznacavamo broj k-ova
u particiji broja n gdje je naymanji dio barem r.

Teorem 3.2.1. Neka je A particija teZine n. Tada je broj jedinica u particiji broja n jednak

n+l1

D WS,
k=2
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Prije dokaza, ilustrirajmo ovaj teorem kratkim primjerom.

Primjer 3.2.2. Broj jedinica u particijama broja 5 je jednak 12. Particije broja 6 koje ne
sadrZe jedinicu su
(6), (4,2), (3,3), (2,2,2).

Uocimo da vrijedi
d2)-4+¢3)-2+¢d4)-1+¢6)-1=4+4+2+2=12.

Iz ovoga moZemo vidjeti da broj particija broja n koje sadrZe jedinice moZemo dobiti iz
skupa particija broja n — 1 na nacin da svakoj particiji dodamo jedinicu. Ovo je primjer
bijekcije izmedu dva skupa particija. Dakle, teorem povezuje skup particija broja n koje
sadrZe jedinicu i skup particija broja n koje ne sadrzZe jedinicu u particiji

Z f = Z dQ)ts + ... + ().
1+t +20r+...+nt,=n 2t +...+nty,=n

Slijedi dokaz teorema 3.2.1

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati koriste¢i funkcije izvodnice.
Uvodimo oznaku koju ¢emo koristiti u dokazu:

[Se]

(@) = | |1 -agh.

k=0
Za sve k > r, funkcija izvodnica za particije glasi
(o)

2 r—1 k
yn _ (I-g9)1-¢g)...d—-gq ): ¢ 1 .
nz_;; =) (45 Do 1-g* (¢"9)

Zbog toga Sto (a; q) divergira kada je a # 01|g| < 1, kada god se (a; g)- pojavi u formuli
pretpostavljamo da je |g| < 1. Slijedi

I-g¢g ¢(k)q RN @) n
kS
(q; q)mz ¢ (@ q)m+zz¢() nkd

k=1 n=2 k=2

1z

[

¢kg g
LT~ (U-qp

1mamo

l-g¢ p(k)q" q q q () n+l
+ = + S n qm.
(¢ Do Z ¢ @De -9 @De (@ q)oo Z :
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Sada slijedi

n+l

St =) ST,
k=2

¢ime je tvrdnja teorema dokazana.
Osim pomocu funkcija izvodnica, teorem mozemo dokazati i kombinatorno. Dokaz se
moze pronaci u [6]. |

Sada slijedi joS jedan teorem koji povezuje Eulerovu funkciju i particije prirodnog broja n.
Za potrebe ovog teorema uvodimo sljedece: zan > 2, Py(n) = ¢( ) oznatava broj particija
broja n u dva relativno prosta dijela.

Teorem 3.2.3. Za n > 0 vrijedi

n+3

3
pn) = ) Py(l)S L)y,
k=3
Dokaz. Pomocu funkcije izvodnice za S ,(1311 imamo

(-9 -¢) < ¢(k>q _ 9+ -2 N ;
(¢ @ Z (4 Qo * ;qu(k)sff,zq

(9]

(1 -1 -¢*) O ¢k)g"
(45 oo ,Z:; - (¢ 9w

MozZemo zakljuciti

P
Z(Z BRS D" = ——— = > 2p(n - 3)q",
n=3 k=3 (g q)“’
Time smo izveli funkciju izvodnicu za p(n),

) . 1
2,7’ = (@2 Do’

n=0
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Sazetak

U ovom diplomskom radu prikazujemo primjenu Eulerove funkcije u teoriji particija. Defi-
niramo pojam particije prirodnog broja i obradujemo osnove teorije particija. Particije pri-
rodnog broja reprezentiramo Youngovim dijagramima i pomocu tog grafickog prikaza do-
kazujemo osnovne identitete za particijsku funkciju. Dokazujemo Eulerov teorem, po ko-
jem je broj striktnih particija jednak broju particija s neparnim dijelovima, za danu teZinu.

Prikazujemo najpoznatije aritmeticke funkcije, kao Sto su pod, strop, Eulerova i Mobi-
usova funkcija. Dajemo kratki osvrt na Ramanujanove sume, koje se pojavljuju u vise
podrucja matematike 1 imaju istaknuta brojevna svojstva.

Suvremeni matematicari Mircea Merca 1 Maxie D. Schmidt otkrili su intrigantnu pri-
sutnost aritmeti¢kih funkcija u teoriji particija. Prikazujemo njihova dva teorema iz 2017.
godine. U svrhu dokazivanja ovih rezultata uvodimo funkcije izvodnice. Takoder, dokazu-
jemo Eulerov teorem pomocu funkcija izvodnica.






Summary

In this Master thesis, we present the application of the Euler function in the theory of
partitions. We define the concept of partition of a natural number and discuss the basics of
partition theory. We represent partitions of natural numbers using Young diagrams and use
this graphical representation to prove basic identities for the partition function. We prove
Euler’s theorem, according to which the number of strict partitions is equal to the number
of partitions with odd parts, for a given weight.

We present the most famous arithmetic functions, such as floor, ceiling, Euler’s, and
Mobius function. We give a brief overview of Ramanujan’s sums, which appear in various
areas of mathematics and have prominent numerical properties.

Contemporary mathematicians Mircea Merca and Maxie D. Schmidt discovered the in-
triguing presence of arithmetic functions in partition theory. We present their two theorems
from 2017. In order to prove these results, we introduce generating functions. Additionally,
we prove Euler’s theorem using generating functions.
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