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UvOoD

»Nema kraljevskih putova u geometriji“, recenica je koju je Euklid davno
izgovorio, a sigurno je aktualna i danas. UocCivsi da velik broj ucenika ima upravo
poteskoca u ucenju geometrije, Pierre van Hiele i Dina van Hiele-Geldof su razvili
teoriju geometrijskog misljenja u kojoj pruzaju uvid u razlike u geometrijskom
razmiS$ljanju pojedinaca te kako te razlike nastaju te su dali prijedlog kako u€enicima

olaksati ucenje geometrije.

Teoriju i njene karakteristike ¢emo opisati u drugom poglavlju ovog rada, a prije
toga u prvom poglavlju ¢emo ukratko opisati razvoj geometrije, njene glavne ideje te se
osvrnuti na zastupljenost geometrije u kurikulumu predmeta Matematika u osnovnim i

srednjim Skolama u Hrvatskoj u sadrzajnim domenama Oblik i prostor i Mjerenje.

U nastavku rada ¢emo dati prijedlog aktivnosti za u¢enike osnovnih i srednjih
Skola koje ¢e ucenicima olakSati prelazak s jedne razine geometrijskog miSljenja na
drugu. Pomo¢i ¢e im u razvijanju prostornog zora s osobitim naglaskom na kvalitativna
svojstva i povezivanje dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih geometrijskih objekata te

njihove transformacije.



U zadnjem poglavlju ¢emo opisati ulogu 3D printanja i 3D crtanja u nastavi
matematike te dati prijedlog nekoliko ideja na koji nacin iskoristiti 3D tehnologiju u

nastavi matematike.

Nizozemski matematicar i edukator Hans Freudenthal je rekao: “Geometrija je
opipljivi prostor, to je onaj prostor u kojem dijete diSe, Zivi i1 krece se. To je prostor koji
ucenik mora nauciti poznavati, istraZivati 1 osvajati, kako bi u njemu bolje zivio, disao i
kretao se.“ Geometrija se vrlo ¢esto zanemaruje u nastavi matematike, a njen znacaj je
jako vazan. Svi sigurno znamo barem jednu osobu koja se ,,ne snalazi“ kad dode u neki
novi grad ili novo mjesto. Mozda se i nama nekad dogodilo da se nalazimo u trgovackom
centru, udemo u neku trgovinu i pri izlasku iz te trgovine nismo sigurno s koje smo
strane dosli. To su samo neke od situacije iz svakodnevnog zivota u kojima je vazan

prostorni zor.

U nastavi matematike ucenicima treba osigurati §to viSe mogucénosti razvoja
prostornog zora primjerenim aktivnostima, ucilima i digitalnim alatima i sadrzajima
pomocu kojih ¢e vidjeti, osjecati i razumjeti geometriju. Uloga nastavnika je organizacija
i upravljanje nastavnim procesom, odnosno stvaranje pozitivnog ozracja u kojem c¢e
ucenici istrazivati i primjenjivati matematicke ideje i koncepte te suradivati s drugim
ucenicima. Svakog nastavnika u njegovom radu treba voditi poznata recenica velikog
Alberta Einsteina: ,,Ja nikad ne poducavam svoje u€enike; ja im samo pokuSavam pruziti

uvjete u kojima oni mogu uc¢iti.*



1. GEOMETRIA

Rije¢ geometrija dolazi iz grckog jezika, a u povijesti upravo su Grei vrlo
znacajni u razvoju ove grane matematike. EtimoloSki gledano ova rije¢ je sloZenica rijeci
geo (g€ (yn)), odnosno zemlja 1 rije¢i metria (ué€tpov) znacenja mjerenje. Doslovan
prijevod na hrvatski jezik bio bi zemljomjerstvo, odnosno mjerenje zemlje. 1z samog
podrijetla 1 znacenja rijei geometrija moZemo uociti potrebu za razvojem ove grane
matematike u povijesti. Geometrija je grana matematike koja se bavi proucavanjem
polozaja 1 svojstava oblika 1 tijela u ravnini ili prostoru te njihovih medusobnih odnosa, a
s viemenom predmet njenog proucavanja postaje sve $iri 1 apstraktniji. Smatra se jednom

od najstarijih grana matematike.

U ovom poglavlju ¢emo najprije ukratko predstaviti povijesni razvoj geometrije.
Naglasak ¢emo staviti na najznacajnije trenutke 1 matematicare koji su pridonijeli njenom
razvoju 1 aksiomatizaciji ove grane matematike. Nakon toga ¢emo opisati glavne ideje
geometrije, razjasniti S§to je to prostorni zor te napraviti kratki pregled geometrije u

Nacionalnom matemati¢ckom kurikulumu.



1.1. Povijesni razvoj

Geometrija se pocela razvijati iz vrlo prakticnih razloga, iz potrebe za
rjeSavanjem problema iz svakodnevnog zivota, odnosno prezivljavanjem. Temelj prve
geometrije je bila prakti¢nost i empirija. Osim u antickoj Grckoj u kojoj je dozivjela
najveci procvat, pojavila se i u Egiptu i Mezopotamiji. Geometrija tog doba uglavnom se
bavila duljinama, povrSinom i volumenom te joj je svrha bila olakSati svakodnevni Zivot.
Uglavnom se vezala uz poljodjelstvo, gradnju i trgovinu, a nesto kasnije postala je vrlo

znacajna u razvoju astronomije.

Jedan od najznacajnijih matematicara tog doba svakako je bio Euklid koji je u
svojim Elementima (oko 300. godina prije Krista) sistematski 1 strogo deduktivno
prikazao svu do tad poznatu matematiku te aksiomatizirao geometriju. Njegovo djelo je
bilo toliko znacajno da se sve do 19. stoljeca koristilo kao osnovni udzbenik iz
geometrije. Najveca vrijednost ovog djela je Sto je Euklid dao osnove za razvoj

matematike kao egzaktne znanosti, odnosno matematike kakvu danas poznajemo.

Razvojem ostalih znanosti i ostalih grana matematike predmet geometrije
postaje sve Siri te su se pocele razvijati razliite geometrijske poddiscipline. U 17.
stoljecu Rene Descartes je uvodenjem koordinatnog sustava u ravnini povezao algebru i
geometriju te utemeljio analiticku geometriju, a Desargues se smatra utemeljiteljem
projektivne geometrije. U 19. stolje¢u po€inje razvoj neeuklidskih geometrija. Nikolaj
Ivanovi¢ Lobacevski razvio je hiperbolicku, a Riemann sfernu, odnosno elipticnu
geometriju. Razvojem infinitezimalnoga racuna pocela se razvijati i dobivati sve viSe na
znaCaju diferencijalna geometrija, dok se razvojem algebarskih metoda razvila
algebarska geometrija. Diferencijalna geometrija je jedna od grana geometrije koja se
najviSe razvija u danaSnje doba. Kao rezultat proucavanja apstraktnih geometrijskih

struktura nastala je najmlada grana geometrije topologija.

Danas geometrija ima mnogo poddisciplina koje se stalno razvijaju i koriste i u
drugim znanostima. Suvremeni razvoj geometrije svakako se veze uz koriStenje
tehnologije koja svakim danom sve viSe napreduje te omogucava nove pristupe i nove

mogucénosti.



1.2. Glavne ideje

Glavne ideje geometrije Skolske matematike moZemo podijeliti na 5 razina:

1. Sto oblike u ravnini ili prostoru ¢ini razli¢itima ili nalik jednih drugima odreduju

njihova geometrijska svojstva. Na primjer:

o usporedne (paralelne) stran(ic)e, okomite stran(ic)e ili niSta od toga
o osna simetri¢nost, centralna simetri¢nost, rotacijska simetri¢nost ili nista od toga

o sli¢nost, sukladnost, homoteti¢nost ili ni jedno ni drugo...

2. Oblike mozemo opisati pomocu njihovog polozaja (lokacije) u ravnini ili prostoru. Za

precizni opis njihova polozaja (lokacije) koristimo prikladne koordinatne sustave.
3. Obratno, koordinatni pogled na oblike omoguc¢ava razumijevanje:

o njihovih geometrijskih svojstava
o promjene njihovog poloZzaja (transformacije)

o njihovog izgleda i promjene veli¢ine (vizualizacije).
4. Oblici se mogu pomicati u ravnini ili prostoru. Tu promjenu mozemo opisati u
terminima izometrija ravnine/prostora, tj. translacije, osne i centralne simetrije te rotacije.
5. Oblike mozemo gledati iz razlicitih perspektiva. Sposobnost sagledavanja iz
razliitih toCaka gledanja pridonosi:

o razumijevanju odnosa izmedu dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih oblika

o misaonom predo€avanju (vizualizaciji) promjene polozaja i veli¢ine oblika.



1.3. Prostorni zor

Razvoj geometrijskog misljenja usko je vezan uz razvoj prostornog zora. Prostorni
zor (eng. spatial ability, spatial sense) je intuitivni osjecaj za oblike u prostoru 1 njihove
medusobne odnose, kao i osje¢aj za geometrijske aspekte svijeta koji nas okruzuje te
oblike koje formiraju objekti oko nas. UkljuCuje sposobnost misaone vizualizacije
objekata i prostornih odnosa (npr. misaono okretanje ili transformaciju objekta) i
okretnost u geometrijskim opisima objekata (npr. njihovih geometrijskih svojstava) i

njihove lokacije (u odnosu na neki fiksni objekt, npr. koordinatni sustav u prostoru).

Osobe s razvijenim prostornim zorom uocavaju i posStuju geometrijske oblike u
prirodi i umjetnosti, posebice arhitekturi, 1 znaju upotrijebiti geometrijske ideje za opis 1
analizu svijeta oko sebe. Stoga je razvoj prostornog zora izuzetno vazan dio
matematickog obrazovanja i Cini jezgru geometrijskog misljenja, a time i sadrzajne
domene Oblik 1 prostor u kurikulumu predmeta Matematika u osnovnoj i srednjim

Skolama u Hrvatskoj.

Neki ljudi vjeruju da je posjedovanje prostornog zora uvjetovano rodenjem. Ili ga
imas ili nemas. IstraZivanja su pokazala da se bogatim iskustvima s oblicima i prostornim
odnosima s vremenom prostorni zor razvija. No, znanstveno je pokazano da muskarci
imaju bolje razvijen prostorni zor od Zena. Postizu znacajno bolje rezultate u rjeSavanju

geometrijskih zadataka i problema. Sto na primjer nije slu¢aj kod logi¢kog zakljudivanja.

Postoji nekoliko testova pomocu kojih se mjeri stupanj prostornog zora. Neki od
njih su test misaonih rotacija (Mental Rotations Test), test misaonih presjeka (Mental
Cutting Test) i kognitivni testovi VZ-1 (Form Board), VZ-2 (Paper Folding) i VZ-3
(Surface Development).! Primjer jednog od zadataka na testu misaonih presjeka moZemo

vidjeti na Slici 1.3.1. Toc¢an odgovor je C).

!https://en.wikipedia.org/wiki/Spatial_visualization_ability



Prizmu ¢iji se plast sastoji od tri pravokutnika i dva jednakostrani¢na trokuta na
krajevima (kao Sto se vidi nadesno) presjeéi ¢e ravnina. Koji od sljedecih presjeka

mogu nastati??

DY

A)samoaib

3

B)samo bic

@samo aic

D)a,b,ic

E) nijedan

Slika 1.3.1. Primjer zadatka za Mental Cutting Test

1.4. Geometrija u matematickom kurikulumu

Geometriju u Nacionalnom matemati¢kom kurikulumu mozemo pronaci u dvije
domene: Oblik 1 prostor (oznaka C) i Mjerenje (oznaka D). ,,Domena Oblik i prostor dio
je geometrije koji se bavi proucavanjem oblika, njihovih polozaja 1 odnosa.

Rastavljanjem i sastavljanjem oblika usporeduju se njihova svojstva i uspostavljaju veze

2 https://userpages.uni-koblenz.de/~quaiser/files/Publikationen/IJT0303pp219-231.pdf
3 https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/6/6e/Mental_cutting_test.png/435px-

Mental_cutting_test.png



medu njima. Iz uocenih svojstava i odnosa izvode se pretpostavke i tvrdnje koje se
dokazuju crtezima 1 algebarskim izrazima. Koriste¢i se geometrijskim priborom i
tehnologijom, ucenici ¢e izvoditi geometrijske transformacije, istrazivati i primjenjivati
njihova svojstva te razviti koncepte sukladnosti i sli¢nosti. Interakcijom s ostalim
domenama i1 matematiCkim argumentiranjem prostornih veza, rabeéi prostorni zor i
modeliranje, ucenici pronalaze primjenu matematickih rjesenja u razlicitim situacijama.
Prepoznaju ravninske i prostorne oblike 1 njihova svojstva u svakodnevnome okruzju te
ih upotrebljavaju za opis 1 analizu svijeta oko sebe.” ,,Mjerenje je usporedivanje neke
veli¢ine s istovrsnom veli¢inom koja je dogovorena jedinica mjere. U domeni Mjerenje
usvajaju se standardne mjerne jedinice za novac, duljinu, povrSinu, volumen, masu,
vrijeme, temperaturu, kut i brzinu te ih se mjeri odgovaraju¢im mjernim uredajima i
kalendarom. Procjenjivanjem, mjerenjem, preracunavanjem i izracunavanjem veli¢ina
odreduju se mjeriva obiljezja oblika i pojava uz razloznu i ucinkovitu upotrebu alata i
tehnologije. Rezultati se interpretiraju i izrazavaju u jedinici mjere koja odgovara
situaciji. UCenici ¢e mjerenjem povezati matematiku s drugim odgojno-obrazovnim
podru¢jima, s vlastitim iskustvom, svakodnevnim zivotom u kuéi i zajednici te na
radnome mjestu, prepoznati mjeriva obiljeZja ravninskih 1 prostornih oblika u umjetnosti

te ih upotrebljavati za opis i analizu svijeta oko sebe.**

Ako usporedujemo odgojno-obrazovne ishode moZemo uociti da je zastupljenost
ovih dviju domena u odnosu na preostale tri (Brojevi, Algebra i funkcije i Podatci,
statistika i vjerojatnost) poprilicno smanjena. Analiziraju¢i odgojno-obrazovne ishode za
4. razrede srednjih Skola moZemo vidjeti da se domena Mjerenje uopée ne spominje, a
Oblik 1 prostor se nalazi u samo jednom ishodu i to ne samostalno, ve¢ u paru s
domenom Brojevi (MAT SS A.4.4.; MAT SS C.4.1. Interpretira radunske operacije s
kompleksnim brojevima u Gaussovoj ravnini.) Na Slici 1.4.1. mozemo vidjeti graficki
prikaz organizacije matematickog kurikuluma za 5., 6., 7. 1 8. razred osnovne skole, a na
Slici 1.4.2. za 1. (210 sati godisnje), 2. (210 sati godiSnje), 3. (245 sati godisnje) i 4. (25
sati godi$nje) razred gimnazije prema domenama. Uocimo da ove dvije domene zajedno

u nijednom razredu nisu zauzele vise od 50%. Proucavajuci ishode mozemo uociti da se

4 https://narodne-novine.nn.hr/clanci/sluzbeni/2019_01_7_146.html



u nasem obrazovnom sustavu ne potiCe intuitivni osjecaj za oblike i njihove odnose ni
vjeStina misaone vizualizacije kod u€enika. Nacionalni matematicki kurikulum uvelike

zanemaruje razvoj prostornog zora.
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B~ Algebrak
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vierojatnost - E - Podatcl, statistika |
€ - Oblik | prostor vjerojatnost C - Oblik | prostor

0 - Mjorenjo
0 - Mjerenje

7. razred 8. razred

Slika 1.4.1. Graficki prikaz organizacije matematickog kurikuluma za
5.,6., 7. 18 razred’

5 https://narodne-novine.nn.hr/clanci/sluzbeni/2019_01_7_146.html
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Slika 1.4.2. Graficki prikaz organizacije matematickog kurikuluma za
matematicku gimnaziju®

U nastavku ¢emo navesti odgojno-obrazovne ishode iz Nacionalnog
matematic¢kog kurikuluma koji su povezani sa razvojem prostornog zora, odnosno
njihovim ostvarenjem doprinosi se njegovom razvoju. Navest ¢emo Sifru odgojno-
obrazovnog ishoda, njegov sadrzaj i razradu. Prikazani su ishodi za 5., 6., 7. 1 8. razred
osnovne Skole te 1., 2., 3. 1 4. razred matematicke gimnazije. U aktivnostima koje ¢emo
opisivati u 4. poglavlju ovog rada, pri povezivanju tih aktivnosti s odgojno-obrazovnim

ishodima iz Nacionalnog matematickog kurikuluma koristit ¢emo Sifre ishoda.

6 https://narodne-novine.nn.hr/clanci/sluzbeni/2019_01_7_146.html
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5. razred:

MAT OS C.5.1. Opisuje skupove toaka u ravnini te analizira i primjenjuje njihova

svojstva i odnose.

e Sluzeéi se geometrijskim priborom, matematickim jezikom proucava, opisuje,
definira, skicira, crta i oznaCava skupove toCaka u ravnini (tocke, pravci,
polupravci, duzine, kutovi) i njihove medusobne odnose. Opisuje sukladnost
duzina i kutova. Crta usporedne i okomite pravce, susjedne i vrSne kutove te
kutove uz presjenicu usporednih pravaca. Analizira kutove s usporednim
kracima. Prepoznaje vrste kutova, od Siljastoga do punoga. Konstruira i definira

simetralu duzine, opisuje i primjenjuje njezina svojstva.

MAT OS C.5.2. Opisuje i crta /konstruira geometrijske likove te stvara motive koriste¢i

se njima.

e Precizno i uredno crta/konstruira, skicira geometrijske likove (kvadrat,
pravokutnik, trokut, kruznicu, krug i njegove dijelove). Opisuje trokut, kvadrat i
pravokutnik (vrhovi, stranice, dijagonale i njihovi odnosi, kutovi). Definira
kruznicu i krug te opisuje njihove elemente (polumjer, promjer, tetiva). Opisuje i

crta dijelove kruga (kruzni isjecak, kruzni odsjecak, kruzni vijenac).

MAT OS C.5.3. Osnosimetri¢no i centralnosimetri¢no preslikava skupove tocaka u

ravnini.

e Osnosimetri¢no i centralnosimetri¢no preslikava skupove tocaka u ravnini (tocku,
duzinu, pravac, trokut, ¢etverokut, krug 1 kruznicu). Prepoznaje osnosimetri¢ni/

centralnosimetri¢ni lik 1 odreduje os/centar simetrije.

MAT OS D.5.1. Mjeri i crta kutove, odreduje mjere susjednih i vrinih kutova.

e Mjeri 1 crta kutove s pomocu kutomjera. Klasificira kutove od Siljastoga do
punoga. Racuna mjeru kuta u stupnjevima i1 minutama te crta kutove zadane
svojom mjerom. Opisuje susjedne (sukute) 1 vrSne kutove. Odreduje mjere

susjednih i vr$nih kutova.
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MAT OS D.5.4. Ratuna i primjenjuje opseg i povrinu geometrijskih likova.

Opisuje 1 racuna opseg geometrijskoga lika ili geometrijskih oblika sastavljenih
od osnovnih geometrijskih likova (kvadrata, pravokutnika, trokuta). Opisuje i
racuna povrSinu kvadrata 1 pravokutnika. Otkriva i1 obrazlaze formule za opseg i
povrsinu. Povezuje umnozak dvaju jednakih brojeva s pojmom kvadrata broja i
mjernom jedinicom za povrsSinu. Poznaje mjerne jedinice za povrSinu (kilometar
kvadratni, metar kvadratni, decimetar kvadratni, centimetar kvadratni, milimetar

kvadratni).

MAT OS D.5.5. Racuna i primjenjuje volumen kocke i kvadra.

Objasnjava volumen kocke i kvadra kao broj istovrsnih jedini¢nih kocaka od
kojih je sastavljen. Otkriva i1 obrazlaze formulu za volumen kocke i1 kvadra.
Procjenjuje 1 racuna volumen kocke i kvadra u problemskim situacijama.
Povezuje umnozak triju jednakih prirodnih brojeva s pojmom kuba prirodnoga
broja 1 mjernom jedinicom za volumen. Poznaje mjerne jedinice za volumen

(metar kubni, decimetar kubni, centimetar kubni).

6. razred:

MAT OS C.6.1. Konstruira kut i njegovu simetralu.

Prepoznaje 1 opisuje kut, vrh kuta i1 krak kuta te kutni stupanj. Konstruira kutove
od 60°, 120°, 30°, 90° i njihove kombinacije primjenjujuci svojstva simetrale kuta.

Prenosi kut. Procjenjuje mjeru nacrtanih kutova.

MAT OS C.6.2. Konstruira trokute, analizira njihova svojstva i odnose.

Otkriva 1 obrazlaze postojanje trokuta. Klasificira trokute s obzirom na mjere
kutova. Skicira 1 konstruira trokute prema pouccima o sukladnosti. Opisuje
sukladnost trokuta. Otkriva i crta visine svih vrsta trokuta. Istrazuje odnos

stranica 1 kutova u trokutu te odnos vanjskih i unutarnjih kutova trokuta.

MAT OS C.6.3. Konstruira éetverokute, analizira njihova svojstva i odnose.

Na osnovi uocenih svojstava i odnosa stranica, kutova i dijagonala paralelograma,

opisuje, skicira i konstruira kvadrat, pravokutnik, paralelogram i romb. Opisuje
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kruznicu kvadratu 1 pravokutniku. Klasificira cetverokute s obzirom na

paralelnost njihovih stranica.
MAT OS D.6.2. Raduna i primjenjuje opseg i povrsinu trokuta i Eetverokuta te mjeru
kuta.
e Opisuyje 1 ra¢una opseg i povrsinu geometrijskoga lika ili geometrijskih oblika
sastavljenih od osnovnih geometrijskih likova (trokuta i paralelograma). Istrazuje

i primjenjuje zbroj mjera kutova u trokutu i ¢etverokutu.
MAT OS D.6.4. Pridruzuje cijele i pozitivne racionalne brojeve todkama brojevnoga
pravca.

e Pridruzuje tocke pravca cijelim i racionalnim brojevima (ishodiste, jedini¢na
duzina, jedini¢na tocka, koordinata tocke). Ocitava koordinatu tocke, opisuje
njezin polozaj na brojevnome pravcu te matematicki zapisuje.

MAT OS D.6.5. U pravokutnome koordinatnom sustavu u ravnini crta tocke zadane

cjelobrojnim koordinatama.

e Organizira pravokutni koordinatni sustav u ravnini (ishodiste, jedini¢ne duzine,
koordinate tocke, koordinatne osi, kvadranti). Povezuje koordinate tocke 1 uredeni
par cijelih brojeva. Ocitava 1 crta toCke zadane cjelobrojnim koordinatama uz
odgovarajuci zapis matematickim jezikom. Prepoznaje i tumaci pripadnost tocke
kvadrantima i koordinatnim osima. Crta likove odredene tockama s cjelobrojnim

koordinatama. Graficki rjeSava matematicke probleme.
7. razred:

MAT OS C.7.1. Crta i konstruira mnogokute i koristi se njima pri stvaranju sloZenijih

geometrijskih motiva.

e Prepoznaje mnogokute u prostoru. Opisuje mnogokut (stranice, unutarnje i
vanjske kutove, dijagonale, srediSnji kut pravilnoga mnogokuta). Razlikuje
pravilne i nepravilne mnogokute, konveksne i nekonveksne. Opisuje sredisnji kut

1 crta karakteristicni trokut. Konstruira pravilne mnogokute. Pronalazi i opisuje
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particije (trokut, paralelogram) nepravilnoga mnogokuta. Skicira, crta ili

konstruira nepravilni mnogokut.

MAT OS C.7.2. Crta, zbraja 1 oduzima vektore.

e C(Crta i opisuje vektor, njegov smjer, orijentaciju 1 duljinu. Opisuje odnose izmedu
dvaju ili viSe vektora matematickim jezikom. Prepoznaje i crta jednake i suprotne

vektore, opisuje nulvektor. Zbraja i oduzima vektore u ravnini.

MAT OS C.7.3. Translatira skupove to¢aka u ravnini.

e Translatira tocke, duzine, pravce i ostale skupove to¢aka u ravnini (trokut,
cetverokut, krug i kruznicu) za zadani vektor. Prepoznaje i opisuje lik nastao

translacijom. Translacijom stvara slozene slike.
MAT OS D.7.1. Pridruzuje toke pravca racionalnim brojevima.

e Pridruzuje tocke pravca racionalnim brojevima. OCcitava i zapisuje koordinatu
tocke te opisuje njezin polozaj u koordinatnome sustavu na pravcu matemati¢kim
jezikom. Organizira koordinatni sustav na pravcu. Procjenjuje polozaj
racionalnoga broja u odnosu na najbliZe cijele brojeve.

MAT OS D.7.2. U koordinatnome sustavu u ravnini crta to¢ke s racionalnim

koordinatama 1 stvara motive koristeci se njima.

e Crta i opisuje koordinatni sustav u ravnini. Crta i o¢itava tocke s pomoc¢u njihovih
koordinata. Crta geometrijske oblike odredene koordinatama tofaka koje ih
odreduju. Dopunjava i stvara transformirane slike (osna i centralna simetrija,

translacija). Graficki rjeSava matemati¢ke probleme.
MAT OS D.7.3. Odabire strategije za raunanje opsega i povriine mnogokuta.
e Opisyje 1 ra¢una opseg 1 povrSinu nepravilnih 1 pravilnih mnogokuta. Otkriva,
obrazlaze 1 primjenjuje formulu za povrSinu pravilnoga mnogokuta koriste¢i se
povrsinom karakteristicnoga trokuta. Argumentira odabir strategije za raCunanje

opsega 1 povrSine mnogokuta u problemskoj situaciji.
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MAT OS D.7.4. Raduna i primjenjuje opseg i povr§inu kruga i njegovih dijelova.

Istrazuje 1 rauna opseg 1 povrsinu kruga i njegovih dijelova. Objasnjava ulogu i
svojstva broja n. Modelira povrSinama i opsezima geometrijskih oblika (krug i
dijelovi, kruznica i dijelovi, kruzni vijenac, mnogokuti) rjeSavanje problemske

situacije.

8. razred:

MAT OS C.8.1. Skicira prikaz uspravnoga geometrijskog tijela u ravnini.

Prostoru¢no skicira uspravna geometrijska tijela u ravnini (kocka, kvadar,
pravilna Cetverostrana prizma, pravilna Cetverostrana piramida, valjak i1 stoZac).
Matematickim jezikom opisuje geometrijsko tijelo. Na crtezu skicira i
matemati¢kim jezikom opisuje elemente geometrijskoga tijela (plosna i prostorna
dijagonala, visina pobocke, visina tijela, polumjer i promjer baze, izvodnice). U

ravnini skicira prikaze geometrijskih oblika.

MAT OS C.8.2. Analizira i izraduje modele i mreZe uspravnih geometrijskih tijela.

Prema modelu uspravnoga geometrijskog tijela (kocka, kvadar, pravilna
Cetverostrana prizma 1 pravilna Cetverostrana piramida, valjak i stozac) opisuje
plohe koje ga omeduju i na osnovi toga izraduje mreZu tijela koja ¢e mu biti
potrebna za odredivanje njegova oplo§ja. Izraduje modele uspravnih
geometrijskih tijela. Promatra tijela koja ga okruzuju, imenuje ih, opisuje,

analizira 1 crta njihove mreZze.

MAT OS C.8.3. Primjenjuje Talesov poucak.

Otkriva 1 izri¢e Talesov poucak. Primjenom Talesova poucka dijeli duzinu na
sukladne dijelove i tockom u zadanome omjeru. Primjenjuje Talesov poucak za
crtanje trokuta i pravokutnika. Matemati¢kim jezikom opisuje sli¢nost trokuta i
mnogokuta. Opisuje svojstva slicnih likova. Primjenjuje Talesov poucak za

rjeSavanje problemske situacije.
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MAT OS C.8.4. Prikazuje medusobne odnose dviju kruznica u ravnini.

Opisuje 1 konstruira koncentri¢ne kruznice. Opisuje kruzni vijenac, diraliSte i
sjeciSte. Konstruira motive primjenom razli¢itih odnosa kruznica u ravnini.
Razlikuje medusobne odnose kruznica u ravnini. Konstruira dvije kruznice koje
se dodiruju. Istrazuje odnose polumjera kruznica i udaljenosti njihovih sredista pa

donosi zakljucke.

MAT OS D.8.1. Primjenjuje Pitagorin poudak.

U problemskim/geometrijskim situacijama uocava pravokutni trokut. Izrice
Pitagorin poucak. Objasnjava i primjenjuje Pitagorin poucak na pravokutni
trokut, kvadrat, pravokutnik, jednakostrani¢ni i jednakokracni trokut, romb.

Istrazuje 1 otkriva obrat Pitagorina poucka i primjenjuje ga.

MAT OS D.8.2. Primjenjuje oploje i volumen geometrijskih tijela.

Opisuje oplosje 1 volumen nacrtanoga geometrijskog tijela. Oplosje povezuje s
mrezom geometrijskoga tijela. UoCava i opisuje elemente tijela i veze medu njima
(ukljucujuéi visinu i izvodnice). Objasnjava volumen kao mjeru prostora koje
zauzima tijelo. Primjenjuje racunanje oplosja 1 volumena geometrijskih tijela u
problemskim situacijama. IstraZuje i otkriva odnose volumena prizme i piramide.

Prosireni sadrzaj: Kugla.

MAT OS D.8.3. Prikazuje pravce i analizira njihove medusobne poloZaje u

pravokutnome koordinatnom sustavu u ravnini.

Crta pravac zadan jednadzbom oblika y = ax + b, gdje suai b racionalni
brojevi, u pravokutnome koordinatnom sustavu u ravnini. Cita i tumaci
koeficijente jednadzbe pravca. Odreduje jednadzbu pravca odredenoga dvjema
toCkama ili grafickim prikazom. Odreduje 1 ocitava koordinate presjeka pravaca.
Medusobne odnose pravaca u ravnini povezuje s njihovim jednadZbama
(usporednost, podudarnost). Primjenjuje medusobne odnose pravaca za tumacenje

broja rjeSenja sustava dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama.
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MAT OS C.8. Primjenjuje kompoziciju preslikavanja u ravnini. (IZBORNI ISHOD)

Odabire dva preslikavanja u ravnini i konstruira njithovu kompoziciju. Obrazlaze
postupak i svojstva kompozicije preslikavanja u ravnini. Kreira motiv zadanom
kompozicijom vise od dva preslikavanja. Odreduje os simetrije, centar simetrije,
vektor translacije, srediSte i kut rotacije u nacrtanoj kompoziciji. Analizira

kompoziciju preslikavanja.

1. razred matematicke gimnazije — 210 sati godiSnje:

MAT SS C.1.1. Konstruira i analizira polozaj karakteristi¢nih to¢aka trokuta.

Definira 1 konstruira simetralu duzine, simetralu kuta, visinu i1 teZiSnicu te
karakteristiéne tocke trokuta. UocCava svojstva teziSta. Analizira poloZaj
karakteristi¢nih tocaka ovisno o vrsti trokuta. Otkriva Eulerov pravac. Otkriva

formule za povrsSinu trokuta sa zadanim polumjerom upisane i opisane kruznice.

MAT SS C.1.2. MAT S8 D.1.2. Primjenjuje Talesov pouc¢ak o proporcionalnosti duZina

1 sliénost trokuta.

Izrice 1 ilustrira teoreme o sukladnosti i sli¢nosti trokuta te Talesov teorem o
proporcionalnosti duZina, primjenjuje ih u modeliranju problema. Odreduje,
obrazlaze i primjenjuje odnose povrSina, opsega i drugih veli¢ina u sli¢nim
trokutima. Primjenjuje Heronovu formulu pri racunanju povrSine trokuta.
Rjesavajuci primjere zadataka, upoznaje povijest matematike. RjeSava probleme
koriste¢i se Euklidovim pou¢kom o pravokutnome trokutu. Dokazuje tvrdnje

rabeci poucke o sukladnosti i sli¢nosti.

MAT SS D.1.3. Primjenjuje trigonometrijske omjere.

Primjenjuje trigonometrijske omjere pri modeliranju problemskih situacija 1
rjeSavanju problema u planimetriji (trokut, kvadrat, pravokutnik, paralelogram,

romb, trapez, mnogokut, deltoid).
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2. razred matematicke gimnazije — 210 sati godiSnje:

MAT SS C.2.3. MAT SS D.2.1. Primjenjuje poucak o sinusima i pou¢ak o kosinusu

e Povezuje trigonometrijske omjere u pravokutnome trokutu s koordinatama tocke
na kruznici. Primjenjuje poucak o sinusima, uoc¢ava mogucnost i nalazi dva
rjeSenja. Primjenjuje poucak o kosinusu. Racuna povrSinu proizvoljnoga trokuta.
Primjenjuje poucke u planimetriji, stereometriji i problemskim zadatcima.

MAT SS C.2.4. MAT SS D.2.2. Primjenjuje znanja o kruznici i krugu.

e Opisuyje elemente kruznice i kruga te ih prikazuje u ravnini. Konstruira tangentu
na kruznicu. Primjenjuje poucak o obodnome i srediSnjemu kutu pri dokazu
Talesova poucka. S pomocu proporcionalnosti izvodi formule za duljinu
kruznoga luka, povrsinu kruznoga isjecka i povrSinu kruznoga odsjecka. Povezuje
duljinu kruznoga luka s radijanskom mjerom kuta.

MAT SS C.2.5. MAT SS D.2.3. Analizira poloZaj pravaca i ravnina u prostoru te raduna

udaljenost i mjeru kuta.

e Razlikuje tocku, pravac, ravninu te analizira i objasnjava medusobne polozaje.
Odreduje ortogonalnu projekciju geometrijskoga objekta. Racuna udaljenosti
tocaka do pravaca i ravnina te udaljenost pravaca i ravnina. Ra¢una mjeru kuta
izmedu dvaju pravaca, pravca i ravnine, dviju ravnina.

MAT SS C.2.6. MAT SS D.2.4. Ra¢una volumen i oplosje geometrijskih tijela.

e Prepoznaje, opisuje 1 skicira prizmu, piramidu, valjak, stoZzac i1 kuglu. Racuna
elemente (duljine bridova, volumen, oplosje, polumjer baze...) uspravnih 1 kosih
prizmi, valjaka, piramida, stozaca te kugle 1 rotacijskih tijela. Racuna elemente
krnjih tijela.

3. razred matematicke gimnazije — 245 sati godiSnje:

MAT S8 C.3.6. MAT SS D.3.1. Primjenjuje radun s vektorima.

e Prepoznaje, opisuje i rabi elemente vektora. Rafuna s vektorima u ravnini 1
prostoru (zbraja, oduzima i mnozi skalarom) i prikazuje ih u ravnini 1 u

koordinatnome sustavu. Odreduje duljinu vektora, racuna skalarni umnozak

18



vektora i primjenjuje ga za uvjet okomitosti vektora. Rastavlja vektore koriste¢i
se linearnom kombinacijom vektora (racunski ili graficki). Dijeli duzinu u
zadanome omjeru. Racuna 1 geometrijski interpretira vektorski umnozak i
mjeSoviti umnozak. Primjenjuje svojstva vektora u problemskim zadatcima i

dokazuje tvrdnje u analitickoj geometriji ravnine i prostora.

MAT SS C.3.7. MAT SS B.3.10. MAT SS D.3.2. MAT SS E.3.1. Primjenjuje

jednadzbu pravca.

Prepoznaje, opisuje i crta, pravac u koordinatnome sustavu iz njegove jednadzbe i
izvodi jednadzbu pravca iz grafickoga prikaza ili zadanih parametara. Odreduje
parametarsku i vektorsku jednadzbu pravca. Jednadzba pravca u prostoru. Racuna
mjeru kuta pravca s pozitivnim dijelom apscise i povezuje s koeficijentom smjera.
Crta 1 odreduje pravce paralelne s koordinatnim osima. Racuna udaljenost tocke
od pravca (u ravnini i prostoru) i mjeru kuta izmedu pravaca. Odreduje vektor
normale pravca, simetralu para pravaca, simetralu kuta. Modeliranje: Interpretira
podatke s pomocéu pravca regresije. Razlikuje/uocava linearni trend danih
podataka. Dane podatke opisuje linearnom vezom po moguénosti uz uporabu

tehnologije.)

MAT SS B.3.11. MAT SS C.3.9. MAT SS D.3.3. Primjenjuje jednadZbu kruznice.

Prepoznaje kanonski oblik jednadzbe kruznice 1 iz nje o€itava duljinu polumjera i
koordinate srediSta kruznice 1 obratno. Iz grafickoga prikaza odreduje jednadzbu
kruznice. Odreduje graficki ili racunski jednadzbu kruZznice u posebnome
polozaju (dodiruje jednu ili obje koordinatne osi) ili koncentri€ne kruznice. 1z
opcega oblika jednadZbe kruZnice prelazi u kanonski oblik i obratno. Odreduje
jednadzbu kruznice kroz tri tocke. Ispituje medusobni polozaj dviju kruZnica.

Ispituje medusobni polozaj dviju kruznica.

MAT S8 B.3.13. MAT SS C.3.10. Primjenjuje jednadzbu tangente kruznice.

Nabraja i opisuje odnose pravca i kruznice. Odreduje graficki i racunski presjek
pravca i kruznice. Izvodi uvjet dodira pravca i kruznice. Odreduje jednadzbu

tangente na kruznicu iz tocke kruznice i izvan kruznice. Odreduje jednadzbu
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normale. Odreduje mjeru kuta pod kojim pravac sijece kruznicu i mjeru kuta pod

kojim se sijeku dvije kruznice. Odreduje pol i polaru kruznice.
MAT SS B.3.14. MAT SS C.3.11. Primjenjuje jednadZbe elipse, hiperbole i parabole.

e Prepoznaje jednadzbu elipse, hiperbole i parabole i iz nje pronalazi nepoznate
elemente krivulje i obratno. 1z grafickoga prikaza ili zadanih uvjeta pronalazi
jednadzbu elipse, hiperbole i parabole. Odreduje parametarske i vr$ne jednadzbe

krivulja drugoga reda.
MAT SS C.3.12. Primjenjuje jednadzbu tangente elipse, hiperbole i parabole.

e Nabraja i opisuje odnose pravca i krivulja drugoga reda. Odreduje graficki i
racunski presjek pravca 1 krivulje. Izvodi uvjet dodira pravca i krivulje. Odreduje
jednadzbu tangente na krivulju iz tocke krivulje 1 izvan krivulje. Odreduje presjek

1 mjeru kuta izmedu krivulja.

4 razred matematicke gimnazije — 245 sati godiSnje:

MAT SS A.4.4. MAT SS C.4.1. Interpretira radunske operacije s kompleksnim

brojevima u Gaussovoj ravnini.

e Prikazuje kompleksni broj u Gaussovoj ravnini, odreduje 1 prikazuje konjugirano
kompleksni broj i modul kompleksnoga broja. RjesSenja jednadZbi i nejednadzbi
graficki prikazuje u Gaussovoj ravnini. Interpretira geometrijsko znacenje zbroja,
razlike, umnoSka ili modula razlike dvaju kompleksnih brojeva. RjeSenja

jednadzbe, primjerice z°> = 2, prikazuje u Gaussovoj ravnini.

20



2. VAN HIELE TEORIJA GEOMETRIISKOG
MISLJENJA

Svaki ¢ovjek mozda misli 1 razmiSlja na svoj nacin, no svima nam je zajednicko
da se nase sposobnosti razmisljanja i rasudivanja konstantno razvijaju. SupruZznici Pierre
van Hiele i Dina van Hiele-Geldof su 1960.-ih razvili teoriju geometrijskog misljenja u
kojoj pruzaju uvid u razlike u geometrijskom razmisljanju pojedinaca te kako te razlike
nastaju. Svaka razina opisuje misaone procese koji se Kkoriste u geometrijskim
kontekstima. Van Hiele teorija takoder pokuSava objasniti zasto veliki dio ucenika ima
problema u ucenju geometrije te daje savjete kako ucenicima olakSati njeno ucenje.
VaZzno je naglasiti da razine ne opisuju koli¢inu geometrijskog znanja koje imamo, veé

opisuju kako 1 o kojem tipu geometrijskih ideja mislimo.

Kljuénu razliku medu razinama predstavljaju objekti o kojima smo u stanju
geometrijski misliti. Produkt miSljenja na svakoj od razina je isti kao objekt misljenja na
sljedecoj razini. Objekti misSljenja na jednoj razini trebaju biti osmisljeni tako da odnosi
medu tim objektima postanu fokus sljede¢e razine. Da bismo dosegnuli bilo koju od
razina, moramo proc¢i sve prethodne razine, a da bi prosli neku razinu moramo iskusiti

geometrijsko misljenje primjereno toj razini i u svojoj glavi stvorili objekte 1 veze
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karakteristi¢ne za tu razinu. Dob Covjeka nije povezana s razinom na kojoj se on nalazi.
Osoba srednje dobi moze na primjer biti na prvoj razini, a neki ljudi za cijelog svog

Zivota ne uspiju prijec¢i na drugu razinu.

Napredovanje razinama iziskuje geometrijsko iskustvo. Djeca bi trebala
istrazivati, razgovarati i komunicirati o sadrzaju sa sljedece razine dok povecavaju svoje
iskustvo na svojoj trenutnoj razini. Kada su upute ili jezik na vi$oj razini od razine
djeteta, dijete ne¢e moci razumjeti koncept koji se razvija. Zapamtit ¢e ¢injenice, ali nece

povezati odnose izmedu ukljucenih svojstava.

2.1. Razine geometrijskog misljenja

Van Hiele teorija geometrijskog misljenja sastoji se od 5 razina koje se najcesce
oznacavaju brojevima od nula do cetiri (ponekad brojevima od jedan do pet). Na Slici
2.1.1. mozemo vidjeti graficki prikaz Van Hiele teorije, a sada ¢emo opisati razine od

kojih se sastoji.

a ANALIZA
DEDUKTIVNIH
DEDUKTIVNT py SUSTAVA
SUSTAVI
#‘LVOJSTAVA
( MEDUODNOSI 4. STROGOST
SVOJSTAVA
( LVOJSTVA 3. DEDUKCIA
OBLIKA
y,
( K"ASE 2. NEFORMALNA DEDUKCIA
OBLIKA
I og|_|c| 1 ANALIZA
VIZUALNI ILI 0. VIZUALIZACIJA
TAKTILNI OBLICI y
PREDPREPOZNAVANJE

Slika 2.1.1. Van Hiele teorija geometrijskog misljenja

Razina predprepoznavanja

Ucenici na ovoj razini nisu u moguénosti prepoznati i razlikovati uobicajene

objekte. Mogu primijetiti samo neka vizualna svojstva §to onemogucava razlikovanje
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nekih oblika. Na primjer mogu razlikovati krug od kvadrata, no ne razlikuju kvadrat i
trokut. Ovu razinu mozemo usporediti s u¢enjem rijeci. Dijete nauci neku rijec ispravno
izgovarati, no ne zna Sto ta rije¢ znaci niti je moze staviti u kontekst. Ova razina nije
izvorno dio Van Hiele teorije, no uocivsi da su neka djeca ispod razine vizualizacije
kasnije su je uveli Clements and Battista (1992). Objekt miSljenja na razini
predprepoznavanja su specifi¢ni vizualni i taktilni oblici, a proizvod misljenja su oblici i

njihov izgled (¢emu su nalik).
Razina 0. Vizualizacija

Na ovoj razini ucenici pri prepoznavanju geometrijskih oblika te usporedivanju,
klasificiranju i opisivanju Cesto koriste nevazna vizualna svojstva. Obi¢no se pozivaju na
vizualne prototipove geometrijskih oblika i lako se zbunjuju njihovom orijentacijom,
odnosno poloZzajem u ravnini/prostoru. Nisu sposobni pojmiti beskona¢no mnogo
varijacija odredenog tipa geometrijskog oblika (npr. u terminima njegove orijentacije i
oblika). Nekonzistentno klasificiraju geometrijske oblike (npr. koriste neuobicajena ili
nevazna svojstva kao kriterije sortiranja oblika). Nepotpuno opisuju (definiraju)
geometrijske oblike tako $to nuzne uvjete (Cesto vizualne) smatraju dovoljnima. Objekt
miSljenja na razini vizualizacije su oblici 1 njihov izgled (Cemu su nalik), a proizvod

miSljenja klase ili grupe oblika koji izgledaju “slicno”.
Razina 1. Analiza

Na razini analize ucenici eksplicitno usporeduju geometrijske oblike u
terminima njihovih bitnih svojstava. Izbjegavaju inkluzije medu razlic¢itim klasama
geometrijskih oblika (npr. kvadrate 1 pravokutnike ili trapeze i1 paralelograme smatraju
disjunktnim klasama). Sortiraju geometrijske oblike samo s obzirom na jedno svojstvo
(npr. s obzirom na svojstva stranica, dok svojstva poput simetrije, kutova i dijagonala
ignoriraju). Za opisivanje (definiranje) geometrijskih oblika neekonomicno koriste sva
njihova svojstva umjesto samo dovoljnih. Eksplicitno odbijaju definicije koje daju drugi
ljudi (npr. nastavnik, udZbenik) i prednost daju definicijama koje su sami osmislili.

Empirijski se uvjeravaju u istinitost tvrdnje (npr. na temelju skice, odnosno nekoliko
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mjerenja ili primjera). Objekt miSljenja na razini analize su klase oblika umjesto

pojedinacnih oblika s razine 0., a proizvod misljenja su svojstva oblika.
Razina 2. Neformalna dedukcija

Na ovoj razini ucenici formuliraju korektne 1 ekonomicne definicije
geometrijskih oblika. Mogu nepotpune definicije transformirati u potpune i spontanije
prihvacaju i koriste definicije novih pojmova. Prihvacaju razlicite ekvivalentne definicije
istog pojma. Hijerarhijski klasificiraju geometrijske oblike (npr. cetverokute).
Eksplicitno koriste logic¢ki oblik ako ... onda pri formuliranju pretpostavki i baratanju
njima, te implicitno koriste osnovna logicka pravila zaklju¢ivanja (npr. modus ponens).
Nesigurni su i ne razumiju ulogu aksioma, definicija, teorema i dokaza (njima su to sve
pravila). Objekt miSljenja na razini neformalne dedukcije su svojstva oblika, a proizvod

misljenja su odnosi medu svojstvima geometrijskih oblika.
Razina 3. Dedukcija

Na ovoj razini ucenici s razmiSljanja i razumijevanja odnosa geometrijskih
oblika prelaze na zakljucivanje i generalizaciju. Razumiju uloge aksioma, definicija,
teorema i dokaza te spontano stvaraju pretpostavke i samoinicijativno ih deduktivno
provjeravaju. Objekt miSljenja na razini dedukcije su odnosi medu svojstvima
geometrijskih oblika, a proizvod misljenja su deduktivni aksiomatski sustavi geometrije

(ravnine 1 prostora).
Razina 4. Strogost

Na najviSoj razini ucenici, odnosno studenti u stanju su razumjeti, analizirati,
usporedivati 1 kriticki evaluirati razli¢ite aksiomatske sustave geometrija. Objekt
misljenja na razini strogosti su deduktivni aksiomatski sustavi geometrije, a proizvod
misljenja je usporedba i suprotnosti medu razli¢itim aksiomatskim sustavima geometrije

(euklidska i neeuklidske geometrije).

U planiranju nastave geometrije kako bi u€enici Sto lakse savladali razine geometrijskog

misljenja, Dina van Hiele Geldof predlaze koriStenje 5 faza ucenja:
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Faza 1. Informiranje

Ova faza se temelji na dijalogu nastavnika i u€enika. Cilj je ispitati postojece
znanje o geometrijskim oblicima i pojmovima te postaviti temelje za kasnije ucenje. Na
pocetku poducavanja treba procijeniti predznanje ucenika. To moZemo uciniti na primjer
aktivnostima sortiranja. Na taj nacin ¢emo moci procijeniti kako ucenici misle o

geometrijskim oblicima, ali i vidjeti kako se koriste matematickim jezikom.
Faza 2. Usmjereno vodenje

Ovu fazu karakteriziraju aktivnosti koje su strukturirane tako da izazivaju
ucenike na formalno prepoznavanje i verbaliziranje razumijevanja novih geometrijskih
koncepata koji su uvedeni u fazi informiranja. Nastavnikovim usmjeravanjem, ucenici bi
trebali ste¢i mogucénost uspostavljanja veza medu svojstvima i karakteristikama

geometrijskih oblika te njthovom razumijevanju.
Faza 3. ObjasSnjavanje

U ovoj fazi ucenja ucenici se ukljucuju u verbalizaciju njihovog razumijevanja
geometrijskih koncepata koje su promatrali u prethodnoj fazi. Uloga nastavnika tijekom
ove faze je olaksati dijalog koji omogucuje ucenicima da objasne i1 opiSu svoje

razumijevanje geometrijskih koncepata sluze¢i se odgovaraju¢im matemati¢kim jezikom.
Faza 4. Slobodno usmjeravanje

U ovoj fazi u€enici razvijaju vlastiti nacin dovrSavanja geometrijskih zadataka.
Dobivaju teze i1 izazovnije zadatke u kojima otkrivaju vlastite nafine za njihovo
rjeSavanje. PoboljSavaju sposobnost formuliranja svog geometrijskog znanja $to im
omogucava da kriticki razmis$ljaju o geometrijskim oblicima koji su im ve¢ od prije

poznati.
Faza 5. Integriranje

U ovoj fazi u€enici vrednuju ono Sto su naucili te stvaraju pregled geometrijskih
koncepata. Osim vrednovanja svog znanja, kriticki vrednuju i zakljucke drugih ucenika.

Dakle, u stanju su kriticki vrednovati svoja i tuda znanja.
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2.2. Primjena u nastavi matematike

Za ucenike koji su na razini vizualizacije cilj je do¢i do razine analize. Kako bi
to postigli u nastavi treba provoditi aktivnosti s puno sortiranja i klasificiranja. Nastava
treba ukljucivati dovoljno raznolikih primjera oblika kako njihove nebitne osobine ne bi
previse dobile na vaznosti. UCenici trebaju dobiti mnostvo prilika za crtanje, izgradnju,
sastavljanje i rastavljanje dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih oblika. Aktivnosti se
fokusiraju na specifiéne osobine ili svojstva kako bi ucenici razvijali razumijevanje
geometrijskih svojstava i prirodno ih poceli koristiti. Treba koristiti modele i ucila

(fizicke materijale).

Kako bi u€enici na razini analize dosli do razine neformalne dedukcije aktivnosti
na nastavi trebaju biti fokusirane na geometrijska svojstva oblika, a ne samo na njihovo
prepoznavanje. Uvodenjem novih geometrijskih koncepata raste broj svojstava oblika, a
ideje se primjenjuju na cijele klase oblika (npr. svi Cetverokuti, sve prizme), a ne na
pojedinacne modele. Nova se svojstva odreduju analizom klasa oblika (npr. pronaci
nacine na koje se trokuti mogu sortirati u grupe i na temelju tih grupa definirati vrste
trokuta). Takoder treba koristiti modele 1 ucila (fizicke materijale), ali i alate dinamicne

geometrije.

Za prelazak s razine neformalne dedukcije na razinu dedukcije ucenike treba
poticati na stvaranje i provjeru hipoteza (npr. Vrijedi li to uvijek?, Je li to istina za sve
trokute ili samo za pravokutne?) Ispitivati svojstva oblika kako bi se odredili nuZni i
dovoljni uvjeti za oblike ili koncepte (na primjer: Sto misli§, koje ¢e svojstvo dijagonala
garantirati da se radi o kvadratu?). Koristiti jezik neformalne dedukcije: za svaki, za
neke, ni za jedan, ako...onda, $to ako 1 sli¢no. Poticati uenike da se okuSaju u izvodenju
neformalnih dokaza i zahtijevati da se uvjere u smislenost neformalnih dokaza koje

ponudi nastavnik ili drugi ucenici.
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3. MATEMATICKI MODELI, UCILA |
SLAGALICE

U razvoju prostornog zora jako je vazno koristiti matemati¢ke modele, ucila 1
slagalice. Moramo naglasiti da modeli 1 uc¢ila ne smiju sluZiti samo za nastavnikovu
demonstraciju matemati¢kih pojmova i koncepata, ve¢ za samostalno istraZivanje i
podrSku ucenicima u izgradnji novih matematickih znanja. Matematicki model je objekt,
slika ili crtez koji predstavlja neki matematicki koncept na temelju kojeg ucenici mogu
istraZivati, povezivati i donositi zaklju€ke o tom konceptu. Primjeri nekih matematickih
modela su: model temperature ili duljine za cijele brojeve, model povrSine kruga za

razlomke te modeli geometrijskih tijela.

Za razliku od matematickih modela, ucila su fizicki objekti koji predstavljaju
konkretne matematicke koncepte i pojmove. Uc¢ila mozemo drzati u ruci i pomocu njih
istrazivati 1 otkrivati nova matematicka znanja. Ona ¢ine klju¢nu ulogu u razumijevanju 1
razvijanju geometrijskog misljenja kod djece, a vrlo su koristan alat u rjeSavanju
problema. Neka od ucila koja se Cesto koriste u nastavi matematike su: geometrijske i

algebarske plocice, cuisenaireovi Stapi¢i, vaga jednakih krakova i geoploc¢a koja je od
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iznimne vaznosti u razvoju prostornog misljenja. Mnogo matemati¢kih ucila danas je
dostupno 1 u digitalnim verzijama, stoga postoji mogucénost i njihovog uklju¢ivanja u
nastavu. U ovom poglavlju opisat ¢emo 1 predstaviti geoplo€u, tangram 1 neke njegove

inacice te graditeljske slagalice.

3.1. Geoploca

1952. godine egipatski matematicar Caleb Gattegno (1911. — 1988.), osmislio je
jedan vrlo vrijedan alat, odnosno ucilo koje se u danasnje vrijeme sve ¢eSce koristi u
Skolama i pomaze u unaprjedivanju nastave matematike. Osmislio je geoplocu. Geoploca
je ploca s ¢avli¢ima koji su rasporedeni u kvadratnu, kruznu ili izometricku mrezu i oko
kojih je moguce rastezati elastiéne gumice. Postoji viSe tipova geoploca, no najcesce se
primjenjuju kvadratne s 5x5 1 11x11 ¢avli¢ima, kruzna s 24 ¢avli¢a te izometri¢ka u kojoj

su cCavli¢i rasporedeni u mrezu rombova sa S$iljastim kutom veli¢ine 60°. Tipove

Slika 3.1.1. Kvadratna geoploca s 5x5 cavli¢ima (plava) i kruzna s 24 cavlica
(narancasta)’

- 1 TR

Slika 3.1.2. Kvadratna s 11x11 cavli¢ima (Zuta)® i izometricka geoploca (plava)’

7 https://95d0560153dc1f143d11-d446871382b5e7d4f35e6¢c4cecf7d007.ssl.cf2.rackcdn.com/CTU7748 L.jpg
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Geoploca je vrlo korisno ucilo u nastavi matematike u osnovnoj skoli jer u¢enicima:

* pomaze pri istrazivanju matematickih koncepata vezanih uz brojeve i1 algebru (npr.
koncept razlomka, decimalnog broja i postotka) te geometriju (npr. koncepti opsega i
povrsine, svojstva geometrijskih likova, koncept 1 primjena koordinatnog sustava u

ravnini, mjerne jedinice za duljinu 1 povrSinu)
* olakSava vizualizaciju i omogucéava im da ,,rade matematiku”

* pruza mogucnost da samostalno otkrivaju matematiku te razmjenjuju matematicke

ideje, ¢ime razvijaju svoje komunikacijske vjestine i matematicki rjecnik

» omogucava postavljanje i rjeSavanje matemati¢kih problema i potice ih na istraZivanje,
sustavnost, kreativnost 1 ustrajnost u radu, tako da oni postaju aktivni sudionici u procesu

ucenja.
U ovom radu ¢emo se fokusirati na razumijevanje i istraZivanje koncepata iz geometrije.

Ako nismo u mogucénosti nabaviti geoplocu ili je sami izraditi, mozemo koristiti 1
samo tockasti papir, a na internetu je dostupno vise besplatnih aplikacija koje mozemo
koristiti u tu svrhu. Aktivnosti na geoplo¢i u ovom radu su osmisljene tako da pomazu u
razvoju prostornog zora te u razumijevanju koncepata iz podrucja geometrije i metrike.
Slike u aktivnostima su napravljene na stranici Toy Theater; Educational Games for
Kids, a geoploCe koje ¢emo koristiti su kvadratne s 5x5 1 10x10 cavli¢ima. Prikaz

digitalne geoploce mozemo vidjeti na Slici 3.1.3.

Treba naglasiti da pri prvom susretu ucenika s geoploCom svakako im treba dati
dovoljno vremena za upoznavanje s njom. Razrednom diskusijom ih treba potaknuti na
uocavanje kakvog je oblika, od Cega se sastoji, koliko ¢avlia ima u retku, a koliko u

stupcu te koliko ih ukupno ima.

8 https://ryseltoys.com.sg/wp-content/uploads/2017/08/geobard-11pins.jpg

9 https://www.lsscambodia.com/images/catalog/product/1226650161 10IsometricGridPatternGeoboard.jpg
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Slika 3.1.3. Digitalna geoploca'®

3.2. Tangram

Jedna od najstarijih, ali i najpoznatijih slagalica s kojom se vrlo ¢esto susrecemo
je Tangram. Slagalica je potekla iz Kine te je u Europu i Ameriku dosla pocetkom 19.
stoljeca. Dolaskom na ove prostore, zaludila je Covjecanstvo, a Cinjenica da je i danas
¢esto prisutna govori o njenom neizmjernom znacaju. Zanimljiv je podatak da je upravo
ova slagalica bila najdraza razonoda velikog Napoleona Bonapartea, a u slobodno
vrijeme su je voljeli slagati 1 poznati engleski pisci: Lewis Carrol, Edgar Allan Poe, Hans
Christian Anderson 1 znanstvenik Michael Faraday te John Quincy Adams, Sesti

predsjednik Sjedinjenih americkih drzava.

Tangram je dvodimenzionalna slagalica koja je napravljena tako da je kvadrat
razrezan na sedam dijelova (2 velika jednakokra¢na pravokutna trokuta, 2 mala
jednakokracna pravokutna trokuta, 1 srednji jednakokracan pravokutan trokut, 1 kvadrat i

1 paralelogram). Cilj igre je od svih sedam dijelova sloziti neki zadani oblik. Oblici koji

10 https://toytheater.com/geoboard/
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se mogu sloziti su raznovrsni: od ljudi, zivotinja, predmeta, slova, brojeva, geometrijskih
oblika, gradevina... Pri slaganju uvijek se mora iskoristiti svih sedam dijelova te se ti

dijelovi ne smiju medusobno preklapati ni postavljati jedan na drugi.

Slika 3.2.1. Tangram

Probleme vezane uz tangram ucenici ¢e rjesavati naslu¢ivanjem rjesSenja, odnosno
Metodom pokuSaja i pogreSaka. Jednom od prvih strategija koje nau€imo u Zivotu,
ucenje vlastitim iskustvom, odnosno ucenje na vlastitim pogreskama. Metoda pokusaja i
pogresaka vrlo je znacajna u rjeSavanju problema te je potrebno razvijati je od najmlade
dobi. Ova strategija ne iziskuje uvijek dublje razumijevanje problema i matematickih
koncepata u ¢ijem se kontekstu primjenjuje, no pomaze u razvijanju logickog
razmi$ljanja 1 kreativnosti. Upravo se mnogi umjetnici koriste Metodom pokusaja i

pogresaka kad im ponestane inspiracije.

Osim klasi¢nog tangrama u novije vrijeme nastale su i mnoge moderne inacice
ove igre. Dvije najpoznatije su magi¢no jaje (u nekim izvorima se naziva joS i
Kolumbovo jaje) koje mozemo vidjeti na Slici 3.2.2. 1 tangram srce, odnosno slomljeno

srce prikazano na Slici 3.2.3.
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Slika 3.2.2. Tangram magicno jaje'!

12

Slika 3.2.3. Tangram srce

Pravila za slaganje ovih slagalica su ista kao i kod klasi¢nog tangrama. Potrebno
je iskoristiti svih 9 dijelova slagalica koje je potrebno sloziti tako da se ne preklapaju u
zadani oblik. Na Slikama 3.2.4. 1 3.2.5. mozemo vidjeti neke od oblika koji se mogu
sloZiti od ovih inacica igre tangram. S u¢enicima svakako treba komentirati od kakvih se
dijelova sastoje ove slagalice. Cilj je da ulenici §to preciznije definiraju te dijelove. Sto
su ucenici starije dobi, viSe je mogucénosti na koje se ove slagalice mogu implementirati u
nastavu. Mo¢i ¢e racunati povrSine i opsege dijelova ovih slagalica ili oblika koje su

slozili te konstruirati magicno jaje.

1 https://static.mathigon.org/cms/ff01cafaafdd64240e913b3d5f130ace.png

12

https://www.juegotangram.com.ar/IDS/EN/tipostangram/VariantesImagFull/cardiotangram.jpg


https://static.mathigon.org/cms/ff01cafaafdd64240e913b3d5f130ace.png
https://www.juegotangram.com.ar/IDS/EN/tipostangram/VariantesImagFull/cardiotangram.jpg

Slika 3.2.5. Primjer nekih oblika koje mozemo sloziti od tangrama srce'*

13 https://static.mathigon.org/cms/434835f949f41181e443f739a35182ac.png

14 https://www.juegotangram.com.ar/IDS/EN/tipostangram/CardioTangram/CardioTangram.gif
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3.2. Graditeljske slagalice

U nastavu matematike, a posebice geometrije korisno je ukljuciti razlicite
slagalice koje ucenicima omogucavaju vizualizaciju matematickih objekata 1 koncepata.

Predstavit ¢emo neke od njih.

JOVO Click'n Construct su plasti¢ne slagalice pomoc¢u kojih moZzemo vrlo lako
slagati mreze geometrijskih tijela. To su zapravo jednakostrani¢ni trokuti, peterokuti,
Sesterokuti 1 kvadrati koji dolaze u raznim bojama te se lako mogu medusobno spajati.
Pomocu njih ucenici mogu slagati razlicite 3D modele. Ove slagalice mozemo vidjeti na

Slici 3.3.1.

CLICK'N CONSTRUCT

Slika 3.3.1. JOVO Click'n Construct slagalice”

Zome Tool su slagalice koje se sastoje od kuglica za spajanje i Stapica koji dolaze
u 3 boje i1 3 razlicite veli¢ine. Svaka kuglica ima 62 rupe (30 u obliku kvadrata, 20 u
obliku trokuta i 12 u obliku peterokuta). Plavi Stapi¢i idu u rupe u obliku kvadrata, zuti u
trokutaste rupe, a crveni u rupe oblika peterokuta. Pomocu ovih slagalica mogu se slagati

modeli raznih geometrijskih tijela, od najjednostavnijih do Platonovih i Arhimedovih, a

15 https://www.ozstock.com.au/images/201106/14528 0.jpg
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vrlo se Cesto koriste u nastavi kemije za slaganje modela molekula. Zome tool slagalice

mozemo vidjeti na Slici 3.3.2.

Slika 3.3.2. Zome Tool slagalice’®

Slagalica koju takoder mozemo ukljuciti u nastavu matematike su drvene kocke
(Slika 3.3.3.) pomocu kojih u€enici mogu slagati gradevine i odredivati poglede. A osim

drvenih kocaka, mozemo koristiti i drvene slagalice raznih oblika (Slika 3.3.4.)

Slika 3.3.3.Drvene kocke'” Slika 3.3.4. Drvene slagalice razlicitih oblika'®

19 https://d1jgecz1iy566e.cloudfront.net/large/zt007.jpg
!7 https://dudica.com/wp-content/uploads/385-1517Drvene-kocke.jpg
18 https://www.igrackeshop.hr/upload_files/products/drvene-kocke-za-gradnju-50-kom.jpg
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4. RAZVOJ PROSTORNOG ZORA U
OSNOVNOJ | SREDNJOJ SKOLI

U ovom poglavlju dat ¢emo prijedlog aktivnosti za ucenike osnovnih i srednjih
Skola koje pomazu u razvoju prostornog zora kod ucenika te ih poticu na kreativnost i
razmi$ljanje izvan okvira. Fokusirat ¢emo se na predmetnu nastavu matematike.
Aktivnosti su primjerene za ucenike koji se nalaze na 0., 1. 1 2. Van Hiele razini
geometrijskog misljenja te im pomazu da prijedu s jedne razine na drugu. Aktivnosti koje
slijede podijeljene su u 4 kategorije: Oblici 1 svojstva, Transformacije, Lokacija 1
Vizualizacija. Svaku od kategorija ¢emo najprije ukratko opisati, a nakon toga krenuti s
aktivnostima namijenjenim ucenicima osnovnih, a potom srednjih Skola. Svaku aktivnost
povezat ¢emo s odgojno-obrazovnim ishodima iz Nacionalnog matematickog

kurikuluma. Na kraju ¢emo navesti nekoliko zadataka s natjecanja Klokan bez granica.

4.1. Obliciisvojstva

U ovom poglavlju ¢emo predstaviti aktivnosti u kojima ¢e ucenici proucavati

dvodimenzionalne i1 trodimenzionalne oblike te njihove medusobne odnose na temelju
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njihovih svojstava. Ucenici e sortirati, vizualno i taktilno prepoznavati oblike, istrazivati

njihova svojstva na geoploci te raunati njihove opsege i1 povrsine.

4.1.1. Aktivnost Sortiranje oblika

Ovu aktivnost mogu provoditi ucenici raznih uzrasta. Cilj aktivnosti je prema

vlastitom nahodenju sortirati zadane dvodimenzionalne ili trodimenzionalne oblike.

Slika 4.1.1.1. Primjer dvodimenzionalnih oblika za sortiranje
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Jako vazno je da ucenici sami, a ne nastavnik, biraju kriterij prema kojem c¢e
razvrstavati dane oblike. Na taj nain omogu¢avamo ucenicima da koriste vlastite ideje, a

nastavnik ¢e vidjeti koja svojstva ucenici znaju 1 na koji nac¢in razmisljaju o tim oblicima.

crveéna

® Ar
| h

Pua

plava

zZuta

zelena

” 1 N\

Slika 4.1.1.2. Primjer sortiranja oblika prema boji (ucenici mladeg uzrasta)
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oblici s oblim rubovima

éetverokuti

trokuti

Sesterokut

peterokut

nekonveksni

mnogokuti

Slika 4.1.1.3. Primjer sortiranja oblika ucenika starijeg uzrasta
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Ova aktivnost je Van Hieleve razine 0. iz razloga sto uenici proucavaju oblike
koje vide direktno ispred sebe i promatraju njihove sli¢nosti i razlike. Proizvod misljenja
u ovoj aktivnosti su klase ili grupe oblika koji izgledaju “sli¢no”, a do kojih su ucenici
dosli sami koriste¢i vlastite kriterije i vlastita znanja. Ova aktivnost doprinosi

ostvarivanju odgojno-obrazovnih ishoda uéenja: MAT OS C.5.1.1 MAT OS C.5.2.

4.1.2. Aktivnost Prepoznavanje likova

U ovoj aktivnosti ucenici koriste svojstva geometrijskih oblika koja su prethodno
naucili. To ukljucuje klasifikaciju kutova, simetrije, paralelnost, okomitost te sukladnost.
Cilj aktivnosti je od nacrtanih likova prepoznati neki zadani lik. Likove zadajemo
sukladno dobi ucenika. Na primjer, kvadrate i1 pravokutnike mogu prepoznavati ucenici u
nizim razredima osnovne S$kole, dok je recimo prepoznavanje pravokutnih,
jednakostrani¢nih i jednakokrac¢nih trokuta primjerenije za ucenike petih razreda, a
paralelogram i trapez bismo mogli zadati tek u Sestom razredu. Kod zadavanja likova
vazno ih je staviti u razli¢ite polozaje, a njihove veli¢ine trebaju biti razli¢ite. Primjere
nastavnih listiCa za u€enike nizih razreda, petog i Sestog razreda mozemo vidjeti na

Slikama 4.1.2.1.,4.1.2.2.,4.1.2.3.

Zadatak: ZaokruZi sve kvadrate.

I“
.‘l

Slika 4.1.2.1. Primjer nastavnog listica za ucenike nizih razreda
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Zadatak: Zaokruzi sve pravokutnike.

9
omn o

Slika 4.1.2.2. Primjer nastavnog listica za ucenike petog razreda

Zadatak: Zaokruzi sve trapeze.

Slika 4.1.2.3. Primjer nastavnog listica za ucenike Sestog razreda
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Ucenici, ali 1 odrasli ljudi su ne ba$ tako rijetko skloni prepoznavati na primjer
kvadrat samo kad se nalazi u vodoravnom poloZaju. Cim se malo zarotira, neki ljudi nisu
u mogucnosti prepoznati da je to taj isti kvadrat samo u drugom polozaju. Poteskoca s
kojom bi se takoder mogli susresti je prepoznavanje kvadrata kao klase pravokutnika.
Kao i u prosloj aktivnosti, ucenici promatraju oblike koji se nalaze direktno ispred njih i
provjeravaju zadovoljavaju li svi oblici u kategoriji ista svojstva. Upravo zbog toga ova
je aktivnost razine 0. prema Van Hieleg teoriji razvoja geometrijskog misljenja. Ova
aktivnost doprinosi ostvarivanju odgojno-obrazovnih ishoda uéenja: MAT OS C.5.1.,
MAT OS C.5.2., MAT OS C.6.2. i MAT OS C.6.3. Aktivnost mozemo modificirati tako

da umjesto dvodimenzionalnih stavimo trodimenzionalne oblike te se preseliti u prostor.

4.1.3. Aktivnost Dodirni

U ovoj aktivnosti ucenici se koriste osjetilom dodira. Od ¢vrstog papira ili kartona
izradimo razne dvodimenzionalne i trodimenzionalne oblike. Ucenici mladeg uzrasta ¢e
prepoznavati dvodimenzionalne, a stariji i trodimenzionalne oblike. Aktivnost moZemo
provesti tako da ucenik stavi povez na o€i, a u ruke uzme neki od zadanih geometrijskih
oblika te pokuSa odgonetnuti koji lik mu se nalazi u ruci. Drugi nain provodenja
aktivnosti je da nabavimo kutiju na kojoj napravimo rupe za ruke. U kutiju stavimo jedan
od likova te ju zatvorimo. Ucenik stavlja ruke u kutiju i pokuSava odgonetnuti koji se
oblik u njoj nalazi. Dodirom ¢e usporedivati duljine stranica, procjenjivati veli¢ine
kutova, prepoznavati zaobljenost, odnosno uglatost zadanog oblika. Povezat ¢e svoja

steCena znanja s osjetilom dodira. Umjesto kutije mozemo koristiti 1 vrec¢icu.

Aktivnost moZemo nadograditi i tako da ucenik koji pogada koji lik mu se nalazi u
ruci opisuje kako taj lik izgleda na temelju dodira, a ostali u€enici u razredu na temelju
njegovog opisa pogadaju o kojem se liku ili tijelu radi. Ova aktivnost doprinosi
ostvarivanju odgojno-obrazovnih ishoda uéenja: MAT OS C.5.2., MAT OS C.6.3., MAT
OS C.7.1. u sluaju dvodimenzionalnih oblika, a MAT OS C.8.1. i MAT SS C.2.6. u

slu¢aju trodimenzionalnih oblika.
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4.1.4. Aktivhost Umjetnost na geoplocCi

U ovoj aktivnosti u€enici ¢e se upoznati s geoplo¢om i nac¢inom na koji se koristi.
Cilj aktivnosti je potaknuti ucenike da se umjetnicki izraze i svoj umjetnicki uradak
povezu s matematikom. Svaki ucenik dobiva svoju geoplocu i set gumica pomocu kojih
se treba likovno izraziti. Nakon S$to zavrSe, slijedi zajednicka diskusija u kojoj ¢e
komentirati dobivene oblike, simetrije i rotacije te medusobno usporedivati dobivene
slike, traziti matematiku na njima. Ucenici ne moraju imati velika matematicka znanja
kako bi mogli provesti ovu aktivnost, a kriteriji na temelju kojih ¢e usporedivati i
opisivati slike ovisit ¢e o dobi ucenika. Primjere nekih mogucih rjeSenja dobivenog

problema mozemo vidjeti na Slikama 4.1.4.1., 4.1.4.2.

1N N

S

Slika 4.1.4.2. Primjer radova na kvadratnoj geoploci s 10x10 cavli¢ima
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Ova aktivnost primjerena je za ucenike svih generacija te nam moze pokazati
koliko su ucenici mastoviti, ali i kako se njihova masta razvija tijekom godina. Stoga ovu
aktivnost mozemo provesti u bilo kojem razredu kao uvod u koriStenje geoploce bez
obzira na to koje matematicke koncepte planiramo na njoj proucavati. S obzirom na to da
nam je danas tehnologija lako dostupna, mozemo u svakom razredu fotografirati uratke
ucenika te ih spremiti kako bi mogli usporedivati njihove radove tijekom godina. Ako
postoji mogucénost, radovi se mogu izloziti na Skolskoj izlozbi. Ova aktivnost doprinosi
ostvarivanju odgojno-obrazovnih ishoda uc¢enja: MAT 0S C.5.1., MAT OS C.5.2., MAT
0S8 C.5.3., MAT OS C.6.1., MAT OS C.6.2., MAT OS C.6.3., MAT OS C.7.1. i MAT
0S C.7.3.

4.1.5. Aktivnost Svojstva geometrijskih likova
U ovoj aktivnosti ucenici ¢e pomocu geoploce istrazivati svojstva geometrijskih
likova. Prema preciznim uputama samostalno ¢e prikazivati zadane likove. Upute na

primjer mogu biti:

e Prikazi lik koji ima dvije stranice jednake duljine.

e PrikaZi pravokutnik koji nije kvadrat.

e Prikazi jednakokracan trokut koji nije Siljastokutan.

e Prikazi pravokutan trokut koji nije jednakokracan.

e Prikazi lik koji ima Cetiri stranice i tocno dva prava kuta.

e Prikazi lik koji ima pet stranica 1 najmanje jedan tupi kut.

Po jedan primjer rjeSenja za svaku od uputa prikazan je na Slici 4.1.5.1. U€enici ¢e u
ovoj aktivnost pokazati svoje razumijevanje geometrijskih koncepata, ali 1 kreativnost.
Nakon §to ucenici zavrSe sa zadacima, u razrednoj diskusiji treba komentirati i opisati §to
su 1 kako radili te medusobno usporediti dobivene rezultate. U€enici koji su na Van Hiele
razini 0. bi mogli imati poteSkoc¢a u rjeSavanju ovih zadataka. Ova aktivnost doprinosi
ostvarivanju odgojno-obrazovnih ishoda uéenja: MAT OS C.5.1., MAT OS C.5.2., MAT
0S C.5.3., MAT OS C.6.1., MAT OS C.6.2., MAT OS C.6.3., MAT OS C.7.1. i MAT
0S8 C.7.3.
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Slika 4.1.5.1. Primjer rjeSenja zadataka

Osim za proucavanje svojstava likova geoploca je vazan alat i za razumijevanje
koncepta opsega 1 povrsine, a jako je vazna u prevladavanju miskoncepcija vezanih uz
ove koncepte. Jedna od vrlo Cestih u€enickih miskoncepcija je da se povecanjem
(smanjenjem) opsega lika nuzno povecava (smanjuje) i njegova povrsina, odnosno da se
povecanjem (smanjenjem) povrSine nuzno povecava (smanjuje) opseg. Jo$ jedna tipi¢na
miskoncepcija je da jednaka povrSina znaci i jednak opseg. Sljedeca aktivnost je primjer

kako ucenici mogu prevladati ove miskoncepcije.

4.1.6. Aktivnost Opseg i povrsina

Cilj aktivnosti je prevladati prethodno navedene miskoncepcije, odnosno
razlikovati opseg od povrsine te otkriti neovisnost jedne veli¢ine o drugoj. Ucenici ¢e
prema preciznim uputama na geoplo€i prikazivati likove 1 racunati njihove opsege i
povrsine. Ucenicima na raspolaganju treba biti dovoljan broj analognih primjera kako bi
nepotpunom indukcijom mogli do¢i do zaklju€aka i prevladati miskoncepcije ako su ih

imali. Jedan od zadataka za ucenike moze biti da na geoplocCi prikazu Sto vise likova
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opsega 18 cm te za svaki od tih likova odrede njegovu povrsinu. Primjer nekoliko takvih
likova mozemo vidjeti na Slici 4.1.6.1. Idu¢i zadatak za ucenike je na geoploci prikazati
Sto vise likova povrsine na primjer 8 cm? te odrediti njihove opsege. Primjere rjeSenja

ovog zadatka mozemo vidjeti na Slici 4.1.6.2.

P=1+2+8+3=14cm? P=3-6=18cm? P=1+3+3+3=10cm?
Slika 4.1.6.1. 3 primjera rjeSenja prvog zadatka
. . . . . . . . . . . . . ™ . 'Y . . . . . . L ¢ o0 . e e
o0=14cm 0=12cm 0=22cm

Slika 4.1.6.2. 3 primjera rjeSenja drugog zadatka

Jo§ jedan vrlo vaZan tip zadatka je da na geoploCi prikazu kvadrat opsega na
primjer 20 cm te potom premjeste jednu gumicu tako da novonastali lik ima opseg jednak
opsegu polaznog kvadrata, no povrSina mu mora biti ve¢a od povrSine kvadrata. Primjer
jednog rjeSenja ovog zadatka mozemo vidjeti na Slici 4.1.6.3. Ova aktivnost doprinosi

ostvarenju ishoda u¢enja MAT OS D.6.2. i MAT OS D.7.3.
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Slika 4.1.6.3. Primjer rjeSenja prethodnog zadatka

4.1.7. Aktivnost Crtanje cetverokuta

Cilj aktivnosti je osvijestili pojmove nuznih i dovoljnih uvjeta za jednoznacno
odredivanje Cetverokuta. Ucenici ¢e dio aktivnosti provesti individualno, a dio suradnicki
u skupinama. Podijelit ¢e se u Sest skupina. Svaka skupina dobiva po 5 kartica sa
svojstvima Cetverokuta pri ¢emu svaka skupina kartica opisuje jedan ¢etverokut. Svaki
ucenik dobiva Nastavni listi¢c 4.1.7.1. Samostalno odabiru jednu skupinu kartica sa
svojstvima i rjeSavaju nastavni listi¢. Potom radec¢i suradnicki u skupinama, uz razmjenu
ideja 1 miSljenja, ucenici rjeSavaju nastavni listi¢ 1 za preostalih pet skupina kartica sa
svojstvima. Na Slikama 4.1.7.2, 4.1.7.4., 4.1.7.6., 4.1.7.8., 4.1.7.10. 1 4.1.7.12. moZemo
vidjeti primjere kartica koje ucenici dobivaju, a na Slikama 4.1.7.3, 4.1.7.5., 4.1.7.7.,
4.1.7.9.,, 4.1.7.11. i 4.1.7.13. rjeSenja zadataka za svaki skup kartica. Neke od tipi¢nih
ucenickih miskoncepcija koje ¢e prevladati ovom aktivnoséu su: razumijevanje razli€itih
vrsta Cetverokuta kao disjunktnih klasa umjesto postavljanja u odnose rod — vrsta,
pretpostavljanje da nasuprotne stranice romba nisu paralelne, pretpostavljanje da svaki
deltoid ima paralelne stranice, pretpostavljanje da ako se dijagonale cetverokuta
raspolavljaju, onda se sijeku pod pravim kutom i pretpostavljanje da se dijagonale
jednakokra¢nog trapeza raspolavljaju. Kako bi ih ucenici uspjesno prevladali vazno je da
nastavnik postavlja pitanja kojima ih potice da razmiSljaju na pravi nacin. Neka od

pitanja za ucenike na kraju aktivnosti u razrednoj diskusiji mogu biti: Postoji li neki drugi
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skup kartica koje jednozna¢no odreduju dani cetverokut? Jesu li sve izdvojene kartice
potrebne za jednoznacno odredivanje danog cetverokuta? Koji je Cetverokut odreden
ukoliko iz ,,najmanje skupine” maknemo neku (konkretnu) karticu? Mozemo li za dani
cetverokut odrediti duljine svih njegovih stranica i veli¢ine svih njegovih kutova? Koji je
cetverokut bilo najlakse nacrtati? Zasto? Koji je Cetverokut bilo najteze nacrtati? Zasto?

Ova aktivnost doprinosi ostvarenju ishoda u¢enja MAT OS C.6.3.

Crtanje Cetverokuta
1. Nacrtaj ¢etverokut koji je opisan pomocu svih pet dobivenih kartica.

Imenuj dobiveni Cetverokut.

2. Odredi koliko bi kartica bilo dovoljno za jednozna¢no odredivanje tog Cetverokuta.
Koje su to? Objasni zaSto su ba§ one potrebne za jednoznacno odredivanje ovog

¢etverokuta.

Nastavni listi¢ 4.1.7.1.

1. Cetverokut ima sukladne 3. Cetverokut ima barem
dijagonale. jednu stranicu duljine 5 cm.

4. Cetverokut ima &etiri

2. Dijagonale Cetverokuta se
sukladna kuta.

medusobno raspolavljaju i
sijeku pod pravim kutom.

5. Cetverokut ima dva para
paralelnih stranica.

Slika 4.1.7.2. Kartice ,, Kvadrat
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5cm

Nuzni i dovoljni uvjeti: 2., 3.1 4.

Slika 4.1.7.3. Rjesenje za kartice ,, Kvadrat “

1. Cetverokut ima barem 3. Cetverokut ima barem
jednu stranicu duljine 6 cm. jednu stranicu duljine 4 cm.

4. Cetverokut ima &etiri

2. Dijagonale ¢etverokuta se
sukladna kuta.

medusobno raspolavljaju.

5. Nasuprotne stranice
cetverokuta su sukladne.

Slika 4.1.7.4. Kartice ,, Pravokutnik*

? = 9
= —+ 4 cm
¢ H &
6cm
Nuzni i dovoljni uvjeti: 1., 3.1 4.

Slika 4.1.7.5. Rjesenje za kartice ,, Pravokutnik*
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3. Cetverokut ima barem

1. Cetverokut ima barem jednu stranicu duljine 12 cm.

jednu stranicu duljine 7 cm.

4. Cetverokut ima barem

2. Dijagonale cetverokuta jedan kut velicine 55°.

nisu sukladne.

5. Nasuprotne stranice
cetverokuta su paralelne.

Slika 4.1.7.6. Kartice ,, Paralelogram *

12 cm

Nuzni i dovoljni uvjeti: 1., 3., 4.1 5.

Slika 4.1.7.7. RjeSenje za kartice ,, Paralelogram *

1. Sve Cetiri stranice 3. Cetverokut ima barem
cetverokuta su sukladne. jednu stranicu duljine 7 cm.

4. Cetverokut ima barem

2. Dijagonale Cetverokuta se
jedan kut veli¢ine 70°.

medusobno raspolavljaju 1

sijeku pod pravim kutom.

5. Nasuprotne stranice
Cetverokuta su paralelne.

Slika 4.1.7.8. Kartice ,,Romb*
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109
700 ; 110
\
7cm
Nuzni i dovoljni uvjeti: 1., 3.1 4.

700

Slika 4.1.7.9. Rjesenje za kartice ,, Romb

1. Cetverokut ima barem
jednu stranicu duljine 4 cm.

2. Jedna od dijagonala
cetverokuta dijeli preostalu
dijagonalu na dva dijela
duliine 2 cm.

3. Cetverokut ima barem
jednu stranicu duljine 5 cm.

4. Dijagonale Cetverokuta se
sijeku pod pravim kutom.

5. Cetverokut ima dva para
sukladnih stranica.

Slika 4.1.6.10. Kartice

., Deltoid

Nuzni i dovoljni uvjeti: 1., 2., 3.14.

Slika 4.1.7.11. Rjesenje za kartice ,, Deltoid




3. Cetverokut ima stranicu

1. Cetverokut ima vise od duljine 6 cm.
jedne stranice duljine 10 cm.

4. Cetverokut ima barem
jedan kut veli¢ine 60°.

2. Cetverokut ima par
nasuprotnih stranica koje su
sukladne.

5. Cetverokut ima to¢no
jedan par paralelnih stranica.

Slika 4.1.6.12. Kartice ,, Trapez

Nuzni i dovoljni uvjeti: 1.,2.,3.,4.15.

Slika 4.1.7.13. Rjesenje za kartice ,, Trapez

4.1.8. Aktivnost Slicni trokuti

Cilj ove aktivnosti je primjenom matemati¢kih svojstava odrediti jesu li zadani
trokuti sliéni. Neki ¢e u€enici samo na temelju vizualnog dojma zakljuciti da trokuti
izgledaju razlicito (ili sli¢no) te da medu njima nema (ili ima nekih) sliénih. Vazno je da
nastavnik naglasi da niti jedna slika koju ¢e promatrati nije vjerna, nego je samo skica,
Sto znaci da valjane zakljucke ne¢e moci donijeti na temelju vizualnog dojma ili
mjerenja. Dakle, pri utvrdivanju sli¢nosti trokuta ucenici ¢e morati primjenjivati
matematicka svojstva 1 matematicki na€in razmi$ljanja. Ucenici ¢e raditi u paru ili
tro€lanim skupinama. Svaka skupina dobije komplet kartica A — H s nacrtanim i
oznacenim trokutima, nekoliko praznih kartica Tvoj primjer, prazan papir formata A0,

flomastere (markere), selotejp i Skare. Svaki ¢lan skupine naizmjence (,,u krug”) odabire
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po jednu karticu i utvrduje kojoj skupini pripadaju zadani trokuti na kartici: Trokuti su
sliéni, Trokuti nisu slicni ili Ne moze se utvrditi, objaSnjavaju¢i pritom svoje
zakljucCivanje te utvrduje velicine §to je moguce veceg broja nepoznatih kutova na kartici.
Svaki od ostalih ¢lanova skupine treba suprotstaviti svoje zaklju€ivanje ukoliko se ne
slaze sa zakljuckom, odnosno dati svoje obrazlozenje ukoliko se slaze. Nakon $to usklade
svoje zakljucke, ¢lanovi skupine lijepe karticu na poster (papir formata A0) 1 uz nju pisu
zakljucak, odnosno klasu kojoj kartica pripada, te objasnjenje za svoje zakljuCivanje. Na
posteru na opisani naéin treba razvrstati sve kartice A — H. Clanovi skupine nakon toga
na kartice Tvoj primjer mogu nacrtati i svoje parove trokuta kojima ¢ée ,,izazvati” ostale
¢lanove svoje ili drugih skupina. Nakon rada u skupinama slijedi razmjena ideja medu
skupinama (gostionica): jedan ucenik iz svake skupine odlazi u neku od preostalih
skupina 1 u njoj prezentira zaklju€ivanje i rjeSenja svoje skupine te sluSa zakljucivanje i
rjeSenja skupine u kojoj ,.gostuje”. Ucenici koji ne napustaju svoju skupinu imaju
zadatak ,,gostujuéem” uceniku objasniti svoje zakljucivanje i zakljuke. Ukoliko se
zakljucci druge skupine razlikuju od vlastitih, ucenici ne smiju a priori misliti da su oni
pogrijesili (a da su tuda rjeSenja korektna), nego trebaju propitati svoje zakljucivanje
(refleksija). Aktivnost zavrSava prezentacijom plakata te razrednom diskusijom o
razliitim pristupima 1 zaklju¢cima. Primjere kartica koje ucCenici dobivaju i rjeSenja
mozemo vidjeti na Slikama 4.1.8.1.,4.1.8.2.,4.1.8.3.,4.1.8.4.,4.1.8.5.,4.1.8.6.,4.1.8.7. 1
4.1.8.8. Ova aktivnost doprinosi ostvarenju ishoda u¢enja MAT OS C.8.3. i MAT SS
C.1.2. MAT SSD.1.2.

Jesu li trokuti PSR 1 QPR sli¢ni? Trokuti su sli¢ni.

S R

Slika 4.1.8.1. Kartica A
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Jesu li trokuti PSR 1 QSR sli¢ni? Trokuti nisu sli¢ni.
P - Q

B

s R

Slika 4.1.8.2. Kartica B

Jesu li trokuti PRQ 1 SUT sli¢ni? Ne moze se utvrditi.
P > Q

Slika 4.1.8.3. Kartica C

Jesu li trokuti PRQ 1 SRT sli¢ni? Trokuti su sli¢ni.
P

-

Slika 4.1.8.4. Kartica D
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Jesu li trokuti PRQ i SRT sli¢ni? Trokuti su sli¢ni.

Slika 4.1.8.5. Kartica E

Jesu li trokuti PRQ i RTS sli¢ni? Ne moze se utvrditi.

Q,
R po

Slika 4.1.8.6. Kartica FF

Jesu li trokuti PSR i QSR sli¢ni? Trokuti nisu sli¢ni.

Slika 4.1.8.7. Kartica G
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Jesu li trokuti PRQ 1 RTS sli¢ni? Trokuti su sli¢ni.
P 5 Q
R
T > s

Slika 4.1.8.8. Kartica H

4.2. Transformacije

Transformacije su sljedeca kategorija prema kojoj smo razvrstali aktivnosti. Ovaj
aspekt ukljucuje translacije, rotacije, zrcaljenja, homotetiju, simetrije i koncept slicnosti.
U nastavku ¢emo opisati aktivnosti u kojima ¢e u€enici istraZivati 1 raditi s oblicima koje

¢e transformirati i preslagivati u ravnini ili prostoru te na taj nacin razvijati prostorni zor.

4.2.1. Aktivnost Dovrsi sliku

Geoploca je ucilo pogodno za proucavanje 1 istrazivanje simetrija. Cilj ove
aktivnosti je dovrsiti sliku na geoploci. Pola slike ucenici dobivaju na geoploci te trebaju
dovrsiti crtez. Ovu aktivnost ucenici provode samostalno, svako na svojoj geoploci.
Umjesto izrade polovice slike na svakoj geoplo€i nastavnik moze pripremiti fotografiju
polovice slike koju zeli da ucenici dovrSe. U€enici najprije trebaju kopirati tu polovicu na
geoplocu, a potom dovrsSiti sliku, odnosno preslikati je osnom ili centralnom simetrijom.
Prije nego krenu s preslikavanjem slike, moraju odrediti os ili centar simetrije.
Ucenicima ¢e biti lakSe odraditi zadatak ako je os simetrije vertikalna kao u primjeru na
Slici 4.2.1.1. Stoga treba krenuti sa ovakvim primjerima. Nakon toga treba zadati primjer
u kojem je os simetrije horizontalna kao u primjeru na Slici 4.2.1.2. te dijagonalna kao u

primjeru na Slici 4.2.1.3. Na Slici 4.2.1.5. moZzemo vidjeti primjer preslikavanja
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centralnom simetrijom. Aktivnost mozemo proSiriti tako da uc¢enicima zadamo cetvrtinu
slike koju trebaju dovrSiti kao u primjeru na Slici 4.2.1.4. Ova aktivnost doprinosi

ostvarenju ishoda uéenja MAT OS C.5.3., MAT OS D.7.2.i MAT OS C.8.

. . e g . . « = .
e & & & o & e e+ s s & ® & & e & & e L v ¢ 0
e . . . . . . . . 3 . . . . 3 . . . . . . . L b . . . . .

. e e e o
. e e
. e . e e
. .
. e . . .
. . e .
- . o e
e & e e & s e & s e e & & e & e e . . . .
. e e . . . e o e e e e e e . . s e . . . .
. . . . . . . . . . . . . . L4 . . . . .
)

Slika 4.2.1.3. Primjer u kojem je os simetrije dijagonalna
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L3 . . L] L] . L] L] . . . . . . . . . L] . . . . . . . . . .

v v

Slika 4.2.1.5. Primjer preslikavanja centralnom simetrijom

4.2.2. Aktivnost Sastavljanje konveksnih mnogokuta

U ovoj aktivnosti ucenici ¢e pomocu tangrama slagati konveksne mnogokute
postujuéi pravila slaganja ove slagalice. Ucenici ¢e koristiti ve¢ spomenutu metodu
pokusaja i pogresSaka uz koju ¢e primjenjivati svoja znanja o konveksnim mnogokutima.
Ucenici mogu raditi u paru. Ova aktivnost je najprikladnija za uéenike koju su na kraju
osnovne Skole ili na pocetku srednje Skole, no moze se vrlo lako prilagoditi 1 za u€enike
mlade dobi tako da ucenici dobe sli¢ice likova koje trebaju sloziti. Na taj nacin im nisu
neophodna znanja o konveksnim mnogokutima. Wang and Hsiung je 1942. godine
dokazao da postoji to¢no 13 takvih konveksnih mnogokuta (1 trokut, 6 Cetverokuta, 2

peterokuta i 4 Sesterokuta), a mozemo ih vidjeti na Slici 4.2.2.1. Ova aktivnost doprinosi
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ostvarenju ishoda u¢enja MAT OS C.7.3., MAT OS D.7.2., MAT OS C.8. i MAT SS
C.2.5.MAT SSD.2.3.

AN N N A
N\ >
< /

/

K
/ /

Slika 4.2.2.1. 13 mogucih konveksnih mnogokuta'®

4.2.3. Aktivnost Prepoznaj i izracunaj

U ovoj aktivnosti ucenici ¢e najprije precizno imenovati svih sedam dijelova od
kojih se sastoji tangram. Potom ¢e traZiti 1 imenovati ostale mnogokute u tangramu.
Medu njima Ce traziti sli¢nosti 1 razlike. Ucenici ¢e racunati povrSine 1 opsege dijelova od
kojih se tangram sastoji. Pretpostavit ¢e da je tangram kvadrat duljine stranica 2.
Takoder mogu racunati opsege i povrSine likova iz prethodne aktivnosti. Uocit ¢e da je
povrsina uvijek jednaka dok se opseg mijenja. Oblik rada je suradnicki rad u skupinama.
Na Slici 4.2.3.1. mozemo vidjeti od kojih se dijelova sastoji tangram i povrSine 1 opsege
njegovih dijelova, a na Slici 4.2.3.2. opsege nekih mnogokuta iz prethodne aktivnosti.

Ova aktivnost doprinosi ostvarenju ishoda uéenja MAT OS D.6.2. i MAT OS D.7.3.

19 https://link.springer.com/article/10.1007/s13366-020-00528- 1
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22
P=2

! 1
V2 V2 V2
242
1
2
; 1 / 2\/2
”) 1 1 1 1
0=8+2V2 0=4+5V2
\/2
242 2v2 2V2
22
) |/\\|1 2
1 2 1 1 1 2
0=6+142 0=14+6V2

Slika 4.2.3.2. Opsezi nekih konveksnih mnogokuta
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4.2.4. Aktivnost Slozi

Kao S$to je ve¢ spomenuto, pomocu tangrama se mogu sloziti razni zanimljivi
oblici. U ovoj aktivnosti uCenici ¢e slagati neke od njih. Na slici 4.2.4.1. mozemo vidjeti
primjer oblika koje ucenici mogu slagati. Ucenicima takoder treba dati mogucnost i
potaknuti ih da sami sloze neki svoj oblik. Ova aktivnost doprinosi ostvarenju ishoda
udenja MAT OS C.7.3., MAT OS D.7.2., MAT OS C.8. i MAT SS C.2.5. MAT SS
D.2.3.

]
M
»
X

Slika 4.2.4.1. Primjer zadanih oblika i rjeSenja

(kuéica, svijeéa, slovo M, znamenka 0, labud, srce, macka i helikopter)°

20 https://www.tangram-channel.com/

61



4.2.5. Aktivnost Podijeli i izracunaj povrsinu

U ovoj aktivnosti ucenici ¢e odredivati povrsine zadanih likova na geoploci. Svaki
zadani oblik morat ¢e najprije podijeliti na manje dijelove €ije povrSine znaju izracunati.
Potom ¢e zbrojiti povrSine svih manjih dijelova i odrediti ukupnu povrSinu zadanog lika
na geoploc¢i. Ucenici samostalno rjesavaju zadatke te potom u paru usporeduju na koji su
nacin racunali povrSine. Ovom zadatku ucenici mogu pristupiti raznim strategijama. U
razrednoj diskusiji treba komentirati pristupe i strategije koje su ucenici koristili.
Usporedujuéi strategije vazno je da uocCe koje su bile efikasnije, odnosno brze, a koji

pristup je mozda otezao rjeSavanje zadatka.

Likove koje zadajemo ucenicima odabiremo sukladno dobi ucenika. Za ucenike
mladeg uzrasta zadajemo jednostavnije oblike ¢ije povrSine trebaju pronadi, a s
ucenicima starijeg uzrasta takoder poCinjemo s jednostavnijim oblicima, no postupno
dodajemo i1 kompliciranije oblike. Jednostavniji oblici su recimo oni koje mozemo
podijeliti na primjer na 3 dijela kako bi odredili njihovu povrsinu (kao u primjeru na Slici
4.2.5.1.) te nije potrebno preslagivanje dijelova ve¢ treba samo zbrojiti povrSine. Potom
mozemo zadati oblik kao na Slici 4.2.5.2. PovrSinu ovog oblika ¢e vecéina ucenika
najvjerojatnije izracunati tako da primijeni formulu za povrSinu trokuta, no ovo je prilika
za demonstriranje rjeSenja primjenom preslagivanja dijelova kao §to je prikazano na slici.
Slozeniji oblici su na primjer oni koje trebamo podijeliti na viSe dijelova te je u
rjeSavanju zadatka korisno misaono presloziti neke dijelove ili je potrebno znati formule
za racunanje povrsine trokuta, paralelograma ili romba. Na primjer kao u primjeru na
Slici 4.2.5.3. Ova aktivnost je jako vazna jer u€enici na povrsinu uglavnom gledaju samo
algebarski, a na ovaj nacin, brojenjem kvadratnih jedinica zapravo razumiju Sto uopce
povrsina jest. Ova aktivnost doprinosi ostvarenju ishoda u¢enja MAT OS D.6.2. i MAT
0S D.7.3.
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P=2-4+2=8+2=10 P=2-24+46=4+6=10

Slika 4.2.5.1. Primjer jednostavnog oblika i dva nacina odredivanja njegove povrsine
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Slika 4.2.5.2. Primjer jednostavnog oblika i dva nacina odredivanja njegove povrsine

* & & & * 2 s e e = ® s & 8 * e+ e s ° .
. . . . e ] . . . . . . . . r . . kg T 8 1 4 24 L .
/ \\ |
. . . T . . \- . . . . . . - . . - - . L] .
. * e . . . e . e . . . . . | . !\\ . . ,.‘_ . .
Pl e /
. . «~———e [ . . . . . . [ . . ¢ . . . . .
\ / .

. . e . . o /e . . . . . . [ . . . . . . .
s e+ & B e s & o o @ . . e . . 9 e o &2 e o
/ \ \

/ \ \ 4l
/ \
e o e /e & o ele e e . e e o ] // . s s ‘\\ . . e
/ / \ ]
/ ."’ \
e & 0o —0—o—8 o @ o e e . B o o 9o o o o8 s o
® & e & @+ & s & s+ e ® & & e & e & s o = B e s & & & s s e

P=2-5+3-4+12+1
=10+12+1 =23

Slika 4.2.5.3. Primjer sloZenijeg oblika i jednog nacina odredivanja njegove povrsine

misaonim prebacivanjem njegovih dijelova
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4.2.6. Aktivnost Povrsina paralelograma, trokuta i trapeza

U ovoj aktivnosti u€enici ¢e otkriti formulu za povrSinu paralelograma, trokuta i
trapeza povezuju¢i ih s povrSinom pravokutnika. Ucenici dobivaju viSe analognih
primjera paralelograma koje prikazuju na geoplo¢i. Kod zadavanja paralelograma
moramo voditi ra¢una o tome da su paralelogrami razli¢itih veli¢ina, razli€itih unutarnjih
kutova i u razli¢itim polozajima (na primjer ne smiju svi paralelogrami biti takvi da im je
jedan par nasuprotnih stranica uvijek u horizontalnom polozaju). To vrijedi i za trokute i
trapeze koje ¢e kasnije proucavati. Moramo se odmaknuti od ,,klasi¢nih* polozaja na koje
su ucenici navikli gledati. Primjer takvog polozaja mozemo vidjeti na Slici 4.2.6.4. kod
trapeza, a primjere nekih paralelograma za ovu aktivnost mozemo vidjeti na Slici 4.2.6.1.
Ovu aktivnost moZemo organizirati tako da ucenici rade u skupinama u obliku radnih
centara. Za svaki radni centar pripremimo po jedan razli¢it paralelogram kojeg ¢e ucenici

zajednicki istrazivati i donositi zakljucke.

Slika 4.2.6.1. Primjer zadanih paralelograma

Zadatak ucenika je odrediti povrSine zadanih paralelograma. To ¢e uciniti pomocéu
gumica na geoplo¢i. Podijelit ¢e zadane paralelograme na manje dijelove te
preslagivanjem tih dijelova sloziti pravokutnike jednakih povrSina. Na dovoljnom broju
analognih primjera zakljucit ¢e da je povrSina paralelograma jednaka umnosku njegove
duljine 1 visine, odnosno jednaka je povrSini pravokutnika kojem je jedna stranica

jednaka jednoj stranici paralelograma, a druga stranica je jednaka visini tog
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paralelograma. Jedan primjer paralelograma i rjeSenja zadatka mozemo vidjeti na Slici

4.2.6.2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . .
. . . .
. . . .
. . L] .
. . . L]
. . L] L]
. . . .

Slika 4.2.6.2. Primjer odredivanja povrsine paralelograma

Nakon proucavanja paralelograma ucenici Ce istrazivati trokute. Na dovoljnom
broju analognih primjera ucenici ¢e uociti da svaki trokut okomicom mozemo podijeliti
na dva manja trokuta te mozemo docrtati takva ista dva manja trokuta na stranice trokuta
tako da dobijemo dva pravokutnika ¢ija je jedna dijagonala jednaka stranici trokuta.
Odnosno dobivamo pravokutnik kojem je jedna stranica jednaka jednoj stranici trokuta, a
druga stranica je jednaka duljini visine trokuta na tu stranicu. Zakljucuju da je povrSina
trokuta jednaka polovici povrSine tog pravokutnika. Primjer jednog trokuta i rjeSenja
zadatka moZemo vidjeti na Slici 4.2.6.3. Kod zadavanja trokuta trebamo obuhvatiti
jednakostranic¢ne, jednakokracne, raznostrani¢ne trokute kao i $iljastokutne, tupokutne i

pravokutne. U svaki radni centar mozemo staviti po jednu vrstu trokuta.

Slika 4.2.6.3. Primjer odredivanja povrsine trokuta
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Na kraju ¢e analogno istrazivati povrSine trapeza. Primijetit ¢e da svaki trapez
mozemo podijeliti na dva trokuta. Uocavaju da ti trokuti imaju jednake visine koje
padaju na stranice trokuta koje su zapravo osnovice trapeza, a visina tih trokuta je ujedno
i visina trapeza. U primjeru na Slici 4.2.6.4. je ta visina oznacena crnom bojom. Zakljucit
¢e da je povrsina trapeza jednaka zbroju povrSina tih dvaju trokuta od kojih se trapez
sastoji, a povrSinu trokuta su naucili odredivati u prethodnom dijelu aktivnosti stoga su
zadatak sveli na ,,poznati teren*. Ova aktivnost doprinosi ostvarenju ishoda u¢enja MAT

0S D.6.2.i MAT OS D.7.3.

Slika 4.2.6.4. Primjer odredivanja povrsine trapeza

4.2.7. Aktivnost Rotacijska tijela

U ovoj aktivnosti ucenici ¢e otkriti rotacijska tijela. Aktivnost organiziramo u 5
radnih centara. Ucenici u skupinama obilaze radne centre i istrazuju. Likove koje ¢e
proucavati na radnim centrima su krug, pravokutan trokut, opCeniti trokut, pravokutnik 1
trapez. Na svakom radnom centru dobivaju po tri geometrijska lika iste vrste na kartonu
ili tvrdem papiru pri¢vr§éena na Stapi¢u. Zadatak im je da zavrte Stapi€ 1 ispune listic.
Primjer listica kojeg popunjavaju na svakom radnom centru mozemo vidjeti na Slici
4.2.7.1., a primjer likova na Stapi¢ima za radni centar u kojem istrazuju pravokutnike na
Slici 4.2.7.2. Umjesto Stapica, likove mozemo staviti na elektricnu mijeSalicu za kavu
¢ijim ¢e uklju¢ivanjem ucenici jasno vidjeti koje tijelo nastajem rotacijom oko fiksne osi.

Primjer moZemo vidjeti na Slici 4.2.7.3.
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Nastavni listi¢ — Radni centar 1

Koji geometrijski lik ste rotirali oko Stapi¢a?

Sto je taj tapi¢ tom liku?

Opisite koje tijelo ste dobili rotacijom prvog lika. Skicirajte tijelo te na skici
oznacite lik koji ste rotirali.

Opisite koje tijelo ste dobili rotacijom prvog lika. Skicirajte tijelo te na skici
oznacite lik koji ste rotirali.

Opisite koje tijelo ste dobili rotacijom prvog lika. Skicirajte tijelo te na skici

oznacite lik koji ste rotirali.

Nastavni listi¢ 4.2.7.1. Primjer nastavnog listi¢a za radni centar 1

Slika 4.2.7.2. Primjer likova na Stapi¢ima za radni centar pravokutnici
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Slika 4.2.7.3. Pravokutnik na mijesalici za kavu

Na Slici 4.2.7.4. mozemo vidjeti §to ¢e ucenici vidjeti ako zavrte prvi Stapi¢. Na
kraju aktivnosti, nastavnik u alatu dinamicke geometrije demonstrira rotacije likova oko
fiksne osi. Primjer rotacije pravokutnika mozemo vidjeti na Slici 4.2.7.5. Koristenje alata
dinamicke geometrije u ovoj aktivnosti uvelike pomaze u vizualizaciji objekata i
razumijevanju koncepta rotacijskih tijela. Vazno je da dobivena geometrijska tijela
pogledamo sa svih strana S§to se u alatu dinamicke geometrije moze vrlo lako. Ova
aktivnost doprinosi ostvarenju ishoda uéenja MAT SS C.2.5. MAT SS D.2.3. i MAT SS
C.2.6. MAT SS D.2.4.
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Slika 4.2.7.4. Rezultat vrtnje prvog Stapica

Slika 4.2.7.5. Primjer rotacije pravokutnika u GeoGebri
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4.2.8. Aktivhost Pentomino

Pentomino plocice su slagalice sastavljene od pet sukladnih kvadrata pri ¢emu po
dva susjedna kvadrata imaju zajednicki rub. Osnovni pentomino set sadrzi 12 plocica. 12
pentomino ploc¢ica moze oblikovati 18 razli¢itih oblika koje moZemo vidjeti na Slici
4.2.8.1. U ovoj aktivnosti ucenici ¢e rade¢i u skupinama sastavljati pravokutnike zadanih
dimenzija pri ¢emu ¢e morati iskoristiti svih 12 pentomino plocica koje ¢e smjeti
zakretati. Primjer Cetiri takva pravokutnika sastavljenih od pentomino plo¢ica mozemo

vidjeti na Slici 4.2.8.2.

| P
T & ] oA

Slika 4.2.8.1. Pentomino plocice®!

mB i 6x10

[ 512

] 415

i ' 3% 20

Slika 4.2.8.2. Pravokutnici sastavljeni od pentomino plocica®?

2! https://en.wikipedia.org/wiki/File: All_18_Pentominoes.svg
22 https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/09/Pentomino_Puzzle_Solutions.svg/660px-
Pentomino_Puzzle_Solutions.svg.png
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Pomoc¢u pentomino plocica se mogu sastavljati razni oblici. Ne moramo uvijek
koristiti svih 12 plocica. Postoje oblici koji se mogu sloziti i s manje. Igre s pentomino
ploCicama su vrlo popularne te se mogu pronaci u online verzijama. Primjer igre u kojoj
treba sastaviti pravokutnik vidimo na Slici 4.2.8.3., a primjer slaganja dinosaura na Slici

4.2.8.4.

00:02:44 PentoWiz (Easy)

[ N

Congrats! You solved the puzzie

Click game screen to play again!

it

Slika 4.2.8.3. Online verzija dovrsavanja pravokutnika od pentomino plocica®

Lo

Slika 4.2.8.4. Online verzija sastavljanja dinosaura od pentomino plocica*

23 https://www.onlinesologames.com/pentowiz/?t=6
24 https://mathigon.org/task/pentomino-zoo
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Na Slikama 4.2.1. 1 4.2.2. mozemo vidjeti dva zadatka s matemati¢kog natjecanja

Klokan bez granica na kojima treba odrediti simetricnu sliku te sliku u ogledalu.

4. Franka crta simetri¢ne slike po¢etnog slova svoga imena s obzirom na dvije istaknute crte kao na
slici. Kako ¢e izgledati njezin crtez?

F.LFL EL 3 3
E

RjeSenje: E

A) B) C) D) E)

Simetri¢na slika s obzirom na vertikalnu liniju je | L

A
RjeSenje je E

, a s obzirom na horizontalnu liniju je

Slika 4.2.1. Klokan bez granica: Benjamin (VL. i VIL. razred OS); 2020. godine®

3. Brija¢ Zeli na plo¢i napisati rije¢ SHAVE tako da je klijent koji natpis gleda u ogledalu moZe ispravno
procitati. Kako bi je trebao napisati na plo¢i?

SHAVE ,SHAV3 3VAHS
,EVAHZ 3JVARHZ

Rjesenje: E

Slika 4.2.2. Klokan bez granica: Junior (2.r. i 3.r. SS); 2019. godine®®

% http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2020/benjamin-2020-zad.pdf
26 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2019/junior-2019-zad.pdf
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4.3. Lokacija

Djeca prije nego krenu u skolu uce pojmove kojima opisuju gdje se Sto nalazi u
prostoru i na koji je nain organizirano. Vazno je da Sto prije savladaju orijentaciju u
prostoru u kojem se nalaze. U ovom poglavlju predstavit ¢emo aktivnosti u kojima ¢ée
ucenici opisivati gdje se Sto nalazi u prostoru, snalazit ¢e se na karti i u koordinatnom

sustavu u ravnini.

4.3.1. Aktivnost Tko, Sto i gdje?

Cilj aktivnosti je osvijestiti orijentaciju lijevo — desno, ispred — iza, ispod — na —
iznad, u — izvan promatrajuci okolinu i predmete u njoj. Aktivnost se odvija u paru. Svaki
ucenik svom paru kaze tko ili Sto se nalazi ispred, iza, lijevo ili desno od njega. Na
primjer Iva kaze: ,,Ispred mene se nalazi ploCa, iza mene sjedi Marko, s desne strane su
vrata, a s lijeve sjedi Marta.” Nastavnik prozove nekoliko ucenika da svima opiSu $to ih
okruzuje. Nakon toga nastavnik okrenut prema djeci daje primjer $to se nalazi u njegovoj
okolini. Na primjer kaze: ,,Ispred mene se nalazi Iva, iza mene je ploca, vrata su s lijeve
strane, a prozori s desne.“ Ucenici uo¢avaju kako je ono §to je Ivi bilo slijeva, nastavniku
zdesna, odnosno ono §to je Ivi bilo zdesna njemu je slijeva. Takoder uo€avaju da je ploca
ispred Ive, a iza nastavnika. Zakljucuju da su lijevo — desno i ispred — iza relativni odnosi

koji ovise o tome gdje se tko nalazi u prostoru.

U nastavku aktivnosti u€enici osvjestavaju odnose ispod — na —iznad, u — izvan.
Zadatak ucenika je da osmisle barem jedan primjer za svaki od ovih odnosa koristec¢i
predmete u ucionici. Na primjer Janko kaze: ,,Moja torba se nalazi ispod klupe, pernica
se nalazi na klupi, a strop se nalazi iznad klupe. Bojice se nalaze u pernici, a gumica je
izvan nje.”“ Nekoliko ucenika iznosi svoje primjere pred razredom. Uocavaju da nema
veze kako je tko okrenut u prostoru. Ako je nesto ispod ili iznad, u ili ispod to uvijek

vrijedi bez obzira na to s koje strane gledamo.

Ucenici vizualiziraju vlastiti prostor 1 opisuju medusobne odnose. Ova aktivnost je
razine 0. prema Van Hielevoj teoriji razvoja geometrijskog misljenja, a doprinosi

ostvarenju ishoda u¢enja: MAT OS D.6.5.
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4.3.2. Aktivnost Potraga za blagom.

Danas se rijetko koriste fizicke karte u stvarnom zivotu. Dolaskom tehnologije
mnogi su zaboravili, a djeca mozda nikad nisu ni vidjela fizicku kartu. U ovoj aktivnosti,
ucenici ¢e se pomocu karte orijentirati u prostoru, rjeSavati zadatke 1 traziti skriveno
blago. Za ovu aktivnost potrebno je pripremiti kartu mjesta u kojem se Skola nalazi te na
njoj oznaciti postaje do kojih ucenici trebaju do¢i. Ucenici se podijele u Cetveroclane
heterogene timove 1 natjecu se koji ¢e tim prvi uspjeti obi¢i sve oznacene stanice, to€no
rijesiti zadatke na njima 1 do¢i natrag na start gdje se nalazi blago, odnosno bodovi. Na
kraju ucenici dobivaju onoliko blaga (bodova) koliko su zadataka rijesili to¢no na
stanicama koje su obilazili. Pobjeduje ekipa koja je skupila najvise bodova, to jest ekipa
koja je najbrze obiSla sve postaje i najviSe zadataka rijeSila tocno. Primjer jedne takve
karte mozemo vidjeti na Slici 4.3.2.1. Zutim trokutima su oznadene stanice do kojih

ucenici trebaju do¢i, a krecu 1 zavrSavaju ovu igre s pozicije gdje pise CILJ.

7

Slika 4.3.2.1. Karta Tuhlja s oznacenim stanicama®

Ucenici dobivaju papir na koji biljeZze odgovore za svaku postaju koji ¢e ekipa predati
nastavniku svojim dolaskom na cilj, a nastavnik ¢e odgovore provjeriti i sukladno tome

ekipi dodijeliti bodove. Primjer jednog takvog lista za odgovore mozemo vidjeti na Slici

27 https://www.google.com/maps/ @46.0757663,15.7477774,582m/data=!3m1!1e3?entry=ttu
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4.3.2.2. Ako u igri na primjer sudjeluje 6 ekipa, ekipa koja prva dode na cilj dobiva 5
dodatnih bodova, ekipa koja stigne druga 4 boda i analogno tako dalje. Dakle zadnja

ekipa ne dobiva nikakve dodatne bodove.

Ime ekipe: Clanovi ekipe:

Postaja Pitagora Postaja Gauss
Odgovor: Odgovor:
Postaja Euklid Postaja Arhimed
Odgovor: Odgovor:
Postaja Eratosten Postaja Boskovic¢
Odgovor: Odgovor:
Postaja Tales Postaja Getaldi¢
Odgovor: Odgovor:

Slika 4.3.2.2. List za odgovore

U ovoj aktivnosti u¢enici osim snalazenja u prostoru i orijentaciji na karti, trebaju
sami odluciti kojim ¢e redom obilaziti stanice. U timu moraju dogovoriti strategiju
obilaska mjesta. Zadatci koje ¢e rjeSavati na postajama trebaju biti primjereni uzrastu
ucenika, a mogu biti iz raznih podru¢ja matematike. Aktivnost je zgodna za provodenje
na kraju nastavne godine kao ponavljanje gradiva kojeg su ucenici usvojili te nastavne
godine. S obzirom da se ova aktivnost odvija na otvorenom, provesti je treba u toplije
doba godine. Svakako treba voditi raCuna o tome da ucenici budu sigurni i u slucaju
velikog prometa na podrucju na kojem se Skola nalazi, aktivnost se moZe prilagoditi tako
da ucenici na primjer traze blago u parku ili na igraliStu. Ova aktivnost doprinosi
ostvarenju ishoda ucenja ovisno o tipu zadataka koje ¢emo zadati uc¢enicima. Primjere
zadataka za ucenike petih razreda u svrhu ponavljanja cjeline Oblik, prostor i mjerenje
moZemo vidjeti u nastavku. Zadatci doprinose ostvarenju ishoda u¢enja MAT OS C.5.1.,

MAT OS C.5.2., MAT OS C.5.3., MAT OS D.5.1, MAT OS D.5.4. i MAT OS D.5.5.
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Postaja Pitagora
Nacrtaj duzinu AB duljine 57 mm, te je

podijeli na Cetiri jednaka dijela.

Postaja Gauss
Izracunaj povrSinu pravokutnika ako je
njegov opseg 120 cm , a duljina jedne

njegove stranice iznosi 35 cm.

Postaja Euklid

Izra¢unaj mjere kutova 8,y i § ako je a||b.

Postaja Arhimed
Kolika je povrSina hodnika stana
prikazanog na slici?
4m 1m 3m
S KUHINJA
SOBA
LN
X,
2m | Aoy, | HODNIK

2m 3m

Postaja Eratosten
Koliko vode stane u akvarij oblika kvadra
¢ija je duljina 300 mm, Sirina 2 dm i visina

50 cm?

Postaja Boskovié
Kolika je duljina brida kocke ako je njezin

volumen 125 dm??

Postaja Tales
Osnosimetri¢no preslikaj kvadrat s obzir

om na pravac p.

Postaja Getaldi¢
Odredi volumen tijela sa slike ako je brid

jedne kockice 2 cm.

Slika 4.3.2.3. Primjer zadataka za ucenike petih razreda
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Postaja Pitagora

Postaja Gauss

0 =120 cm
a=35cm
o0=2a+2b
2b=120—-2-35
2b =50

b =25cm
P=a-b

P =35-25=875cm?

Postaja Euklid
B = 46°, y = 46°,

6 = 134°

Postaja Arhimed
P=2-3+31=6+3=9m?

Postaja Eratosten

Postaja Boskovié¢

a =300 mm = 3dm V =125dm’

b =2 dm V=a-a-a

c=50cm =5dm 125=a-a-a

V=a'b'C a=5dm

V=3-2-5=30dm?3

Postaja Tales Postaja Getaldi¢
a=2cm
V=6-a°

V=6-22=6-8=48cm3

Slika 4.3.2.4. RjeSenja zadataka
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4.3.3. Aktivnost Skrivena pozicija

Kada su djeca u stanju da sama opisuju prostor oko sebe i ono §to se u njemu
nalazi, vrijeme je da osvijeste vaznost odredivanja lokacije bez direktnog pokazivanja.
Ova aktivnost je namijenjena upravo tome. Za ovu igru su potrebne dvije mreze 3x3 (kao
za Krizi¢ - kruzi¢), jedna pregrada (mozemo na primjer koristiti malo veéi karton) i 4
razlicita geometrijska oblika. Igra se igra u paru. Vazno je da ucenici sjede tako da jedan
drugome ne mogu vidjeti mrezu. UcCenik koji igra prvi postavlja svoje geometrijske
oblike na 4 razli¢ite pozicije na mrezi. Nakon toga drugom uceniku opisuje gdje da stavi
svoje oblike kako bi se njihove mreze i polozaji geometrijskih oblika podudarali. Ucenici
koriste rije¢i kao Sto su gornji, srednji, donji red, lijevo, desno, izmedu, pokraj, iznad,
ispod... Nakon S§to drugi ucenik sloZi svoje oblike, provjeravaju jesu li mreze jednake.
Potom ucenici mijenjaju uloge i1 nastavljaju igru. Za ucenike s potesko¢ama igra se moze
prilagoditi tako da se koristi samo jedan geometrijski oblik. Potom se igra moze prosiriti
na dva oblika i tako postupno dalje. Za uc¢enike koji su spremni za veée izazove mozemo
povecati mrezu, na primjer na 5x5 ili 6x6 te dodati jo§ razli¢itih geometrijskih oblika.
Uocimo kako ucenici u ovoj aktivnosti ne trebaju poznavati koordinatni sustav u ravnini
ili neke druge matematicke pojmove i znanja, ve¢ samo osnovne pojmove kojima se
orijentiraju u prostoru. Aktivnost mozemo proSiriti tako da ucenici pomocu koordinata
otkrivaju pozicije geometrijskih oblika. Ova aktivnost doprinosi ostvarenju ishoda ucenja

MAT OS D.6.5.i MAT OS D.7.2.

DS

Slika 4.3.3.1. Igra Skrivena lokacija [7, 425. str.]
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4.3.4. Aktivnost Potapanje brodova

Cilj aktivnosti je uvjezbati ocitavanje cjelobrojnih tocaka u kvadratnoj mrezi. Igra
se igra u paru. Svaki u€enik u paru dobiva dvije kvadratne mreze. Primjer kvadratnih
mreza vidimo na Slici 4.3.4.1. Kao i u proSloj aktivnosti, izmedu ucenika treba biti

pregrada kako ne bi mogli vidjeti mreze jedan drugome.

Moja flota Suparnikova flota

Slika 4.3.4.1. Primjer kvadratnih mreza za jednog ucenika

Na pocetku igre, svaki ucenik formira svoju flotu. Na pripremljenu kvadratnu
mrezu prema vlastitom izboru postavlja svoje brodove. Na raspolaganju ima ukupno 11
brodova (tri povrsine 1, tri povrSine 2, tri povrSine 3 1 po jedan povrSine 4 i 5 kvadratnih
jedinica). Na kvadratnu mrezu ih slaze tako da se brodovi medusobno ne dodiruju.

Primjer formiranih flota mozemo vidjeti na slici 4.3.4.2.

1. Igrac: 2. Igrac:

~

B VN )
w el o |

Ll dn| dn| &) | o] o BRI 1 | o

Slika 4.3.4.2. Primjer flota oba igraca u paru
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Cilj igre je potopiti sve protivnikove brodove. Izgovaraju¢i uredene parove
protivnicke kvadratne mreze svaki igra¢ napada protivnicku flotu. Svaki igra¢ u prvu
kvadratnu mrezu biljezi pokusaje suparnika, a u drugu mrezu svoje pokusaje. Ako je
igra¢ pogodio neku od koordinata na kojoj se nalazi neki od brodova, suparnik mu kaze
Pogodak! i napada¢ nekom bojom oznacava da se na tom mjestu nalazi brod ili dio broda
protivnika te nastavlja igru sve dok ne promasi protivnikov brod. Ako igra¢ nije pogodio
koordinatu broda ili dijela broda, kriziem oznacava svoj promaSaj. Igraci uredene
parove koje su ve¢ iskoristili mogu zapisivati i sa strane kako bi osim ocitavanja
koordinata uvjezbali 1 zapisivanje istih. Primjer listi¢a za zapisivanje uredenih parova
mozemo vidjeti na Slici 4.3.4.3. Pobjednik ove igre je igra¢ koji je prvi potopio sve
brodove svog protivnika. Na Slici 4.3.4.4. moZemo vidjeti primjer dijela igre u kojem je
protivnik potopio 3 broda povrSine 1, 2 i 5 kvadratnih jedinica, a 1. igra¢ je potopio 2

broda povrsine 1 i 5 kvadratnih jedinica.

Za ucenike mladeg uzrasta aktivnost se moze prilagoditi tako da se brodovi nalaze
samo u pozitivnom dijelu kvadratne mreze, a za starije ucenike bismo mogli ,,zumirati‘
kvadratnu mrezu, odnosno staviti koordinate koje nisu cjelobrojne. Ova aktivnost

doprinosi ostvarenju ishoda uéenja MAT OS D.6.5. i MAT OS D.7.2./

) () ()
() ) ., )
) ) )
() ) ()
) (., ) )
) ) )
) ., ()

Slika 4.3.4.3. Listi¢ za zapisivanje iskoristenih uredenih parova
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Moja flota Suparnikova flota

X 7 7

X X
x.x X sfx | x| x
X X

Slika 4.3.4.4. Primjer dijela igre

4.4. Vizualizacija

Posljednji geometrijski aspekt je vizualizacija. Vizualizacija ukljucuje
prepoznavanje oblika u okolini, razvijanje odnosa izmedu dvodimenzionalnih i
trodimenzionalne objekte i sposobnost crtanja i prepoznavanja objekata iz razliitih
perspektiva. U ovom poglavlju predstavit ¢emo aktivnosti u kojima ¢e ucenici slagati

fizicke slagalice 1 misaono preslagivati.
4.4.1. Aktivnost Idemo u prostor

Cilj aktivnosti je uociti potrebu za prelaskom iz ravnine u prostor. Aktivnost je
namijenjena ucenicima drugih razreda srednje Skole kao uvod u poglavlje Geometrija
prostora. Ucenici u skupinama dobivaju 12 ¢ackalica jednakih duljina pomocu kojih
trebaju sloziti 6 kvadrata pri ¢emu ¢ackalice ne smiju lomiti. Takoder dobivaju plastelin
ili ljepilo kojim ¢e spajati dobivene Cackalice. Istrazujuéi 1 isprobavajuci, uocit ¢e da je
zadatak nemoguce rijesiti u ravnini. Da bi slozili 6 kvadrata od ¢ackalica moraju sloziti
kocku. Analogno, od 6 ¢ackalica trebaju sloziti 4 jednakostrani¢na trokuta. Da bi slozili 4
jednakostrani¢na trokuta uo€avaju da od cackalica moraju sloziti tetraedar. Ova aktivnost

doprinosi ostvarivanju odgojno-obrazovnog ishoda u¢enja MAT SS C.2.5.
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Slika 4.4.1.1. Kocka od cackalica (lijevo), tetraedar od cackalica (desno)

Geometrijska tijelima su prisutna u mnogim aspektima nasih Zivota i susre¢emo
ih svakodnevno. Pojavljuju se u prirodi, svakodnevnim predmetima, arhitekturi,
umjetnosti. Neki ljudi imaju poteskoc¢a u vizualizaciji 3D objekata, stoga u nastavi treba
Sto viSe povezivati geometrijska tijela s konkretnim primjerima iz stvarnog zivota.
Takoder je vazno Sto vise koristiti fizi¢ke ili digitalne modele tijela kako bi ucenici lakse
razumjeli ove geometrijske koncepte te se odmaknuli od formula i ,,mehanickog ucenja®.

U sljede¢im aktivnostima ucenici ¢e istrazivati geometrijska tijela.

4.4.2. Aktivnost MreZe geometrijskih tijela

U ovoj aktivnosti ucenici ¢e prepoznavati mreze geometrijskih tijela. Na temelju
slike mreze trebat ¢e misaono sloziti trazeno geometrijsko tijelo i otkriti je li to mreza
trazenog geometrijskog tijela. Ucenici dobivaju nastavni listi¢ i samostalno istrazuju.
Ucenici koji imaju slabije razvijenu sposobnost vizualizacije mreze mogu izrezivati iz
papira 1 fizicki slagati geometrijska tijela ili mogu na primjer koristiti JOVO Click'n
Construct slagalice koje smo opisali u tre¢em poglavlju pomocu kojih ¢e sloziti mrezu te

potom vidjeti mogu li od nje sloziti geometrijsko tijelo.

Bilo bi pozeljno da ucenici uspiju rijesiti zadatke bez pomo¢i fizickih modela
koriste¢i samo sposobnost vizualizacije 1 misaonih slaganja mreza. Primjer zadatka
moZemo vidjeti na Slici 4.4.2.1. Ucenicima moZemo zadati i zadatke kao na primjer na

Slici 4.4.2.2. Ova aktivnost doprinosi ostvarivanju odgojno-obrazovnog ishoda ucenja
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MAT OS C.8.2., MAT OS D.8.2., MAT SS C.2.5. MAT SS D.2.3. i MAT SS C.2.6.
MAT SS D.2.4.

Zadatak: Zaokruzi mreze od kojih se moze sastaviti kocka.

a) b) c) d)

Slika 4.4.2.1. Odredivanje mreze kocke

Na slici su prikazane dvije igrace kocke, tj. kocke s to¢kama na svakoj strani takve da

je ukupan broj tocaka na dvjema nasuprotnim uvijek 7.

| 1 ® g @ o .

Koje od prikazanih mreza zadovoljavaju “uvjet zbroja 7?7

Slika 4.4.2.2. Zadatak igrace kockice
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U nastavku aktivnosti ucenici ¢e pomocu zadanih mnogokuta (dijelova mreze)
misaono sastavljati tijela. Primjer zadanih mnogokuta i1 njihov broj mozemo vidjeti na

Slici 4.4.2.3., a neka od rjesSenja su:

e (Cetverostrane prizme: AAAAAA, AABBBB

e (Cetverostrane piramide: ACCCC, AEEEE, BDDEE, BCEEE
e trostrane prizme: AAACC, ABBEE, BBBCC, BBBDD

e trostrane piramide: CCCC, DDDD, CEEE, DDEE, EEEE

4 A 4 B 4 4
4 6 4
6 komada 4 komada 4 komada
6 6 6 6
/D\ /E\
6 4
4 komada 4 komada

Slika 4.4.2.3. Zadani mnogokuti

4.4.3. Aktivnost Vrhovi kocke

Ovom aktivnos¢u ucenici ¢e otkriti da presjek kocke 1 ravnine koja je odredena
toCkama koje su vrhovi kocke, moze biti pravokutnik, kvadrat ili trokut. Aktivnost se
odvija u tro¢lanim skupinama rjeSavanjem zadataka metodom ,,Kolo naokolo*. Ucenici
najprije oblikuju plastelin u kocku. Malo plastelina druge boje postavljaju u polozaj
istaknutih to¢aka M, N i L na slikama s listi¢a. Nakon toga rezanjem plastelina pomocu

noZi¢a koji predstavlja ravninu tako da rez prolazi zadanim to¢kama, uo€avaju moguce
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presjeke kocke ravninom. Potom te presjeke prikazuju na nastavnim listi¢cima. Svaki od
ucenika u skupini dobiva svoj nastavni listi¢ (A, B ili C). Svaki od ucenika na svom
listicu rjeSava a) dio zadatka. Nakon §to zavrSe, listi¢c predaju uceniku do sebe te
rjeSavaju b) dio zadatka na novom listi¢u i kontroliraju a) dio. Nakon rjesavanja b) dijela
zadatka, listi¢ ponovno predaju uceniku do sebe te rjesavaju c) dio zadatka. Nakon §to
zavrse sa zadacima, zajednicki u skupini diskutiraju o dobivenim rjeSenjima. Nakon $to

sve grupe zavrse sa svojim radom slijedi razredna diskusija.

Tocke u zadacima su vrhovi kocke. U a) i b) dijelu zadatka se uvijek dvije tocke
nalaze na istom bridu kocke, a tre¢a tocka se nalazi na drugom kraju dijagonale koju
odreduje jedna od prve dvije tocke. U c) dijelu zadatka, duZine koje spajaju tocke Cine
dijagonale stranice kocke. Ucenici uocavaju da je lik koji je nastao presjekom kocke i

ravnine koja je odredena tockama koje su vrhovi kocke pravokutnik ili trokut.
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Nastavni listi¢ 4.4.3.1. Primjer rjeSenja jednog nastavnog listica
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Nakon toga istrazuju moze li presjek kocke i neke ravnine biti tocka. UoCavaju da

moraju uzeti ravninu koja dodiruje kocku samo u njenom jednom vrhu.

Fecessccasafa ==

et
»* -

Slika 4.4.3.2. Presjek kocke i ravnine tocka

Potom promatraju moze li presjek kocke i1 neke ravnine biti pravac. Uocavaju da
taj slucaj nije moguc jer je pravac beskonacan, a kocka zauzima konacan dio prostora.

No, uocavaju da presjek kocke i1 neke ravnine moze biti duzina, odnosno brid kocke.

Slika 4.4.3.3. Presjek kocke i ravnine duzina

Idu¢i korak je promatranje moze li presjek kocke i neke ravnine biti kvadrat.
Uocavaju da je to moguce ako ravnina prolazi vrhovima koji pripadaju istoj strani kocke

(tada je presjek zapravo strana kocke) ili ako ravnina prolazi tockama koje se nalaze na
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bridovima kocke koje nisu vrhovi te kocke tako da je ravnina paralelna ili okomita na

strane kocke.
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Slika 4.4.3.4. Primjeri presjeka kocke i ravnine je kvadrat

I na samom kraju, kao uvod u sljede¢u aktivnost, ucenici promatraju mogu li se
odabrati tri tocke na kocki tako da presjek ne bude nijedan od likova kojeg su dobili do
sada. Zakljucuju da je to moguce te pomocu plastelina i nozi¢a pokusavaju vidjeti kakve
jos§ presjeke mozemo dobiti. Ova aktivnost doprinosi ostvarivanju odgojno-obrazovnog

ishoda udenja MAT SS C.2.5. MAT SS D.2.3.i MAT SS C.2.6. MAT SS D.2.4.

4.4.4. Aktivnost Ostali presjeci

Cilj ove aktivnosti je otkriti preostale presjeke kocke ravninom pomocu alata
dinamicke geometrije (GeoGebra ili Sketchpad). U€enici najprije crtaju Sest kocaka i na
njima oznacuju tocke P, QO 1 R kao na slikama s listi¢ima. Samostalno istrazuju 1
konstruiraju presjek svake kocke ravninom PQR najprije u alatu dinamicke geometrije, a
potom ih crtaju na nastavnim listi¢ima. Uocavaju da presjekom kocke ravninom mogu
nastati trokut, Cetverokut, peterokut, Sesterokut. Zaklju¢uju da broj vrhova presjeka
kocke ravninom ovisi o poloZaju zadane ravnine u odnosu na Sest strana kocke. Ukoliko
presjek postoji, on moZe biti tocka, duZina, trokut, Cetverokut, peterokut ili najviSe

Sesterokut jer kocka ima Sest strana.
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Nastavni listi¢ 4.4.4.1. Primjer rjeSenja nastavnog listica a), b), c) i d) dio
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7

Nastavni listi¢ 4.4.4.2. Primjer rjeSenja nastavnog listica e) i f) dio

Ucenici potom mijenjanjem polozaja tocaka P, Q i R istrazuju kako se mijenja
presjek kocke i ravnine koja prolazi tim tockama. Uocavaju da kod pomicanja to¢aka
bridovi, odnosno presjeci mogu ,nestati“. U tom sluc¢aju konstrukciju radimo iz druge

perspektive.
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Nastavni listi¢ 4.4.4.3. Primjeri nastalih presjeka pomicanje tocaka

Bilo bi dobro nabaviti plasti¢ni model kocke koji se moZe rastaviti tako da se vide
presjeci te kocke ili taj isti model napraviti od papira kako bi ucenici mogli jo§ lakse
vizualizirati presjeke kocke ravninom. Za demonstraciju i istrazivanje presjeka takoder je
pogodna spuzva za aranziranje cvijec¢a. Dovoljno je ¢vrsta da bi se sve vidjelo, a s druge
strane lijepo se moZe rezati noZem. Analogno, ucenici mogu istrazZiti presjeke ostalih
geometrijskih tijela ravninama. Ova aktivnost doprinosi ostvarivanju odgojno-
obrazovnog ishoda u¢enja MAT SS C.2.5. MAT SS D.2.3. i MAT SS C.2.6. MAT SS
D.2.4.
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4.4.5. Aktivnost Oplosje kugle

U ovoj aktivnosti ucenici ¢e otkriti vezu oplosja kugle s njenim radijusom.
Ucenici ¢e raditi u heterogenim cetveroclanim skupinama. Za provodenje ove aktivnosti
potrebna nam je po jedna naranca, papir i nozi¢ za rezanje voca za svaku od skupina
ucenika. Prvi posao koji ucenici trebaju napraviti je razrezivanje naranc¢e duz njenog
glavnog presjeka (Slika 4.4.5.1.). Nakon toga na papiru trebaju napraviti nekoliko otisaka
presjeka narance, odnosno iscrtati krugove €iji je radijus jednak radijusu narance (Slika
4.4.5.2.). Mogu napraviti na primjer 5 ili 6 takvih otisaka. Potom trebaju oguliti narancu 1
popuniti otiske na papiru njenom korom. Uocit ¢e da mogu popuniti 4 otiska, odnosno 4
kruga (Slika 4.4.5.3.). Ucenici ¢e zakljuciti da je oplosje narance (kugle) jednako
povrsini Cetiriju krugova ¢iji je radijus jednak radijusu narance (kugle). Odnosno, otkrit
¢e formulu za oplogje kugle O = 4r2m. Ulenici ¢e u ovom malom eksperimentu

vizualizirati ¢emu je jednako oplosje kugle. Ova aktivnost doprinosi ostvarivanju

odgojno-obrazovnog ishoda u¢enja MAT OS D.8.2. i MAT SS C.2.6. MAT SS D.2.4.

29

Slika 4.4.5.1. Rezanje narance duz njenog glavnog presjeka

Z8https://mammothmemory.net/images/user/base/Maths/Geometry/circumference%20area%20and%20volu

me/an-orange-is-needed-for-the-orange-experiment.0cb6315.jpg

Phttps://mammothmemory.net/images/user/base/Maths/Geometry/circumference %20area%20and %20volu
me/stage-2-of-the-orange-experiment.3f338b1.jpg
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31

Slika 4.4.5.2. Crtanje otisaka

Slika 4.4.5.3. Popunjavanje otisaka na papiru

3https://mammothmemory.net/images/user/base/Maths/Geometry/circumference %20area%20and %20volu
me/stage-3-of-the-orange-experiment.fd5430f.jpg

3lhttps://mammothmemory.net/images/user/base/Maths/Geometry/circumference %20area%20and %20volu
me/piece-of-paper-with-four-circles-on.ba62425.jpg

3https://mammothmemory.net/images/user/base/Maths/Geometry/circumference%20area%20and %20volu
me/stage-4-of-the-orange-experiment.32723c6.jpg
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4.4.6. Aktivnost Volumen piramide

U ovoj aktivnosti ucenici ¢e otkriti i dokazati formulu za volumen piramide.
Radit ¢e u heterogenim skupinama u obliku radnih centara. U prvom radnom centru
dobivaju po 2 trostrane prizme i 2 trostrane piramide, u drugom 2 Cetverostrane prizme i
2 etverostrane piramide, a u tre¢em 2 peterostrane prizme i 2 peterostrane piramide. Ako
nemamo plastiéne modele piramida i odgovaraju¢ih prizmi (ista baza i ista visina)
mozemo ih izraditi od ¢vrS€eg papira. Prvi zadatak ucCenika je da spare dobivene
piramide 1 prizme prema bazi 1 visini. Potom ¢e pomocu pijeska ili rize odredivati ¢emu

je jednak volumen piramidi. Uocit ¢e da je volumen piramide tri puta manji od volumena

1

prizme, odnosno jednak je tre¢ini volumena prizme: Vyiramige = 3 Vorizme t€ da volumen

piramide ovisi o povrSini njene baze i duljini visine. Potom ¢e u razrednoj diskusiji
pomocu Cavalijerijevog principa otkriti da dvije piramide, koje imaju baze jednakih

povrsina i visine jednakih duljina, imaju jednake volumene.

Slika 4.4.6.1. Cavalijerijev princip za piramidu
Nakon toga slijedi dokaz:

Pogledajmo Sliku 4.4.6.2. Uo¢imo da piramide ABCA; i A;B;C;B imaju sukladne baze i
jednake visine. Zakljucujemo da one imaju isti volumen. Promotrimo sada piramide
BCCi;A1 1 BB;CiA;. UoCimo da ove dvije piramide takoder imaju sukladne baze
(ABCCy = ABB4(C,) i jednake visine (d(A{, BCC{B;). Stoga mozemo zakljuciti da je

volumen svih triju piramida jednak te iznosi tre¢inu obujma prizme ABCA;B;C;.

[]
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Slika 4.4.6.2. Dokaz formule za volumen piramide’

Za dokazivanje ove formule od papira moZemo izraditi 3 trostrane piramide koje
preslagivanjem mozemo sloziti u trostranu prizmu kako bi ucenici lakSe vizualizirali
dokaz. Primjer mozemo vidjeti na Slici 4.4.6.3. Za demonstraciju ovog dokaza mozemo
koristiti 1 neki od GeoGebra appleta dostupnih na internetu ili ga moZemo 1 sami izraditi.
Primjer jednog takvog appleta mozemo vidjeti na Slici 4.4.6.4. Ova aktivnost doprinosi

ostvarivanju odgojno-obrazovnog ishoda uéenja MAT OS D.8.2. i MAT SS C.2.6. MAT
SSD.2.4.

Slika 4.4.6.3. Model piramida za dokaz volumena piramide

33 https://edutorij-admin-api.carnet.hr/storage/extracted/b9455aeb-16ae-4c3a-abb 1 -
da720c38c54d/img/21139-0-prizma-i-jpg-1533199418486.jpg
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Length Rotate VOlUme = 2%67
—.— —_— .
Widtn VOlume - 2*67
—
. Height ) Volume - 2\2%67

Slika 4.4.6.4. Dokaz formule za volumen piramide®*

Slijede aktivnosti u kojima ¢e ucenici sastavljati, istrazivati i crtati tijela od
kockica. Imamo 3 metodicka koraka koja trebamo pro¢i s uenicima. Prvi korak je
sastavljanje tijela (Aktivnost Gradimo), drugi korak su pogledi (Aktivnost Pogledi) 1

tre¢i korak je crtanje u ravnini (Aktivnost Crtamo u ravnini).

4.4.7. Aktivnhost Gradimo

U ovoj aktivnosti u€enici ¢e pomocu kockica slagati zadane gradevine. Radit ¢e
u paru. Ucenici dobivaju sliku gradevine koju trebaju sloziti te je potom pomocu kockica
slazu. Na Slici 4.4.7.1. mozemo vidjeti primjer dviju gradevina koje ucenici mogu
slagati. Nakon §to sloze zadane gradevine, moZzemo im zadati zadatak da sami sloze
proizvoljnu gradevinu pomoc¢u odredenog broj kocaka. Na primjer trebaju sloZiti
gradevinu koja se sastoji od 10 kocaka. Nakon S$to svi parovi sloZe svoje gradevine,
predstavit ¢e svoje gradevine te ¢e u razrednoj diskusiji komentirati sli¢nosti 1 razlike.
Ova aktivnost doprinosi ostvarivanju odgojno-obrazovnog ishoda u¢enja MAT OS D.8.2.

i MAT SS C.2.6. MAT SS D.2.4.

34 https://www.geogebra.org/resource/saEWG62C/DQSEBgEGgvVQHV VL/material-saEWG62C.png
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Slika 4.4.7.1. Primjer gradevina koje ucenici trebaju sloziti

4.4.8. Aktivnost Brojimo kockice

Cilj ove aktivnosti je prebrojati od koliko kockica se sastoji gradevina i
izraCunati koliko ih jo$ nedostaje da bi poprimila trazeni oblik. Suradni¢kim radom u
skupinama, ucenici ¢e rjeSavati nastavne listi¢e. Primjer listi¢a za jednu skupinu uc¢enika
je Nastavni listi¢ 4.4.8.1. Crvenom bojom na listi¢u su prikazana rjeSenja. U razrednoj
diskusiji treba komentirati strategije kojima su ucenici prebrojavali kockice. Na primjer,
u 2. zadatku dio ucenika je mozda brojao koliko kockica nedostaje u svakom redu te
potom izbrojao koliko kockica ukupno nedostaje dok je drugi dio ucenika moZda
izracunao koliko bi kockica imala cijela kocka te potom od toga broja oduzeo broj
kockica iz 1. zadatka. Mozemo im zadati da u paru racunaju koliko kockica nedostaje
tako da jedan ucenik koristi prvu strategiju, a drugi ucenik drugu strategiju te se potom
zamjene. Na taj nacin ¢e uvidjeti koja je strategija bila brza i efikasnija. Neki u€enici bi
mogli imati problema u brojanju kockica jer moraju misaono vizualizirati kockice koje se
ne vide na slici. Takvim ufenicima mozemo dati moguénost da od kockica najprije
prikazu ovu gradevinu, a potom rijeSe listic. Ova aktivnost doprinosi ostvarivanju

odgojno-obrazovnog ishoda uéenja MAT OS D.8.2.i MAT SS C.2.6. MAT SS D.2.4.
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Nastavni listié

1. Izbroji od koliko kocaka se sastoji prikazana gradevina.
24
2. Zelimo da gradevina ima oblik kocke.
Koliko kocaka nam nedostaje kako bismo to postigli?
40
3. Zelimo da gradevina ima oblik kvadra ¢&iji su svi bridovi razli¢itih duljina
Koliko kocaka nam nedostaje kako bismo to postigli?

96

Nastavni listi¢ 4.4.8.1.

4.4.9. Aktivnost Pogledi

U ovoj aktivnosti uéenici ¢e na temelju tlocrta gradevine i zadanih visina pomocu
kockica slagati gradevinu 1 odrediti poglede. Ucenici ¢e ovu aktivnost raditi u parovima.
Prvi zadatak je da pomocu tlocrta gradevine kockicama izgrade gradevinu. Brojevi na
kvadrati¢ima tlocrta predstavljaju visinu gradevine odnosno broj kocaka koje trebaju
sloziti na tom mjestu. Primjer jednog tlocrta koji mozemo zadati u¢enicima vidimo na

Slici 4.4.9.1., a rjeSenje zadatka na Slici 4.4.9.2.
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Slika 4.4.9.1. Primjer gradevina koje ucenici trebaju sloZiti

Slika 4.4.9.2. Gradevina ciji je tlocrta zadana na Slici 4.4.9.1.

Nakon §to izgrade gradevinu zadatak im je da nacrtaju poglede na gradevinu
sprijeda, straga, slijeva i zdesna. Poglede mogu crtati u kvadratnoj mrezi tocaka. Na Slici
4.49.3. mozemo vidjeti poglede na gradevinu iz prethodnog dijela zadatka. Potom
ucenicima zadajemo obrnuti zadatak. Zadamo im prvo poglede sprijeda, straga, slijeva i

zdesna od koji potom trebaju sastaviti gradevinu i odrediti njezin tlocrt s visinama.

Kod zadavanja gradevina treba voditi racuna o tome da se krene s jednostavnijim
gradevinama. To na primjer moze biti gradevina koja se sastoji od sveukupno 5 kocaka
pri ¢emu jedan stupac ide u visinu, odnosno cetiri kocke se nalaze u istoj ravnini, a peta
se nalazi na jednoj od prve Cetiri. Nakon $to ucenici izvjezbaju gradnju gradevina i
odredivanje pogleda na opisanim gradevinama, postupno im zadajemo kompliciranije

gradevine kao u prethodnom primjeru. Dio ucenika ¢e zasigurno imati problema s
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odredivanjem pogleda i gradnjom gradevina, dok ¢e neki biti u stanju odrediti poglede
gradevine samo pomocu tlocrta 1 zadanih visina, bez slaganja kockica. Upravo zbog toga
su ovakve aktivnosti vazne u razvoju prostornog zora i procjeni Van Hiele razine
geometrijskog misljenja kod ucenika. Ova aktivnost doprinosi ostvarivanju odgojno-

obrazovnog ishoda uéenja MAT OS D.8.2.i MAT SS C.2.6. MAT SS D.2.4.

POGLED SPRIJEDA POGLED STRAGA

POGLED SLIJEVA POGLED ZDESNA

Slika 4.4.9.3. Pogledi na gradevinu sa Slike 4.4.9.2.

4.4.10. Aktivhost Crtamo u ravnini

U ovoj aktivnosti u€enici ¢e crtati gradevine u trokutastoj ravnini tocaka. Ova
aktivnost se sastoji od 3 dijela. U prvom dijelu ¢e ucenici dobiti sliku gradevine i njen
tlocrt te ¢e na temelju toga crtati gradevinu u trokutastoj ravnini tocaka. U drugom dijelu
aktivnosti ¢e dobiti samo sliku gradevine te ¢e za nju odrediti najprije tlocrt, a potom
nacrtati gradevinu u trokutastoj ravnini to¢aka. U tre¢em dijelu aktivnosti ucenici ¢e
dobiti samo tlocrt gradevine pomocu kojeg ¢e crtati gradevinu u trokutastoj ravnini
toCaka. Primjer zadatka 1 njegovog rjesSenja za prvi dio aktivnosti mozemo vidjeti na Slici
4.4.10.1. Vazno je krenuti sa Sto jednostavnijim gradevinama kako bi ucenici postupno

dosli do crtanja kompliciranijih gradevina u trokutastoj ravnini toaka. Ova aktivnost
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doprinosi ostvarivanju odgojno-obrazovnog ishoda uéenja MAT OS D.8.2. i MAT SS
C.2.6. MAT SS D.2.4,

= Mll\J

Slika 4.4.10.1. Primjer zadatka i rjeSenja za prvi dio aktivnosti

Kako bi ucenici razvijali svoj prostorni zor, u nastavu matematiku potrebno je
ukljuciti Sto viSe zadataka misaonog preslagivanja i slaganja te odredivanja misaonih
presjeka. To mogu biti zadaci u kojima ucenici moraju misaono presloziti kockice ili
neke druge slagalice kako bi dobili trazeni oblik pri ¢emu nemaju fizicke slagalice pred
sobom, ve¢ moraju zamisljati. Misaono rezanje ili preslagivanje papira takoder moze biti
vrlo zna¢ajno u razvijanju prostornog zora. Matematicko natjecanje Klokan bez granica
koje se provodi u vise od 80 drzava cijelog svijeta vrlo esto ima zadatke na ovu temu.

Primjere nekih zadataka s upravo tog natjecanja mozemo vidjeti na Slikama 4.4.1.,4.4.2.,
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443.,444.,445.,446.,44.7.,44.8.14.4.9. Ovakve zadatke uvijek mozemo ukljuciti

u redovnu ili dodatnu nastavu matematike.

8. Franjo je izgradio toranj kao na slici desno.
Sto ¢e Franjo vidjeti ako pogleda toranj odozgo?

A) B) @ D) E)

@ |:| =] ]

Slika 4.4.1. Klokan bez granica: Ecolier (IV. i V. razred OS); 2022. godine %

8. Kocka dimenzije 3 x 3 x 3 sastavljena je od bijelih, sivih i crnih kocaka dimenzije 1 x 1 x 1, kao 5to je
prikazano na prvoj slici. Sljedece dvije slike prikazuju bijeli i crni dio kocke. Koja slika prikazuje sivi dio te
kocke?

A) [ B)f:‘ y ) D)IEI ) E)F[

Rjelenje: E

Crni i bijeli dio kocke vidljivi su na kocki. Od sivog dijela vidimo samo dio koji je na tlocrtu, nacrtu i
bokocrtu kocke. Promotrimo tlocrt, nacrt 1 bokocrt kocke, te na njemu istaknimo samo njegov sivi dio.
tlocrt nacrt bokocrt

Tlocrt odgovara slikama A, B, CiE.

Nacrt odgovara slikama B, C, D i E.
Bokocrt odgovara slikama D 1 E.

Zato je sivi dio te kocke prikazan na slici E.

Slika 4.4.2. Klokan bez granica: Cadet (8.r. OSi 1.r. SS); 2021. godine®

35 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2022/ecolier-2022-rj.pdf
36 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2021/cadet-2021-zad.pdf
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12. Na komadu prozirnog papira nacrtan je uzorak kao §to je prikazano na slici. Potom je papir
dva puta presavinut. Kako izgleda presavinuti papir?

A)

B) C) D) E)

RjeSenje: A

Nakon prvog presavijanja papir izgleda ovako:

/
S5 N
| Nakon jos jednog presavijanja papir izgleda ovako:

Dakle, rjesenje je slika A).

Slika 4.4.3. Klokan bez granica: Benjamin (VI. i VII. razred OS); 2022. godine’’

15. Barbara je dva puta presavila kvadratni komad papira i onda ga je dva puta prerezala kao na slici. Koliko je

dijelova papira dobila?

) = e

A)6 B) 8 )9 D) 12 E) 16

RjeSenje: C

Isprekidanom linijom oznac¢imo mjesto presavijanja po¢etnog papira i istaknimo linije po kojima je Barbara
rezala papir. Rezanjem je dobila 4 manja kvadrata, 4 pravokutnika koja se sastoje od takva dva manja kvadrata 1
1 kvadrat sastavljen od Cetiri takva manja kvadrata. Ukupno je dobila 4 + 4 + 1 = 9 dijelova papira.

m
Ly

Slika 4.4.4. Klokan bez granica: Cadet (8.r. OS'i 1.r. SS); 2019. godine’®

37 http:

//www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2022/benjamin-2022-rj.pdf

38 hitp:

/Iwww .antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2022/cadet-2022-rj.pdf
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24. Komad kartona prikazan na slici desno sloZen je u kutiju2 x I x 1.
Koja slika prikazuje tu kutiju?

W O 009 O (@0 (]

A)

RjeSenje: B

Slika 4.4.5. Klokan bez granica: Ecolier (IV. i V. razred OS); 2019. godine*

5. Crno-bijela gusjenica prikazana na slici sklupCala se da bi malo odspavala. Kako bi tako skluptana mogla
izgledati?

eCe 90
("‘ YTy
| ( )
A) % B) % Q) u!&) D) .& E) J

Rjefenje: A
Jedino je u prvom ponudenom obliku moguée povezati crne 1 bijele dijelove naizmjeniéno w

neprekinutom crtom. Dakle, rjeSenje je A).

Slika 4.4.6. Klokan bez granica: Cadet (8.r. OS'i 1.r. SS); 2022. godine*

11. Imamo dva jednaka kvadrata (vidi sliku), koje zalijepimo jedan na drugi.
Koji od sljedecih likova ne mozemo dobiti?

A_l. B) | C)- D)' E) I

Rjedenje A

Slika 4.4.7. Klokan bez granica: Benjamin (VL. i VII. razred OS); 2016*!

3 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2019/ecolier-2019-rj.pdf
40 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2022/cadet-2022-rj.pdf
4! http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2016/benjamin-2016-rj.pdf
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13. S kojom od slijedec¢ih mreza ne mozemo sastaviti kocku?

1 2 3 -4 5

A) mreza | B) mreza 2 C) mreza 3 D) mreza 4 E) mreza 5
Rjesenje C

Slika 4.4.8. Klokan bez granica: Cadet (8.r. OS'i 1.r. SS); 2013. godine*

H
19. Kocka na slici presjec¢ena je ravninom koja prolazi kroz tri vrha susjedna vrhu A, E
to su vrhovi D, E 1 B. Sli¢no, kocku sijeku ravnine koje prolaze kroz tri susjedna "
vrha svakog od preostalih sedam vrhova. Kako 1zgleda onaj dio tako prerezane B
kocke koji sadrZi centar kocke?
F
C B
A) B) C) D) E)
Centar kocke
nalazi se u
nekoliko
dijelova.

RjeSenje: A

Slika 4.4.9. Klokan bez granica: Student (4.r. SS); 2013. godine™

42 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2013/cadet-2013-1j.pdf
43 http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/klokan/2013/student-2013-rj.pdf
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5. 3D PRINTANIJE U NASTAVI MATEMATIKE

Jo§ do nedavno nismo mogli ni zamisliti stroj koji ¢e isprintati trodimenzionalni
model koji smo sami nacrtali, a danas 3D printeri doslovno mijenjaju svijet. Pomoc¢u 3D
printera izraduju se proteze, umjetne kosti, koZa, organi, hrana, kuce, automobili...
Izraduju se razni prototipovi, provode se istraZzivanja koja su do nedavno bila
nezamisliva, nude se nova inovativna rjeSenja. Sve zahvaljuju¢i 3D tehnologiji koja se

jos uvijek razvija i nije dosegla svoj puni potencijal.

S obzirom na to da se tehnologija svakim danom sve vise razvija, ona je postala
1 sve lakSe fizicki dostupna i financijski prihvatljivija. Osim S§to joj moZemo lako
pristupiti, sve se viSe prilagodava te je vrlo jednostavno nauciti koristite se njome. Ne
moramo imati velika znanja niti znati kako tehnologija funkcionira da bi se mogli njome
sluziti. Vrlo ¢esto su nam dostupni besplatni online alati 1 programi, a educirati se moze

putem online tutorijala i lekcija.

Pristup 3D printerima otvorio je mnoge mogucénosti 1 u nastavi matematike. Ne
samo da nam je pristup 3D printerima omogucio izradu ucila i alata koji nam olakSavaju

razumijevanje matematickih koncepata, ve¢ i razvoj kreativnosti i inovativnosti kod
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ucenika i upoznavanje s tehnologijama koje ¢e im u buduénosti koristiti. Ideje ucenika
pretvaraju se u stvarnost dok u isto vrijeme uce i1 razvijaju svoje vjestine na zanimljiv i

zabavan nadin.

Sam postupak 3D printanja je vrlo jednostavan. Prvi korak je napraviti 3D
model u nekom od programa. Jedan od besplatnih online programa koji je vrlo je
jednostavan za koriStenje je TinkerCAD. Crtanje u TinkerCAD-u vrlo je jednostavno i
ucenici ga mogu vrlo brzo savladati. Na Slici 5.1. mozemo vidjeti kako izgleda prazna
radna ploha u ovom programu. Nakon $to je model spreman, pripremamo ga za printanje.
To se postize rastavljanjem modela na mnogo tankih horizontalnih slojeva pomocu
softvera. Jedan od softvera koji moZemo koristiti je Ultimaker Cura. Prije samog
printanja podeSavamo parametre kao Sto su debljina slojeva printanja i temperatura.
Nakon toga model se pomo¢u USB-a ili Wi-fi-ja Salje s racunala na 3D printer te poc¢inje
printanje. Jedan od printera koji je lako dostupan 1 financijski prihvatljiv je Creality

Ender 3 S1. Mozemo ga vidjeti na Slici 5.2.

Eu Piramida nél 3 e 5;'00
& © oo, || oo || 5t
H L &

: Q

g 06

, 8 @ &

o 4 @

a B o

Slika 2.1. Prazna radna ploha u TinkerCAD-u
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Slika 5.2. 3D printer Creality Ender 3 S1**

Na lijevoj strani ekrana u TinkerCAD-u nalazi se gumbi¢ koji nam omogucava
da nacrtani model vidimo iz svih kutova. Osim pomoc¢u tog gumbica, to moZemo uciniti 1
drzanjem desne tipke misa. Tijelo moZemo rotirati u svim smjerovima. Primjer kako
izgledaju pogledi jednog valjka u TinkerCAD-u mozemo vidjeti na Slikama 5.3., 5.4. i
5.5. Ova opcija je jako vazna jer omogucava vizualizaciju 3D modela te na taj nacin

pomaze u razvijanju prostornog zora.

Slika 5.3. Pogled odozgo na valjak u TinkerCAD-u

“ hitps://c-3d.niceshops.com/upload/image/product/large/default/19605 6d68d2al.512x512.png
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Slika 5.4. Pogled sprijeda valjka u TinkerCAD-u

Slika 5.5. UkoSeni pogled odozgo na valjak u TinkerCAD-u

Pomocu 3D printera moZemo izraditi razna ucila i alate koji nam mogu pomo¢i u
nastavi matematike. Mozemo izraditi modele geometrijskih tijela (valjak, stozac, sve
vrste prizmi i piramida). Tijela mogu biti Suplja kako bi ih mogli koristiti za mjerenje
njihovog volumena, ali i zbog ustede materijala koji koristimo za printanje. Primjer takve
cetverostrane i trostrane piramide mozemo vidjeti na Slici 5.6. MoZemo izraditi modele
dijelove kocke koji nastaju presjekom kocke ravninom. Primjer dva takva modela
mozemo vidjeti na Slici 5.7. Jo$ jedan model koji bismo mogli izraditi je model piramida
iz Aktivnosti Volumen piramide kako bi ucenici mogli slagati te piramide u prizmu i

vizualizirati dokaz.
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Slika 5.6. Primjer Suplje Cetverostrane i trostrane piramide

Slika 5.7. Primjer presjeka kocke i ravnine kada je presjek peterokut i trokut

Pomoc¢u 3D printera mozemo izraditi geometrijske plocice (Slika 5.8.) i ploCice za

Tangram (Slika 5.9.)
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Slika 5.8. Geometrijske plocice

Slika 5.9. Plocice za Tangram

S obzirom na to da moZda nemamo mogucénost koristiti racunala na nastavi
matematike ili nemamo vremena za implementiranje 3D modeliranja u nastavu pomocéu
3D printera, za ucenike mozemo pripremiti radionice na tu temu. Na prvoj radionici se
ucenici upoznaju s alatom za 3D modeliranje 1 njegovim mogucnostima te upoznaju 3D
printer. Pustimo ih da sami istrazuju kako se crtaju objekti, mijenjaju njihove dimenzije 1
poloZzaj. MoZemo im zadati zadatak da osmisle neki 3D model po slobodnom izboru. Na
taj nacin ¢e moci izraziti svoju kreativnost dok ¢e u isto vrijeme uciti nesto novo. Na
primjer mogu izraditi maketu dvorca ili neke gradevine. Jedan primjer takvog 3D modela

mozemo vidjeti na Slici 5.10.
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Slika 5.10. Primjer makete dvorca

U Bozi¢no vrijeme mozemo organizirati radionicu na kojoj ¢e ucenici izradivati
ukrase za bor. Ucenicima treba dati Sto viSe slobode u izboru i osmisljavanju dizajna.
MozZemo im samo re¢i temu, a oni ¢e samostalno osmisliti boZi¢ne ukrase. Mogu prvo na
papiru olovkom skicirati svoj dizajn, a tek potom ga crtati u programu i svoje ideje
prenijeti najprije u 3D model na racunalu, a potom isprintati i prenijeti ih u stvarnost.
Ovakvi modeli su vrlo jednostavni i nisu veliki §to omogucava brz ispis. Mana 3D
printera je Sto im za ispis vecih 3D modela treba puno vremena. I po nekoliko sati. Dok
je za jedan ovakav model potrebno oko 50 minuta. Jos jedna prednost ovakvih modela je
da ne iziskuju veliku koli¢inu materijala koju ¢e printer potrositi za njihovo ispisivanje.

Primjer jednog andela za bor moZemo vidjeti na Slici 5.11.
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Slika 5.11. Primjer ukrasa za bor

Jo§ jedna od jednostavnih radionica koje mozemo organizirati je izrada natpisa za
torte. Na ovoj radionici ucenici ¢e nauciti kako implementirati razne fontove u
TinkerCAD te ih potom primjenjivati pri izradi svojih 3D modela. Primjer jednog takvog
natpisa mozemo vidjeti na Slici 5.12. Na jednoj od sljedec¢ih radionica mogu izradivati

privjeske. Primjer jednog privjeska mozemo vidjeti na Slici 5.13.

<L@@ﬁj@§

Slika 5.13. Privjesak

Slika 5.12. Natpis za tortu Sretan rodendan

Malo zahtjevnija radionica koju mozemo provesti s ucenicima moze biti izrada
neke igre. Ovu radionicu mozZemo podijeliti 1 na viSe manjih radionica kako bi ucenici $to

kvalitetnije napraviti sve zadatke. Na primjer mogu izraditi Covje¢e ne ljuti se,
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Monopoly svog mjesta ili grada, Sah ili osmisliti neku novu igru za koju ¢e sami osmisliti
pravila. U peteroClanim skupinama suraduju, dogovaraju se i dijele posao. Ucenici
trebaju osmisliti cijeli koncept igre, pravila, izraditi plocu, figure, kockice. Najprije na
papiru izrade plan i skiciraju igru, a potom crtaju 3D modele te ih printaju. Svaki ucenik
moze biti zaduzen za dio posla, a medusobno moraju suradivati kako bi uspjes$no odradili
zadatak. Radionice moZemo osmisliti tako da svaka skupina ucCenika (ili po dvije
skupine, ovisno o tome koliko ucenika sudjeluje) izraduje svoju igru kako bi imali Sto
vise razlicitih igara koje bi ucenici mogli igrati u Skoli. Nakon S§to se sve igre zavrse,

ucenici ih odigraju.

Na Slici 5.14. mozemo vidjeti neke predmete isprintane pomocu 3D printera.

Slika 5.14. Predmeti isprintani pomocu 3D printera (dvorac, natpis za tortu,

privjesak, andeo i valjak)
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SAZETAK

U ovom diplomskom radu povezujemo razvoj prostornog zora s Van Hiele
modelom razvoja geometrijskog misljenja. U uvodnom dijelu ukratko smo opisali §to je
geometrija, ¢ime se bavi 1 koji je njezin znacaj te se osvrnuli na zastupljenost geometrije
u Nacionalnom matematickom kurikulumu. Opisali smo Van Hiele teoriju geometrijskog
miSljenja te njenu primjenu u nastavi matematike. Zatim smo razradili niz aktivnosti
primjerenih u¢enicima osnovne 1 srednje Skole kojima ucenici razvijaju prostorni zor s
osobitim naglaskom na kvalitativna svojstva i povezivanje dvodimenzionalnih i
trodimenzionalnih geometrijskih objekata te njihove transformacije. Za svaku aktivnost
je razraden oblik rada, tijek aktivnosti, dani su primjeri nastavnih listia i rjeSenja te
zakljucci do kojih ucenici trebaju do¢i. Na kraju smo opisali mogucénosti primjene 3D

printanja u nastavi matematike.
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SUMMARY

In this thesis, we connect the development of spatial vision with the Van Hiele
model of geometric thinking. In the introduction, we briefly described what geometry is,
what it deals with, and its importance, as well as the representation of geometry in the
National Mathematics Curriculum. We described the Van Hiele theory of geometric
thinking and its application in mathematics education. Furthermore, we developed a
series of activities suitable for elementary and high school students through which
students develop spatial vision with a special emphasis on qualitative properties and the
connection between two-dimensional and three-dimensional geometric objects and their
transformations. For each activity, we elaborated the form of work, the course of the
activity, examples of worksheets and its solutions, as well as the conclusions that
students should arrive at. Finally, we described the possibilities of applying 3D printing

in mathematics education.
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