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Uvod

U ovom diplomskom radu prouc¢avamo neke aspekte integrabilnosti.

U prvom poglavlju definiramo omedenu funkciju te zatim definiramo pojmove gornje i
donje Darbouxove sume funkcije na segmentu. Zatim definiramo donji 1 gornji integral te
pojam integrabilne funkcije na segmentu. Dajemo primjere integrabilnih funkcija te doka-
zujemo da je donji integral funkcije f na [a, c] jednak zbroju donjeg integrala funkcije f na
[a, b] 1 donjeg integrala funkcije f na [b, c] pri Cemu je a < b < c¢. Nadalje, dokazujemo da
isto vrijedi za gornje integrale pri ¢emu nalazimo vezu izmedu donjeg integrala funkcije f
1 gornjeg integrala funkcije —f. Na kraju dokazujemo da je svaka donja Darbouxova suma
funkcije f manja ili jednaka od svake gornje Darbouxove sume funkcije f, a Sto nas vodi
do zakljucka da je donji integral od f manji ili jednak od gornjeg integrala od f.

U drugom poglavlju prou¢avamo neprekidne funkcije. Dokazujemo da je svaka ne-
prekidna funkcija na segmentu uniformno neprekidna. Nadalje, dokazujemo da je svaka
neprekidna funkcija na segmentu omedena te da je, Cak StoviSe, integrabilna. Dajemo pri-
mjere funkcije na segmentu koja je integrabilna, ali nije neprekidna. Na kraju dokazujemo
da je integral funkcije f na [a, b] manji ili jednak od integrala funkcije g na [a, b] ako je
f(x) < g(x),Vx € [a,b]. Dokazujemo i da vrijedi stroga nejednakost izmedu integrala ako
su funkcije neprekidne te ako je f(xy) < g(xo) za neki xy € [a, b].






Poglavlje 1

Integrabilne funkcije

1.1 Omedene funkcije

Definicija 1.1.1. Neka je S C R, a € R. KaZemo da je a gornja meda skupa S ako vrijedi
x<a,Vx €S. NekajeS CR. KaZemo da je S odozgo omeden ako ima gornju medu. Neka
je SC R, aeR Kazemo da je a supremum skupa S ako vrijedi:

1) x<aVxes§
2) a < b, za svaku gornju medu b skupa S .

Primjer 1.1.2. Ako supremum skupa S postoji, on je jedinstven. Pretpostavimo da su a; i
a, supremumi skupa S. Posto je ay supremum od S, a a, gornja meda od S, vrijedi a, < a,.
Posve analogno dobivamo a, < ay. Stoga je a; = a,. Ovo znaci da je supremum skupa,
ako postoji, jedinstven. Ako supremum skupa S postoji onda ga oznacavamo sa sup S.

Primjer 1.1.3. Neka je S = (—00,0). Tvrdimo da je O supremum skupa S. OCito je 0
gornja meda skupa S. Pretpostavimo da je b gornja meda skupa S. Zelimo dokazati da je
0 < b. Pretpostavimo suprotno, odnosno b < 0. Tada slijedi da postoji x € R takav da je
b < x <0.1Izx <0 slijedi da je x € S. Buduci da je b gornja meda od S, vrijedi x < b.
Ovo je nemoguce zbog b < x < 0. Stoga je 0 < b. Time smo dokazali da je 0 supremum
skupa S'.

Aksiom potpunosti
Neka su A 1 B neprazni podskupovi od R takvi da je x < y za svaki x € Aizasvakiy € B.
Tada postoji z € Rtakvidajex < zzasvakix€ Aiz<yzasvakiy € B.

Propozicija 1.1.4. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada S ima supre-
mum.
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Dokaz. Neka je G skup svih gornjih meda od §. Budu¢i da je S odozgo omeden, postoji
gornja meda a od S paslijedi a € G. Stoga je G # (. 1z definicije od G jasno jedaje x <y
za svaki x € § 1 za svaki y € G. Prema aksiomu potpunosti slijedi da postoji z € R takvi
dajex <z,Vxe S iz<y,VyeG. Iz prve nejednakosti slijedi da je z gornja meda od S,
a iz druge nejednakosti slijedi da je z < b za svaku gornju medu b od §. Prema tome z je
supremum skupa S. O

Definicija 1.1.5. Neka je S C R te neka je a € R. KaZemo da je a donja meda skupa S ako
vrijedia < x,¥x € S. Neka je S C R. KaZemo da je S odozdo omeden skup ako ima donju
medu. Neka je S C R te neka je a € R. Kazemo da je a infimum skupa S ako vrijedi:

1) a<x,¥xeS§
2) b < a, za svaku donju medu b skupa S .

Primjer 1.1.6. Ako infimum skupa S postoji, onda je on jedinstven. Pretpostavimo da su
ay i ay infimumi skupa S. Posto je ay infimum od S, a a; donja meda od S, vrijedi a; < a.
Posve analogno dobivamo a, < a,. Stoga je a; = a,. Ovo znaci da je infimum skupa, ako
postoji, jedinstven. Ako infimum skupa S postoji onda ga oznacavamo s inf S.

Primjer 1.1.7. Neka je S = (0, o). Tvrdimo da je O infimum skupa S . Jasno je da je 0 donja
meda skupa S. Neka je b donja meda skupa S. Zelimo dokazati da je b < 0. Pretpostavimo
suprotno, odnosno da je b > 0. Odaberimo x € R takav da vrijedi 0 < x < b. Iz ovog
vidimo da je x € S pa je b < x jer je b donja meda skupa S. No, ovo je u kontradikciji s
0 < x < b. Stoga je b < 0. Prema tome, 0 je infimum skupa S .

Propozicija 1.1.8. Neka je S neprazan odozdo omeden podskup odR. Tada S ima infimum.

Dokaz. Neka je D skup svih donjih meda od S. Bududi da je S odozdo omeden, postoji
donja meda a od S pa slijedi @ € D. Stoga je D # (. 1z definicije od D jasno je da je
y < x,¥y € D,¥x € §. Prema aksiomu potpunosti, postoji z € R takavday < z,Vy € D
1z < x,¥x € §. Iz druge jednakosti slijedi da je z donja meda od S, a iz prve jednakosti
slijedi da je y < z za svaku donju medu y od S. Prema tome, z je infimum skupa S . O

Definicija 1.1.9. Neka je X podskup od R. KaZemo da je X omeden skup ako je X omeden
odozdo i odozgo.

Napomena 1.1.10. Neka su A, B C R takvi da je A C B.
1) Pretpostavimo da je B odozgo omeden skup. Tada je i A odozgo omeden skup.
2) Pretpostavimo da je B odozdo omeden skup. Tada je i A odozdo omeden skup.

3) Pretpostavimo da je B omeden skup. Tada je i A omeden skup.
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Napomena 1.1.11. Neka su A i B neprazni odozgo omedeni podskupovi od R takvi da je
A C B. Tada je sup A < sup B. Naime sup B je gornja meda od B pa je sup B gornja meda
od A. Iz definicije supremuma od A slijedi sup A < sup B.

Napomena 1.1.12. Neka su A i B neprazni odozdo omedeni podskupovi od R takvi da je
A C B. Tada je inf B < inf A. To vidimo sli¢cno kao u napomeni 1.1.11. Naime, inf B
je donja meda od B pa je inf B donja meda od A. Iz definicije infimuma od A slijedi
inf B < inf A.

Propozicija 1.1.13. Neka je X podskup od R. Tada je X omeden skup ako i samo ako
postoji M > 0 takav da je |x| < M,Vx € X.

Dokaz. Pretpostavimo da je X omeden skup. Tada postoji gornja meda a skupa X i postoji
donja meda b skupa X. Prema tome, za svaki x € X vrijedi

b<x (1.1)

x < a.

Definirajmo M := max{|b|, |a|}. Neka je x € X. Tadaje x < a < |a| < M, dakle x < M. S
druge strane, koristeci (1.1) dobivamo —x < —b < | - b| < |b| < M, dakle —x < M. Prema
tome, imamo x < M i —x < M. Po definiciji apsolutne vrijednosti slijedi [x| < M. Stoga je
|x| < M + 1. Dakle, za svaki x € X vrijedi |x| < M + 1. Iz definicije od M jasno je da je
M >0, stogaje M +1 > 0.

Obratno, pretpostavimo da postoji M > 0 takav da je [x| < M, Vx € X. 1z ovoga slijedi
daje -M < x < M,Vx € X. Ovo znaci da je —M donja meda skupa X, a da je M gornja
meda skupa X. Prema tome, X je omeden skup. O

Definicija 1.1.14. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija. KaZemo da je f omedena
funkcija ako je skup {f(x) : x € S} omeden.

Napomena 1.1.15. Pretpostavimo da je S C Rtedaje f : S — R omedena funkcija. Neka
jeT C S, T # 0. Tada je f|T(x) : T — R omedena funkcija. Naime vrijedi {f|T(x) | x €
TYy={f(x)|xeT}C{f(x)| x €S} paiznapomene 1.1.10. 3) slijedi da je {f|T(x) | xe T}

omeden skup. Prema tome f|T : T — R je omedena funkcija.

Definicija 1.1.16. Neka su a,b € R takvi da je a < b. Neka je n € N te neka su x, ..., X, €
R takvida je a = xo < x; < -+ < X,_1 < X, = b. Tada za konacan niz x, . . ., x, kazemo da
je subdivizija segmenta [a, b].
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Definicija 1.1.17. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija. Neka je T C S. KaZemo
da je funkcija f omedena na skupu T ako je skup {f(x) : x € T} omeden. Uocimo da ako
je T neprazan skup vrijedi sljedeca ekvivalencija: f je omedena na T ako i samo ako je
f|T : T — R omedena funkcija.

Definicija 1.1.18. Neka je X C R te neka je f : X — R funkcija. Pretpostavimo da su
a,b € R takvi da je a < b te da je f omedena na |a,b]. Neka je xo,...,x, subdivizija
segmenta [a,b]. Za i € {0,...,n — 1} vrijedi da je [x;, x;11] C [a, b] pa imamo da je f
omedena na [x;, x;11), tj. skup { f(x) | x € [x;, xiy1]} je omeden pa definiramo

=inf{f(x) | x € [xi, Xis11}

M; := sup{f(x) | x € [x;, xir11}.

Definirajmo

n—1

s = mi(Xit1 — X;)

i=0
te

n—1

Mt(xH—l

i=0

Za s kaZemo da je donja Darbouxova suma od f na [a, b] (odredena subdivizijom x, . . . , X,),

a za S kaZemo da je gornja Darbouxova suma od f na |a,b] (odredena subdivizijom
X0s+ v v s Xp).

Propozicija 1.1.19. Neka je X C R te neka je f : X — R funkcija. Pretpostavimo da
sua,b € R takvi da je a < b te da je f omedena na |a,b). Neka je D skup svih donjih
Darbouxovih suma od f na [a, b] te neka je G skup svih gornjih Darbouxovih suma od f
na [a, b]. Tada je skup D odozgo omeden, a skup G odozdo omeden.

Dokaz. Budu¢i da je funkcija f omedena na [a, b], postoji gornja meda K skupa {f(x) | x €

[a, b]}. Dakle, za svaki x € [a, b] vrijedi f(x) < K. Neka je s € D. Tada postoji subdivizija
n—1

Xo, - - -, X, SEZMenta [a, b] takva da je s = Z m;(x;41 — X;), pri Cemu je m; = inf{f(x) | x €
i=0

[xi, xi+1]} zasvakii € {0,...,n — 1}. Nekajei € {0,...,n — 1}. Tada imamo

m; < f(x,') <K
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Prema tome m; < K, Vi € {0,...,n— 1}. Vrijedi
n—1
s = mi(Xit1 — X;)
i=0
n—1
< K(xis1 — x)

(=]

i=

n—1
= KZ(XHI - X;)
i=0

=K@ —Xxo+X2—X1+X3 =X+ -+ X — Xp_1)
= K(x, — x9) = K(b — a).
Dakle, s < K(b — a). Time smo dokazali da je K(b — a) gornja meda skupa D.

S druge strane iz Cinjenice da je { f(x) | x € [a, b]} omeden slijedi da postoji L € R takav
daje L < f(x),VYx € [a,b]. Neka je S € G. Tada postoji subdivizija x, ..., x, segmenta

n—1
[a,b] takvadaje S = Z M;(x;y1 — x;), pri Cemu za svaki i € {0,...,n — 1} vrijedi
i=0

M; > f(x;) > L,
odnosno M; > L pa imamo

n—1

S = Z Mi(xiv1 — x;)

i=0

=Lxi—Xxo+x2—X1+x3—X2+ -+ Xy — X-1)
= L(x, — xo) = L(b — a).

Prema tome S > L(b — a) iz ¢ega vidimo da je L(b — a) donja meda skupa G. O

1.2 Integrabilnost

Definicija 1.2.1. Neka je f : X — R funkcija pri cemu je X C R, te neka su a,b € R,
a < b takvi da je f omedena na [a,b). Neka je D skup svih donjih Darbouxovih suma
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od f na [a,b] te neka je G skup svih gornjih Darbouxovih suma od f na |a,b). Prema
prethodnoj propoziciji D je omeden odozgo, a G je omeden odozdo. OCcito su ovi skupovi
neprazni. Definiramo I.(f;a,b) = supD i I'(f;a,b) = infG. Za I.(f;a, b) kaZemo da je
donji integral funkcije f na [a,b), a za I'(f;a, b) kaZemo da je gornji integral funkcije f
na [a, b].

Definicija 1.2.2. Neka je f : X = R, X C R, te neka su a,b € R, a < b takvi da
je f omedena na [a,b]. Ako je I.(f;a,b) = I'(f;a,b), onda kaZemo da je funkcija f
integrabilna na [a, b]. U tom sluc¢aju za broj 1.(f; a, b) kaZemo da je integral funkcije f na
la, b] te ga oznacavamo s fa ’ fili fa ’ f(x)dx.

1.3 Primjeri integrabilnih funkcija

Primjer 1.3.1. Neka je X C R, neka je k € R te neka je f : X — R funkcija definirana
s f(x) = k,Yx € X.Pretpostavimo da su a,b € R takvi da je a < b te da je [a,b] C X.
DokaZimo da je f integrabilna na |a, b].

Ocito je {f(x)|x € [a, b]} = {k}, dakle f je omedena na [a,b). Neka je xy, ..., x, subdivi-
zija segmenta [a, b). Za donju Darbouxovu sumu s odredenu ovom subdivizijom vrijedi

n—1

ml(xl+]
i=0

pri cemu je m; = inf{f(x)|x € [x;, xi11]1} za svakii € {0, ...,n—1}. Uocimo da je m; = inf{k}
dakle m; = k,Yi € {0, ...,n — 1}. Stoga je

n—1

s= ) ki -

i=0
n—

= § Xis1 — Xi)
i=0

=k(x)—xpg+X—Xx1+Xx3—X2+ -+ X, — Xp_1)

= k(xn — Xo)
= k(b - a).

Dakle, s = k(b — a). Prema tome D = {k(b — a)}, pri cemu je D skup svih Darbouxovih
suma funkcije f na [a,b). Slijedi da je I.(f;a,b) = k(b — a). Na isti nacin dobivamo da
je I'(f;a,b) = k(b — a). Zakljucujemo da je 1.(f;a,b) = I'(f;a,b) pa je prema tome f
integrabilna na |[a, b] te vrijedi fa ’ f =k - a).
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Definicija 1.3.2. Neka su a,b € R, a < b te neka je f : la,b] — R funkcija koja je
integrabilna na [a, b]. Tada naprosto kazemo da je f integrabilna funkcija.

Propozicija 1.3.3. Neka je S C R te neka je a gornja meda skupa S. Tada je a supremum
skupa S ako i samo ako za svaki € > 0, postoji x € S takav da je a — € < x.

Dokaz. Pretpostavimo da je a supremum skupa S. Neka je & > 0. Zelimo dokazati da
postoji x € § takav da je a — € < x. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki x € § vrijedi
a — & > x. Iz toga slijedi da je a — € gornja meda skupa S. Posto je a supremum skupa S
vrijedi a < a — &, §to je nemoguce. Prema tome postoji x € S takavdajea — & < x.
Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0, postoji x € S takav da je a — & < x. Zelimo
dokazati da je tada a supremum skupa S. Prema pretpostavci propozicije, a je gornja meda
od §. Neka je b gornja meda skupa S. Tvrdimo da je a < b. Pretpostavimo suprotno, tj.
a > b. Uzmimo & = a — b. Znamo da je £ > 0 pa prema pretpostavci postoji x € S takav
da je a — € < x. Iz definicije od ¢ slijedi da je a — € = b pa je b < x §to nije moguce jer je b
gornja meda od S. Time smo dokazali da je a < b, tj. da je a supremum skupa S . O

Definicija 1.3.4. Neka je S C R inekaje M € S. Ako vrijedi x < M,Yx € S onda kaZemo
da je M maksimum skupa S .

Iz ovog (i jedinstvenosti supremuma) zaklju¢ujemo da je maksimum skupa, ako postoji,
jedinstven. Maksimum skupa S oznacavamo s max §. Uo¢imo sljedece: ako je M maksi-
mum skupa §, onda je M supremum skupa S. Naime, po definiciji maksimuma imamo da
je M gornja meda od S, a za svaku gornju medu b od S vrijedidaje M < bjerje M € S.

Definicija 1.3.5. Neka je S C R inekajem € S. Ako vrijedim < x,Vx € S onda kaZemo
da je m minimum skupa S .

Takoder, minimum skupa, ako postoji, je jedinstven. Minimum skupa$S oznacavamo s
min S. Analogno kao u slu¢aju maksimuma vidimo sljedece: ako je m minimum skupa §,
onda je m infimum skupa S.

Propozicija 1.3.6. Neka je S C R te neka je a donja meda skupa S. Tada je a infimum od
S ako i samo ako za svaki € > 0, postoji x € S takav da je x < a + &.

Dokaz. Pretpostavimo da je a infimum od S. Neka je € > 0. Zelimo dokazati da postoji
x € § takav da je x < a + &. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki x € § vrijedi x > a + &.
Iz toga slijedi da je a + € donja meda skupa S. PoSto je a infimum skupa S slijedi da je
a > a + € §to nije moguce. Prema tome postoji x € S takavdaje x <a+&.

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0, postoji x € S takav da je x < a + &. Tvrdimo
da je tada a infimum od S. Neka je b donja meda skupa S. Zelimo dokazati da je a > b.
Pretpostavimo suprotno, tj. b > a. Definirajmo € = b — a. OCito je a+ & = b. Postoji x € S
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takav da je x < a + ¢, dakle x < b Sto je u kontradikciji s time da je b donja meda skupa S .
Prema tome a je infimum skupa S. O

Primjer 1.3.7. Neka je f : [0,1] — R funkcija definirana s f(x) = x,¥Yx € [0,1].
DokaZimo da je f integrabilna funkcija.

o8
0.8
CE

02

=02

Slika 1.1: Graf funkcije f.

Vrijedi {f(x) | x € [0,1]} = {x | x € [0,1]} = [0, 1] pa je ocito da je f omedena
na [0,1). Neka je xo,...,x, subdivizija segmenta [0,1]. Za i € {0,...,n — 1} neka je
m; = inf{f(x) | x € [x;, xi11]}. Tada je donja Darbouxova suma s funkcije f na [0, 1]
n—1

odredena subdivizijom x, ..., x, jednaka s = Z mi(xi.1 — Xx;). Za svakii € {0,...,n — 1}
i=0

imamo

m; = 1inf{f(x) | x € [x;, X1 1} = Inf[x;, X311 = x50

Zadnja jednakost vrijedi jer je x; minimum skupa [x;, x;11]. Dakle, m; = x;,¥i € {0, ...,n —
n—1

1}. Prema tome s = in(x,-H — x;). Neka jei € {0,...,n—1}. Iz x; < x;y1 slijedi
i=0

2x; < Xiy1 + X; pa je x; < x’%”’ MnoZenjem ove nejednakosti s (x;.1 — x;) dobivamo da je
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Xi(Xip1 — X;) < (x4 — x;). Stoga imamo

n—1
§ = Xi(Xir1 — ;)
i=0
n—1
Xiy1 T X;
< Z +12 (Xis1 — X;)
i=0
1 n—1
= 5 Z(xizﬂ - xzz)
i=0
1
= E(x%—x3+x§—x%+~--+xﬁ—xﬁ_1)
1
= E(Xi - 3)
1
= 5(12 -0%)
1
=5

Dakle, s < % Time smo pokazali da je % gornja meda skupa D, gdje je D skup svih donjih
Darbouxovih suma funkcije f na [0, 1].

- [ [ [ [ 4
A
08 Z

04

B2

-0.2 o 02 04 [2}(=} og 1

=B2

Slika 1.2: Prikaz donje Darbouxove sume funkcije f na segmentu [0, 1] zan = 12.
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DokaZimo sada da je % supremum skupa D. U tu svrhu dovoljno je prema propoziciji
1.3.3 dokazati da za svaki € > 0, postoji s € D takav da je % —& < 8. Neka je e > 0.
Odaberimo n € N takav da je % < 2e¢. Tada je

—<e (1.2)

Definirajmo konacan niz xy, ..., x, na sljedeci nacin: x; = + za svaki i € {0,...,n}. Tada je

X0, ---s X Subdivizija segmenta [0, 1]. Neka je s donja Darbouxova suma od f na [0, 1] s
n—1

obzirom na ovu subdiviziju. Prema dokazanom vrijedi s = Z Xi(Xiy1 — X;) pa je

- 1_ 1
Dakle, s = 3= 3

Iz (1.2) slijedi da je —€ < —ﬁpaje %—8 < %—in, 1. %—8 < s. Time smo dokazali da za

Ve > 0,ds € D takav da je % —& < s. Stoga je % supremum skupa D. Dakle, 1.(f;0,1) = %
{f(x) | x€[0,1]} ={x | x €[0,1]} = [0, 1] pa je ocito da je f omedena na [0, 1]. Neka
je Xo, ..., x, subdivizija segmenta [0,1]. Zai € {0,...,n — 1} neka je M; = sup{f(x) | x €
[xi, xiv11}). Tada je gornja Darbouxova suma S funkcije f na [0, 1] s obzirom na subdiviziju
n—1
X0, - -+ » X, jednaka S = Z Mi(xi.1 — x;). Za svakii € {0,...,n— 1} imamo
i=0

M; = sup{f(x) | x € [x;, X511} = suplxi, Xis1] = Xiv1.

Zadnja jednakost vrijedi jer je x;., maksimum skupa [x;, x;y1). Slijedi, M; = x;.1,Vi €
n—1

{0,...,n—1}. Prema tome S = Zx,-+](x,-+1 — X;). Nekajeie€{0,...,n—1}. Iz x; < xiyy
i=0

. . . P
slijedi x; + xiy1 < 2xi41 pa je X > 5=

. MnoZenjem ove nejednakosti s (xjz1 — X;)
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(X1 +xi

) .
5 . Stoga imamo

dobivamo da je xi (X1 — Xx;) > (i1

n—1
S = Z Xiv1 (Xiv1 — Xi)
i=0

n—1
Xi+1 T X
> E (Xix1 — x;)
=0

pn 2
1 n—1
= EZ(X?H _xiz)
i=0
1
= E(x1 x(2)+x§ xf+-~-+x,%—x,21_l)
1
= E(xﬁ —X%)
1
= S(12-0)
1
=5

Dakle, S > % Time smo pokazali da je % donja meda skupa G, gdje je G skup svih gornjih
Darbouxovih suma funkcije f na [0, 1].

: ﬁ ﬁ ﬁ 7
i

oo ol

g2

-0.2 o 0.2 o4 0 o.e 1

-0:2

Slika 1.3: Prikaz gornje Darbouxove sume funkcije f na segmentu [0, 1] zan = 12.
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DokaZimo sada da je % infimum skupa G. U tu svrhu dovoljno je prema prethodnoj
propoziciji dokazati da za svaki € > 0, postoji S € G takav da je S < % + &. Neka je € > 0.
Odaberimo n € N takav da je % < 2e¢. Tada je

1
— <e. 1.3
7y <€ (1.3)
Definirajmo konacan niz xy, . .., X, na sljedec¢i nacin: x; = i za svaki i € {0, ...,n}. Tada je
X0, - - - » X subdivizija segmenta [0, 1]. Neka je S gornja Darbouxova suma od f na [0, 1] s

n—1

obzirom na ovu subdiviziju. Prema dokazanom vrijedi S = Z Xir1(Xiy1 — X;) pa je

i=0
n—1 . . .
+1/(i+1
: n n

oo (i+l 1
_, n n

n—1
5 D G+

i=0

3=
>

:lxll - :ml —-
S
+
—_—
N
S

S
+

S

—_
[
+

S | =
~————

_+_
v| -

N = N ==

Dakle, S = %+2—1n.1z(].3)slijedidaje%+ﬁ < %+8, 4.8 < %+8.
Time smo dokazali da za Ve > 0,3S € G takav da je S < % + &. Stoga je % infimum
skupa G. Dakle, I"(f;0,1) = %

1
Slijedi I'(£;0,1) = L(f;0,1) = 1, tj. f je integrabilna funkcija i [ f = 1.
0
Napomena 1.3.8. Za svaki n € N vrijedi

(1.4)

- o nn+1)2n+1)
Yo merbansl)

i=1
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Dokazimo ovo indukcijom po n. Ocito je da (1.4) vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da (1.4)
vrijedi za neki n € N. Imamo

n+l1 n

Zi2:2i2+(n+1)2

i=1 i=1

_ n(n + 1)6(2n +1) F 17
n(2n + 1) . 6n+6)

6 6
2n* +n+6n+6

)
2n* +Tn+6
)
_(n+ D(n+2)2n+3)
; )

=(n+1)

=m+1)

=(n+1)

n+l
+1D(n+2)2n+3
Dakle, Z P = (n+ D c )Cn ), Sto znaci da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Time smo

i=1
dokazali da (1.4) vrijedi za sve n € N.
Primjer 1.3.9. Neka je f : [0,1] — R funkcija definirana s f(x) = x*. DokaZimo da je f
I
integrabilna te da je f f= %
0

Vrijedi {f(x) | x € [0,1]} = {x* | x € [0,1]} C [0, 1] pa je ocito da je funkcija f

omedena. Neka je x,...,x, subdivizija segmenta [0,1]. Za i € {0,...,n — 1} neka je
n—1

m; = inf{f(x) | x € [x;, xi+1]}. Neka je s = Z mi(x;41 — X;). Iz definicije od m; je jasno da
i=0
jem; =x)¥i€{0,...,n— 1}. Stoga je

n—1

s = x,-z(xm - X;). (L.5)
i=0

Neka su a,b € R takvida je 0 < a < b. Tada je

b -a

2
b—
a‘(b—-a)< 3

(1.6)

Naime imamo

3ab-a)=(@*+d*+aHb-a) < B +ab+d)b-a)=b>-d°,
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o8

06

o4

02

-0z u]

-0:2

Slika 1.4: Graf funkcije f.

dakle
3a°(b—-a)< b’ -a’

pa slijedi (1.6).

X —x
Za svei€{0,....,n—1}vrijedi 0 < x; < x;11 pa prema (1.6) vrijedi xiz(x,-ﬂ —X;) < L
Sada, koristeci (1.5), dobivamo da je




1.3. PRIMJERI INTEGRABILNIH FUNKCIJA 17

Dakle, s < % Time smo dokazali da je % gornja meda skupa svih donjih Darbouxovih suma

od f na[0,1].

(2R=]
0.6
o4

g2

-0z o

-0:2

Slika 1.5: Prikaz donje Darbouxove sume funkcije f na segmentu [0, 1] zan = 12.

Neka je € > 0. Odaberimo n € N takav da je ﬁ < &. Slijedi da je 3¢ > % pa je
3¢ > zin_z_yl,z Stoga je 3& > %+ﬁ—#paje 1—%—ﬁ+# > 1-3¢, 1. (1—%)(1—%) > 1-3e.
Dakle %(1 - %)(1 - z—ln) > % — &. Neka je xy, ..., x, subdivizija segmenta [0, 1] definirana sa
X; = i zai € {0,...,n}. Neka je s donja Darbouxova suma funkcije f na [0, 1] odredena
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subdivizijom X, ..., x,. Tada, koriste¢i napomenu 1.3.8, dobivamo

Swl
S

(n—1DnR2n-1)
6

=3

Il
| —_ §w| —_
o

W

—_
f—
I
|

\Y
W= W= 3

I
™

Dakle, s > % — &. Prema tome, za svaki € > 0 postoji donja Darbouxova suma s funkcije f
.1 C e v . .1
na [0, 1] takva da je 5 — & < s. Iz propozicije 1.3.3 zakljucujemo da je 5 supremum skupa
svih donjih Darbouxovih suma funkcije f na [0, 1]. Prema tome I.(f;0,1) = %
Neka je xy, ..., x, subdivizija segmenta [0,1). Neka je S gornja Darbouxova suma
n—1
od f na [0, 1] odredene tom subdivizijom. Imamo S = Z M?(XH.I — x;), gdje je M; =
i=0
sup{f(x)|x € [xi41 — x;1}, za svaki i € {0,...,n — 1} . Uocimo da je M; = xl.2+1 za svaki
n—1
ie€f0,...,n—1}. Stogaje S = le-z+1(x,-+1 — X;). Neka su a,b € R takvi da je 0 < a < b.
i=0
Tvrdimo da je

3 3

(b -
(b—a)> 3

(1.7)

Naime nejednakost (1.7) je ekvivalentna s 3b*(b — a) > b®> — a°, §to je ekvivalentno s
3b*(b—a) > (b—a)(b* +ab + a*), odnosno s 3b* > (b* +ab + a*), a to je istina jer je b > a.



1.3. PRIMJERI INTEGRABILNIH FUNKCIJA 19

Prema tome vrijedi (1.7). Koristeci (1.7) dobivamo da je

S = Z 2y (i

\Y
M x
E

:

= (xfﬂ—x?)
i=0
= 200 =307 0)

W = W = W =

Dakle, S > % Iz ovog zakljucujemo da je % donja meda skupa svih gornjih Darbouxovih
suma funkcije f na [0, 1].

l/

o8
o5
o4

82

-0z o

=02

Slika 1.6: Prikaz gornje Darbouxove sume funkcije f na segmentu [0, 1] zan = 12.

Neka je n € N. Za sve i € {0,...,n} definiramo x; = ﬁ Tada je x, ..., x, subdivi-

zija segmenta [0, 1]. Neka je S gornja Darbouxova suma od f na [0, 1] odredena ovom
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subdivizijom. Vrijedi

n—1

S = Zx,'z+1(xi+l - X;)

Dakle,
1 1 2 3
=—(1+-J{1+-]{1+—]. 1.8
s=3(ea)ie e ) 1

Zakljucujemo da za svaki n € N postoji gornja Darbouxova suma S funkcije f na [0, 1]
takva da vrijedi (1.8).
Neka je € > 0. Tvrdimo da postoji n € N takav da

1 1 2 3 1
§(1+;)(1+;)(1+%)<§+8 (19)

Za svaki n € N vrijedi

l1+l 1+g 1+i :ll+l 1+i+i
3 n n 2n 3 n 2n  n?

1 7 11 3 1 7 11 1
=1+ —+—+ =—+—+—=+—
3 6n

2n 2n nd) 3 6n:  n’’
dakle
1 1 2 3 1 7 1
—(l+-={1+=-[1+=—|=2+—+—+—= 1.10
3( +n)( +n)( +2n) 37 W (1.10)
OdaberimoneNtakavdaje%<§. Imamo%:%-%<%-§<§. Dakle,

(1.11)

W M

7
— <
6n
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Nadalje
11 11 1 1 1 c 1 P> £
- . <) —_—=D2.-.-<2.2.2<2.2.1=2
6n2 6 n2< n? n n< 6 n~ 6 3
Dakle, "
e
—_— = —. 1.12
6n: 3 ( )
Takod‘erimamon%:%-%-%s1-1-%:%<§<§,0dn0sn0
1 £
— < —. 1.13
373 ( )

Iz(1.11), (1.12) i (1.13) slijedi da je

7 11 1 1 & & & 1
3t ter T a<3t3T3t3=31¢

Dakle, % + 67—n + # + n% < % + & pa prema (1.10) vrijedi (1.9).

Znamo da postoji gornja Darbouxova suma S funkcije f na [0, 1] takva da vrijedi (1.8).
Iztogai(1.9) slijedidaje S <1 +¢.

Zakljucak: Za svaki & postoji gornja Darbouxova suma S funkcije f na [0, 1] takva da
jeS < % + &. Iz propozicije 1.3.6 slijedi da je % infimum skupa svih gornjih Darbouxovih
suma funkcije f na [0, 1]. Stoga je I'(f;0,1) = %

1
Time smo dokazali da je f integrabilna funkcija te da je f f= %
0

Propozicija 1.3.10. Neka su S i T podskupovi od R koji su odozgo omedeni. Tada je S UT
odozgo omeden skup.

Dokaz. Neka je a gornja meda skupa S, a b gornja meda skupa 7. Definirajmo
¢ = max{a, b}.

Nekajexe SUT.Tadajex € Silix € T. Ako je x € S, onda je x < a (jer je a gornja
meda skupa §') pa zbog a < ¢ (Sto vrijedi prema definiciji od ¢) imamo x < c.

Ako je x € T, onda je x < b pazbog b < cslijedi x < c. Time smo dokazali da je x < c,
za svaki x € § U T. Prema tome, c¢ je gornja meda skupa § U T, dakle, S U T je odozgo

omeden skup.
O

Propozicija 1.3.11. Neka su S i T podskupovi od R koji su odozdo omedeni. Tada je S UT
odozdo omeden skup.
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Dokaz. Neka je a donja meda skupa S, a b donja meda skupa 7. Definirajmo ¢ = min{a, b}.
Analogno kao u dokazu prethodne propozicije dobivamo da je ¢ donja meda skupa S U T.
Prema tome, S U T je odozdo omeden skup. O

Korolar 1.3.12. Neka su S i T omedeni skupovi u R. Tada je S U T omeden skup.
Dokaz. Ovo slijedi direktno iz prethodne dvije propozicije. O

Propozicija 1.3.13. Neka je S C R te neka su T,,T, C S takvidaje T UT, = S,T, #
0,7, # 0. Neka je f : S — R.
Tada je f omedena funkcija ako i samo ako su f|T i f|T omedene funkcije.

1 2

Dokaz. Ako je f omedena funkcija, onda su f|T 1 f|T omedene funkcije prema napomeni
1 2

1.1.15.
Obratno, pretpostavimo da su f|T i f|T omedene funkcije. Iz S = T U T slijedi da je
1 2

{f)IxeSt={f(0)xeT}U{f(x)|xeT}. (1.14)
Bududi da je f , omedena funkcija, skup { flT (x) | x € Ty} je omeden. OCito je { f|T (x) |

xeT}={f(x)|xeT}paje{f(x)]|xe T} omeden skup.

Analogno dobivamo da je {f(x) | x € T,} omeden skup. Iz (1.14) i korolara 1.3.12
slijedi da je {f(x) | x € S} omeden skup.

Prema tome, f je omedena funkcija. O

Lema 1.3.14. Neka su a,b € R,a < b te neka je x,...,x, subdivizija segmenta [a, D].
Tada za svaki y € [a, b) postoji i € {0, ...,n — 1} takav da je x; <y < Xxjy1.

Dokaz. Definirajmo j = max{i € {0,...,n—1} | x; < y}. Uo¢imo da je ova definicija dobra,
to jest, skup {i € {0,...,n — 1} | x; < y} ima maksimum, naime to je oCito konacan skup, a
neprazan je jer je 0 njegov element, naime vrijedi xo = a < y.
Ocito je x; < y. Imamo dva slucaja: j=n-11j<n-1.
lslucaj. j=n-1

Tadaje j+1=n,ay<x,jerjex, =b.Dakle x; <y < xj;;.

2.slucaj. j<n—-1
Tadaje j+1 <n-1,dakle j+1 € {0,...n— 1} pa zakljuCujemo da je y < xj;; (inaCe
bi vrijedilo x;,; <y $to je nemoguce prema definiciji broja j).
Dakle x; <y < xj.1.

U oba slucaja smo dobili da je x; <y < xj,;. Time je tvrdnja leme dokazana.
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1.4 Donji i gornji integral na uniji segmenata

Propozicija 1.4.1. Neka su a,b,c € R takvi da je a < b < c. Neka je X C R takav
da je |a,c] € X. Pretpostavimo da je f : X — R funkcija omedena na |a,c]. Tada je
L(f;a,c) = L(f;a,b) + L(f; b, ©).

Dokaz. Neka je s donja Darbouxova suma funkcije f na [a, c]. Tvrdimo da postoje donja
Darbouxova suma s; od f na [a, b] te donja Darbouxova suma s, od f na [b, c] takve da je
s <851+ 8.
n—1
Neka je xo, ..., x, subdivizija segmenta [a, c] takva da je s = Z mi(xiy1 — X;), gdje je
i=0

m; = inf{f(x) | x € [x;, x;111} zai € {0,...,n — 1}. Imamo b € [a, c) pa prema prethodnoj
lemi postoji k € {0,...,n — 1} takav da je x; < b < x;4;. Imamo dva slucaja: x; = b i
xp < b.

L.slucaj. x; =b

Tada je x, ..., x; subdivizija segmenta [a, b] 1 x, . . ., x, subdivizija segmenta [b, c].
Neka je s; donja Darbouxova suma od f na [a, b] odredena subdivizijom xy, ..., x;
te neka je s, donja Darbouxova suma od f na [b, c] odredena subdivizijom xy, . .., x,,.
Tada je

k-1
51 = Z mi(Xis1 — X;)
=0

n—1
§2 = mi(Xis1 — X;)
i=k
Iz ovoga je ocito da je s = s; + 5,. Posebno, s < 51 + 5.
2.slucaj. x; < b. Tada imamo da je x, ..., X, b subdivizija segmenta [a, b] 1 b, X411, - . . Xp
subdivizija segmenta [b, c]. Neka je s; donja Darbouxova suma od f na [a, b] odredena

subdivizijom xy, . .., X, b te neka je s, donja Darbouxova suma od f na [b, c] odredena
subdivizijom b, X1, . .., X,. Vrijedi

k-1
s1= ) mi(Xigr — X;) + (b — xz),
i=0

pri Cemu je

p=inf{f(x) | x € [x, b]}
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te
n—1

§2 = W (X1 — b) + Z mi(Xir1 — X;)

i=k+1
pri Cemu je
p = inf{f(x) | x € [b, x¢11].

Ocito je {f(x) | x € [xx, b]} C{f(x) | x € [xx, Xk+1]} pa iz napomene 1.1.12 slijedi da
je inf{f(x) | x € [xx, xk11]} < Inf{f(x) | x € [xx, b1}, j. m < u. Analogno dobivamo
da je my < p’. Stoga je :

My (X1 = X) = My (X1 —b+b—x) = My (X1 —b) +my(b—xi) < ' (X1 —b) +p(b—xy).

Dakle,
My (X — X)) < ' (X1 — b) + p(b — xz). (1.15)

Koriste¢i (1.15) dobivamo

s = mi(Xiv1 — X;)

n—1

= Z Mi(Xiz1 = Xi) + My (X1 = Xe) + Z Mi(Xip1 = Xi)

i=0 i=k+1
k-1 n-1

< mi(Xi1 — X;) + p(b — xi) + ,U/(xk+1 -b)+ Z mi(Xiy1 — X;)
i=0 i=k+1

= 51 + $o.

Dakle, s < 51 + 5.

Zaklju€ak: U oba slucaja smo dobili da postoje donje Darbouxove sume s; 1 5, od f na

[a,b] 1 [b, c] takve da je s < 51 + 5. Po definiciji od 1.(f; a, b) imamo da je s; < L.(f;a,b).
Analogno, s, < L.(f; b, c). Stoga je

s < L(f;a,b) + L(f;b,¢). (1.16)

Dakle, za svaku donju Darbouxovu sumu s funkcije f na [a, c] vrijedi (1.16). To znaci da
je L.(f;a,b) + I.(f; b, c) gornja meda skupa svih donjih Darbouxova suma od f na [a, c].
Prema tome, I.(f;a,c) < L.(f;a,b) + L.(f; b, c).

Dokazimo sada sljedecu tvrdnju: Ako je s donja Darbouxova suma funkcije f na [a, b]

te ako je ¢ donja Darbouxova suma funkcije f na [b, c], onda je s + ¢ donja Darbouxova
suma funkcije f na [a, c].
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Pretpostavimo da je s donja Darbouxova suma funkcije f na [a,b] te da je ¢ donja
Darbouxova suma funkcije f na [b, c]. Tada postoje subdivizije xo, ..., x, segmenta [a, b]

n—1 m=1
iyo,...,Yn segmenta [b, c] takve da je s = Z mi(xp —x)it = Z m;(x;+1 — X;), pri cemu
i=0 i=0
jem; = inf{f(x) | x € [x;,x;p11} zai € {0,...,n— 1} i m] = inf{f(x) | x € [yi,yir1]} za
i€{0,....,m—1}.
Uocimo da je xo, ..., X, V1, - - ., Y Subdivizija segmenta [a, c]. Neka je @ donja Darbo-
uxova suma funkcije f na [a, c] odredena ovom subdivizijom. Tada je

n— m—1

1
9= > mixin =) +supl£(x) | x € Do yi1}- O = %) + ) mi (i = 1)
i=0 i=1
n—1 m—1
= Z mi(Xiv1 — X;) + Z m;(Yie1 = Yi)
i=0 i=0
=S5+t

Dakle, ¥ = s + ¢, prema tome s + ¢ je donja Darbouxova suma funkcije f na [a, c].
Dokazimo sada da je I.(f;a,c) = L.(f;a,b) + L.(f; b, ¢).
Pretpostavimo suprotno. Dokazali smo da je I.(f;a,c) < L(f;a,b) + L.(f;b,c) pa
slijedi da je I.(f; a,c) < L.(f;a,b) + L.(f; b, ¢). Definiramo:

e=L(f;a,b) + I(f;b,c) = L.(f;a,0). (1.17)

Tada je € > 0. Iz definicije donjeg integrala i propozicije 1.3.3 slijedi da postoji donja
Darbouxova suma s funkcije f na [a, b] takva da

L(fia,b) - ; <s. (1.18)
Na isti nacin zakljuCujemo da postoji donja Darbouxova suma ¢ funkcije f na [b, c] takva
da je

I*(f;b,c)—g <t (1.19)
Iz (1.18) 1 (1.19) slijedi da je

L(f;a,b)+ L.(f;b,c) —e < s+ 1.

Prema dokazanom, s + ¢ je donja Darbouxova suma funkcije f na [a,c] paje s+t <
L.(f;a,c). Slijedi

L(f;a,b)+ I.(f;b,c) — e < L(f;a,c),
tj.

L.(f;a,b)+ L.(f;b,c) — I.(f;a,c) < e.
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Ovo prema (1.17) znaci da je € < &, §to je nemoguce.
Zakljucak: I.(f;a,c) = I.(f;a,b) + L.(f; b, c). O

Definicija 1.4.2. Za A C R definiramo skup —A = {—x | x € A}. Uocimo da je —(—-A) = A,
za svaki A C R.

Napomena 1.4.3. Neka je A C R. Tada je A omeden skup ako i samo ako je —A omeden
skup.

Naime, prema propoziciji 1.1.13 vrijedi da je A omeden ako i samo ako postoji M > 0
takav da |x| < M,V x € A, Sto vrijedi ako i samo ako postoji M > 0 takav da |—x| < M,Vx €
A, a Sto vrijedi ako i samo ako je —A omeden skup.

Lema 1.4.4. Neka je A neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada je — sup A = inf(—-A).

Dokaz. Za svaki x € A vrijedi x < supA pa je —supA < —x. To znaci da je —sup A donja
meda skupa —A (posebno, —A je odozdo omeden).

Pretpostavimo da je b donja meda skupa —A. Tada je b < —x,Vx € A, §to povlaci da
je x < —b,¥x € A. Stoga je —b gornja meda skupa A pa je supA < —b. To povlaci da je
b < —supA. Dakle, za svaku donju medu b od —A vrijedi da je b < —sup A. Time smo
dokazali da je — sup A infimum skupa —A, tj. —sup A = inf(-A). O

Definicija 1.4.5. Neka je S skup te f : S — R funkcija. Definiramo funkciju —f : § — R
s (=f)x) = —f(x),Yx €S,

Lema 1.4.6. Neka je S C R, neka je f : S — R funkcija te neka su a,b € R,a < b takvi
da je [a,b] C S. Tada je f omedena na |a,b] ako i samo ako je —f omedena na |a, b].
Nadalje, ako je f omedena na |a, b], onda je

—sup{f(x) | x € [a,b]} = inf{—f(x) | x € [a, b]}. (1.20)

Dokaz. Definiramo A = {f(x) | x € [a, b]}. Tada je —A = {—f(x) | x € [a, b]}. Imamo da je
f omedena na [a, b] ako i samo ako je A omeden skup, a to prema napomeni 1.4.3 vrijedi
ako 1 samo ako je —A omeden skup, Sto je ekvivalentno tome da je —f omedena funkcija.
Pretpostavimo da je f omedena na [a, b]. Tada je A omeden skup pa iz leme 1.4.4 slijedi
—sup A = inf(—A), a to je upravo jednakost (1.20). O

Lema 1.4.7. Nekaje f : X —» R, X C R, te neka su a,b € R,a < b takvi da je f omedena
na [a,b]. Neka je S € R. Tada je S gornja Darbouxova suma funkcije f na [a,b] ako i
samo ako je —S donja Darbouxova suma funkcije —f na [a, b].

Dokaz. Pretpostavimo da je S gornja Darbouxova suma od f na [a, b]. Tada postoji sub-
n—1

divizija xo, ..., X, segmenta [a, b] takva da je § = Z M;(xiy1 — x;), pri Cemu je M; =
i=0
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n—1

sup{f(x) | x € [x;, xi41]}, Vi € {0,...,n — 1}. Slijedi =S = Z(—Mi)(x,-ﬂ — X;), a za svaki
i=0

i €{0,...,n— 1} prema lemi 1.4.6 vrijedi —M; = inf{—f(x) | x € [x;, x;11]}. Stoga je =S

donja Darbouxova suma funkcije — f na [a, b] (odredena subdivizijom x, ..., X,).
Obratno, pretpostavimo da je —S donja Darbouxova suma od —f na [a, b]. Tada postoji
subdivizija xo, . . ., X, segmenta [a, b] takva da je
n—1
-§ = Zmi(xm - Xi), (1.21)
i=0

pri cemu je m; = inf{—f(x) | x € [x,,x,+1]},\7’i €{0,...,n—1}. Iz leme 1.4.6 slijedi da je
m; = —sup{f(x) | x € [x;, xi11h 4. —my = sup{f(x) | x € [x;, x;i1]}, Vi € {0,...,n — 1}.

Stoga je Z( m;)(x;11 — x;) gornja Darbouxova suma od f na [a,b]. No, prema (1.21)

i=0
n—1

vrijedi Z(—mi)(xm —x;) = §. Dakle, S je gornja Darbouxova suma funkcije f na [a, b].

i=0
O

Propozicija 1.4.8. Neka je X C R, te neka je f : X — R funkcija. Pretpostavimo da su
a,b e R,a < b takvida je f omedena na |a,b). Tada je I'(f;a,b) = —1.(-f;a,Db).

Dokaz. Neka je G skup svih gornjih Darbouxovih suma od f na [a, b] te neka je D" skup
svih donjih Darbouxovih suma od —f na [a, b]. Prema lemi 1.5.4 za svaki § € R vrijedi

SeG & -SeD. (1.22)

Ovo znadida je {—S | S € G} € D’. Obratnom svaki element od D’ moZemo napisati u
obliku —S zaneki § € R paiz (1.22) slijedidaje S € G. Stogaje D' C {-S | § € G}.
Prema tome, D' = {-S | § € G}, tj. D' = —G. Stoga je =D’ = G.

Koriste¢i lemu 1.4.4 dobivamo

I'(f;a,b) = inf G = inf(-D") = —sup D’ = —-L.(-f;a,b),

dakle,
I'(f;a,b) = -1.(—f;a,b).

O
Propozicija 1.4.9. Neka su a,b,c € R takvi da a < b < c¢. Neka je X C R takav da

je la,b] € X. Pretpostavimo da je f : X — R funkcija omedena na |a,c]. Tada je
I'(fya,c) =I'(f;a,b) + I'(f; b, ).
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Dokaz. Koristeci propozicije 1.4.8 1 1.4.1 dobivamo:

I'(fia,c) = -1.(-f;a,c)
=—(l.(=f;a,b) + I.(—=f;b,0))
=-L(—f;a,b) - I.(—f;b,c)
=I'(f;a,b) + I'(f;b,c)

Dakle, I'(f;a,c) = I"'(f;a,b) + I'(f; b, c).

1.5 Odnos donjih i gornjih Darbouxovih suma

Lema 1.5.1. Neka je X C R te neka su a,b € R takvi da je a < b te da je [a,b] C X.
Pretpostavimo da je f : X — R funkcija omedena na [a, b]). Neka je x, ..., x, subdivizija
segmenta [a, b] te neka su s i S donja i gornja Darbouxova suma od f na [a,b] s obzirom
na tu subdiviziju. Neka je j € {0,...,n — 1} te neka je 'y € R takav da je x; <y < Xxji1.
Ocito je Xo, . .., Xj, Y, Xjras - - - » X Subdivizija segmenta [a, b] te neka su s’ i S’ donja i gornja
Darbouxova suma od f na [a, b] s obzirom na tu subdiviziju. Tada je s < s' i S’ < §.

Dokaz. Zaie{0,...,n— 1} neka je

m; = inf{f(x) | x € [x;, X111}

M; = sup{f(x) | x € [x;, X411}

Imamo o
s = mi(Xie1 — X;)
i=0
i
n-1
S = Mi(xiv1 — x;)
i=0
Definirajmo
po=inf{f(x) | x € [x;, ]}
i
W= inf(f () | x € [y, 2l
Vrijedi:
Jj-1 n-1
§'= D Ml = X) + p = X))+ (1 =)+ D milxi = x).

i=0 i=j+1
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Ocito je

) [ x e by} S0 | x € [x, X 1)
pa iz napomene 1.1.12 slijedi da je 4 > m;. Na isti nacin zakljuCujemo da je ' > m;. Stoga
je

—1 n—1

~.

§ = ) mili = x) + py = X)) + 1 O =) + D il — )
i=0 i=j+1
j-1 n—1
2 Z mi(Xip1 — X)) +m(y — x;) + mj(xj —y) + Z mi(Xir1 — X;)
i=0 i=j+1
j-1 n—1
= Z mi(Xiv1 — X;) + mj(Xje — X;) + Z mi(Xis1 — X;)
i=0 i=j+1
n—1
= mi(Xiy1 — X;)
i=0
=s.
Dakle, s" > s.
Neka je
o =sup{f(x) | x € [x;,y]}
1
o’ =sup{f(x) | x € [y, xj1]}.
Iz napomene 1.1.11 slijedi o < M; 10’ < M;. Stoga je
J-1 n—1
S’ = Mi(xiz1 — x) + 0y — xj) + 0 (Xj01 —y) + Z Mi(xiv1 — x;)
i=0 i=j+1
j-1 n—1
< Z Mi(xis1 — xi) + M;(y — x)) + Mj(xj51 —y) + Z Mi(xi1 — x;)
i=0 i=j+1
J-1 n—1
= Z Mi(xip1 — xi) + M (x4 — x;) + Z Mi(xiy1 — xi)
i=0 i=j+1
n—1

I
<
~~
=
ua
=
N

=S.
Dakle, S’ < S. m]
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Definicija 1.5.2. Neka su a,b € R,a < b. Neka je K, familija svih konacnih podskupova
K segmenta |[a, b] takvih da je a, b € K.
Neka je K € K, . Imamo
K ={x0,...,x.}, (1.23)
gdje je
Xp < -+ < Xy (1.24)
Ocito je xo minimum skupa K, a x, maksimum skupa K. Iz K C [a,b] i a € K slijedi da je
a minimum skupa K, stoga je xy = a. Analogno zakljucujemo da je x, = b. Prema tome,

X0, - - - » X, je subdivizija segmenta [a, b]. Uocimo da je konacan niz xy, . . ., x, sa svojstvima
(1.23) i (1.24) jedinstven.
Naime, pretpostavimo da je yy, . . ., y,, konacan niz takav da je
K:{)’O,‘-',Ym}, (125)
i
Yo < < Yp. (126)

Iz toga slijedi da je m + 1 broj elemenata skupa K, a iz (1.23) slijedi da je n + 1 broj
elemenata skupa K. Stogajen+1 = m+ 1 pa je n = m. DokaZimo sada da je x; = y;, Vi €
{0,...,n}. Prema (1.23) vrijedi xo = min K, a prema (1.25) vrijedi yo = min K. Stoga
je xo = yo. Pretpostavimo da je k € {0,...,n — 1} takav da je x; = y;,Vi < k. DokaZimo
da je xxp1 = Yir1- 1z (1.23) i (1.24) slijedi da je x.1 = minK \ {xo,...,x}, a iz (1.25) i
(1.26) slijedi da je y,.y = minK \ {yo,...,v}. No K\ {xo,...,xi} = K\ {yo,...,y} jer je
{x0, ..., xtb = {yo, ..., i} Stoga je xi1 = yiq.

Zakljucak: Za svaki K € K, postoji jedinstvena subdivizija x, . . ., x, segmenta [a, D]
takva da je K = {xy, ..., x,}.

Definicija 1.5.3. Neka su a,b € R,a < b, neka je X C R te neka je f : X — R funkcija
omedena na [a,b]. Za K € K, , definiramo realne brojeve sk i S k na sljedeci nacin. Znamo

da postoji jedinstvena subdivizija xy, ..., X, segmenta [a, b] takva da je K = {xo,..., X,}.
Neka je sk donja Darbouxova suma od f na |a, b] odredena subdivizijom x, . .., x, te neka
je S g gornja Darbouxova suma od f na [a, b] odredena subdivizijom xy, . . ., x,.

Lema 1.5.4. Neka je X C R te neka je f : X — R funkcija omedena na |a,b), gdje su
a,b € R,a < b. Neka su K, L € K, takvi da je K C L te da je broj elemenata skupa L za
Jjedan veci od broja elemenata skupa K. Tada je sy < s i S < Sk.

Dokaz. Imamo da je K = {xo,...,x,} gdje je xo,...,x, subdivizija segmenta [a,b]. 1z
pretpostavke leme slijedi da je L = K U {y}, pri ¢emu je y € L takav day ¢ K. Jasno je da
je L C [a,b] pa slijedi da je y € [a, b]. Takoder je jasno da je b € K, §to zajedno s y ¢ K
povlacidajey # b.
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Dakle, y € [a, b) papremalemi 1.3.14 postoji j € {0, ...,n—1}takavdaje x; <y < xj;.
Uocimo da ne moze vrijediti x; = y jer je x; € K, ay ¢ K. Stoga je

X; <Yy < Xji1-
Ocito je da je xo, ..., X}, ¥, Xj41,. .., X, subdivizija segmenta [a, b] te da je
L= {XO,. ..,xj,y,xj+1,. ..,x,,}.

Stoga su s; 1.5, donja 1 gornja Darbouxova suma od f na [a, b] odredene subdivizijom

X0y oo es Xjs Yo Xjrls oo v s Xppo

S druge strane, sk 1 Sk su donja i gornja Darbouxova suma od f na [a, b] odredene
suvbdivizijom xo, . . ., X,.

Sada tvrdnja leme slijedi iz leme 1.5.4. O

Propozicija 1.5.5. Neka je X C R te neka je f : X — R funkcija omedena na |a, b], gdje
sua,beR,a<b. Ako su K,L € K, takvi da K C L, onda je

SKSSLiSLSSK. (127)

Dokaz. Ako su K,L € K, takvi da je K = L, onda je ocito da vrijedi (1.27). Ako su
K,L e K,,takvidaje K C LiK # L, onda je L\K konacan i neprazan skup pa je oblika
I\K = {yi,...,ya}, pricemujey; # y; zai # j, StopovlaCidaje L = KU {y,...,y,}. To
znaci da L ima n elemenata vise od K. Fiksirajmo K € %K, ;. Imajuci na umu prethodno
razmatranje, dovoljno je dokazati da za svaki n € N vrijedi sljedeca tvrdnja:

Za svaki L € K,;, koji ima to¢no n elemenata viSe od K vrijedi (1.27).

DokaZimo to indukcijom.

Zan = 1 ova tvrdnja vrijedi prema lemi 1.5.4. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki
n € N. Neka je L € K, takav da L ima to¢no n + 1 elemenata vise od K. Tadaje L = K U
V1o Y1}, gdjesuyr, ...,y € Ltakvidajey; # yjzai # jtey,...,yne1 € K. Imamo
{yis...,ya} S L1 L C [ab]pajely,...,y.} € [a,b]. OCito je K U {yy,...,y,} konaCan
skup, aiza,b € K slijedidasua,b € KU {yj,...,y,}. Prematome K U {y,...,y,} € K,p.
Uoc¢imo da K U {yy,...,y,} € K,, ima tocno n elemenata vise od K. Po pretpostavci
indukcije, imamo da je

SK < SKU1ya) 1S KUQ1ya) S Sk (1.28)
Nadalje, L ima to¢no jedan element vise od K U {yy,...,y,} pa iz leme 1.5.4 slijedi
SKUW1oya) < SL1S L < S KUyl (1.29)

Iz (1.28) 1 (1.29) slijedi da je sx < s, 18, < Sg. Ovime smo dokazali da promatrana
tvrdnja vrijedi zan + 1.
Stoga tvrdnja vrijedi za svaki n € N 1 time je propozicija dokazana. m|
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Napomena 1.5.6. Neka je X C R te neka je f : X — R funkcija omedena na [a, b], gdje

sua,b € R,a < b. Neka je xy,...,x, subdivizija segmenta [a,b] te neka su s i S donja i
gornja Darbouxova suma funkcije f na segmentu [a, b] s obzirom na tu subdiviziju. Tada
jes<S.

Naime, za svaki i € {0, ...,n — 1} je ocito da vrijedi m; < M;, gdje je

m; = inf{f(x) | x € [x;, X411}

M; = sup{f(x) | x € [xi, Xis11}.
Buduci da je

imamo s < S.

Propozicija 1.5.7. Neka je X C R te neka je f : X — R funkcija omedena na |a, b], gdje
sua,b € R,a < b. Neka je s donja Darbouxova suma od f na [a,b] te neka je S gornja
Darbouxova suma funkcije f na |a,b). Tada je s < S.

Dokaz. Nekaje xo, ..., x, subdivizija segmenta [a, b] takva da je s donja Darbouxova suma
od f na [a, b] s obzirom na subdiviziju x, ..., x,. Nadalje, neka je yy,...,y, subdivizija
segmenta [a, b] takva da je S gornja Darbouxova suma od f na [a, b] s obzirom na sub-
diviziju yg,...,yn. Definirajmo: K = {xo,...,x,}. Ocito je K € K, te je jasno da je
Sk = S.

Nadalje, definirajmo L = {yg,...,yn}. Tada je L € K,, 1 S, = S. Uocimo da je
K UL e K,,. 1z propozicije 1.5.5 slijedi

SK < SKuLiSKUL SSL.
Prema napomeni 1.5.6 vrijedi sgu; < S gur, dakle
sg < sgur < SkuL <81

paje
Sg < SL,

. s <S. m|
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Korolar 1.5.8. Neka je X C R te neka je f : X — R funkcija omedena na [a, b), gdje su
a,beR,a<b. Tada je I.(f;a,b) < I'(f;a,b).

Dokaz. Neka je D skup svih donjih Darbouxovih suma od f na [a, b], a G skup svih gornjih
Darbouxovih suma od f na [a,b]. Za svaki S € G vrijedi da je S gornja meda skupa D
(prema propoziciji 1.5.7). Stoga za svaki S € G vrijedi supD < S, .

L.(f;a,b) < S.
Ovo znaci da je I.(f; a, b) donja meda skupa G. Stoga je
L.(f;a,b) <inf G,

tj.
L.(f;a,b) < I'(f;a,b).
O

Propozicija 1.5.9. Neka je X C R, f : X — R funkcija te a,b,c € R,a < b < c takvi da je
[a,c] C X.

Tada je f integrabilna na [a, c] ako i samo ako je f integrabilna na [a,b] i f integra-
bilna na b, c].

Nadalje, ako je f integrabilna na [a, c], onda je

c b c
aff=aff+bff-

Dokaz. Znamo da je funkcija f omedena na [a, c] ako i samo ako je f omedena na [a, b] i
[b, c]. Pretpostavimo da je f integrabilna na [a, c]. Tvrdimo da je f integrabilna na [a, b].
Pretpostavimo suprotno. Tada je

L(fsa,b) # I'(f;a,b)

pa iz korolara 1.5.8 slijedi
L(f;a,b) <I'(f;a,b). (1.30)

Prema korolaru 1.5.8 vrijedi
L.(f;b,c) < I'(f; b, c). (1.31)

Zbrajanjem nejednakosti (1.30) 1 (1.31) dobivamo:

L(f;a,b) + I.(f;b,¢c) < I"'(f;a,b) + I'(f; b, ),
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pa iz propozicija 1.4.11 1.4.9 slijjedi
L(fya,0) <I'(fsa,0).

No to je u kontradikciji s ¢injenicom da je f integrabilna na [a, c]. Dakle, f je integrabilna
na [a, b].

Na posve analogan nacin dobivamo da je f integrabilna na [, c].

Obratno, pretpostavimo da je f integrabilna na [a, b] i na [b, c]. Tada je

L.(f;a,b) =I"(f;a,b)i L.(f;b,c) = I"(f; b, c)
pa koristeéi propozicije 1.4.1 1 1.4.9 dobivamo da je

L(f;a,c) = L.(f;a,b) + L.(f;b,c)
=I'(f;a,b) + I'(f;b,0)
=I'(f;a,c).

Dakle, I.(f;a,c) = I'(f;a,c), tj. f je integrabilna na [a, c].
Naposljetku, ako je f integrabilna na [a, c] vrijedi

ff=1*(f;a,6)

pa iz propozicije 1.4.1 slijedi

ff=1*(f;a,0)

=L(f;a,b)+ I.(f;b,c)

b c
:aff+bff,
c b c
jofef

dakle



Poglavlje 2

Neprekidne funkcije

2.1 Neprekidne i uniformno neprekidne funkcije

Definicija 2.1.1. Neka je X C R, f : X — R funkcija i xo € X. KaZemo da je funkcija f
neprekidna u xy ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takva da za svaki x € X vrijedi implikacija

lx =Xl <6 = |f(x) = f(xo) <e.

Definicija 2.1.2. Neka je X C Rte f : X — R funkcija. KaZemo da je funkcija f nepre-
kidna ako je f neprekidna u xy,Vxy € X.

Definicija 2.1.3. Neka je X C Rte f : X — R funkcija. KaZemo da je funkcija f uniformno
neprekidna ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takva da za sve x,y € X vrijedi implikacija

x=yl<é = If(x) - fO)l <e.

Napomena 2.1.4. Uocimo sljedece: ako je f : X — R uniformno neprekidna funkcija,
onda je f neprekidna funkcija.

Primjer 2.1.5. (Svaka konstantna funkcija je uniformno neprekidna.)

Neka je X C R, X # (0. Neka je c € R. Definirajmo funkciju f : X - Rs f(x) =c,Vx € X.
Tada je f uniformno neprekidna funkcija. To slijedi iz Cinjenice da za svaki € > 0 i za sve
x,y € X vrijedi |f(x) — f(y)| < € (pa onda i za svaki 6 > 0 vrijedi implikacija |x — y| <
6 = |f(x) - fl<e).

Definicija 2.1.6. Neka je X C R te f : X — R funkcija. Neka je € > 0. KaZemo da je f
e-uniformno neprekidna funkcija ako postoji 6 > 0 takva da za sve x,y € X vrijedi

x=yl<é = If(x) - fO)l <e.

35
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Napomena 2.1.7. Uoc¢imo sljedece: ako je X C R i f : X — R funkcija, onda je f
uniformno neprekidna ako i samo ako za svaki € > 0 vrijedi da je f e-uniformno neprekidna
Sfunkcija.

Napomena 2.1.8. Ako je X jednoclan podskup od R, onda je svaka funkcija f : X — R
uniformno neprekidna.

Lema 2.1.9. Neka su x,c € Rir > 0. Tada je |x— c| < r ako i samo ako je x € {(c—r,c+T).
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz sljedecih ekvivalencija:

lx—c|<r & -r<x-c<r
— c—-r<x<c+r

— xe€{c—-rc+r.
O

Teorem 2.1.10. Neka su a,b € R,a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada je f uniformno neprekidna.

Dokaz. Neka je € > 0 po volji odabran. Dovoljno je dokazati da je f e-uniformno nepre-
kidna. Definirajmo

S ={z€la,b]]| f|[a Z]s—uniformno neprekidna funkcija}.

Prema napomeni 2.1.8 funkcija f|[ ] je e-uniformno neprekidna, stoga je a € S§. OCcito je

S C [a, b], dakle b je gornja meda od S, posebno S je odozgo omeden. Prema propoziciji
1.1.4 slijedi da postoji supremum skupa S, ozna¢imo ga s ¢. Imamo

a<c(erjeacs)

¢ < b (jer je b gornja meda od S).

Stoga je ¢ € [a, b]. Buduci da je funkcija f neprekidna, imamo da je f neprekidna u ¢ pa
postoji r > 0 takav da za svaki x € [a, b] vrijedi

lx—cl<r = |f(x)— f(o)l < g (2.1

Ocito je
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pa ¢ — 5 nije gornja meda skupa S (jer je ¢ najmanja gornja meda skupa §). Stoga postoji
s € § takav da je

-3 <. (2.2)
Budu¢i da je s € S, funkcija f|[ | Jje e-uniformno neprekidna pa postoji 6 > 0 takva da za
sve x,y € [a, s] vrijedi

lx—yl <6 = If(x)-fl<e (2.3)
Definirajmo
’
6 =minié, = ;.
mm{ 2}
Ocito je o’ > 0. Tvrdimo da za sve x,y € [a, c] vrijedi

x—y<¢ = If)-fOl<e (2.4)

Pretpostavimo da su x, y € [a, c] takvi da je |x — y| < ¢’. Dokazimo da je |f(x) — f(y)| < &.
Promotrimo prvo slu€aj kada su x,y € [a, s]. 1z definicije od ¢’ slijedi |[x — y| < 6. 1z (2.3)
slijedi da je [f(x) — f(y)| < &.

Promotrimo sada slucaj kada barem jedna od tocaka x i y nije element od [a, s]. Bez
smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti da x ¢ [a, s]. Znamo da je x € [a, c] pa slijedi

s <x<c 1z(2.2)slijedi da je
c—%<x. 2.5)
Iz |x — y| < ¢" i definicije od ¢” slijedi da je |x — y| < 5. Stoga je x —y < 5 pa je

—g <y-—x. (2.6)
Zbrajanjem nejednakosti (2.5) 1 (2.6) dobivamo da je
c—r<y.

No,y € [a,c]lpajec—r<y<c.Stogajely—cl=c—y<r.lzc—5 <x<cnaisti nalin
dobivamo da je |x — ¢| < § < r. Dakle,

x—cl<rily—cl<r

paiz (2.1) slijedi da je

() = £(o)l < g i1fO) - flo)l < g
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Stoga je

lf(x) = fODI = 1f(x) = f©) + f©) = f)
<1f) = fl+1f() = fo)l

e ¢ 2.7)
<=+ =

2 2

=&.

Dakle, |f(x) — f(y)] < €. Time smo dokazali da (2.4) vrijedi za sve x,y € [a, c]. To znaci
da je funkcija f ] e-uniformno neprekidna.

Zakljucak: ¢ € S. Tvrdimo da je ¢ = b.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je ¢ # b. Znamo da je ¢ < b pa zakljuujemo da je ¢ < b.
Slijedi da je
¢ <min{b, c + r}.
Stoga moZemo odabrati z € R takav da je ¢ < z < min{b, ¢ + r}. Iz ovoga slijedi da je
z<biz<c+r.

Imamoa < ¢ <z < bpajez € [a,b]. Tvrdimo da je funkcija f sl g-uniformno neprekidna.
a,z
U tu svrhu dovoljno je dokazati da za sve x,y € [a, z] vrijedi implikacija
x=yl<¢ = If()-fl<e

Neka su x,y € [a, z] takvi da je |x — y| < ¢’. Ako su x,y € [a,c], onda iz (2.4) slijedi da je
lf(0) = fO)l < e

Promotrimo sada slu¢aj kada jedan od brojeva x i y nije element od [a, c]. Bez smanje-
nja opéenitosti moZzemo pretpostaviti x ¢ [a,c]. Znamo da je a < x (jer je x € [a,z]) pa
zakljuCujemo da je ¢ < x. Slijedi da je

c—r<x-r. (2.8)

No |x — y| < ¢’ povladi da je |x — y| < r (prema definiciji od §") pa je x — y < r, §to povlaci
daje x —r < y. Iz ovogai (2.8) slijedi da je

c—r<y.
Izy € [a,z] slijediy < z, aznamo da je z < ¢ + r. Stoga je y < ¢ + r. ZakljuCujemo da je
yel{c—rc+r).

Vrijedi
c—r<c<x<z<c+r
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paje
xe€l{c—rc+r).

Dakle, x,y € (¢ — r,c + r) paiz leme (2.1.9) slijedi da je
x—cl<rily—cl<r.

Ovo, zajedno s (2.1), daje da je

() = F(O) < g i 1f0) = fo)l < g

Kao $to smo vidjeli u (2.7), ove dvije nejednakosti povlace da je |f(x) — f(y)| < €. Dakle,

za sve x,y € [a,z] takve da je [x —y| < ¢ vrijedi |f(x) — f(y)] < &. Stoga je funkcija

fi [ g-uniformno neprekidna, Sto povlaci da je z € S. Ovo je nemoguce jer je ¢ < zic je
a,z

supremum od S .

Zakljucak: ¢ = b.

To znaCidaje b € S (jer je c € §), dakle f|[ . je e-uniformno neprekidna funkcija. No,
f|[a,b] =/

Dakle, f je e-uniformno neprekidna funkcija.

2.2 Integrabilnost neprekidnih funkcija na segmentu

Propozicija 2.2.1. Ako su X C R, f : X — R funkcija te Ty, ..., T, neprazni skupovi
takvidaje X =T, U---UT,, onda je f omedena ako i samo ako su funkcije f|T oo fl
1

Ty
omedene.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja je ocita. Pretpostavimo
da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Nekasu X C R, f : X — R funkcijate T4,..., T,
neprazni skupovi takvidaje X = 7, U --- U T,,;. Ako je f omedena, onda su i funkcije

f|T ,...,f|T omedene prema napomeni 1.1.15.
1 n+l
Obratno, pretpostavimo da su f|T yees fi , omedene funkcije. Promotrimo funkciju
1 n+l
fiTrzUTll+l . Tn U Tn+1 - R.
Vrijedi

(fi TyUT 41 )

-
Tll

Tn
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(anUTn+l) - f

n+l

T+

pa vidimo da su funkcije

(fITnUTnH) ! (anUTnH)
T, Tht1
omedene. Iz propozicije 1.3.13 slijedi da je f ur omedena funkcija. Dakle, funkcije
n n+l
f| R (T su omedene, a o¢ito je Ty U ---U T,y U((T,U T, ) = X paiz
Ty |Tn—1 |TnUTn+I
induktivne pretpostavke slijedi da je f omedena funkcija. O

Teorem 2.2.2. Neka su a,b € R,a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
je f omedena funkcija.

Dokaz. Odaberimo bilo koji € > 0 (na primjer € = 1). Prema teoremu 2.2.2 funkcija f je
uniformno neprekidna pa postoji 6 > 0 takva da za sve x,y € [a, b] vrijedi

lx=yl<é = |f(x) - fO)l<e. (2.9)

Odaberimo n € N takav da je

<.
n

Zai€{0,...,n}definiramo

b-a

xi=a+i
n
Ocito je xo =aix, =b. Nekajei € {0,...,n— 1}. Imamo
b- b—
xi+1:a+(i+1)—a:x,-+ a,

n n

dakle,
b-a
Xitl — Xi = .
n
Ovo znaci da je x; < X411 X411 — X; < 0. Stoga je x, ..., x, subdivizija segmenta [a, b]
takva da za svakii € {0,...,n — 1} vrijedi x;;; — x; < 6. Zai € {l,...,n} definiramo
T; = [xi-1, xi].
Ocito su T, -+, T, neprazni skupovi, a iz leme 1.3.14 slijedidaje T, U --- U T, = [a, b].
Stoga je prema propoziciji 2.2.1 dovoljno dokazati da su funkcije f|T N i ; omedene.
1 n

Nekajei € {l,...,n}. Nekaje x € T;. Dakle, x € [x;_, x;] pa je

Xi—1 < x < X;.
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Ovo povlaci da je
O<x—x1<x—x-1<9

pa je
|X— x,~_1| =x—Xx_1 <0.

Sada iz (2.9) slijedi | f(x) — f(x;-1)| < € pa lema 2.1.9 povlaci

fx) € (f(xic) — &, f(xim1) + &).

Time smo dokazali da je

) [ x e T} < (f(xi) — & f(xim) + &)

pa vidimo da je { f(x) | x € T;} omeden skup.
Dakle, { f|T( ) | x € T;} je omeden skup, tj. f|T‘ je omedena funkcija. Time je tvrdnja

teorema dokazana. O

Lema 2.2.3. Neka su X C R, f : X — R funkcija te a,b € R,a < b takvi da je f omedena
na la,b). Tada je f integrabilna na [a,b) ako i samo ako za svaki € > 0 postoje gornja
Darbouxova suma S od f na |a,b] i donja Darbouxova suma s od f na [a, b] takve da je
S —-s<e

Dokaz. Pretpostavimo da je f integrabilna na [a, b]. Neka je € > 0. Prema propoziciji 1.3.3
postoji donja Darbouxova suma s od f na [a, b] takva da je L.(f;a,b) — 5 < 5. Iz ovoga
slijedi da je

s < g _ L(f;a,b). (2.10)

Prema propoziciji 1.3.6 postoji gornja Darbouxova suma S od f na [a, b] takva da je
S <I*(f;a,b)+§. @2.11)

Zbrajanjem (2.10) 1 (2.11) i koriStenjem Cinjenice da je I*(f;a,b) = L(f;a,b) (jer je f
integrabilna na [a, b]) dobivamo
S—-s<e.

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoje gornja Darbouxova suma S od f na [a, b]
i donja Darbouxova suma s od f na [a, b] takve da je S — s < &. Zelimo dokazati da je
I'(f;a,b) = L.(f;a, b). Pretpostavimo suprotno. 1z korolara 1.5.8 slijedi da je I*(f; a, b) <
I.(f;a,b). Definirajmo

e=I(f;a,b) - I(f;a,b).
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Ocito je € > 0. Prema pretpostavci, postoje gornja Darbouxova suma S funkcije f na [a, b]
i donja Darbouxova suma s funkcije f na [a, b] takve da je

S-s<e. (2.12)
Ocito je s < I.(f;a,b) paje
Takoder je ocito da je
I'(f;a,b) < S

pa zbrajanjem zadnjih dviju nejednakosti dobivamo
I'(fia,b) - L(f;a,b) < S — s,
tj. € < § — 5. Ovo je u kontradikciji s (2.12).

Zakljucak: I"(f;a,b) = I.(f;a,b), tj. f je integrabilna na [a, b].
]

Teorem 2.2.4. Neka su a,b € R,a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
je f integrabilna na |a, b].

Dokaz. Prema teoremu 2.2.2 vrijedi da je f omedena funkcija. Neka je € > 0. Dovoljno
je prema lemi 2.2.3 dokazati da postoje gornja Darbouxova suma S funkcije f na [a,b] 1
donja Darbouxova suma s funkcije f na [a, b] takve da je S — s < &. Definirajmo
, &
T 3b-a)
Prema teoremu 2.1.10 funkcija f je uniformno neprekidna, stoga postoji 6 > 0 takva da za
sve x,y € [a, b] vrijedi

lx—yl<o = If(0)-fl<¢. (2.13)
Odaberimo n € N takav da je }% < 6. ”Zai€|0,...,n}definiraymo
X;=a+i _
n
Na isti nacin kao u dokazu teorema 2.1.10 vidimo da je xy, ..., x, subdivizija segmenta
[a, b] takva da za svaki i € {0,...,n — 1} vrijedi
X1 —Xx; <0.

Neka su s 1.8 donja i gornja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] odredene tom subdivi-
zijom Xxy, ..., X,. Tada je

—_

n—1

s= ) milxi —x) 1§ = Z Mi(xis1 = xi),
i i=0

4

n—

1l
(=)
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pri ¢emu za svakii € {0,...,n — 1} vrijedi
m; = inf{f(x) | x € [x;, x;1 1} 1 M; = sup{f(x) | x € [x;, X1 ]} (2.14)
Nekajei€{0,...,n—1}. Neka je x € [x;, x;y1]. Tada je
|x—x] = x—x < X541 — X < 6.

Dakle, |x — x;| < ¢ paiz (2.13) slijedi da je |f(x) — f(x;)| < &". Iz leme 2.1.9 slijedi da je
f(x) e (f(x) — €, f(x;) + &). Prema tome, za svaki x € [x;, x;y1] vrijedi

fG) =& < flx) < flx) +&.

To znaci da je f(x;) — & donja meda skupa {f(x) | x € [x;, x;11]} te da je f(x;) + & gornja
meda tog skupa. 1z ovog i (2.14) slijedi da je

fx)—& <m i M; < f(x;) + €.
MnoZenjem prve nejednakosti s —1 i zbrajanjem s drugom dobivamo
M; —m; <2¢.

Dakle, M; — m; < 2¢’ vrijedi za svaki i € {0,...,n — 1}. Imamo

n—1
S —s5= Mxia—x)- Zm(xm—xl)
i=0

n—1
= > (M = m)(xiy — x)
i=0

n—1

IA

28" (Xip1 — X;)
i=0

n—1
=26/ 3 (X1 = %)
i=0

=2&'(b—a)

Dakle, S — s < &.
Zakljucak: f je integrabilna na [a, b]. m|
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Primjer 2.2.5. Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana s

[0, xeo.1)
f(x)_{l, x=1.

Tvrdimo da f nije neprekidna u tocki 1.

o8
06
o4

oz

-0z o 02 o4 oG oiB

=02

Slika 2.1: Prikaz grafa funkcije f.

Pretpostavimo suprotno.
Tada za € = % postoji 6 > 0 takva da za svaki x € [0, 1] vrijedi

1
x=1<é6 = [f(x) = f(1)| < 5 (2.15)

Ocito je max{1 -0, 0} < 1 pa moZemo odabrati realan broj x takav da je max{1 -0, 0} < x <
1. Slijedi0 < x < 1 pajexe[0,1]. Ocitox #+ 1. Iz1 -6 < x < 1 slijedi|x—1|=1—-x <.
Dakle, |x — 1| < 6 pa prema (2.15) imamo |f(x) — f(1)| < % No f(x) = 0 jer je x # 1.
Dakle, |0 — 1| < % Sto je ocito nemoguce.

Prema tome f nije neprekidna u tocki 1, dakle f nije neprekidna funkcija. DokaZimo
da je funkcija f integrabilna na [0, 1]. Ocito je

(10, 1]) = {0, 1},
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dakle f je omedena funkcija. Neka je € > 0. Dovoljno je prema lemi 2.2.3 dokazati da
postoje donja i gornja Darbouxova suma s i S funkcije f na [0, 1] takve da vrijedi S —s < &.
Ocito je max{0, 1 — &} < 1 pa moZemo odabrati realan broj 7 takav da

max{0,1 —eg} <z< 1.
Slijedi
O<z<lil-e<z<l.
Slijedi da je
l-z<e. (2.16)

Promotrimo subdiviziju 0, z, 1 segmenta [0, 1]. Neka su s i S donja i gornja Darbouxova
suma od f na [0, 1] odredene tom subdivizijom. Imamo

{f() [x€[0,z]} ={0} i {f(®) [ x €[z 1]} = {0, 1}.

Stoga je
§s=0:-(z=0)+0-(1 -2),

dakle s = 0. Nadalje
S=0-z-0+1-(1-2),

pajeS =1—z Slijedi S —s =1 -z sto zajedno s (2.16) povlacida je S — s < &.

Prema tome, f je integrabilna na [0, 1].

Ocito je s < 1.(f;0,1), tj. 0 < L(f;0,1). Prema dokazanom za svaki € > 0 postoji
gornja Darbouxova suma S od f na [0,1] takva da je S < e. Kada bi vrijedilo 0 <
L1.(f;0,1) onda bi postajala gornja Darbouxova suma S od f na [0, 1] takva da je S <
L.(f;0,1) pa bi zbog I'(f;0,1) < S vrijedilo I'(f;0,1) < L.(f;0,1), Sto je nemoguce
prema korolaru 1.5.8.

1
Dakle, I.(f;0,1) =0, 4. [ f=0.
0

Napomena 2.2.6. Neka je f funkcija iz primjera 2.2.5. Vidjeli smo da f nije neprekidna u
tocki 1. Tvrdimo da je f neprekidna u xo za svaki xy € [0, 1).
Neka je xy € [0, 1). Neka je € > 0. Definirajmo

o0=1- X0-
Ocito je 6 > 0. Tvrdimo da za svaki x € [0, 1] vrijedi

lx =Xl <6 = |f(x) = f(xo)l <e. (2.17)
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Neka je x € [0, 1] takav da je |x — xo| < 6. Tada je i x — xo < d pa je x < xo + 6, no prema
definiciji od 6 imamo da je
Xo+0=1.
Dakle, x < 1. Stoga je f(x) = 0. Takoder vrijedi f(xy) = 0 pa je ocito |f(x) — f(xo)| < €.
Dokazali smo da za svaki x € [0, 1] vrijedi (2.17).
Zakljucak: f je neprekidna u tocki x.

Napomena 2.2.7. Neka su X,Y C Rteneka su f : X - Rig : Y — R funkcije.
Pretpostavimo da su a,b € R,a < b, takvi da je [a,b] C X,[a,b] C Y i f(x) = g(x),Vx €
[a, b].

Tada je f integrabilna na [a, b] ako i samo ako je g integrabilna na [a, b].

b b
Nadalje, ako je f integrabilna na [a, b], vrijedi f f= f g.

Prije svega, ocito je {f(x) | x € [a,b]} = {g(x) | x € [a,b]}, stoga je f omedena na [a, b)
ako i samo ako je g omedena na [a, b]. Ako je xo, ..., x, subdivizija segmenta [a, b], onda
je ocito donja Darbouxova suma od f na [a, b] odredena subdivizijom x, ..., x, jednaka
donjoj Darbouxovoj sumi od g na |a, b] odredena subdivizijom xy, ..., x,. Stoga je skup
svih donjih Darbouxovih suma od f na |a, b jednak skupu svih donjih Darbouxovih suma
od g na [a, b] pa je

L(f;a,b) = I.(g;a,b).
Analogno zakljucujemo da je

I'(f;a,b) = I'(g; a, b).
Iz ovih jednakosti slijede traZene tvrdnje.

Napomena 2.2.8. Neka je X C R, f : X — R funkcija te a,b € R,a < b takvi da je

[a,b] € X. Iz napomene 2.2.7 slijedi da je f integrabilna na [a, b] ako i samo ako je f[ .

b b
integrabilna na (a, D] te da je ff = ff|[ b slucaju da je f integrabilna na [a, b].

Napomena 2.2.9. Neka je X C R, f : X —» Rixy € X. Neka je Y C R takav da je
Xo € Y. Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna u x,. Tada je funkcija fi y neprekidna u

Xo. Naime, neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X vrijedi
x—xol <0 = |f(x)— f(xo)| < &. (2.18)
Posebno, (2.18) vrijedi za svaki x € Y. Dakle, za svaki x € Y vrijedi

¥ =0l <6 = 1 fj, ()= f], (o) < &

Prema tome, f|Y je neprekidna u x.



2.2. INTEGRABILNOST NEPREKIDNIH FUNKCIJA NA SEGMENTU 47

Definicija 2.2.10. Neka je X C R te neka je f : X — R funkcija. Neka je Y C X. KaZemo
da je f neprekidna na'Y ako je f neprekidna u x za svaki x € Y.

Napomena 2.2.11. Neka je X C R te neka je f : X — R funkcija. Pretpostavimo da je Y
neprazan podskup od X takav da je f neprekidna na Y. Tada je funkcija f|Y neprekidna.

Naime, ako je x € Y onda je f neprekidna u x (jer je neprekidna na Y) pa iz napomene
2.2.9 slijedi da je fi , neprekidna u x. Dakle, f|y Jje neprekidna u svakoj tocki svoje domene,

1. f|Y Jje neprekidna funkcija.

Napomena 2.2.12. Obrat tvrdnje iz leme 2.2.11 ne vrijedi opcenito, tj. moguce je da za
Sfunkciju f : X - R, gdjeje X C R, vrijedi da je f|Y neprekidna (gdje je Y neprazan podskup

od X), a da f nije neprekidna na Y. Promotrimo funkciju f : [0, 1] — R definiranu s

_fo,  xeqo,n
=i 128

Definirajmo Y = {1}. Prema primjeru 2.2.5 funkcija f nije neprekidna u tocki 1, dakle, f
nije neprekidna na Y. No, funkcija f| y je neprekidna. Naime, to slijedi iz primjera 2.1.5

(ocito je f|y konstantna funkcija).

Propozicija 2.2.13. Neka je X C R, neka je f : X — R funkcija te neka su a,b € R,a < b
takvi da je |a,b] C X. Pretpostavimo da je f neprekidna na [a, b]. Tada je f integrabilna
na [a, b].

Dokaz. Prema napomeni 2.2.8 dovoljno je pokazati da je f b integrabilna na [a, b]. U tu
svrhu dovoljno je prema teoremu 2.2.4 dokazati da je f|[ " neprekidna funkcija. No, da je
f|[ " neprekidna funkcija slijedi iz pretpostavke propozicije i napomene 2.2.11.

Zakljucak: f je integrabilna na [a, b]. O
Primjer 2.2.14. Neka je f : [0,2] — R funkcija definirana s

f(x):{o, x<1

1, x> 1.

Uocimo da funkcija f nije neprekidna. Naime, kada bi f bila neprekidna, onda bi
bila neprekidna i na [0, 1] pa bi prema napomeni 2.2.11 f|[0 . bila neprekidna funkcija, no

f|[0 . je funkcija iz primjera 2.2.5 za koju smo vidjeli da nije neprekidna. DokaZimo da je f
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Slika 2.2: Prikaz grafa funkcije f.

integrabilna na [0, 2). Prema propoziciji 1.5.9 dovoljno je dokazati da je f integrabilna na
[0, 1] te da je f integrabilna na [1,2]. Nadalje, prema napomeni 2.2.8 dovoljno je dokazati
da je f|[0 . integrabilna na [0, 1] te da je f|[1 . integrabilna na [1,2). Prema primjeru 2.2.5

1
Sfunkcija f|[0 . je integrabilna na [0, 1] te je integral f f =0 (napomena 2.2.8).
’ 0

Za svaki x € [1,2] vrijedi f|[1 2]()c) = 1. Iz primjera 1.3.1 slijedi da je f|[1 . integrabilna na

2 2
[LZhe&Ueff[ =1Q2-1)= 1. Dakle, [ f =1.
1 1

1,2]

Zakljucujemo da je f integrabilna na [0, 2] te prema propoziciji 1.5.9 vrijedi

2 1 2
Offzoff+1ff:0+1:1.

2
Dakle, [ f = 1.
0
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2.3 Monotonost integrala

Propozicija 2.3.1. Neka sua,b € R,a < b te neka su f, g : [a,b] — R omedene funkcije.
Pretpostavimo da je f(x) < g(x),Vx € [a,b].
Tada je I.(f;a,b) < 1.(g;a,Db).

Dokaz. Neka je xo, ..., x, subdivizija segmenta [a, b]. Neka je s donja Darbouxova suma
od f na [a, b] odredena ovom subdivizijom te neka je s” donja Darbouxova suma funkcije
g na [a, b] odredena istom subdivizijom. Imamo

gdje za svakii € {0,...,n — 1} vrijedi da je
m; = inf{f(x) | x € [x;, xis1]} 1 m; = inf{g(x) | x € [x;, xi1]}.
Nekajei€{0,...,n—1}. Zasvaki x € [x;, x;11] vrijedi m; < f(x) paiz f(x) < g(x) slijedi
m; < g(x).

Stoga je m; donja meda skupa {g(x) | x € [x;, x;41]}, pa iz ovoga 1 definicije od m slijedi

m; < m:
Stoga je
n—1 n—1
7’ ’
s = mi(Xip1 — x;) < Z mi(Xipg1 — X)) = 5.
i=0 i=0
Dakle, s < s'.

Ocito je s < I.(g;a,b) paje s < I.(g;a,b). Ovo znaci da je I.(g; a, b) gornja meda skupa
svih donjih Darbouxovih suma funkcije f na [a, b]. 1z definicije donjeg integrala funkcije
f na[a, b] slijedi da je

I.(f;a,b) < 1.(g;a,b).

Korolar 2.3.2. Neka sua,b € R,a < b te neka su f,g : [a,b] = R omedene funkcije.
Pretpostavimo da je f(x) < g(x),Vx € [a, b].
Tada je I'(f;a,b) < I'(g; a,b).

Dokaz. Zasvaki x € [a, b] vrijedi —g(x) < —f(x), tj. (=g)(x) < (=f)(x). Prema lemi 1.4.6
funkcije —g i —f su omedene pa iz propozicije 2.3.1 slijedi da je I.(—g; a,b) < L.(—f;a, b).
MnozZenjem ove nejednakosti s —1 dobivamo —1.(—f;a, b) < —1.(—g; a, b).

Iz ovoga 1 propozicije 1.4.8 slijedi tvrdnja korolara. |
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Korolar 2.3.3. Neka su a,b € R,a < b te neka su f,g : [a,b] — R integrabilne funkcije
na [a, b].
Pretpostavimo da je f(x) < g(x),Vx € [a, b].

b

b
Tadajeffsfg.

b b
Dokaz. Znamo da je ff = I.(f;a,b) 1 fg = 1.(g;a,b) pa tvrdnja slijedi iz propozicije
23.1. ’ ’ D

Lema 2.3.4. Neka sua,b € R,a < b te neka su f, g : [a,b] — R neprekidne funkcije takve
da je f(a) < g(a) ili f(b) < g(b). Tada postoji x, € {a, b) takav da je f(xy) < g(xo).

Dokaz. Pretpostavimo da je f(a) < g(a). Definirajmo & = w. Ocito je € > 0. Bududi
da je f neprekidna u tocki a, postoji 6; > 0 takav da za svaki x € [a, b] vrijedi

x—al <6, = |f(x)— fla) <e. (2.19)
Nadalje, buduci da je g neprekidna u a, postoji 6, > 0 takav da za svaki x € [a, b] vrijedi

lx—al <6, = |g(x)—ga)| <e. (2.20)
Ocito je

a < min{a + 6;,a + 65, b}

pa mozemo odabrati x, € R takav da je a < xop < min{a + 81, a + 0, b}. Slijedi a < xy < b,
tj. xo € {a, b).
Nadalje, iza < xop < a+ 9; slijedidaje 0 < xo —a < d; paje [xo —al < 9;.
Isto tako zakljuCujemo da je |xo — a| < 6,.

Iz (2.19) 1 (2.20) slijedi da je [f(xo) — f(a)| < €1 |g(xo) — g(a)| < &. 1z prve nejednakosti
dobivamo da je f(xy) — f(a) < &, tj.

f(xo) < fla) + &, (2.21)
a iz druge nejednakosti dobivamo da je g(a) — g(xo) < &, .
g(a) — & < g(xo). (2.22)

Iz definicije od ¢ lako slijedi da je

fla)+¢&=gla) -

Sada iz (2.21) i (2.22) slijedi da je f(xp) < g(xp). Dakle, postoji xy € {a, b) takav da je

f(xo) < g(xo).
Do istog zakljucka dolazimo u slucaju f(b) < g(b). m|
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Propozicija 2.3.5. Neka sua,b € R,a < b te neka su f, g : [a,b] — R neprekidne funkcije.
Pretpostavimo da je f(x) < g(x),Vx € [a, b] te da je f(xy) < g(xo) za neki xq € [a, b].

b b

Tadajeff<fg.

8(x0)—f(x0)
-

Dokaz. Premalemi 2.3.4 moZemo pretpostaviti da je xo € {(a, b). Definirajmo & =
Buduc¢i da je f neprekidna u xy, postoji 6; > O takav da za svaki x € [a, b] vrijedi

Ix = xol <61 = [f(x) = flxo)l <e&.

Nadalje, neprekidnost funkcije g u x, povlaci da postoji 6, > 0 takav da za svaki x € [a, b]
vrijedi
lx = xol <62 = [g(x) — g(xo)l < &.

Definirajmo: 6 = min{d, 6,}. Tada za svaki x € [a, b] vrijedi
lx— x|l <6 = [f(x) = flxp)l <& 1 [g(x)—gx)l <e. (2.23)

Vrijedi max{a, xo — 6} < xo pa moZemo odabrati ¢ € R takav da je max{a, xo — 0} < ¢ < xp.
Nadalje, vrijedi xy < min{xy + 6, b} pa moZemo odabrati d € R takav da je xp < d <
min{xy + 0, b}.

Imamo a < ¢ < xp < d < b. Takoder vrijedi xy — 0 < ¢ < xp < d < xp + 0. Neka je
x € [c,d]. Tada iz prethodne nejednakosti slijedi da je x € (xo — 9, xo + 9). Iz leme 2.1.9
slijedi |x — xp| < 0 pa iz (2.23) slijedi da je

1f(x) = fxo)l < & 1 |g(x) — g(xo)l < &.

Stoga je f(x) — f(x0) < & 4. f(x) < f(xo) + & te g(xo) — g(x) < &, 4. g(xo) — & < g(x).
Dokazali smo da je f(x) < f(xg) + €1 g(xo) — & < g(x),Vx € [c,d].
Definirajmo funkciju & : [c,d] — R s h(x) = f(xo) + € za svaki x € [c,d]. Imamo

f|[‘d](x) < h(x),Yx € [c,d], nadalje funkcija f e je integrabilna jer je neprekidna, a

funkcija & je integrabilna jer je konstantna. 1z korolara 2.3.3 slijedi da je

d

d
J = ]

c

pa iz napomene 2.2.8 i primjera 1.3.1 slijedi da je

d
ff < (f(xo +&)d - c). (2.24)



52 POGLAVLIJE 2. NEPREKIDNE FUNKCIJE

Definirajmo funkciju 7’ : [c,d] — R s h'(x) = g(xp) — € za svaki x € [c,d]. Vrijedi

d d
h(x) < g|[c’d](x), Vx € [c,d] pa kao i maloprije zakljuCujemo da je Cf h < Cf 8 ear tj.
d
(AW—@M—@Sfé (2.25)

c

Iz definicije od ¢ slijedi da je 3 = g(xp) — f(x0) pa je 2& < g(xo) — f(xp), Sto povlaci da je
f(xo) + & < g(xo) — €. Iz ovoga te (2.24) i (2.25) slijedi da je

d d
f f< f g (2.26)

c

Bududi da je f(x) < g(x),Vx € [a, c], posebno imamo da je f|[ _](x) < g|[ .](x), Vx € [a,c].

c

Iz korolara 2.3.3 slijedi daje [ fi < [g

a

f f< f g. (2.27)

tj.

la.cl’

Na isti nac¢in dobivamo da je

(2.28)

&%w
~
IA
&%w
oQ

Iz (2.26), (2.27) 1 (2.28) slijedi da je

d

¢ d b c b
aff+cff+;ff<fg+fg+fg.

a c d

Ovo prema propoziciji 1.5.9 znaci da je

b b
frefs
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Nekasua,b € R,a < btenekasu f, g : [a,b] — R funkcije takve da je f(x) < g(x),Vx €
[a, b] te f(xp) < g(xo) za neki xy € [a, b].

b b
Ako su f 1 g neprekidne, onda prema propoziciji 2.3.5 imamo da je f f < f g. No, ova

nejednakost ne mora vrijediti ako umjesto pretpostavke da su f i g neprekidne uzmemo
samo da su f 1 g integrabilne. To pokazuje sljedeci primjer.

Primjer 2.3.6. Neka su f, g : [0, 1] — R funkcije definirane s f(x) = 0,Vx € [0,1] i

) 0, x<1
xX) =
& . x=1

Funkcije f je integrabilna (jer je konstantna), a za funkciju g smo u primjeru 2.2.5 vidjeli
da]e lntegrabllna Nadalje, ocito je f(x) < g(x),Yx €[0,1] te f(1) < g(1). No, ne vrijedi

ff<fg]er]eff O(przm]erl3l)lfg 0 (primjer 2.2.5).
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Sazetak

U prvom poglavlju definirali smo omedenu funkciju te smo zatim definirali pojmove gornje
i donje Darbouxove sume funkcije na segmentu. Zatim smo definirali donji i gornji integral
funkcije f na segmentu [a, b], tj. L.(f;a,b) 1 I'(f;a,b) te pojam integrabilne funkcije na
segmentu. Dali smo primjere integrabilnih funkcija te dokazali da vrijedi: L(f;a,b) =
I.(f;a,c) + L(f;c,b) pri Cemu je a < b < c. Nadalje, dokazujemo da isto vrijedi za gornje
integrale: I*(f;a,b) = I'(f;a,c) + I'(f;c,b) gdje smo koristili jednakost I*(f;a,b) =
—1.(—f;a,b). Na kraju smo dokazali da za svaku donju i gornju Darbouxovu sumu vrijedi
s < 8, gdje su s1S donjai gornja Darbouxova suma funkcije f, Sto nas je dovelo do
zakljucka: 1.(f;a,b) < I'(f;a, D).

U drugom poglavlju proucavali smo neprekidne funkcije. Dokazali smo da je svaka ne-
prekidna funkcija na segmentu uniformno neprekidna. Nadalje, dokazali smo da je svaka
neprekidna funkcija na segmentu omedena te da je, Cak StoviSe, integrabilna. Dali smo pri-
mjer funkcije na segmentu koja je integrabilna, ali nije neprekidna. Na kraju smo dokazali

b b
da ako je f(x) < g(x),Vx € [a,b], onda vrijedi: f f < f g. Dokazali smo i da ako su

funkcije f i1 g neprekidne i takve da vrijedi f(xo) <a g(xp) zaa neki xy € [a, b], onda vrijedi:

b b
Jr<Je






Summary

In the first chapter, we defined a bounded function and then introduced the concepts of
upper and lower Darboux sums for a function on a segment. We then defined the lower and
upper integrals of a function f on a segment [a, b], denoted by I.(f; a, b) and I*(f; a, b), as
well as the concept of an integrable function on a segment. We provided examples of in-
tegrable functions and proved the following statement: 1.(f;a,b) = I.(f;a,c) + L.(f; c, b),
where a < b < c¢. Furthermore, we showed that the same holds true for the upper inte-
grals: I*(f;a,b) = I'(f;a,c) + I'(f; c, b), utilizing the equality I*(f;a,b) = —L.(—f;a,b).
Finally, we demonstrated that for every lower and upper Darboux sum, s < S, where s
and S represent the lower and upper Darboux sums of the function f. This led us to the
conclusion: I.(f;a,b) < I'(f;a,b).

In the second chapter, we studied continuous functions. We proved that every conti-
nuous function on a segment is uniformly continuous. Furthermore, we established that
every continuous function on a segment is bounded and, moreover, integrable. We provi-
ded an example of a function on a segment that is integrable but not continuous. Finally,

b b
we proved that if f(x) < g(x), Vx € [a, b], then f f< f g. We have proven that if functions

f and g are continous and satisfy the condition f(xy) < g(xo) for some xy € [a,b], then

b b
Jr<Je
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