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Uvod

Tijekom proteklih sto godina otkriveno je da postoji bliska veza izmedu teorije reprezen-
tacija i kombinatorike. Teoriju reprezentacija smatramo relativno novom granom matema-
tike buduci da je njeno promatranje pocelo u 20. stolje¢u. Youngove tablice su sveprisutni
kombinatorni objekti koji imaju vaznu ulogu u teoriji reprezentacija, geometriji 1 algebri.

U ovom radu ¢emo se fokusirati na proucavanje veze izmedu teorije kristalnih baza
kona¢nodimenzionalnih U,(gl,)-modula i kombinatorike Youngovih dijagrama i Youngo-
vih tablica pri ¢emu ¢e nam od posebne vaznosti biti pojam dopustivog ocitavanja. Kris-
talni graf kona¢nodimenzionalnog ireducibilnog U, (gl,)-modula bit ¢e prikazan pomocu
skupa semistandardnih Youngovih tablica odredenog oblika. KoriStenjem pravila tenzor-
skog produkta za Kashiwarine operatore, dat cemo kombinatorno pravilo za dekompoziciju
tenzorskog produkta kona¢nodimenzionalnih U(gl)-modula u direktnu sumu ireducibilnih
komponenti.

U prvom poglavlju slijedit ¢emo gradivo iz knjiga [2] i [1]. Kako bismo mogli precizno
prezentirati glavne rezultate ovog rada, prvo ¢emo uvesti pojam Liejeve algebre. Liejeve
algebre izvorno su se razvile kao sredstvo proucavanja lokalnih svojstava Liejevih grupa.
Uz Liejevu algebru, vazno je uvesti i pojam Liejeve podalgebre. Zatim uvodimo pojam re-
prezentacije Liejeve algebre te ¢emo vidjeti da su reprezentacije odredena istaknuta klasa
homomorfizama Liejevih algebri. Sljedece ¢emo definirati pojam univerzalne omotacke
algebre, Cartanove matrice, teZinske resetke te dualne tezinske reSetke. Na kraju poglavlja
¢emo se fokusirati na kvantne grupe i njihove reprezentacije pri cemu ¢emo opisati kons-
trukciju asocijativne algebre iz zadanih generatora i relacija te, pomocu nje, uvesti pojam
kvantne grupe U,(g) pridruzene Liejevoj algebri g. Prvenstveno ¢e nas zanimati teorija
reprezentacija tih kvantnih grupa. Kao Sto ¢emo vidjeti u kasnijim poglavljima, moduli iz
kategorije O7 te kategorije O usko su povezani s teorijom kristalnih baza.

U drugom poglavlju se fokusiramo na gradivo iz knjige [2]. Teoriju kristalnih baza za
kvantne grupe uveo je Kashiwara pa na pocetku poglavlja definiramo Kashiwarine opera-
tore koji su nam vazni kako bismo razvili teoriju kristalnih baza U,(g)-modula iz katego-
rije O . Od velike vaznosti ¢e nam biti pojam kristalne reSetke, kristalne baze i kristalnog
grafa. Nadalje, navodimo teorem o tenzorskom produktu kristala koji nam predstavlja
jednu od kombinatornih znacajki kristalnih baza. Na kraju poglavlja ¢emo proucavati kris-
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tale. Kristali su odredeni kombinatorni objekti koje pridruzujemo reprezentacijama kvant-
nih grupa. Prikazujemo ih usmjerenim grafovima ¢iji su bridovi razlicitih boja, dok njihove
vrhove realiziramo pomocu Youngovih tablica.

U treCem, ujedno i zadnjem poglavlju, takoder ¢emo slijediti gradivo iz knjige [2].
Na pocetku poglavlja uvodimo pojam kvantne grupe U,(gl,) i pripadne kategorije Ol.i(t).
Glavni cilj ovog poglavlja e biti uspostaviti vezu izmedu U, (gl,)-kristala i Youngovih di-
jagrama. Od posebne vaznosti su nam definicija Youngovog dijagrama i kosog Youngovog
dijagrama. Prvo ¢emo definirati, a zatim ¢emo i na primjeru vidjeti §to znaci pojam daleko-
isto¢nog i srednjeistocnog ocitavanja koji ¢e nam biti klju¢ni za uspostavljanje veze izmedu
Youngovih dijagrama i kristala. Uz te pojmove, vaznu ulogu ima i dopustivo o€itavanje.
Zatim ¢emo prouciti kristalne grafove za U,(gl,)-module te ¢emo navesti nekoliko vaznih
teorema koje ¢emo ujedno i dokazati. Na kraju rada ¢emo se baviti U,(Bs3)-kristalima. Dat
¢emo primjere nekih kristala tog tipa te ¢e nam glavni cilj biti prikazati razlike koje se
javljaju prilikom realizacije kristala za Liejeve algebre drugih tipova.



Poglavlje 1

Liejeve algebre i kvantne grupe

U cijelom ovom radu, osim ako nije drugacije navedeno, C ¢e oznacavati polje komplek-
snih brojeva. U ovom poglavlju navodimo neke osnovne pojmove i rezultate, bez dokaza,
iz teorije Liejevih algebri te pripadnih kvantnih grupa te slijedimo izlaganje iz knjiga [1],
[3]1iz poglavlja 1, 2 1 3 knjige [2].

1.1 Liejeve algebre

Jedan od glavnih pojmova koji ¢e nam biti potreban u ovom radu je pojam Liejeve algebre.

Definicija 1.1.1. Liejeva algebra nad poljem C je vektorski prostor g zajedno s operacijom
g X g — @ koja se obicno oznacava s (x,y) — [x,y] i zove komutator, takvom da su za sve
x,v,z€qia,p e Cispunjeni sljedeci uvjeti:

(1) [ax+By,z] = a[x,z] +B[y.z],

(2) [x,ay+pBz] = a[x,y] +Bx.z],

(3) [x,x] =0,

(4) [x [y.2ll + [y, [z, x1] + [z, [, ¥]] = 0.
Svojstvo (4) se naziva Jacobijev identitet. Iz svojstva (3) imamo

0=[x+yx+y]=[x,x]+[xy]+ [y, x] + [y, y] = [x,y] + [, x]
Sto povlaci
[x,y] = —[v,x] zasveux,yE€aq.

Definicija 1.1.2. Za Liejevu algebru Yy kaZemo da je Liejeva podalgebra od g ako je zado-
voljeno sljedece:
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(1) b je vektorski potprostor od g,
(2) ako su x,y ub, tada je |x,y| takoder u'b.

Primjer 1.1.1.
(1) Neka je A asocijativna algebra nad C te na A definiramo

[a,b] =ab—ba zasvea,b € A.

Tada zadana operacija zadovoljava antikomutativnost, Jacobijev identitet i bilinearnost
pa je par (A,[,]) Liejeva algebra. Stoga se svaka asocijativna algebra moZe pretvoriti u
Liejevu algebru.

(2) Neka je V vektorski prostor nad C. Oznacimo sa End V skup svih linearnih operatora
naV. Na End V definiramo

[x,y] =xy—yx zasvex,y€ EndV.

Tada End V postaje Liejeva algebra koja se naziva opca linearna Liejeva algebra i oznacava
s gl(V). Ako je V = C", tada opcu linearnu Liejevu algebru oznacavamo sa gl,(C).

(3) Neka je s1,(C) = {x € gl,(C) | tr x = 0} potprostor od gl,(C) koji se sastoji od matrica
s tragom nula. Tada je s1,(C) Liejeva podalgebra od ol,(C) koju nazivamo specijalna
linearna Liejeva algebra.

Sljedeci cilj nam je uvesti pojam reprezentacije Liejeve algebre. Kao Sto ¢emo vidjeti,
reprezentacije su odredena istaknuta klasa homomorfizama Liejevih algebri.

Definicija 1.1.3. Neka su g i o' Liejeve algebre. Homomorfizam s g u g je linearno pres-
likavanje ¢ : ¢ — o' koje zadovoljava

¢(lx, y]) = [¢(x), ¢(y)] za sve x,y € g.
Sasvim analogno moZemo uvesti i pojam homomorfizma asocijativnih algebri:

Definicija 1.1.4. Neka su A i A" asocijativne algebre. Homomorfizam asocijativnih algebri
s Au A’ je linearno preslikavanje ¢ : A — A’ koje zadovoljava

P(xy) = p()p(y) za sve x,y € A.

U slucaju kada su A 1 A" asocijativne algebre s jedinicom, dodatno ¢emo podrazumijevati
da homomorfizam zadovoljava ¢(1) = 1.

Definicija 1.1.5. Reprezentacija Liejeve algebre g na kompleksnom vektorskom prostoru
V je homomorfizam Liejevih algebri p : g — gl(V).
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Primjer 1.1.2. Neka je g Liejeva algebra. Definiramo preslikavanje ad : ¢ — gl(g) koje
zadovoljava
(ad x)(y) = [x,y] zasve x,y € g.

Tada je ad homomorfizam Liejevih algebri koji se naziva adjungirana reprezentacija od g.

U sljedece dvije definicije vidjet ¢emo kako umjesto pojma reprezentacije algebri mozemo
promatrati i pojam modula.

Definicija 1.1.6. Neka je g Liejeva algebra. Vektorski prostor V naziva se g-modul ako
postoji preslikavanje g X V. — V, oznaceno s (x,v) — x - v, koje, za sve x,y € g, v,w € V i
a, B € C, zadovoljava sljedeca svojstva:

(1) (ax+By)-v=alx-v)+p(y-v),
(2) x-(av+pw) =a(x-v)+B(x-w),
3) [yl v=x-(y-v)—y-(x-v).

Definicija 1.1.7. Vektorski prostor V naziva se modul za asocijativnu algebru A ili krace,
A-modul, ako postoji preslikavanje A X V. — V, oznaceno s (x,v) — x - v, koje, za sve
x,yeA v,weVia,p € C, zadovoljava sljedeca svojstva:

(1) (@x+By)-v=alx-v)+p(y-v),
(2) x-(av+pw) =a(x-v)+B(x-w),
(3) (xy)-v=x-(y-v).

Definicija 1.1.8. Neka je g Liejeva algebra. Ako su 'V i W g-moduli, tada homomorfizam
g-modula definiramo kao preslikavanje ¢ : V. — W, koje zadovoljava ¢(x - v) = x - ¢(v) za
sve x € g,v € V. Ako je W potprostor od g-modula V, tada kaZemo da je W podmodul od
V ako

x-WcW, zasvakix € g.

Definicija 1.1.9. Za g-modul V kaZemo da je ireducibilan ako ima tocno dva podmodula:
0iV.

Pojmovi homomorfizma modula, podmodula te ireducibilnosti analogno se mogu uvesti i
za asocijativnu algebru.

Primjer 1.1.3. (1) Neka je W podmodul g-modula V. Tada je kvocijentni prostor V/W
g-modul s operacijama na g danim s

x-0+W)y=x-v+W zaxeg,veV.
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Preslikavanje V. — V/W koje svaki vektor v € V Salje u v + W zovemo kanonski
epimorfizam i ono je jedan primjer homomorfizma, odnosno epimorfizma modula.

(2) Trodimenzionalna prosta Liejeva algebra g = sl, ima bazu

1 0 01 00
o A R
koja zadovoljava

[h el =2e, [h,f1=-2f, le.f]=h

Neka je V konacnodimenzionalan ireducibilan modul nad sl,(C). MoZe se dokazati
da se prostor V moZe zapisati kao direktna suma svojstvenih potprostora

V=PV, gdiejeVi=1{veV h-v=av}.

AEL
Primijetimo da je
e-ViC Vi,
f -VicVios.

Buduci da je V konacnodimenzionalan, postoji ne-nul vektor vy € V,, za neki A € Z,
takav da je e - vo = 0. Neka je v; = %foj -vo za j = 0. Tada imamo

h'Vj:(/l—Zj)Vj,
fvi=0G+ Dy, (1.1)
e-vi=A-j+ v,

pri cemu s v_y oznacavamo nulvektor. Iz ireducibilnosti vidimo da je dimenzija od V
jednaka A + 1.

U primjeru 1.1.1 vidjeli smo kako od asocijativne algebre uvijek moZemo napraviti Li-
ejevu algebru. Sljedeca, bitno slozenija konstrukcija, omoguéava nam da Liejevoj algebri
pridruzimo asocijativnu algebru. Valja istaknuti kako je takva asocijativna algebra u pra-
vilu znatno veca od originalne Liejeve algebre. Primjerice, univerzalna omotacka algebra
trodimenzionalne Liejeve algebre sl,(C) je beskona¢nodimenzionalna.

Definicija 1.1.10. Neka je g Liejeva algebra nad poljem C. Univerzalna omotacka algebra
od g je uredeni par (U(g), i) koji zadovoljava sljedece:

(1) U(g) je asocijativna algebra s jedinicom nad C,
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(2) i:g — Ul(g) je linearno preslikavanje koje zadovoljava
i([x, y]) = i(x0)i(y) — i(y)i(x) zasve x,y € g.

(3) Za svaku asocijativnu algebru s jedinicom A nad C i svako linearno preslikavanje
j 18— Atakvo da j(Lx.y]) = j()j) - J()J(), 2a sve x,y € g, postoji jedinstveni
homomorfizam algebri 6 : U(g) — A takavda o j=i.

Na kraju ove tocke, prisjetit cemo se definicije generalizirane Cartanove matrice te joS
nekih s njom blisko povezanih pojmova.

Definicija 1.1.11. Neka je I konacan skup indeksa. Kvadratna matrica A = a;; (i,j€ 1) s
vrijednostima u Z koja, za sve i, j € I, zadovoljava sljedece relacije naziva se generalizi-
rana Cartanova matrica:

(1) a; =2zasveiel,
(2) a;j < 0ako jei# j,
(3) aij = 0 ako i samo ako a;; = 0.

Ako postoji dijagonalna matrica D = diag {s; | i € I} za sve s; € Z. takva da je DA sime-
tricna, tada za matricu A kazemo da je simetrizabilna.

Primjer 1.1.4. Neki primjeri Cartanovih matrica su:

2 -1
{7 2)

2 -1 0
2) -1 2 -1

0 -1 2

2 -1 0 0

1 2 -1 -1
Glo -1 2 o0

0 -1 0 2

Nekajeh = EBI. ; Ch; Abelova Liejeva algebra, tj. Liejeva algebra takva da je [x,y] = 0 za
sve x,y € b, dimenzije jednake kardinalitetu skupa /. Neka h* oznacava dualni prostor od
b, odnosno prostor svih linearnih funkcionala na b.
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Definicija 1.1.12. Dualna teZinska resetka pridruZena Cartanovoj matrici A, oznacena s
PV, je slobodna Abelova grupa ranga 2|1| — r(A) s bazom

hilieu{ds|s=1,..,|I-r(A)}

pri cemu r(A) oznacava rang matrice A. Takoder, moZemo definirati teZinsku resetku od A
kao
P={1ebh |APY)eZ}.

Neka je I1Y = {h; | i € I} i odaberimo linearno nezavisan podskup 11 = {«; | i € I} C b* tako
da
aj(h) =a;j, ajd,)=0ilil

zai,jel, s =1,..,|I| — r(A). Elemente iz I1 i I1V nazivamo redom prosti korijeni i prosti
kokorijeni.

1.2 Kvantne grupe i njihove reprezentacije

Fiksirajmo varijablu g koju ¢emo zvati kvantni parametar. Neka je C(g) oznaka za polje
svih racionalnih funkcija u ¢ s kompleksnim koeficijentima.

Definicija 1.2.1. Neka je n € Z. Element [n], naziva se g-cijeli broj i definiran je s

qn _ q—n
[n], = .
T og-q!

Definirajmo g-faktorijele s
Ol =11 [nl,! =[nl,-[n—=1];---[1]l; za n € Z.y.

Stovise, ako je n > m # 0, tada je kvantni analogon binomnih koeficijenata dan s

[ n ] _ [n]q'
m |, [m],![n —m],!
i zovemo ga q-binomni koeficijent.

Opisat ¢emo konstrukciju asocijativne algebre iz zadanih generatora i relacija. Ona
¢e nam biti potrebna kako bismo uveli kvantne grupe. Neka je G neprazan skup, a s V
oznac¢imo kompleksan vektorski prostor Ciju ¢e bazu Ciniti sve rijeci nad G. Praznu rijec
oznacimo sa 1. Na prostoru V definiramo mnoZenje kao konkatenaciju. Odnosno, ako su
X, ...X;, 1y, ...y;, dvije rijeci, tada njihov produkt definiramo s

(X,'l ...xin) . (yil y,m) = XipeooXiy Yig oo Vi
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Moze se dokazati da proSirenjem po linearnosti dobivamo bilinearnu operaciju na V koja je
asocijativna te ima jedinicu 1. Takvu asocijativnu algebru s jedinicom nazivamo slobodna
algebra nad G. Oznacimo ju s F. Za nju vrijedi univerzalno svojstvo koje govori da za
svaku asocijativnu algebru s jedinicom M i za svaku funkciju ¢ : G — M postoji jedins-
tveni homorfizam asocijativnih algebri s jedinicom ¢ : ' — M takav da je y=¢¢, pri Cemu
t oznacava inkluziju G — F. Akosu x; € F, i € K elementi od F te R obostrani ideal u F
generiran svim x;, i € K, tada je F/R asocijativna algebra s jedinicom generirana skupom
G irelacijama x; = 0,i € K.

Neka je A = (a;j)i jer simetrizabilna generalizirana Cartanova matrica s pripadnom matri-
com D = diag(s; € Z>o | i € I) kao u definiciji 1.1.11 i neka je (A, II, 1Y, P, PV) petorka
pridruzena matrici A. U nastavku ¢emo definirati kvantnu grupu U, (g).

Definicija 1.2.2. Kvantna grupa U (g) pridruZena petorci (A, I 11V, P, PV) je asocijativna
algebra s jedinicom nad C(q) generirana elementima e;, f; (i € I) i g" (h € PY) sa sljedecim
relacijama:

(1) ¢ =1,4"¢" = ¢"*" zah,lv € P",
(2) ¢"eiq™" = q“"e; za h € PY,

3) ¢"fig" =g P fizahe P,

(4) eif;— fiei = 5,% i jel

1—a,-j r B

1_ i —daji— . .

(5) YD e el = 0zai #
k=0 - 19i

1—a,-j

(1—ay | joa- o
6) Y D AT R = 0zai %
k=0 L

Aqi

gdje je g = q" i K; = ¢*™.
Sada ¢emo uvesti neke osnovne pojmove iz teorije reprezentacija kvantnih grupa.

Definicija 1.2.3. U,(g)-modul V¢ naziva se tezinski modul ako je

Vi = EB Vi, gdjeje Vi=1{veV'|q'v=q""v zasvaki heP}.
AeP

(1) Nenulvektorv € Vj naziva se tezinski vektor teZine A.
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(2) Vektor v teZine A naziva se maksimalni vektor teZine A ako je e;v = 0 za svakii € I.

(3) Ako je Vi # 0, tada za A kaZemo da je tezina od V? i za V{ kaZemo da je tezinski
potprostor pridruZen A € P.

(4) Skup teZina U (g)-modula oznacava se s wt(V).

Definicija 1.2.4. Za u, A € P kaZemo da je u manji od A i pisemo u < A ako je A — u suma
prostih korijena.

Definicija 1.2.5. Kategorija O/ sastoji se od teZinskih modula V¢ nad U ,(g) s konacnodi-
menzionalnim teZinskim potprostorima za koje postoji konacan broj elemenata A, A, ..., As €
b* takvih da

wt(V?) € D(A;) U ... U D(Ay),

gdje je DIA) ={ue Plu<Aza A€ P}.
Primijetimo da je D(A1) konus s vchom u A.

Definicija 1.2.6. Neka je A asocijativna algebra i V A-modul. KaZemo da je x € A lokalno
nilpotentan na V ako za svaki v € V postoji pozitivan broj N takav da vrijedi x" - v = 0.

Sljedeca kategorija modula bit ¢e nam klju¢na prilikom uvodenja kristalnih baza u sljede¢em
poglavlju.

Definicija 1.2.7. Kategorija O]  sastoji se od U ,(a)-modula V? koji zadovoljavaju sljedece
uvjete:

(1) V4 ima teZinsku dekompoziciju V4 = @ ., V4, gdje je
Vo= {v eVl gv=g""vzasvehe PV}
i dimenzija od V? je konacna za sve A € P,
(2) postoji konacan broj elemenata Ay, ..., A; € P takvih da
wt(V?) € D(A)) U ... U D(4y),

(3) svie;i f; (i € I) su lokalno nilpotentni na V4.

Kategorija Of sastoji se od svih modula iz kategorije O7 koji imaju svojstvo (3) iz defini-
cije 1.2.7.



Poglavlje 2

Uvod u teoriju kristalnih baza

U ovom poglavlju slijedimo izlaganje iz poglavlja 4 knjige [2].

2.1 Kashiwarini operatori

U ovom potpoglavlju razvit ¢emo teoriju kristalnih baza U,(g)-modula iz kategorije O .
Zapocet ¢emo navodenjem vazne leme koja nam daje egzistenciju Kashiwarinih operatora.
Navodimo je bez dokaza te se njen dokaz moZe pronaci u knjizi [2].

Lema 2.1.1. Neka je M U,(g)-modul u kategoriji O} , gdje je M = @AE}, M,. Tada za
svaki i € I, teZinski vektor u € M, (1 € wt(M)) moZemo zapisati kao

u=ug+ fiu; + fl.(z)uz + ...+ fl.(N)uN,
gdjeje N € Zso i uy € Myipo, (\ ker e; za svakik = 0,1, ..., N.

Definicija 2.1.1. Neka je M U,(g)-modul u kategoriji O} . Kashiwarini operatori ¢; i f:
(i € I) na M su definirani s

N N

~ k—1 3 k+1

u= Y 7w, fu= 5w (2.1)
k=1 k=0

Propoziciju navodimo bez dokaza te se njen dokaz moze pronaci u knjizi [2].

Propozicija 2.1.1. Neka je M U,(g)-modul u kategoriji O , gdje je M = @Aep M,. Tada
vrijedi:

(i) &M, = e;My C My,o, fiMy=fiMyC M,_,, zasvei€lildeP.

(ii) Kashiwarini operatori &; i f; komutiraju s homomorfizmima U,(a)-modula.

11
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Polju svih racionalnih funkcija C(q) pridruzit ¢emo prsten
Ao ={g/h| g, h € C(q),h0) # 0}.

Definicija 2.1.2. Neka je M U,(g)-modul u kategoriji O . Slobodni Ay-podmodul L od M
Jje kristalna reSetka ako vrijedi

(1) C(q) ®a, La = M za svaki A € wi(M),
(2) L=, ., Ly gdjeje Li=LNM,za svaki A € P,
(3) &L C L fiLc Lzasvakiiel.

Sada ¢emo definirati pojam kristalne baze, koji zajedno s pojmom kristalnog grafa, ¢ija
definicija slijedi odmah iza, predstavlja glavni pojam koji prou¢avamo u radu.

q
int

Definicija 2.1.3. Kristalna baza U, (g)-modula M u kategoriji O; je par (L, B) za koji

vrijedi

(1) L je kristalna resetka od M,

(2) Bjebazanad Cod L]qL = C®a, L,

(3) B = LerB,, gdje je B=BN(L/qL)),

(4) &Bc BU{0}, fiBc BU|0}za svakiie I,

(5) za svaki b,b’ € Biie lvrijedi fib=b ako i samo ako b = &b’
Kanonsko preslikavanje £ — £/q.L oznaCavat ¢emo s x — X.

Definicija 2.1.4. Neka je M U,(g)-modul iz kategorije O,. Neka je B skup vrhova te
definiramo obojenu strelicu boje i u B tako da

b L b ako i samo ako fb=0b (iel).
Tada tako dobiveni usmjereni graf 8 nazivamo kristalni graf od M.
Sljedeci primjer prikazuje kristalnu reSetku i kristalni graf za poznatu kvantnu grupu U, (sl,).
Primjer 2.1.2. U,(sl,) je kvantna grupa generirana elementima e, f i K* i relacijama

K-K!
qg-q'

KeK™' =q’e, KfK'=q7f, ef-fe=
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U notaciji definicije 1.2.2 imamo
I={1}, e=e, f=fi, K=4g"

te imamo samo relacije (1) — (4) jer se preostale dvije ne odnose na tu kvantnu grupu zbog
toga S$to je skup indeksa I premali.
Zam € Zsg, neka V(m) oznacava (m+1)-dimenzionalni ireducibilni U ,(sl,)-modul s bazom

{u, fu, ...,f(m)u}, gdje je

1
eu=0, Ku=q"u, f(k)u = —fku (k=0,1,...,m).
[k],!

Definiramo

Lom) = P AofPu,  Bom) = (@, T, .., [,
k=0

gdje f®u predstavija sliku od f®u s obzirom na kanonsko preslikavanje L — L/qL. Iz
definicije Kashiwarinih operatora imamo

éf(k)u — f(k—l)u i ff(k)u — f(kH)u.
Stoga je L(m) kristalna reSetka od V(m). Stovise, B(m) je baza nad C od
L(m)/qL(m) = C®x, L(m).

Sada je jednostavno provjeriti da je (L(m), B(m)) kristalna baza od V(m). Kristalni graf
B(m) je

U — fu — fOu — .. — foy

Moze se dokazati da svaki U,(g)-modul iz kategorije Of ima jedinstvenu (do na izomor-
fizam) kristalnu bazu. Ona se moZe konstruirati na sljedeci naCin. Neka je 4 € P domi-
nantna integralna teZina i neka je V(1) ireducibilan U,(g)-modul najvece teZine s najvecom
tezinom A i vektorom najvece teZine v,. Neka je L(1) slobodni Ay-podmodul od V(1) ra-
zapet vektorima oblika f;, - -+ fi vy (r = 0, i, € I) i stavimo

BW) = {fi, - fyva+ qLA) € LA/GLW) | 7= 0,ix € I]\ {0).
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2.2 Tenzorski produkt

U ovom dijelu ¢emo opisati jednu od kombinatornih znacajki kristalnih baza, a to je tenzor-
ski produkt. Da bismo uveli tenzorski produkt kristalnih baza, trebat cemo preslikavanja iz
sljedece definicije.

Definicija 2.2.1. Neka je M = B ep M2 Uy(9)-modul u kategoriji O} s kristalnom bazom
(L, B). Zaielibe B, (e P), definiramo preslikavanja €;, p; : B — Z sa

&i(b) = maxik
wi(b) = maxik

0]éb e B},
0| fb € B}.

AR\

Primjer 2.2.1. Za B(2), iz primjera 2.1.2, je kristalni graf oblika

i — fu — fOu

pa vrijedi

@) =0, &(fu)y=1, &(fOu) =2,
ei@ =2, ¢(fuy=1, ¢(fPu)=0.

Idu¢i teorem navodimo bez dokaza te se njegov dokaz moze pronaci u knjizi [2].

Teorem 2.2.2. Neka je M; U,(g)-modul u kategoriji 0! ineka je (L i»Bj) kristalna baza

nt

od M; (j =1,2). Oznacimo L =L, ® L, i B = By X B,. Tada je (L, B) kristalna baza od
M, ®c(g) M>, gdje je djelovanje Kashiwarinih operatora &; i fina B (i € I) dano s

éiby ® by ako je pi(by) > £i(by)
b1 ®éeby ako je ¢i(by) < &i(by),

fibi ® by ako je gi(b)) > &(by)
by ® fib, ako je ¢i(b)) < &i(by).

éi(by ®by) = {

filbi ®by) = {

Stoga, vrijedi

wt(b, ® by) = wt(by) + wt(b,),

i(b) ® by) = max(gi(by), g/(by) — (hj, wi(by))),

@i(b1 ® by) = max(¢i(by), i(by) + (h;, wi(b,))),
be0=08b, =0.

Pisemo by ® by za (b1, by) € B X Bo.
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Kristalni graf 8, X8, od M,®M, s Kashiwarinim operatorima definiranim u propoziciji
2.1.1 oznacavamo s B, ® B,. Sada ¢emo pokazati kako ga moZemo odrediti.

Primjer 2.2.3. Neka je V(2) trodimenzionalan ireducibilan U ,(sl,)-modul, kao u primjeru
2.1.2uzm =12,i(L(2),B(2)) kristalna baza od V(2). Tada u nastavku vidimo kako izgleda
kristalni graf B(2) @ B(2).

UQU—— fu®U—— fOueu

|

u® fu fue fu fOue fu
U® fOu fu® fOu fOu® fOu

Na grafu prvo citamo stupce, a zatim retke. Znaci da je, na primjer, m ® fu vektor u
trecem stupcu i drugom retku.

Dekompozicija kristalnog grafa B(2)@%B(2) na disjunktnu uniju njegovih povezanih kompo-
nenti se podudara s dekompozicijom U ,(slr)-modula V(2)®V(2) na direktnu sumu njegovih
iredeucibilnih komponenti,

Ve V2)=V@d) e V(2) e V().

2.3 Kiristali

Neka je I konaCan skup indeksa, A = (a;;) generalizirana Cartanova matrica reda |/| te neka
su IT (IT) skup prostih korijena (kokorijena) i P (P") tezinska reSetka (dualna teZinska
reSetka). SljedeCom definicijom ¢emo pojmu kristalne baze pridruZziti odredeni usmjereni
obojeni graf, kojeg ¢emo nazivati kristalom.

Definicija 2.3.1. Kristal pridruZen petorci (A, I1,11Y, P, PV) je svaki skup B takav da pos-
toje preslikavanjawt : 8 — P, é, f; : B> BU{0}ig,¢ : B— ZU {0} (i €l)za koja
vrijede sljedeca svojstva:

(1) ¢i(b) = &i(b) + (h;, wt(b)) za svakii € I,
(2) wt(e;b) = wt b + a; ako je é;b € B,
(3) wt(fib) = wt b — a; ako je fib € B,

(4) €i(éb) = &i(b) — 1, pi(é;b) = ¢i(b) + 1 ako je ;b € B,
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(5) &(fib) = &ib) + 1, pi(fib) = @i(b) — 1 ako je fib € B,
(6) fib = b’ ako i samo ako b =¢e;b’ zab,b’ € B,i € I,
(7) ako ¢i(b) = —co za b € B tada &b = fib = 0.

U tom slucaju kazemo da je 8 U,(g)-kristal, gdje s U,(g) oznaCavamo kvantnu grupu pri-
druzenu (A, IL ITY, P, P¥). Neka je

By =1{beB|wtb) =1}

tako da je B = U,pB,. Za U, (g)-kristal kaZzemo da je semiregularan ako za sve b € Bi
i €1, vrijedi

gi(b) = max{k > 0| &b e B}, ¢ib) = maxik > 0| fib € B}.

Primijetimo kako pojam semiregularnosti osigurava da su preslikavanja &; 1 ¢; uskladena
s pripadnim preslikavanjima iz definicije 2.2.1. Nadalje, kao Sto ¢emo vidjeti u nastavku,
pojam kristala predstavlja kombinatornu strukturu koja je prirodno pridruZena pojmu kris-
talne baze.

Primjer 2.3.1.
(1) MoZe se dokazati da je kristalni graf B U,(g)-modula u kategoriji O? U, (g)-kristal.

int
(2) Za A € P, neka je T, = {t,} jednoclan skup. Za i € I, definiramo

wi(ty) = A, &y fit/l =0, &(t1) = ¢i(ty) = —o0.

Tada je T, U,(g)-kristal.
(3) Zai € I, neka je dan skup BY = {bj(n) | n € Z} i definiramo

wi(bi(n)) = na;,

. bn+1) akojej=i
2/(bin) = e
0 ako jej # i,
- bn—1) akojej=i
Fibin)) = e
0 ako jej # i,
-n  akoje j=1i
,(bi(n) = { e
—oo ako jej # i,
n ako je j =1
(b; -
#i(bilm) {—oo ako jej # i.
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Tada je BY U,(g)-kristal.

17

Definicija 2.3.2. Tenzorski produkt B, ® B, kristala B, i B, je Kartezijev produkt B, X B,
Cija je kristalna struktura definirana s

(1) wt(b; ® by) = wt(by) + wt(b,),

(2) &1(b1 ® by) = max(gi(by), gi(by) — (hi, wt(by))),

(3) ¢i(b1 ® by) = max(¢i(bs), ¢i(b1) + {hi, wt(hy))),

éb, ® b,

4) é;(b; ® by) =
(4) ei(b ® by) {b1®é,~b2

fibl ® b,

5) fib; @ by) = _
(5) fi(b1 ® by) {b1®f,~b2

(6) bye0=0®b, =0.

ako je @i(by) > gi(by)
ako je pi(by) < g{(by),

ako je ¢i(by) > &i(bs)
ako je ¢;(by) < &i(by),

Element (by, b,) € B X B, cemo oznacavati s by ® b,.

Valja istaknuti kako je gornja definicija tenzorskog produkta kristala uskladena s tenzor-
skim produktom modula, tj., preciznije, s teoremom 2.2.2.

Primjer 2.3.2.

(1) Neka je B; kristalni graf od U,(g)-modula M; u kategoriji Of (j = 1,2). Tada je
U (9)-kristalna struktura na B, ® B, dana u teoremu 2.2.2.

(2) Za svaki U, (g)-kristal B, kristalna struktura na 8 ® T, je dana s

wt(b®ty) = wt(b) + A,
éi(b®t/1):éib®t,1, f;(b@t,l):ﬁb®t,1,
gb®ty) =¢gi(b), @ib®ty) = ¢ib)+(h,A).

Sli¢no, kristalna struktura na T, ® B je dana s

wt(t; ® b) = A + wt(b),
et,®b)=1,0¢eb, f(t,®b)=1,® fb,
gi(ti®b) = &i(b) — (hi, A), @i(ta ®b) = pi(b).

Definicija 2.3.3. Neka su B, i B, kristali pridruZeni (A, I1, 11V, P, PV). Kristalni morfizam
U By — B, je preslikavanje koje ide s By U {0} u B, U {0} takvo da



18 POGLAVLIJE 2. UVOD U TEORIJU KRISTALNIH BAZA

(1) ¢(0) =0,
(2) ako je b € By i y(b) € B,, tada
wi(p(b)) = wi(b), &i((b)) = &:(D), @i(Y(D)) = ¢i(b),
za svakiiel,

(3) ako su b,b’ € By, Yy(b),y(b') € B, if,-b = b, tada je f,-t//(b) =y iyb) =eyd),
za svakii € I.

Iako za kristalni morfizam koristimo oznaku ¢ : 8; — B,, domena i kodomena tog presli-
kavanja dodatno sadrze i nulu.



Poglavlje 3

Youngovi tabloi i kristali

U ovom poglavlju slijedimo izlaganje iz poglavlja 7 i 8 knjige [2].

3.1 Kvantna grupa U,(gl,)

Prisjetimo se, op¢a linearna Liejeva algebra gl,,(C) je Liejeva algebra svih n X n matrica nad
C uz komutator

[X,Y]=XY-YX

za X, Y € gL, (C).
Neka je E;; elementarna matrica koja ima 1 na mjestu (i, j), a 0 inaCe. Neka je I
{1,2,...,n — 1} skup indeksa i uvedimo oznake

ei=Eii1, fi=Ei, hi=E;—Ey; zai€l
Opc¢a linearna Liejeva algebra gl,(C) je generirana elementima e;, f; (i € I),E;; (j =
1,2,...,n), dok je specijalna linearna Liejeva algebra sl,(C) podalgebra od gl,(C) gene-
rirana elementima e;, f;, h; (i € I).
Maksimalna toralna podalgebra od gl,(C) je definirana s ) = CE,; @ --- & CE,,, tj. to

je komutativna podalgebra svih dijagonalnih matrica. Za svaki i = 1,2, ...,n definiramo
linearno preslikavanje ¢; : ) — C sa

€(h) = A;, gdjeje h=diag(1;|j=1,..,n)€b.
Zah=diag (A;] j=1,.on) €ii,j=1,...n viijedi
[h,Eij] = (4 — A)E;; = (6 — €)(WE;

19
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Stoga e opca linearna Liejeva algebra gl,(C) imati trokutastu dekompoziciju

gL, (C) = [@ ga] ehe [@ ga]
aed_ acd,
- [@ CE, jJ ® (EB CE,;,-) ® (@ CE; ,-] ,
i>j i=1 i<j

gdje ©, = {€—¢€;|i < j} (odnosno, ®_ = {g—¢;|i > j} zovemo skupovima svih pozitivnih
korijena (odnosno, negativnih korijena) od gl,,(C).
Linearni funkcionali dani s

a; = € — €41 (l = 1,2,...,l’l - 1),

su prosti korijeni, a slobodna Abelova grupa Q = Za; & - - - @ Za,-; je korijenska reSetka
od gl,,(C).

ReSetka P = Ze; @ --- & Ze, koja lezi unutar h* je tezinska resetka od gl,(C), dok je
PV = ZE,; @ --- & ZE,,, dualna teZinska resetka od gl,(C). Iduca definicija je samo
specijalan slucaj definicije 1.2.2.

Definicija 3.1.1. Kvantna grupa U ,(g1,(C)) je asocijativna algebra s I nad C(q) generi-
rana elementima e;, f; (i = 1,2,...n—1)i qh (h € PY) i sljede¢im relacijama:

1. =1, q'q" =¢™" zasveh, W € P,
2. qhe,-q_h — qai(h)ei, thiq_h — q—a,-(h)fi’

3. efi— fiei=0

—1

K h:
quql’ pri cemu je K; = g",

4. e ~—(q+q1)ee]e,+ej =0 zali-jl=1,
S ffi—(@+a Vfififi+ fiff =0 zali-jl=1,
6. eej—eje; = fifi—fifi=0 zali—jl>1.

3.2 Kategorija Omt

Definicija 3.2.1. Kategorija O— se sastoji od konacnodimenzionalnih U ,(gl,)-modula M
s teZinskom dekompozicijom M = @ 1ep Ma tako da je wt(M) C Ps. Morﬁzml u kategoriji
0>° su homomorfizmi U,(al,)-modula.

int
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Neka je V = C(g)v; @ - - - ® C(q)v, n-dimenzionalni vektorski prostor nad C(q) kojem je
baza vy, ..., v,. Definirajmo U,(gl,)-djelovanje na V sa

qhvj = qff(h)vj za he P',j=1,...n,

v; akoje j=i+1,
ev; = .y
0 1inace,

viy1 akoje j =1,
fiVj = .y
0 inace.

Tada je V U,(gl,)-modul koji se naziva vektorska reprezentacija od U,(gl,). Neka je

L=@" Aw;iB={[j]=v;+qLlj=1.2,..n} Tadaje (£ B) kristalna baza od V
sa kristalnim grafom

B: [1]-5[2] 5 - B [ai] 2 [n]

Vektorska reprezentacija V je primjer U,(gl,)-modula najvece teZine u kategoriji Ofg koje
¢emo definirati u nastavku. Kristalni graf B ¢e imati glavnu ulogu u konstrukciji konkret-
nih realizacija kristalnih grafova za kona¢nodimenzionalne ireducibilne U,(gl,)-module u
kategoriji O7°

int*

Primjer 3.2.1. Vektorska reprezentacija V je U,(gl,)-modul najvece teline s najvecom
teZinom €; i vektorom najvece teZine v|. Buduci da su €; (j = 1,...,n) teZine od V, on
pripada kategoriji O°

int*
Definiramo dominantne integralne teZine sa
Pihr=A=la+ - +4,6#0|4,>2>-->2,>0}.

Sljedeci teorem, kojeg navodimo bez dokaza, kaZze nam da su ireducibilni moduli iz kate-
gorije Oig parametrizirani dominantnim integralnim teZinama.

Teorem 3.2.2. Za svaki A = A€ + ... + A€, € PL, postoji jedinstveni ireducibilan U ,(gl,)-

modul V(A) u kategoriji Ol.Zn?. Obrnuto, svaki konacnodimenzionalan ireducibilan U,(gl,)-
modul u kategoriji Oﬁg ima oblik V() za neku dominantnu integralnu teZinu A € P,

3.3 Youngove tablice i kristali

Cilj ove tocke je uspostaviti vezu izmedu U,(gl,)-kristala i Youngovih dijagrama.
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Definicija 3.3.1.
(1) Youngov dijagram je kolekcija kvadrati¢a koji su rasporedeni u redove poravnate
ulijevo, pri cemu se broj kvadratica u svakom retku smanjuje odozgo prema dolje.

(2) Kosi Youngov dijagram je dijagram dobiven uklanjanjem manjeg Youngovog dija-
grama iz veceg koji ga sadrZi pri Cemu je prvi redak manjeg dijagrama sadrZan u
prvom retku veceg dijagrama. Isto vrijedi i za prve stupce.

Slika 3.1: Youngov dijagram Slika 3.2: Kosi Youngov dijagram

Definicija 3.3.2.
(1) Za kvadrati¢ u kosom Youngovom dijagramu kaZemo da je uklonjiv ako desno i ispod
njega nema kvadratica.

(2) Mjesto gdje se kvadrati¢ moZe dodati u kosi Youngov dijagram kako bi se stvorio
uklonjivi kvadratic¢ veceg kosog Youngovog dijagrama naziva se uvuceni kut.

Definicija 3.3.3. Youngova tablica je (kosi) Youngov dijagram ispunjen brojevima na
nacin da se u svakom kvadraticu nalazi jedan broj. Semistandardna tablica je tablica
dobivena iz (kosog) Youngovog dijagrama popunjavanjem svih polja brojevima 1,2, ...,n
tako da:

(1) brojevi u svakom retku rastu,
(2) brojevi u svakom stupcu strogo rastu.
Za tablicu T definiramo njenu tezinu kao
wt(T) = ke + ... + k6,
pri ¢emu k; oznaCava broj vrijednosti i koje se pojavljujuu 7.

Definicija 3.3.4. Oblik tablice je linearna kombinacija tezina €, . . ., €, takva da je koefi-
cijent uz svaki €; upravo broj kvadratic¢a u i-tom retku tablice.
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Primjer 3.3.1. Ako semistandardna Youngova tablica ima oblik
/12461+362+E3

i teZinu
U =2 +26 +2e + 2¢,

onda u nastavku mozZemo vidjeti kako ona izgleda.

I[1]2]4]
3

4

Ova tablica nije jedinstvena tablica oblika A i teZine y buduci da je

1124 \
2 4
3
takoder tablica s istim oblikom i teZinom.
Primjer 3.3.2. Semistandardna tablica
212]3[4]
313

EEN RSN IR
N

ima oblik
/12561+3€2+2€3+E4
i teZinu
u=¢€ +36 +4e6 + 3¢.
Neka je Y (kosi) Youngov dijagram i neka je N broj kvadratica u Y. Skup svih semistan-

dardnih tablica oblika Y oznacavamo s B(Y). Sljedeca definicija omogudit ¢e nam kasnije
da Youngovim tablicama pridruzimo kristale.
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Definicija 3.3.3.
(1) Dalekoistocno ocitavanje semistandardne tablice T € B(Y) ide kroz stupce od vrha

prema dolje i s desna na lijevo.

(2) Srednjeistocno ocitavanje semistandardne tablice T € B(Y) ide po redovima s desna
na lijevo i od vrha prema dolje.

2
11213
1214 =2|e (3|0 [2|e|4]e[l|e|2]|e[3|e|[l|e[3]|®|4]
313
4
Slika 3.3: Dalekoistocno ocitavanje
2
11213
11214 =2|e(3|e[2|e|l|e[4|e|2]|e[1|0|[3|e[3]|®|4]
313
4

Slika 3.4: Srednjeistocno ocitavanje

Definicija 3.3.5. Neka su B i 5’ dva kvadratica u T € B(Y) na mjestima (i, j), odnosno
(@', j'). Kazemo da je B strogo visi od 3 ako # ', i <i'ij>].

Neka je B kristal za vektorsku reprezentaciju od gl,,.

Definicija 3.3.6. Za ocitavanje  : B(Y) — B®" kaZemo da je dopustivo ako se f3 pojav-
ljuje u ocitavanju prije B uvijek kad je 3 stogo visi od 5.

Na primjer, dalekoisto¢no 1 srednjeisto¢no ocitavanje su dopustiva.
Neka su 81 dva kvadrati¢a u T na mjestima (i, j), odnosno (i’, j*). KazemodasuBif u
usporedivom poloZzaju ako je bilo koji od njih strogo visi od drugog.
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[B] £l B

mnl

Slika 3.5: B je strogo visi od S’

Teorem 3.3.4. Neka je Y (kosi) Youngov dijagram i neka je B(Y) skup svih semistandardnih
tablica oblika Y.

(1) Za svako dopustivo ocitavanje ¢ : B(Y) — BN, skup y(B(Y)) U {0} je zatvoren
na djelovanje Kashiwarinih operatora & i f; (i = 1,2,...,n — 1). Stoga, dopustivo
ocitavanje definira U (gl,)-kristalnu strukturu na B(Y).

(2) Inducirana U ,(al,)-kristalna struktura na B(Y) ne ovisi o izboru dopustivog olitavanja.

Dokaz. Neka je ¢ : B(Y) — B®" dopustivo o¢itavanje. Fiksirajmoi € I = {1,2,...,n— 1}
i neka je T € B(Y) semistandardna tablica. Najprije éemo dokazati da su tablice &7 i f;T
neovisne o izboru .

Pretpostavimo da 7" sadrzi pravokutnu podtablicu s dva reda tako da se gornji red sastoji
od kvadrati¢a , a donji red od $to moZemo vidjeti na slici 3.6.

i ||

= e T T

Slika 3.6: i-trivijalni pravokutnik

Takav pravokutnik naziva se i-trivijalni pravokutnik jer imamo &;T, = f;T, = 0. Pretposta-
vimo da je Ty maksimalne veli¢ine medu svim takvim pravokutnicima.

Neka je T, podtablica od T koja se sastoji od kvadrati¢a koji su strogo visi od kvadrati¢a
koji se nalazi u gornjem desnom kutu od 7). Nadalje, neka je T, podtablica od T koja
se sastoji od kvadrati¢a koji su strogo nizi od kvadrati¢a koji se nalazi u donjem
lijevom kutu od Ty kao na slici 3.7.
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Slika 3.7: Podtablice 711 T»

Bududi da je T semistandardna tablica i Ty je maksimalna, ne postoji kvadrati¢
u osjencanom podrucju od 7. Stoga se za bilo koje dopustivo ocitavanje od 7', T mozZe
promatrati kao U,(g(;)-kristal T} ® Ty ® T, gdje je U,(g(;)) podalgebra od U,(gl,) koju
generiraju e;, f; i Kiil. Stovise, buduéi da je éTy = fiTo = 0, T moZemo promatrati kao
Uq(g(i))—kristal T1 ® Tz.
Ponavljajuci gornji argument, moZemo pretpostaviti da se kvadratici| 1 |1 pojavljuju
samo na usporedivim pozicijama, osim u i-trivijalnim pravokutnicima kao na slici 3.8.

Slika 3.8: Usporedivi poloZaji 8, ..., B,

Stoga, za svako dopustivo ocitavanje, T se moZze promatrati kao 8; ® --- ® ,, gdje je
Br = ili , a svi leZe u usporedivim poloZajima pa stoga &;T i £;T ne ovise o izboru
dopustivog oCitavanja .

Preostaje pokazati da je &,T, ;T € B(Y) U {0}. Pretpostavimo da ;T # 0. U tom slucaju, f;

preslikava neki kvadrati¢ b = u .
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(B) _ (B)
T= | W[i]w© — fiT=_| ®) (©)
D) D)

Slika 3.9: Preslikavanje kvadrati¢a pomocu f;

Neka je b’ = kvadrati¢ koji leZi na jednom od cetiri mjesta (A), (B), (C), (D) oko
b = kao na slici 3.9. Ako b’ lezi na (A) ili (B), tada j < i jer je T semistandardna
tablica. Stoga se nema $to dokazivati. Ako b’ lezina (C), tadaje j > i+ 1. Akoje j=i+1,
tada prema pravilu tenzorskog produkta, f; ne moZe djelovati na b. Stoga je j > i + 2.
Ako b’ lezi na (D), tada je j > i. Da je j = i, tada bi, prema pravilu tenzorskog produkta,
f: djelovao na »’, a ne na b. Stoga moramo imati j > i + 1. Slijedi da je f;T takoder
semistandardna tablica.
Sli¢no se moZe provjeriti da je &;7 € B(Y) U {0}, Cime je dokaz zavrSen. |

Primjer 3.3.5. Nekajen=3iY = . Tada je kristal B jednak

B: [1]|—5[2]5[3]

B(Y):{22’23’23’33’33’33

Za dalekoistocno ocitavanje, U ,(al3)-kristalna struktura na B(Y) je dana na slici 3.10.
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[T]e[2]e[1]e®[2]

,

//’
[Z]e[3]& |2 @3]

Slika 3.10: U,(gl3)-kristalna struktura na 8(Y) dobivena dalekoistoCnim oCitavanjem

S druge strane, rezultat dobiven srednjeistocnim ocitavanjem vidimo na slici 3.11.

m®m®n®n\\x
[Me[Me 3]s 2]
A s
./’/, \\\
®|I|®® m®m®®
\\ /
e [e(3]e ]
®[2]e[3]e

Slika 3.11: U,(gl3)-kristalna struktura na 8(Y) dobivena srednjeistonim ocitavanjem

Ako svaki vektor u B®* izrazimo kao semistandardnu tablicu, tada se oba kristala poduda-
raju Sto vidimo na slici 3.12.
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2
2| =

773
]2 [ 11
373 313
\\\ ) /
o
= =
112
3
/./"’/
T3]
373

Slika 3.12: U, (gl3)-kristalna struktura na 8(Y)

3.4 Kiristalni grafovi za U, (gl,)-module

Na pocetku ovog potpoglavlja prisjetimo se teorema 3.2.2 koji nam kaze da je svaki kona-
¢nodimenzionalan ireducibilan U,(gl,)-modul u kategoriji Oig oblika V(A1) za neku domi-
nantnu integralnu teZzinu A = A, + --- + A,6, € PL,. Neka je A neka particija (1, >
Ay > ... > A, > 0)ineka je Y odgovarajuéi Youngov dijagram koji ima J; kvadrati¢a u
i-tom retku. Neka B(Y) oznacava skup svih semistandardnih tablica oblika Y na kojem je
definirana U ,(gl,)-kristalna struktura nekim dopustivim ocitavanjem.

Teorem 3.4.1. Neka je A = A€ + ... + 4,6, € P, dominantna integralna teZina i V(1)
konacnodimenzionalan ireducibilan U ,(gl,)-modul u kategoriji Ol.i? najvece tezine A. Tada
Jje kristalni graf B(A) od V(A) izomorfan U,(gl,)-kristalu B(Y) koji se sastoji od svih se-
mistandardnih tablica oblika Y.

Dokaz. Nekaje N = A; + --- + A,,. Tada je B®" disjunktna unija komponenti povezanosti,
od kojih je svaka izmorfna B(u) za neki u € P*,, Sto nam daje particiju od N. Dakle, da

>0°
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bismo dokazali teorem, dovoljno je dokazati da je 8(Y) izomorfna jednoj od komponenti
povezanosti koja sadrze vektor najvece teZine A. Definirajmo Ty kao tablicu koju mozemo

vidjeti na slici 3.13.
1 11
2 e oy

Ty

Slika 3.13: Youngova tablica Ty

Tvrdimo da je B(Y) izomorfan komponenti povezanosti od B®" koja sadrZi Ty. Jasno je
da je tezina od Ty jednaka A. Prema bliskoistocnom ocitavanju, 7y mozemo ocitati kao na
slici 3.14.

1--1]®[2:2]® - ®[n-n
S — — — e’
Ay A2 Ay

Slika 3.14: Ty prema bliskoistocnom ocCitavanju

Bududi da je A; > A, za svaki i € I, po pravilu tenzorskog produkta, imamo é;7y = 0
za svaki i € 1. Dakle, to je vektor najvece teZine A.
Ostaje pokazati da za svaku semistandardnu tablicu 7' € B(Y) postoje iy, ..., i, € I takvi da
je &, ---& T = Ty. Ekvivalentno, dovoljno je pokazati da ako je &7 = 0 za svaki i € I,
tadaje T = Ty.
Neka je T € B(Y) 1 pretpostavimo da je &7 = 0 za svaki i € I. Neka je k najveci
nenegativan cijeli broj takav da je prvih k redova od T isto kao oni od Ty.
Pretpostavimo da je k < n. Oznacimo s T, podtablicu od 7" koja se sastoji od prvih k
redova od T i s T podtablicu od T koja se sastoji od kvadrati¢a ispod T,,. Neka je b =
kvadrati¢ koji lezi u gornjem desnom kutu od 7', neka T, bude stupac koji se sastoji od
kvadratic¢a neposredno ispod b = i neka T3 oznaCava podtablicu od T koja se sastoji od
stupaca od T koji su lijevo od T». Stoga moZemo T prikazati kao na slici 3.15.

ISlika preuzeta iz knjige [2]
2Slika preuzeta iz knjige [2]
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1 1
wo b, A
Liis F-I = ik k[-.
Ti T3 Ty
0 ]

1 1
=12 g : @@@ T3
]ﬁ.‘. k

Slika 3.15: T € B(Y)

Zbog maksimalnosti od k, mora vrijediti j > k+ 1. S druge strane, buduéi da je &,T = 0
za svaki i € I, prema pravilu tenzorskog produkta, mora vrijediti &;(7Ty ® ) = 0 za svaki
i € 1, Sto povlaci é;Ty = 01 ¢i(Ty) > si() za svaki i € I. Posebno, imamo 8,-() =0
za svaki i > k + 1. Stoga, zakljucujemo da je j < k + 1, Sto je kontradikcija. Slijedi da je
k=niT =Ty. O

Primjer 3.4.2. Neka je n = 3. Tenzorski produkt dvije kopije kristala za vektorsku repre-
zentaciju od gls sastoji se od dvije komponente koje vidimo na slici 3.16.

M —
Me[M——[Fe[]_——[Fe[] [T

Mo [Ee[ [T

Mo [He(3 [He[]

Slika 3.16: Tenzorski kvadrat kristala vektorske reprezentacije od U,(gl;)
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Vidimo da jedna komponenta ima 6 vrhova i najveca teZina joj je A = 2€,, dok druga
komponenta ima tri vrha i njena najveca tezina je i = €, +€,. Ukoliko vrhove u komponenti
teZine A = 2€ oznacimo odgovarajuc¢im Youngovim tablicama dobivamo kristal sa slike

3.17.

Slika 3.17: Kristalni graf B(1) za A = 2¢

Kristali sa slike 3.18 i slike 3.19 se mogu odrediti na slican nacin.

I]T]

k3
o e
vl g
2] ]T1]
7] 3
\ A
]3] E
2 3
el 73]
3] 3

Slika 3.18: Kristalni graf B(1) za A = 2¢; +
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22
)
\
N
I
203
/'/.
& e
L2 T[]
713 313

(&
(&

Slika 3.19: Kristalni graf B(1) za A = 2¢; + 26,

3.5 Dekompozicija tenzorskog produkta

Sada ¢emo opisati kombinatorno pravilo rastavljanja tenzorskog produkta kona¢nodime-
nzionalnih U,(gl,)-modula u kategoriji Oig na direktnu sumu ireducibilnih podmodula.
Neka su 4 = i + ... + 6, (44 =2 A, =2 ... 2 A, =2 0)iu = uie + ... + €,
(1 = o > ... >y, > 0) dominantne integralne tezine te Y 1 ¥’ Youngovi dijagrami
oblika A4 i u. Rastavljanje tenzorskog produkta B(Y) ® B(Y’) U,(gl,)-kristala na kompo-
nente povezanosti je ekvivalentno pronalaZenju svih maksimalnih vektora u B(Y) ® B(Y’).
Prvo promotrimo sluc¢aj kada je u = €. Tada je B(u) = B kristalni graf vektorske repre-
zentacije.

Maksimalni vektor u 8(Y)®B je oblika Ty ® s tezinom A + €;, gdje je Ty najveci vektor

uBY) i zadovoljava ¢; () <Ah) =A;,— Ay zasvakii=1,...,n— 1. Bududi da

. 1 akojej=i+1,
€ = .
() {O inace,
moramo imati 4;_; — 4; > 0, Sto povlaci da postoji uvuceni kut u j-tom retku od Y. Prema
tome, svakom uvuc¢enom kutu pridruzujemo komponentu B(Y[]), gdje Y[j] oznacava Yo-
ungov dijagram dobiven iz Y dodavanjem kvadrati¢a u j-ti redak. Opcenitije, neka Y[ /]
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oznacava dijagram dobiven iz Y dodavanjem kvadrati¢a u j-ti redak i ako Y[;] nije Youn-
gov dijagram, tada B(Y[j]) oznaCava nulkristal, odnosno prazan skup. Time smo dokazali
sljedeci teorem.

Teorem 3.5.1. Neka je 1 = A1 + ... + 4,6, (41 = A, > ... > A, = 0) dominantna
integralna teZina i neka je Y Youngov dijagram pridruZen A. Tada postoji U ,(gl,)-kristalni
izomorfizam

BY)eB= (P B,
eB
gdje P oznacava direktnu sumu kristala, tj. njihovu disjunktnu uniju.

|

Primjer 3.5.2. Nekajen =3id=2¢ + 6 + 6. Tada je Y = i vrijedi

[ ] |

Y[ij = , Y[2] = , Y[3] =

Primijetimo da Y|[3] nije Youngov dijagram pa njega ne uzimamo u obzir u direktnoj sumi.
Stoga, dobivamo

[ ]

BY)®B =8 © 8

U opéem slucaju, neka je u = py€ +- - -+ €, (U > - -+ > p,) dominantna integralna teZina
1Y’ odgovarajuci Youngov dijagram. Tada se U,(gl,)-kristal B(Y’) moZe ugraditi u B®" do-
pustivim ocitavanjem, gdje je N = yy +---+pu,. Nekaje T® T’ € B(Y)®B(Y’) maksimalni
vektor i piSemo 7’ = ® e ® € B®. Vrijedidaje T = Ty i Ty®®"'®
maksimalni vektor za sve r = 1,2,...,N. Oznacimo s Y[}, ..., j,] dijagram dobiven iz
Y[ji,..., j—1] dodavanjem kvadrati¢a u j,-ti redak i neka je B(Y[jy, ..., j.]) = 0, osim ako je
Y[ji, ..., jx] Youngov dijagram za svaki k = 1,2, ..., 7.

Kao §to smo vidjeli u raspravi prije teorema 3.5.3 , Ty ® ® - ® je maksimalni
vektor u B(Y) ® B(Y’) ¢ B(Y) ® B®" ako i samo ako je Y[ji, ..., ji] Youngov dijagram za
svaki k = 1,2, ..., N. Stoga dobivamo sljedeée kombinatorno pravilo rastavljanja tenzor-
skog produkta U, (gl,)-kristala u disjunktnu uniju komponenti povezanosti.



3.5. DEKOMPOZICIJA TENZORSKOG PRODUKTA 35

Teorem 3.5.3. Nekasu d =i+ ...+ 4,6, (41 2,2 .24, 20)iu=we + ... + 4,6
(U = pp > ... > u,) dominantne integralne teZine te Y i Y’ Youngovi dijagrami. Tada
postoji U,(gl,)-kristalni izomorfizam

BY)@B(Y) = B B b inD,

gdjeje N = uy + o + ... + .

Primjer 3.5.4. Kristal za vektorsku reprezentaciju od gls je

- [2] -3

TeZine kvadrati¢a u tom kristalu su

wt () =€, Wt () =6, Wt() = €.

Na slici 3.16 moZemo vidjeti tenzorski produkt dvije kopije kristala za vektorsku reprezen-
taciju gl;. Najveca teZina komponente sa Sest vrhova je 1 = 2¢,, dok je najveca teZina
komponente s tri vrha jednaka u = €, + €. Iz toga slijedi

5() e5( ) =5( T )e5(H)

Primjer 3.5.5. Nekajen =3, 1 =2€, + 6 i u = 2€, + 26,. Tada je

IR

Y = ‘ i Y' = ,

te se, koristeci dalekoistocno ocitavanje, kristal B(Y') sastoji od sljedecih vektora:

=l]e[2]e[l]e]2]

=l]e[3le[l]e2]

=12]e[3]e[l]e2]

Wl ~|| o] ~ l\)N‘l\)N
Wl ~|] w0 WN‘I\JN

=]e[3]e[l]e][3]
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=2]je[3]e[l]e]3]

N | W N

=2]e[3]e[2]e[3]

WIN| | W~

Stoga, imamo sljedece:

e
. H—‘ = Y[1,2,12]

- ?jj = Y[1,3,1,2]
aR s R L

H = Y/2,3,1,2]
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|
— = Y[2,3,1.2]
—_— —_— —_ X

pri cemu nam X oznacava da dobiveni dijagram nije Youngov dijagram pa ga ne uzimamo
u obzir u direktnoj sumi.
Tada, po teoremu 3.5.3 dobivamo izomorfizam

a( [P )oa( ) = o FHFF) e 1)

U ovom potpoglavlju ¢emo dati primjere U,(Bs)-kristala pri Cemu ¢e nam glavni cilj biti
demonstrirati razlike koje se javljaju prilikom realizacije kristala za Liejeve algebre drugih
tipova. Neka je g kona¢nodimenzionalna prosta Liejeva algebra tipa B;. Tada se g moze
realizirati kao specijalna ortogonalna Liejeva algebra

e 8B

3.6 U,(B3)-kristali

A B a
g=50(7,C)=s0; =T =|C D b|eMp(C) |
c d 0

A,B,C,D € M33(C), a,be€ M3 (C),c,d € M3(C),
At:—D,Bt:—B,Ct:—C,at:—d,bt:_c .

Neka E;; oznacCava 7 X 7 elementarnu matricu koja ima 1 na mjestu (i, j) 1 nule na ostalim
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mjestima. Definirajmo elemente

€1 =Epn—FEsy, ey=Eyp—FEes, e3=2(E3— Ep),
fi=Ex—Ess, fr=FExn—Ess, f3=E;-—Ee,

hy = Ey1 — Exy — Eg + Ess,  hy = Ey — E33 — Ess + Eeg,
hs = 2(E33 — Eg).

Tada, kao Liejeva algebra, g = so(7,C) je generirana s e;, fi,h; (i = 1,2,3). Uvedimo
linearne funkcionale ¢; : M77(C) — C,

&T)=1t;, T=(@p, i,j=12,3.
Prosti korijeni i fundamentalne teZine su dani s
L =€—6, a=6—-6, @ =%6,,

1
w1 = €1, Wy =€ +6€, WwW3= 5(6] + e + 63).

Koristeéi ovu notaciju mozemo zapisati Cartanovu petorku za specijalnu ortogonalnu Li-
ejevu algebru g = so(7, C) kao

2 -1 0
A=|-1 2 -1},
0 -2 2

Il = {ay, @2, a3}, 1" = {hy, o, s},
P:ZWI@ZWZ@ZW3, PV :Zhl@th@Zh3.

Algebra U,(so7) je definirana kao kvantna grupa pridruzena (A,IL IT1", P, P) koju smo
definirali u 1.2.2. Fiksirajmo sedmerodimenzionalni vektorski prostor

3 3
V= (@ C(q)vj] ®Clam ® (@ C@"j)
1 J=t

1 neka je N = {1, 2,3,0,3,2, T} skup indeksa za vektore baze od V na kojem je zadan
linearni uredaj takav da vrijedi

1<2<3<0<3<2<1.
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Direktnim raCunom moze se provjeriti da je V U,(s07)-modul s djelovanjem danim s

qdvj=q¢""""v; zaheP' jeN,

Vi akoje j=i+1,i=1,2,

vz  akojej=1ii=1,2,
eV =13V akojejzg,i:S,

[2],v3 akoje j=0,i=3,

0 inace,

Vitl akoje j=1i,i=1,2,

Vs akoje j=i+1,i=1,2,
fivi=13vo akoje j=3,i =3,
[2],vs akoje j=0,i=3,
0 inace,
gdje je
€; zaj=1,2,3,
wi(v;) =10 za j =0,
—€; Zaj:T,i,g.

Tada V nazivamo vektorska reprezentacija od U,(so7). Neka je £ = @jeN Ap;iB =
{ =vi+qLll|je N}. Tada je (£, B) kristalna baza od V s kristalnim grafom

11— 21> B]— O] [3]= [2]— [T].

Primjetimo da je B = B(w;) = B(¢)) 1

wi(i)=¢, wi(0)=0, wi(j)=-¢ zaj=1,23.

Promotrimo tenzorski produkt B ® B prikazan na slici 3.20.
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BN
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Slika 3.20: B® B za U (s07)

Umyjesto oznacavanja strelica razli¢itim bojama, koristit ¢emo razlicite vrhove strelica kako
bismo ih razlikovali kao na slici 3.20°. Sa slike 3.20, moZemo vidjeti da je

B®B = B(w)) ® B(w,) = B2w;) & B(w,) & B(0),

pri cemu B(2w) odgovara gornjem trokutastom dijelu slike 3.20, B(w,) je povezana kom-
ponenta koja ispunjava veci dio donjeg trokutastog dijela, a 8(0) je izolirana toc¢ka u do-
njem lijevom kutu. Najveca teZina 2w; = 2¢; odgovara Youngovom dijagramu D] i

w, = € + € odgovara H Koristeci sliku 3.20 mozemo provjeriti da je

B@2wy) ={b[a]lax b, (ab)#(0,0),

B(w,) = {E|a<bilia —b=0, (a.b)# (1,T)}.

Promotrimo dekompoziciju tenzorskog produkta kristala

3Slika preuzeta iz knjige [2]
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B(Wz) ®B = B(Wl + Wz) &b B(2W3) @ B(W])

kao $to je prikazano na slici 3.214.

\\\ o=
|
s
I
<IN T
J
\,—1:_ : \\ S—7
g s
e N \k’\;/’m."' —
N \,/M

N

Slika 3.21: B(w,) ® B za U,(s07)

1 S
5 ® 1 koja je izomorfna B(2ws) =

B(€ + € + ). Primijetimo da najveca tezZina 2ws = € + € + € odgovara Youngovom

Izdvojimo komponentu povezanosti koja sadrzi

dijagramu | | Dakle, uz pomo¢ slike 3.22°, koja je izdvojena iz slike 3.21 radi lakSeg

pregleda, vidimo da je

4Slika preuzeta iz knjige [2]
SSlika preuzeta iz knjige [2]
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a < b < ¢ s jednakostima dopuStenim za nule,

(a,¢) # (1,1),(a,b) # (2,2),(b,¢) # (2,2)

B(2W3) =

"I\,

L . .
1"
S

) o ©
@@ @ B\

£\

@
Slika 3.22: B(2ws) za U,(s07)
Uzmimo proizvoljnu integralnu dominantnu teZinu oblika A = aw; + bw, + 2cws. Htjeli

bismo joj pridruziti Youngov dijagram sa slike 3.23°

c b il
e - -
F . - -

TR

Slika 3.23: Youngov dijagram

i zeljeli bismo realizirati kristalni graf 8(1) kao skup B(Y) Youngovih dijagrama s elemen-

tima skupa N = {1, 2,3,0,3,2, 1} koji zadovoljavaju odredene uvjete. Ovdje je kristalna
struktura dana dalekoistocnim ocitavanjem. To jest, za Youngovu tablicu T € B(Y), prema

®Slika preuzeta iz knjige [2]
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dalekoisto¢nom ocitavanju, promatramo 7" kao element od
Bw1)*™ ® B(wy)™ ® B(2w3)* c B,

gdje je N = a + 2b + 3c, a djelovanje Kashiwarinih operatora definiramo pravilom ten-
zorskog produkta. Tada ée se kristalni graf B(1) identificirati s komponentom povezanosti
maksimalnog vektora teZine A u

Bw)® @ B(w,)® @ B2w;)* c B®V.

Dakle, kako bismo odredili kristalni graf $B(1), potrebno je pronali preostale uvjete koji
mogu karakterizirati skup B(Y). Valja istaknuti kako je ovo glavna razlika u odnosu na
odredivanje kristala za Liejevu algebru gl,, gdje su nam se vrhovi pripadnog kristala sasto-
jali od svih semistandardnih Youngovih tablica odredenog oblika, tj. nisu nam bili potrebni
dodatni uvjeti kao u prethodnim primjerima. Upravo zbog toga nemamo uniformnu reali-
zaciju kristala pomocu Youngovih dijagrama za sve proste Liejeve algebre, vec je potrebno
takve realizacije odredivati slucaj po slucaj. Realizacije kristala za preostale klasi¢ne Li-
ejeve algebre, koje su upravo zbog spomenute komplikacije neSto zahtjevnije za odrediti,
mogu se takoder pronaci u knjizi [2].
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Sazetak

Glavni cilj ovog rada bio je prouciti vezu izmedu teorije kristalnih baza konacnodimenzi-
onalnih U,(gl,)-modula i kombinatorike Youngovih dijagrama i Youngovih tablica. U
prvom poglavlju proucili smo osnovne pojmove i rezultate iz podrucja Liejevih algebri
te reprezentacija pripadnih kvantnih grupa. U drugom poglavlju smo uveli Kashiwarine
operatore 1 pojam kristalne baze pomocu kojih smo zatim iskazali teorem o tenzorskom
produktu kristala te ilustrirali njegove primjene na konkretnim primjerima. U treem po-
glavlju smo se bavili Youngovim tablicama i kristalima pri ¢emu nam je glavni cilj bio
prouciti vezu izmedu U,(gl,)-kristala, koji su pridruZeni U,(gl,)-modulima iz kategorije
Oig, 1 Youngovih dijagrama. Preciznije, demonstrirali smo kako se spomenuta veza re-
alizira primjenom dopustivih oCitavanja na semistandardne Youngove tablice. Napokon,
koriste¢i dobivenu realizaciju U,(gl,)-kristala pomocu Youngovih tablica, dokazali smo
teorem o dekompoziciji tenzorskog produkta pripadnih modula. Na kraju poglavlja smo
proucavali U,(Bs)-kristale, dali primjere nekih kristala tog tipa i prikazali razlike do kojih
dolazi prilikom realizacije kristala Liejevih algebri drugih tipova.






Summary

The main goal of this thesis was to study the connection between the crystal basis theory
of finite dimensional U,(gl,)-modules and combinatorics of Young diagrams and Young
tableaux. In the first chapter we studied basic concepts and results from the field of Lie
algebras and representations of related quantum groups. In the second chapter we introdu-
ced Kashiwara’s operators and the notion of crystal basis, which we used to state the tensor
product theorem for crystals and illustrated its applications with concrete examples. In the
third chapter we considered Young tableaux and crystals and our main goal was to study
the connection between U ,(gl,)-crystals, which are associated with U,(gl,)-modules from
category Oig and Young diagrams. More precisely, we demonstrated how the mentioned
connection is realized by applying admissible readings to semistandard Young tableaux.
Finally, using the obtained realization of the U,(gl,)-crystals via Young tableaux, we pro-
ved the tensor product decomposition theorem for the corresponding modules. At the end
of the chapter, we studied U,(B3)-crystals, gave examples of some crystals of that type
and showed some differences that occur in realizations of crystals for Lie algebras of other

types.
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