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Sazetak

U ovom radu bavimo se modeliranjem kompleksnih sustava koristenjem neuronskih
mreza nad grafovima. Posebnu paznju posvecujemo ugradnji simetrija fizikalnog sus-
tava u model, koje su presudne za kvalitetno funkcioniranje modela. Koristimo O(3)-
ekvivarijatnu inacicu transformera nad grafovima za predvidanje meduatomskih sila
unutar malih organskih molekula: benzena, uracila, etanola i aspirina. Provjeravamo
generalizacijska svojstva modela pri predvidanju sila na atome unutar molekule pa-
racetamola. Na kraju rada, istrazujemo robusnost modela u rezimima malog broja
podataka. Taj rezim je ostvaren treniranjem modela na deset puta manjem skupu
podataka od inicijalnog skupa podataka za trening.

Kljucne rije¢i: Kompleksni sustavi, Molekularna dinamika, Neuronske mreze nad gra-

fovima, Ekvivarijantnost



Deep learning methods in modeling coplex
systems

Abstract

In this work, we examine the use of graph neural networks in modelling complex
systems. We also emphasise the use of built-in symmetries in our model. We de-
monstrate these ideas on the problem of molecular dynamics. A version of an O(3)-
equivariant graph attention network is used to predict interatomic forces in small
organic molecules: benzene, ethanol, uracil, and aspirin. Furthermore, we test the
model’s generalization capabilities on various configurations of paracetamol. Lastly,
we demonstrate the power of equivariance in low-data regimes. This regime is achi-
eved by training the model with a ten times smaller dataset than the initial training
set.

Keywords: Complex systems, Molecular dynamics, Graph neural networks, Equivari-

ance
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1 Uvod

Podrucje istrazivanja kompleksnih sustava nastalo je iz razlic¢itih pravaca istrazivanja
poput fizike, biologije i drustvenih znanosti. Unatoc¢ sveprisutnosti kompleksnih sus-
tava, podrucje njihovog istrazivanja je poprilicno mlado do te mjere da ne postoji
sveobuhvatna i rigorozna definicija kompleksnosti, pa tako ni kompleksnog sustava.
S druge strane postoji niz karakteristika koje sustav mora imati da bismo ga smatrali
kompleksnim, osnovne karakteristike su da sustav mora biti sastavljen od vise dije-
lova te da ti dijelovi moraju mo¢i nekako interagirati. Iz navedenih svojstava ¢ini se
da je svaki netrivijalan fizikalni sustav ujedno i kompleksan, stoga se osvréemo na
sustave koji pokazuju tzv. izranjaju¢a ponasanja (eng.emergent behaviour), odnosno
ponasanja koja su rezultat interakcija sustava. Dakle mozda najbitnija karakteris-
tika jest da je ponasanje sustava kompliciranije od sume ponasanja njegovih dijelova,
malo formalnije ovo znaci da ¢esto pokazuju nelinearnu dinamiku. Zbog velikog na-
glaska na interakcije dijelova sustava, prirodno se promatraju putem kombinatornih
grafova.

U ovom radu nastojimo modelirati svojstva kompleksnih sustava, koriStenjem du-
bokih neuronskih mreza (DNN), odnosno neuronskih mreza nad grafovima (GNN).
Bitna tema ovog rada bit ¢e kako ugraditi spoznaje o simetrijama sustava direktno
u model. Sustav na kojeg se fokusiramo su molekule, konkretno modelirat ¢emo
sile izmedu atoma molekula. Primijenit ¢emo model na molekule benzena, etanola,
uracila, aspirina i paracetamola.

U poglavlju 2. detaljnije ¢emo opisati razne kompleksne sustave u fizici, njihova
svojstva, kako ih povezuje reprezentacija grafovima te izloziti ideje radova sli¢nih
ovomu.

U poglavlju 3. opisat ¢emo kako se molekule uklapaju u sliku kompleksnih sustava
te standardne metode rjeSavanja problema molekularne dinamike. Ondje takoder
motiviramo pristup modeliranja molekula putem DNN-ova te opisujemo podatke nad
kojim vr§imo analizu.

Poglavlje 4. posveceno je opisu metoda strojnog i dubokog ucenja. Konkretno
bavit ¢emo se tradicionalnijim arhitekturama poput DNN, objasnit ¢emo postupak
optimizacije DNN-a, koji je isti i za kompliciranije arhitekture te zavrSavamo s opi-

som DNN-ova kao univerzalnih aproksimatora. U iduca dva poglavlja postupno,



objasnjavamo sve slozenije arhitekture kojim modeliramo kompleksne sustave.

Nakon pregleda tradicionalnijih metoda, u poglavlju 5. detaljnije se bavimo ne-
uronskim mrezama nad grafovima (GNN). Prvo iznosimo opcenita svojstva grafova
te objasnjavamo kako opisati kompleksne fizikalne sustave ili komplicirane geome-
trijske domene grafom. Zatim objasnjavamo glavnu operaciju GNN-a: mehanizam
slanja poruka. Na kraju opisujemo posebnu vrstu slanja poruka mehanizam pozor-
nosti koji je temelj transformerskih modela.

U poglavlju 6. detaljno opisujemo ugradnju simetrija u GNN-ove. Objasnjavamo
kako zahtjev za simetrijama ogranicava skup operacija koje su dozvoljene za izgrad-
nju modela te opisujemo slanje poruka putem tenzorskog produkta i ulogu skalara u
ugradnji nelinearnosti u model. Konkretne primjere dajemo za grupu O(3) i grupu
translacija, koje povezujemo u euklidsku grupu simetrija E(3).

Zadnje poglavlje 7. povezuje sve od navedenog u O(3)-transformer, kojeg tre-
niramo za zadatak predvidanja sila na atome unutar molekula benzena, etanola,
aspirina te uracila. Pokazujemo kako modeli koji postuju simetrije sustava dobro
generaliziraju na podatcima koji su razli¢iti od onih u skupu podataka za trening.
Za provjeru generalizacije koristimo molekulu paracetamola. Osim generalizacijskih

svojstava pokazujemo robusnost ovakvih modela u rezimima malog broja podataka.



2 Kompleksni sustavi

U ovom poglavlju ¢emo opisati neke popularne primjere kompleksnih sustava u fizici,
neka njihova zanimljiva izranjaju¢a ponasanja te kako se modeliraju. Potom ¢emo
objasniti kako se svi oni reprezentiraju grafovima. Na kraju ¢emo spomenuti niz
metoda modeliranja kompleksnih sustava putem GNN-ova te klju¢nu ulogu simetrije
za modeliranje.

Skolski primjer kompleksnog sustava jest sustav spinske re$etke. Iako je pona$anje
svakog pojedinog spina jednostavno, sustav u cjelini stvara neke zanimljive pojave
poput vrlo dugo dalekosezne interakcije spinova te pojava poput pamcenja proslosti
sustava koje se manifestira u obliku histereza u polarizaciji sustava [1]. Postoje i
jednostavniji primjeri u kojima kompleksni sustav pokazuje pamcenje proslosti. U
slu¢aju dinamike deformabilnih tijela kada naprezanje sustava postaje dovoljno ve-
liko deformacije postaju trajne, u oba se slucaja radi nelinearnom odzivu sustava na
vanjsku pobudu. Dinamika deformabilnih tijela obuhvaca i dinamiku platna poput
onog na slici 2.1. Osim Sto je dinamika platna kaoti¢na, zbog elasti¢ne interakcije

tocaka na platnu javlja se kolektivno ponasanje u obliku valova.
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Slika 2.1: Primjeri kompleksnih sustava koji se simuliraju na mrezi: dinamika platna,
kvazistacionarno deformiranje materijala, strujanje fluida oko prepreke. U situaci-
jama gdje je mreza stacionarna svi su grafovi naslijedeni od mreze, s druge strane
kada se mreza deformira bitno je graditi grafove koriste¢i i udaljenost u prostoru u
kojeg je mreza uronjena. Preuzeto iz [2].

Fluidi su kompleksan sustav u kojem interakcije ne moraju biti samo dalekog
prostornog dosega vec se kolektivno ponasanje moze Siriti kroz razne prostorne skale.
Pojava koja ovo najbolje utjelovljuje je turbulencija, ona se Cesto opisuje kao gubitak

energije ili angularnog momenta s makroskopskih na mikroskopske skale. Ovisno o
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jakosti interakcija izmedu tocaka fluida te svojstvima tvari koja ga sacinjava, fluidi
mogu pokazivati vrlo razli¢ito ponasanje od kompresibilnih i nekompresibilnih fluida
do ne newtonskih fluida.

Osim klasi¢nih sustava, slicnim se pristupom mogu modelirati i kvantno me-
hanicki sustavi poput molekula ili sustava elementarnih cestica. Molekule su pri-
mjer kompleksnog sustava koji jasno prokazuje koliko su interakcije dijelova sustava
presudne u odredivanju kolektivhog ponasanja sustava. Dvije molekule identi¢nog
sastava, ali razli¢itih struktura (izomeri) mogu imati vrlo razli¢ita svojstva primje-
rice gustocu, stabilnost, temperaturu vrelista itd. Analogno vrijedi i za kristale, naj-
znacajniji je primjer svih kristalnih resetki ugljika.

Formalno graf je uredeni par skupa vrhova i skupa bridova koji oznacavaju inte-
rakciju izmedu vrhova. Formalniji opis grafova dajemo u potpoglavlju 5.1, dok ovdje
ukratko objasnjavamo zasto su toliko sveprisutni u modeliranju kompleksnih sustava.
Iako su kvantni sustavi opisani valnim jednadzbama na nekom kontinuumu cesto po-
sjeduju dijelove koji su dovoljno lokalizirani da se opisuju klasi¢no ili semi-klasi¢no,
recimo atomske jezgre u molekulama i ionski ostatci u kristalima. Promatramo li
samo te lokalizirane dijelove lako se vidi struktura grafa, dapace strukturne formule
molekula upravo jesu vrsta grafa. U tom slucaju pitanje je kako reprezentirati sus-
tave poput fluida ili deformabilnog dijela grafom? Jako Cesto simulacije tih sustava
odvijaju se na diskretnoj domeni, tj. mrezi. Kada je mreza napravljena kvalitetno,
odnosno dobro opisuje kontinuum tada mozemo samu mrezu uzeti kao reprezenta-
ciju grafa. Zakljucak je da se u svim prakti¢nim primjenama dinamika kompleksnog
sustava odvija na grafovima. Sama mreza ponekad nije dovoljna tako da imamo pri-
mjere u kojima se osim susjeda na mrezi dodaju susjedi koji su bliski u prostoru [2],
zoran primjer je dinamika platna u kojem se dvije tocke koje su daleko u prostoru
mreze mogu pronaci vrlo blizu jedna drugoj u euklidskom prostoru (vidi sliku 2.2).

Bududi da su grafovi osnovan oblik reprezentacije kompleksnog sustava, modeli-
ranje svojstava ili dinamike kompleksnih sustava strojnim ucenjem najcesce se obav-
lja koristenjem GNN-ova [2, 3]. Medutim, pokazuje se da to Cesto nije dovoljno tako
da najrobusniji i najprecizniji modeli u sebi imaju ugradenu simetriju sustava [4-7].

Pri modeliranju svojstava molekula moze se direktno racunati elektronska gustoca
pa iz nje putem Hellman-Feynman teorema odrediti druga svojstva koja nas interesi-

raju. U radu [8] autori pokuSavaju izgraditi GNN s ugradenom euklidskom grupom
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Slika 2.2: Primjer kompleksnog sustava opisanog mrezom. Graf se u ovom slucaj
mora graditi s obzirom na udaljenost u prostoru mreze (desno) i euklidskom prostoru
u koji je mreza uronjena (lijevo). Preuzeto iz [2].

simetrija kako bi odredili elektronsku gustoc¢u manjih sustava molekula, a zatim to
primjenjuju na sustave vece za nekoliko redova veli¢ina. Ideja je sli¢cna kao u stan-
dardnoj teoriji funkcionala gustoce: gustoca elektrona raspisuje se po baznim funkci-
jama koje sadrze odredene koeficijente. Koeficijenti se tradicionalno moraju prilago-
diti svakoj konfiguraciji molekula te njihova prilagodba postaje znatno kompliciranija
s ve¢im brojem atoma i molekula u sustavu. U radu [8] zadatak odredivanja koefici-
jenata prepustaju GNN-u, tako da se za velike sustave ponovno gradi baza, a neko¢
komplicirano predvidanje koeficijenata u raspisu baze se obavlja vrlo brzo uz GNN-
ove. Na slici 2.3 prikazujemo primjer elektronskih gusto¢a nakupine molekula vode.

S druge strane mogu se direktno predvidati svojstva poput meduatomskih sila,
energija ionizacije, ukupne energije, dipolnog momenta itd. [4,9,10]. I u ovim se
problemima nastoji ugraditi SO(3), O(3) ili pak E(3) grupa simetrija.

Sve od navedenog motiviralo nas je da pokusamo slichom metodom predvidjeti
sile medu atomima organskih molekula te provjeriti generalizacijska svojstva ekviva-

rijantih modela na dosad nevidenim i ve¢im molekulama.
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Slika 2.3: Primjer kvantnog kompleksnog sustava: gustoce elektrona nakupina mo-
lekula vode. Pri modeliranju svojstava ovakvog sustava bitno je paziti na rotacijsku
invarijantnost elektronske gusto¢e. Skala na x-y-z osima je u A.



3 Molekule kao kompleksni sustavi

Molekule su kvantni sustavi viSe Cestica, konkretno elektrona i atomskih jezgara,
koje medusobno interagiraju Coulombski. Iz navedenog opisa lako se vidi kako su
molekule kompleksni sustavi, radi se o sustavim sastavljenog od vise dijelova (atoma)
pri ¢emu raznolikost svojstava i dinamike sustava poizlazi iz interakcije pojedinih

dijelova.

3.1 Rjesavanje Schoedingerove jednadzbe

Citava molekularna dinamika opisana je dobro poznatom nerelativisti¢kom Schroedin-

gerovom jednadzbom

N
ihowp(t {r;}n) = <— —V2 U, {rj}N)> +V (A v) et {r}y) B
k
Cesto nas zanimaju stacionarna svojstva molekula zbog ¢ega je dovoljno rjeavati,

jednostavniju, stacionarnu Schréedingerovu jednadzbu

N
3 o Wully) + V(i) = Belinly) 62
k
U gornjem izrazu oznaka {r;}y oznacava skup prostornih koordinata svih N cCestica.
Smatramo da su jezgre atoma zasebne kvantne cestice, ¢ime zanemarujemo njihovu
unutarnju strukturu, a time i bilo kakvu jaku ili slabu nuklearnu interakciju. Takoder,
promatramo molekule pri energijama na kojim je svaka promjena elektromagnet-
skog polja trenutna i time opisana zakonima elektrostatike. Dakle preostaje jedino
Coulombska interakcija tipa elektron-elektron (V,.), jezgra-jezgra (V,,,) i elektron-

jezgra (V,,,). Odnosno

V({r;}n) = Vain + Ve + Vee (3.3)
N,
LN AY AT o Ne _z.e?
D Pl v G D) D ey St o re]\ G4
1<j 1<j

Unato¢ pojednostavljenjima fizikalne slike, jednadzba 3.1 je i dalje analiticki i
numericki ne rjesiva za bilo koji ve¢i broj elektrona i/ili jezgara, stoga uvodimo

dodatne aproksimacije. Jedna od najbitnijih aproskimacija Schréedingerove jed-



nadnzbe za molekularne sustave jest Born-Oppenheimerova aproskimacija. Born-
Oppenheimerovom aproksimacijom nastojimo razdvojiti stupnjeve slobode jezgara
od stupnjeva slobode elektrona, pri ¢emu je glavni argument taj da je dinamika atom-
skih jezgara puno sporija od dinamike elektrona. Detaljan izvod se moze pronaci
u [11], no krajnji rezultat daje dvije pojednostavljene jednadzbe, jednu za elektrone

3.5 i jednu za atomske jezgre 3.6.

Ne 2

[ -2 27;6 Vi + Veel{re}) + Vae({ra}. {re})] ¢e({re}) = E.({r.})¢e({rc}) (3.5)
- > gh_ﬂ;vi + Van({ra}) + E({r D] enl{ra}) = Benlin})  36)

Bitno je za naglasiti da u elektronskoj jednadzbi 3.5 uzimamo koordinate svih jezgara

{r,} kao fiksne veli¢ine te interakciju s elektrona s jezgrama tretiramo semi-klasi¢no.

3.1.1 Hatree-Fockove jednadzbe

Born-Oppenheimerovom aprokismacijom zaista dobijemo jedonstavnije jednadZbe,
no preostaje glavni problem Schroedingerove jednadzbe, a to je njezina dimenzional-
nost. U slucaju N Cestica, domena rjeSenja je 3N dimenzionalni prostor. Racunalnim
metodama ovo predstavlja problem pri aproksimaciji kontinuuma. Na primjer, rjeSavamo
li jednadzbu na prostornoj domeni oblika kocke s bridom duljine 1 te uzmemo li za
udaljenost izmedu to¢aka reSetke od 10! ukupan broj to¢aka prostora koordinata
svih ¢estica bio bi 103¥. Analogno za proizvoljnu duljinu kocke L i duljine diskretiza-
cije Az broj potrebnih tocaka raste eksponencijalno s brojem cestica. Osim rasta broja
tocaka u viSe dimenzija raste i njijhova medusobna udaljenost zbog ¢ega je aproksi-
macija kontinuuma sve losija. Ova se pojava zove prokletstvo dimengionalnosti.
Rjesenja prokletstva dimenzionalnosti dolaze u obliku svodenja jednadzbe 3.5
na jednocesti¢ni oblik, putem Hatree-Fockove aproksimacije. U nastavku bavimo se
iskljucivo rjesavanjem elektronske jednadzbe 3.5 te ispustamo eksplicitnu ovisnost
o pozicijama jezgara {r,}. Ideja je separirati gibanje pojedinih elektrona, odnosno
ukupnu elektronsku valnu funkciju zapisati kao produkt jednocesti¢nih valnih funk-
cija. Bitno je uzeti u obzir ovisnost elektronske valne funkcije o spinu u kontekstu
Paulijevog principa iskljucenja, koji nam govori da elektronska valna funkcija mora

biti antisimetri¢na s obzirom zamjenu para elektrona. U Hatree-Fockovoj aproksima-
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ciji to se svojstvo ugraduje uzimanjem rjesenja u obliku Slaterove determinante, koja

sadrzi ortonormirane jednocesti¢ne valne funkcije v (r);

. ¢i1(r1) @/Ju(I‘NS)

N,!

(3.7)

gb(’f’l, o, ...TNe) =

1/JiN5(r1) %’Ne(I‘Ne)u

Uz ovaj ansatz i primjenu varijacijskog racuna na Hamiltonijan sustava na dobivamo
Hatree-Fockove jednadzbe za osnovno stanje molekule. Hatree-Fockove jednadzbe

rjeSavaju se samosuglasno uz nekakvu inicijalnu pretpostavku o funkcijskom obliku

rjeSenja 1;(r).

h?
2m6

V24 Vieln) + V() + V@) | (0) = (o) (3.8)

€15 (r
Z/d rﬂ_r,| (3.9)

Z/dr

Hatreejev potencijal V¥ odgovara usrednjenoj elektron-elektron interakeiji, dok se

(x")2hi(r") 1) (1) 0o (3.10)

Fockov ¢lan izmjene V¥ dobije kada se uzme u obzir Paulijev princip isklju¢enja.
Kroneckerov simbol 4, osigurava da ¢lan izmjene postoji jedino u slucaju kada dva

jednocesti¢na stanja imaju isti spin.

3.2 Teorija funkcionala gustoée

Uvodenjem Hatree-Fockove aproksimacije zaista rjeSavamo prokletstvo dimenzional-
nosti Schoedingerove jednadzbe, no i dalje preostaje rijesiti N, samosuglasnih Hatree-
Fockovih jednadzbi. Trenutno najuspjesniji pristup modeliranja molekularnih sustava
temelji se na teoriji funkcionala gusto¢e (DFT). Temeljito objasnjenje DFT-a bilo bi
preopsirno za ovaj rad stoga ovdje komentiramo temeljne ideje i principe, za detalje
referiramo Citatelja na [12,13]. Dva fundementalna rezultata na koje se oslanja DFT

su Kohn-Hohenbergovi teoremi.

Teorem 3.1 (1. Kohn-Hohenberg ) Energija osnovnog stanja Schoedingerove jednadzbe

jedinstveni funkcional gustoce elektrona n(r).



Teorem 3.2 (2. Kohn-Hohenberg ) Gustoca elektrona koja minimizra energiju ener-
giju ukupnog funkcionala jest prava gustoéa elektrona koja korespondira rjesenju pune

Schéedingerove jednadzbe.

Teoremi 3.1, 3.2 su od iznimne vaznosti jer s njima moZemo ne samo smanjiti dimen-
zionalnost problema s 3N na 3, ve¢ trebamo rjesavati jednu varijacijku jednadzbu

umjesto viSe Hatree-Fockovih. Za pocetak definiramo elektronsku gustocu izrazom

n(r) =3 1)l (3.11)

Pri ¢emu o oznacava spinska stanja elektrona, a ;(r) jednocesti¢ne elektronske valne
funkcije. Energetski funkcional gusto¢e danoj funkciji gustoce elektrona pridruzuje
energiju, a po teoremu 3.1 to je upravo E.({r},,{r}.) iz izraza 3.6. Energetski funk-

cional gustoce rastavljamo na cCetiri jednostavnijih funkcionala

A

En(r)] = T[n] + E[n] + E*'[n] + E*[n] (3.12)
Tl =33 - /dw;(r) ZZ i(r) (3.13)
Efn] = %/dr/dr’e?":(r_;)z‘(” (3.14)
En] = /drvext(r)n(r) (3.15)

Kineti¢ki 7'[n] funkcional, Hatreejev funkcional £ [n] te funkcional interakcije s vanj-
skim poljem E¢**[n] su opéenito poznati dok funkcional izmjene E*[n] opéenito nije
poznat i izvor je najveteg broja problema. Postupak pronalaska minimalne energije
odvija se samosuglasno, tako da se prvo pretpostavi inicijalna gustoca elektrona i
pripadni funkcional izmjene ¢ime se mogu dobiti jednocesti¢ne valne funkcije, zatim
se se ponovno racuna gustoca iz jednocesticnih valnih funkcija. Cijelo vrijeme prati
se iznos dobivene energije. Ovaj se proces ponavlja sve dok vrijednost energije ne
konvergira. Funkcionalni oblik gustoce elektrona se zapsiuje putem baznih funkcija,
koje su ¢esto ravni valovi ili pak sferni harmonici modulirani gausijanima. Koliko
baznih funkcija uzeti za dani problem i koje su bazne funkcije prikladnije, najcesce

se bira iskustveno ili heuristic¢ki.
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Svaki numericki postupak rjeSavanja Schroedingerove jednadzbe posjeduje ne-
kakvu kompleksnost s obzirom na broj Cestica. To je teorijska vrijednost koja daje
procjenu broja operacija potrebnih za izvrSenje racunalnog postupka i to u asimptot-
skom rezimu broja Cestica. Tipi¢no skaliranje DFT procedura je O(N?) $to znaci da
broj operacija raste s kubom broja Cestica sustava. U usporedbi s ostalim metodama,
DFT ima poprilicno dobro skaliranje, medutim kubno skaliranje je i dalje ra¢unalno
zahtjevno pa se ne moZze koristiti za modeliranje velikih kvantnih sustava. Ovaj se

problem skaliranja pokusSava rijesiti uporabom DNN-ova.

3.3 Motivacija i formulacija problema

Postavlja se ocito pitanje: ako ve¢ postoje razni simulatori, zasto bismo trenirali DNN
na postoje¢im podatcima simulacija? Radovi poput [4, 8, 14] upucuju na na gotovo
linearno skaliranje vremenske kompleksnosti dubokih modela s brojem cestica i to
u raznim primjerima bilo predvidanje meduatomskih sila, elektronskih gustoca ili
energetskih svojstava molekule. Dakle jedan razlog je svojevrsno recikliranje poda-
taka simulacija kako bi se mogli modelirati sustavi puno veceg broja Cestica, koji su
racunalno prezahtjevni za klasi¢ne simulatore. Osim toga nadamo se da ¢e dobro
istreniran model nauciti dovoljno fizike te moc¢i precizno modelirati ne samo vece sus-
tave iste vrste, nego i dosad ne videne! sustave. Ovu hipotezu provjeravamo na skupu

podataka Md17.

3.3.1 Skup podataka Md17

Skup podataka Md17 sastoji se o raznih ab-initio simulacija molekularne dinamike
te je javno dostupan na stranici [15], dok su detalji o izgradnji samog skupa izloZeni
u radu [16]. Skup podataka Md17 nudi primjere molekularnih konfiguracija koje su
opisane slijede¢im veli¢inama: pozicijama pojedinih atoma u nekom koordinatnom
sustavu, tipovima atoma, silom na svaki atom te ukupnom energijom molekule. Po-
tonje dvije veli¢ine predvidene su kao regresijske mete za modele strojnog ucenja. U
ovom radu fokusiramo se samo na predvidanje sila. Sve velic¢ine udaljenosti u skupu

keal

podataka mjere se u angstremima A, energije u X2, a sile u

mol?

kcal

—ar. Cilj je iz dane

konfiguracije pozicija i vrsta atoma predvidjeti silu na svaki atom. Izgradnja grafova

'Pod pojmom ne videni sustav smatramo sustave &iji podatci nisu prisutni u podatcima za trening.
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i detalji o modeliranju objasnjeni su u poglavlju 7.

Ne preporuca se koristiti ¢itav Md17 za trening, stoga uzimamo po tisucu konfigu-
racija molekula benzna, uracila, etanola i aspirina. Za validaciju i testiranje uzimamo
po jos tisuc¢u konfiguracija za svaku molekulu. Za kraj uzimamo tisu¢u konfiguracija
molekule paracetamola za provjeru generalizacije modela. Hipoteza jest da ¢e mo-
del predvidati gotovo jednako dobro sile paracetamola, ako dobro predvida sile na
uracilu, etanolu, aspirinu i benzenu. Bitno je naglasiti da model ne moze biti primi-
jenjen na molekule koje sadrze atome koji nisu prisutni u skupu podataka za trening.
Konkretno molekulske formule benzena, etanola, uracila i aspirina su redom CgHg,
CyHgO, CyHyN>Oo, CygHgOy4, dok je formula paracetamola CgHyNO,. Vidi se kako
se svi atomi paracetamola mogu pronadi u nekoj od molekula skupa podataka za
trening. Medutim, nisu svi atomi jednako zastupljeni u skupu podataka za trening,

distribucija elemenata u skupu podataka za trening prikazana je na slici 3.1.

Distribucija elemenata u skupu odataka za trening
25000 A

20000 -

15000

10000

5000 -

Slika 3.1: Zastupljenost elemenata u skupu podataka za trening, vidi se kako, je vodik
daleko najzastupljeniji, dok je dusik skoro deset puta manje prisutan u podatcima.

Osim zastupljenosti atoma provjeravamo i distribuciju iznosa sila na pojedini
atom nju prikazujemo na slici 3.2. Svi atomi izuzev vodika imaju sli¢nu ocekivanu
silu, varijancu i oblik distribucije. Sam vodik prati slican trend kao i ostali atomi uz

blagi pomak srednje vrijednosti prema manjim iznosima sile.
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Distribucija sila na atome vodika Distribucija sila na atome ugljika

0.030 4 0.016 4

0.025 0.014 4

0.012 4
0.020
0.010 4

0.015 0.008 4
0.0104 0.006
0.004 A

0.005 |

0.002 A
0.000 - 0.000 -

0 25 50 75 100 125 150 50 100 150 200

1znos sile kcal mol~! A-1 1znos sile kcal mol~! A-1
Distribucija sila na atome dusika Distribucija sila na atome kisika

0.014

0.012 1

0.010 4

0.008

0.006

0.004

0.002

0.000 -

50 100 150 50 100 150
Iznos sile kcal mol~* A-2 Iznos sile kcal mol~* A-2

Slika 3.2: Distribucija iznosa sila po atomu u skupu podataka za uéenje. Cini se da
sile svih atoma osim vodika prate istu distribuciju, distribucija sila na vodik je pomak-
nuta prema nizim vrijednostima. Bitno je naglasiti da se vrijednosti sila prozimaju
kroz nekoliko redova veli¢ina. Ovo postaje bitna informacija pri odabiru metrike za
evaluaciju modela.
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4 Osnove dubokog ucenja

Budu¢i da u ovom radu za modeliranje kompleksnih sustava koristimo modele du-
bokog ucenja, potrebno je objasniti nac¢in na koji DNN-ovi funkcioniraju te motivirati
njihovo koristenje u obliku univerzalnog aproksimacijskog teorema. Kroz ovo po-
glavlje objasnit ¢emo tri komponente svakog postupka strojnog ucenja, arhitekturu i
optimizaciju modela dubokog ucenja, te konac¢no iskazat ¢emo univerzalni aproksi-

macijski teorem u jednoj od svojih formi.

4.1 Tri komponente strojnog ucenja

Podrucje dubokog ucenja je grana strojnog ucenja koja se temelji na koriStenju DNN-
ova. Iz tog razloga smatramo je korisno objasniti temeljne principe strojnog ucenja,
koji su takoder primijenijvi u dubokom ucenju. Tipi¢ni problemi u nadziranom stroj-
nom ucenju svode se na predvidanje svojstava nekih objekata. Neka je A skup
znacajki kojim identificiramo svaki objekt, na nacin da ako dva objekta posjeduju
svojstva z1,x2 € X tada su oni neraspoznatljivi. Svakom je objektu pridruZzena vri-
jednost y iz skupa Y. Cilj postupka strojnog ucenja jest Sto tocnije aproksimirati
funkciju
fix—Y

iz kona¢nog skupa opazanja D = {(z;,y;)|2; € X,y € Y, i = 1,..,N}. Tri kom-
ponente postupka strojnog ucenja su model, funkcija pogreske i optimizacijski pos-
tupak. Model je skup svih funkcija kojima pokuSavamo aproksimirati 7. Najcesce
model definiramo putem skupa parametriziranih funkcija f : © x X — ), gdje je ©
prostor parametara aproksimacijskih funkcija. Za pojedini izbor parametara 6 € O,
aproksimacijsku funkciju oznatavamo s fy, a model M = {f, |6 € ©}.

Jednom kada su definirani model i skup opazanja D potrebno je pronaci kon-
kretne parametre # € © kojim najbolje aproksimiramo f. Buduéi da skup parame-
tara moze biti ogroman ili pak kontinuum, direktno pretrazivanje skupa © nije opcija,
stoga se uvodi heuristika koju zovemo funkcija pogreske. Neformalno, funkcija po-
greske je funkcija

L:YxY—R

kojom opisujemo bliskost izmedu izlaza funkcije fi aproksimacije f,. Funkcije po-
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greske razlikuju se od problema do problema te uvelike ovise o svojstvima skupova
X i ). Uovom se radu bavimo problemima regresije, stoga je tipican izbor funkcije
gubitka srednje kvadratno odstupanje. Srednje kvadratno odstupanje pogodan je iz-
bor funkcije gubitka jer minimiziranje njezine vrijednosti odgovara maksimiziranju

izglednosti podataka za dani model [17].

1 N
=+ 2 (i = folw2) 4.1)
=1

Funkcija pogreske sluzi kao kriterij kojim pretrazujemo skup aproksimacijskih funk-
cija te razlikujemo bolje aproksimacije od losijih. Najbolje aproksimacija bit ¢e ona
koja minimizira funkciju pogreske?. Minimum funkcije pogreske trazimo optimiza-
cijskim postupkom.

Optimizacijski postupak ovisi o prirodi problema, izboru modela i dakako o izboru
funkcije gubitka. U slu¢aju DNN-ova optimizacija se provodi procjenom gradijenta
funkcije pogreske u ovisnosti s parametrima modela, vise o tome u idu¢em potpo-

glavlju.

4.2 Modeli dubokog ucenja

.....

i dubokom ucenju, NeurIPS bilo je ¢ak 2905 prihvacenih ¢lanaka [18]. Ta informacija
ilustrira brzinu kojom se podrucje dubokog ucenja razvija, zbog toga panoramski
pregled postojec¢ih arhitektura bio bi preopS$iran za ovaj rad. Ovdje ¢emo objasniti
arhitekturu koja se u raznim oblicima provlaci kroz gotovo svaki model dubokog
ucenja - potpuno povezanu neuronsku mrezu. U poglavlju 5. fokusirat ¢emo se
na trenutno, najopcenitiju arhitekturu: neuronske mreze nad grafovima (eng.graph

neural network).

4.2.1 Potpuno povezana neuronska mreza

Potpuno povezana neuronska mreza nastala je pokusajem modeliranja interakcije bi-
oloskih neurona u mozgu. Opisno, ona se sastoji od slojeva neurona i veza izmedu

njih. Veze modeliraju jakost interakcije neurona u susjednim slojevima. Slojeve dije-

2Analogno se moZe i definirati funkcija uspjeha kao — £, kojoj trazimo maksimum.
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hidden layers

Slika 4.1: Potpuno povezana neuronska mreza: Gornji indeksi oznacavaju redni broj
sloja, dok donji oznacavaju komponentu tog sloja. Strelice oznacavaju linearnu tran-
sformaciju koja povezuje dva susjedna sloja, nakon linearne transformacije primje-
njuje se proizvoljna linearna funkcija. Zeleni neuroni predstavljaju ulaz modela, plavi
skrivene slojeve modela, a crveni izlaz modela. Preuzeto iz [19].

limo na ulazni sloj, izlazni sloj te skrivene slojeve. Primjer mreZe s tri skrivena sloja
dan je na slici 4.1.

Ideja u originalnom radu [20] iz 1958. bila je da prilikom ucenja nekog zadatka,
bioloski neuroni ostvaruju optimalnu povezanost za taj zadatak, ako je podrazaj su-
sjednih neurona dovoljno velik on ¢e aktivirati neuron na koji susjedi djeluju. Ovaj
dio procesa modeliran je aktivacijskom funkcijom. Originalno ona je bila step funk-
cija, medutim s vremenom su se CeSce koristile druge aktivacijske funkcije prikazane
na slici 4.2.

Formalnije re¢eno, potpuno povezana neuronska mreza je funkcija sastavljena od

niza afinih transformacija i nelinearnih aktivacija na slijede¢i nacin.

Definicija 4.1 (Neurnoska mreza) Neka je S = {s;|i = 1...N} skup slojeva neuronske
mreze, i-ti sloj s; je uredena trojka s; = (W;, b;, a;) matrice tezina W; € R™*™:  yektora
pomaka b; € R™ i aktivacije a; : R™ — R™. Definiramo preslikavanje medu susjednim
slojevima kao

fi=a(Wixi1 + by)

Potpuno povezana neuronska mreza N : RNe —s R¥ je kompozicija svih preslikavanja
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RelU aktivacijska funkcija Tangens hiperbolni aktivacijska funkcija

1| ¥ = maximum(0, x) 1004y =tanh(x)
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Slika 4.2: Cesto koristene aktivacijske funkcije. Veéina ih nastoji modelirati odziv
neurona na odredenu jakost podrazaja. Bitno je svojstvo aktivacijskih funkcija neli-
nearnost, bez toga DNN-ovi nebi bili univerzalni akproksimatori.

slojeva

N(z)= fyofy_10..0 fi(x)

Prisutnost nelinearnih aktivacija nuzna je kako bi se neuronskom mrezom mogle
aproksimirati bilo koje funkcije osim afinih i linearnih. Njihova vaznost iskazana je
u teoremu 4.1. Prije rasprave o univerzalnom aproksimacijskom teoremu, ukratko

¢emo opisati optimizaciju neuronskih mreza.

4.2.2 Optimizacija i algoritam Sirenja pogreske unazad

Slojevita struktura neuronske mreze omogucuje jednostavan proces optimizacije. U
ovom potpoglavlju opisat ¢emo postupak optimizacije dubokih modela.
Neka Ng je neuronska mreza, X = {z;|i = 1...N} skup primjera te Y = {y;|i =

1...N} skup oznaka primjera. Ovdje © oznacava skup parametara neuronske mreze
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© = {W,b |l = 1...M}, gdje je M broj slojeva mreZe. Cilj je da za svaki x € &,
vrijednost ||N(z;) — ;|5 bude $to manja, odnosno da funkcija pogreske L£(0) =
|V (z;) — yil|3 postigne globalni minimum. Optimizacija se provodi gradijentnim
metodama kojima je potrebna informacija o 9y, £ V6; € O. Pri konstrukciji neuronske
mreZe koriste se nelinearnosti ¢iji se gradijenti poznaju analiticki te se jednostavno
racunaju.

Neka je izlaz modela N (z) = 7, za dani ymoiemo izraCunati funkciju pogreske L

i gradijent funkcije pogreske po izlazu modela Inforrna(:lja o pruza se posljed-

8[1 i
89A[ 1 5fA1

parametri posljednjeg sloja, a f),_; izlaz pretposljednjeg sloja, odnosno ulaz

njem sloju mreZe te se s njom racunaju dvije vrste gradijenata: , gdje

u Mt

posljednjeg sloja. Gradijent koristi se za optimizaciju parametara 6!, dok

aeM T
oL
Ofm—1

pravila te se na taj nacin ¢ini da greska putuje unazad kroz mrezu.

se

pruza pretposljednjem sloju. Radi se samo o uzastopnoj primjeni lan¢anog

Opisani postupak sluzi kao baza induktivnog postupka za racunanje gradijenta
funkcije pogreske po parametrima dubljih slojeva. Neki /-ti sloj od svog sljedbenika
¢e primiti informaciju o . Koriste¢i lan¢ano pravilo i definiciju 4.1 moze gradijente

po parametrima 4.2 4.3 i ula21ma sloja 4.4

oL oL Ofi 0oL,
oW, afi oW, 8flalfl_l “2

oc  ocof oL
Y T (4.3)

oL oL J0f; oL
=— = —aqW (4.4)
Ofin  0fiofin  ofi !

Kada su gradijenti po svim parametrima modela poznati ve¢ina optimizacijskih al-

goritama radi malene promjene parametara u suprotnom smjeru gradijenta pogreske,

odnosno u n-tom koraku optimizacije neki parametar 6 poprima vrijednost

oL

en = enfl - 77%

(4.5)

gdje je n stopa ucenja neki malen broj tipi¢no u rasponu od 5 - 1072 do 10~°. Opti-
mizacija ovog tipa zove se gradijentni spust. U pokusima provedenim u ovom radu

koristi se unaprijedena inacica gradijentnog spusta Adam [21].
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4.2.3 Aproksimacijska svojstva modela dubokog ucenja

Kao Sto smo najavili na pocetku ovog poglavlja motivacija iza koriStenja DNN-ova na
Sirokom spektru problema jest Sto su oni univerzalni aproksimatori. Samo podrucje
dubokog ucenja plodno je novim modelima te se ne rijetko dogodi da je arhitek-
tura koristena bez potpunog poznavanja njenih svojstava, medutim za arhitekture
poput DNN-a s jednim ili viSe skrivenih slojeva poznato je pod kojim uvjetima pos-
taju univerzalni aproksimatori. U nastavku ¢emo skicirati iskaz univerzalnog aprok-
simacijskog teorema, a za detalje ostavljamo [22,23]. Kompliciranije arhitekture
Cesto su svojom matematiCkom formom prilagodene problemu na koji se primje-

njuju [24-26], a u sebi sadrZze DNN-ove na cija se aproksimacijska svojstva oslanjaju.

Teorem 4.1 (Skica: Unverzalni aproksimacijski teorem) Neka je () C R" kompak-
tan skup, te neka je C(2) skup svih neprekidnih funkcija f : Q2 — R. Neka je na skupu
Q zadana mjera p te neka je na skupu C(2) zadana norma || - || : C — R™, oblika

1fll = Jodu(z)|f(z)|?. U [19] i [22] autori pokazuju kako je skup funkcija
G={glg(x) = Zw](»z)a(ZwZ(’lj)xi +bj);m,n € N}
j i

gust u skupu C(Q2) pod uvjetom da je aktivacijska funkcija a nelinearnost nepolino-

mijalnog tipa. Ako je sve od navedenog zadovoljeno tada Ve > 0 g € G takav da

I —gll <e

Dakle za proizvoljnu funkciju f i traZenu preciznost e mozemo pronaci funkciju unu-

tar G koja Ce ju aproksimirati s pogreSkom manjom od ¢. Preostaje problem s broje-

vima m i n, naime potreban broj parametara mreze w](?) i wz(l) raste eksponencijalno
s trazenom preciznosti. Za prilagodbu veceg broja parametara potrebna je i veca
koli¢ina podataka. Iz tog razloga pogodnije je u arhitekture ugraditi neko prethodno
znanje o problemu ¢ime se znatno smanjuje broj potrebnih parametara. U ovom radu
istrazit cemo ugradnju poznatih simetrija fizikalnih sustava kako bi se poboljsala efi-

kasnost modela s obzirom na broj podataka te generalizacijska sposobnost modela.
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5 Neuronske mreZe nad grafovima

U poglavlju 4. opisali smo princip rada neuronske mreze na najjednostavniji geome-
trijski objekt: vektor (to¢ku). Cesti problemi u praksi zahtijevaju obradivanje poda-
taka koji su na neki nac¢in povezani i/ili uredeni, primjerice slike mozemo shvatiti
kako 2-D vektorska polja, gdje je svakoj tocki pridruzen 3-D vektor intenziteta pik-
sela, sli¢ni se problemi javljaju u obradi teksta, rije¢i se reprezentiraju vektorima, i ti
su vektori vremenski uredeni. U fizici vaznost viemenskog uredaja (to¢nije kauzalnog
uredaja) i lokalne povezanosti postaje jo$ izrazenija, stoga ako zelimo modelirati ne-
trivijalne fizikalne sustave putem DNN-ova, trebat ¢e nam nesto sloZenije od potpuno
povezane neuronske mreze. 1z tog razloga su izmisljene arhitekture poput konvolu-
cijskih neuronskih mreza, transformera te povratnih neuronskih mreza [24, 25, 27].
Autori [26] pokazuju kako su kombinatorni grafovi poopcenje svih navedenih do-
mena te da su spomenute arhitekture samo posebni slucajevi neuronskih mreza nad
grafovima. Ostatak poglavlja posve¢ujemo se grafovima, kako se njima opisuju ne-
pravilne i komplicirane fizikalne domene te kako primijeniti DNN-ove na njih Sto

rezultira GNN-ovima.

5.1 Grafovi

Definicija 5.1 (Graf) Graf G je uredeni par (V, E). Neprazan skup V = {v;} zovemo

skup vrhova, dok E C V' x V zovemo skup bridova.

Skup vrhova predstavlja elemente grafa, npr. atome u kristalnoj resSetci ili molekuli,
dok bridovi predstavljaju egzistenciju interakcije medu elementima grafa, npr. vrh
(v;,v;) oznacava da postoji interakcija izmedu atoma v; i v;. Zbog toga $to je definicija
grafa toliko apstraktna njome je jednostavno modelirati vrlo komplicirane diskretne
geometrijske domene, a time i razne fizikalne sustave.

Najcesce je vrhovima potrebno pridruziti odredena svojstva, recimo u modeliranju
molekula grafom, moguce je svakom vrhu pridruziti vrstu atoma, masu atoma te
poziciju atoma u nekom koordinatnom sustavu. Time je svakom vrhu pridruzena
petorka realnih brojeva. Ove vrijednosti zovemo znacajke vrhova, one su najcesce
vektori. Skup svih mogudih vrijednosti koje znacajke x mogu poprimiti zovemo skup

znacajki X.
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U principu skup vrhova V' moze sadrzavati potpuno apstraktne matematicke objekte
kojima oznacavamo vrhove, recimo vektori, funkcije ili pak skupovi. Jednom kada
smo uveli skup znacajki X u njega pospremamo sva komplicirana ili apstraktna svoj-
stva vrhova, dok skup V' sadrzi samo indekse kojima oznacavamo vrhove.

Bridovima grafa takoder je moguce pridruziti znacajke. Naime u odsustvu skupa
znacajki bridova, pojedini brid oznacava egzistenciju nekakve interakcije ili odnosa
medu dvama vrha te ne donosi nikakvu dodatnu informaciju o prirodi interakcije ili
vrsti odnosa. Dodatne informacije o vrsti interakcije modeliramo znacajkama bridova

E.

5.1.1 Prikazivanje mnogostrukosti na racunalu koristenjem grafova

Dvodimenzionalne resetke nad kojima rade konvolucije [24] i vremenski sljedovi nad
kojima rade transformeri [25] su diskretna reprezentacija signala (funkcija) na mno-
gostrukostima. ReSetke u dvije dimenzije su diskretne reprezentacije ravnina, dok
su sljedovi diskretna reprezentacija signala na krivuljama. Osim ova dva primjera
fizikalne se simulacije cesto odvijaju ma mrezama (eng.mesh), koje nemaju pravilu
strukturu poput reSetki zbog toga osim nekog euklidskog prostora, mogu biti dis-
kretna reprezentacija mnogostrukosti. Budu¢i da se dinamika raznih fizikalnih sus-
tava odvija Cesto na takvim kompleksnim geometrijama, potrebno je poznavati kako
ispravno baratati s grafovima i kako uciti GNN-ove nad njima. Takoder, moramo
pripaziti da model postuje inherentnu kauzalnost, lokalnost i simetrije grafa. Kauzal-
nost i lokalnost ¢emo obraditi u potpoglavlju 5.2 dok ugradnju simetrija obradujemo
u zasebnom poglavlju 6.

Ponekad Zelimo naglasiti da postoje viSe razlicitih vrsta veza izmedu vrhova grafa
stoga skup bridova dijelimo na viSe razlic¢itih skupova od kojih svaki odgovara poje-
dinoj vrsti interakcije. Ovakva struktura naziva se multigaf. Muligrafovi se Cesto
koriste u modeliranju signala na mnogostrukostima koje su uronjene u neki am-
bijenti prostor. Multigraf je ureden par (V, E)), gdje je V' i dalje skup vrhova, a
Ey = {E; CV x V]i = 1..n} skup razli¢itih skupova bridova, dakle neki vrhovi
mogu imati viSestruke veze. Na primjer, modeliramo li evoluciju nekakvog fizikal-
nog polja na povrsini oblika zeca poput one na slici 5.1, prvo diskretiziramo mno-
gostrukost konstrukcijom mreZze, a zatim izvrjednjujemo polje na vrhovima mreZe.

Dinamika polja u danom vrhu ovisit ¢e o vrijednosti tog polja u susjednim vrhovima.
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Susjedstvo vrha v; je skup N; = {v; | (v;,v;) € E ili (v;,v;) € E}. Povezanost grafa, a
tako i susjedstvo gradimo s obzirom na nekakvu mjeru udaljenosti. U slu¢aju mreze
imat ¢emo dvije vrste susjeda s obzirom na dvije metrike udaljenosti. Susjedi prve
vrste su susjedi bliski po metrici induciranoj na mnogostrukosti koju aproksimira
mreza. Jednostavnije receno vrhovi su povezani, ako su bliski u prostoru mreze.
Druga vrsta susjeda su oni koji su bliski s obzirom na udaljenost u ambijentnom pros-
toru u kojem je uronjena mreza. Na slici 5.1 zec dodiruje prednje Sape u prostoru
mreZe tocke kontakta na svakoj od Sapa su daleko, a interakcija izmedu njih ocito
postoji. S druge strane vrhovi mreze nisu uniformno distribuirani unutar mreze,
stoga ako koristimo samo euklidsku udaljenost za konstrukciju vrhova, postoji rizik

da ¢emo propustiti interakciju vrhova mreze u podrucjima gdje je mreza rjeda.

Slika 5.1: Na lijevoj slici prikazana je povrSina stanfordskog zeca kao primjer mnogos-
trukosti uronjene u R3. Na desnoj slici je prikazana mreza istog zeca koja je diskretna
aproksimacija povrSine zeca. Iz mreZe konstruiramo multigraf generirajudi dvije vr-
ste vrhova. Prva vrsta vrhova opisuje lokalne interakcije na mrezi, dok druga lokalne
interakcije u prostoru u kojem je uronjena mreza. Lijeva slika preuzeta iz [28], a
desna iz [29].

Zakljucak je da tretman mreza kao grafova zahtjeva koristenje multigrafova tipa
(V, Ey, Ee), gdje su V vrhovi, E), bridovi inducirani blisko$¢u na mrezi, a £, bridovi

inducirani blisko$¢u u R? u kojem je mreza uronjena.

5.2 Neuronske mreze nad grafovima i mehanizam slanja poruka

Neuronske mreze nad grafovima (GNN) su vrsta DNN-ova koja je arhitekturom prilagodena
podatcima na grafovima. GNN-ovi uzimaju u obzir strukturu grafa (V| F), prostor
znacajki vrhova X i po potrebi prostor znacajki bridova £. GNN-ove mozZemo ko-
ristiti u problemima u kojima moramo modelirati neka svojstva vrhova ), svojstva

bridova ) ili pak globalna svojstva grafova G.
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Slika 5.2: Primjer najcesce koristenih funkcija slanja poruka, s lijeva na desno: ko-
nvolucija, mehanizam pozornosti i opcenito slanje poruka. Operacije postaju sve
apstraktnije i ve¢eg aproksimacijskog kapaciteta, no tako i vece racunalne sloZenosti.
Preuzeto iz [26]

Kao i svaki duboki model i GNN-ovi se sastoje od nekoliko slojeva koje u ovom
sluaju zovemo slanje poruka. Slanje poruka se odvija u tri koraka: konstrukcija
poruka, agregacija poruka i azuriranje znacajki vrhova ili bridova. Za i-ti vrh sa

znacajkama x; i susjedstvom N; koraci slanja poruka su
1. Konstrukceija poruka: m;; = ¥(x;,x;,€;5), €;; € E,Vj € N;
2. Agregacija: M; = ;. mi;
3. Azuriranje znacajki i-tog vrha: h; = ¢(x;, M;)

Sve zajedno

hi = QS(Xi,@@Z)(Xi,Xj,eij)) (51)

i€N;

U izrazu 5.1 funkcije ¢ i ¢ su Cesto varijante potpuno povezanih neuronskih
mreza te posjeduju skup parametara koji se mogu prilagoditi podatcima. Simbol
P oznacava bilo kakvu funkciju agregacije recimo: sumu, srednju vrijednost, maksi-
mum, minimum itd. Bitno svojstvo agregacije € jest invarijantnost na permutaciju
indeksa vrhova. Kao $to smo spomenuli u odjeljku 5.1, kada imamo skup znacajki
X, skup vrhova postaje skup indeksa vrhova V. Jasno je da bilo kakvo fizikalno
svojstvo grafa ne smije ovisiti o proizvoljnom indeksiranju vrhova grafa, stoga i funk-
cija slanja poruka u sebi mora imati ugradenu invarijantnost na permutaciju indeksa.
U izrazu 5.1 ta invarijantnost se ugraduje u model izborom agregacije poruka €.
Ako @ eksplicitno ne ovisi o indeksima, onda ¢e zadovoljiti permutacijsku invari-
jantnost. Svi spomenuti primjeri agregacijskih funkcija zadovoljavaju permutacijsku
invarijantnost.

Osim permutacijske invarijantnosti, operacija slanja poruka po definiciji poStuje

lokalnost jer je se obavlja na svakom vrhu i njegovom susjedstvu. Naime struktura
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veza unutar grafa definira lokalnu povezanost vrhova grafa, tako da dani vrh grafa
moze primati poruke samo od svojih neposrednih susjeda. Ovo moze biti problem
u situacijama u kojima je cilj modelirati globalna svojstva grafova, medutim niza-
njem viSe slojeva slanja poruka vrh posredno prima informaciju i od daljih vrhova.
U slucaju jednog sloja vrh prima poruke od prvih susjeda, u slucaju dva sloja prima
poruke od susjeda svojih susjeda itd. Ovisno o pretpostavkama o svojstvima koje
modeliramo prilagodit ¢emo broj slanja poruka. Za sustave sa izrazito velikim ko-
relacijskim duljinama broj slanja poruka moze predstavljati usko grlo u numerickim

ra¢unima.

5.3 Mehanizam pozornosti na grafu

Arhitekturu koju primjenjujemo na problem predvidanja molekulskih sila jest O(3)-
evkivarijantni transformer nad grafovima. Pitanjem ugradnje simetrija grupe O(3)
bavimo se u poglavlju 6., dok ¢emo ovdje ukratko objasniti mehanizam pozornosti
koji je kljucan za izgradnju transformera na grafovima.

Mehanizam pozornosti vrsta je slanja poruka oblika
mi; = o2, )25 (5.2)

Pri ¢emu je a funkcija s prilagodljivim parametrima. U originalnom ¢lanku u kojem
se spominje ovakvo slanje poruka [30] na vektore x; i x; primjenjuju se linearne
transformacije Wy, i Wi te se izmedu dobivenih vektora trazi skalarni produkt, koji

mjeri neku vrstu sli¢nosti izmedu vrhova i i j.
sij = (Wozi, Wi)) (5.3)

Osim obic¢nih linearnih transformacija W i Wy, mogu se koristiti i kompliciranije
operacije ¢ime opcenito dobivamo vektore upita (eng.query) i vektore kljuca (eng.key).
U ovoj najjednostavnijoj inacici vektori kljuca i upita su redom Wy x;, Woz;, u ekviva-
rijantnoj inacici transformatora nad grafovima ti vektori se dobivaju na kompliciraniji
nacin.

Koeficijenti sli¢cnosti se normiraju unutar svakog susjedstva, zatim ih se koristi kao
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tezine u agregaciji znacajki susjeda

€%
JEN;

Azurirane znacajke vrhova se dobivaju putem

hi =x; + Z QT 5 (55)
JEN;

Ovakvo slanje poruka se zove mehanizam pozornost jer izgleda kao da model uci na

koje susjede treba obratiti vise pozornosti.
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6 G-ekvivarijantni duboki modeli

Vise puta smo kroz rad naglasili kako ugradnja spoznaja o simetrijama problema ¢ini
model boljim u generalizaciji te efikasnijim s obzirom na potrebnu koli¢inu poda-
taka za njegov trening. U ovom odjeljku fokusiramo se na matematicki formalizam

ugradnji simetrija. Model gradimo koristec¢i iskljucivo evivarijantne funkcije.

Definicija 6.1 (Ekvivarijantnost) Neka je G grupa simetrija te neka su V i W ap-
straktni vektorski prostori sa reprezentacijama py 1 pw. Za funkciju f : V. — W

kazemo da je G-ekvivarijantna ako zadovoljava

ow(9)f(x) = flpv(g)r) Vz eV ,VgelG

Iz definicije 6.1 vidi se da je invarijantnost samo poseban slucaj ekvivarijantnosti u
kojem pw(g9) = Iw Vg € G. Invarijantne veli¢ine s obzirom na neku grupu zovemo
skalarima.

Dobra svojstva ekvivarijantnih modela dolaze pod cijenu da je da je funkcionalni
oblik svake komponente modela sada uvelike ogranicen. 1z tog razloga obi¢ne pot-
puno povezane neuronske mreZe iz poglavlja 4. ne moZzemo Kkoristiti Zelimo li ekviva-
rijantne modele. Iako postoje mnogi nacini za postizanje ekvivaijantnosti, u ovome

se radu fokusiramo na koristenje ireducibilnih reprezentacija i tenzorskih produkata.

6.1 Slanje poruka putem tenzorskog produkta

Recimo da na elemente prostora znacajki X mogu djelovati elementi neke grupe
G te pretpostavimo da su x € X dani u bazi ireducibilnih reprezentacija. Cilj je
konstruirati nelinearnu funkciju s nekim brojem parametara koji se mogu prilagoditi
na podatke, koja ¢e ¢uvati grupnu strukturu. Jedan nacin da to obavimo jest da
definiramo skalarni produkt (-,-) na prostoru znacajki te slanje poruka definiramo

kao iu [31] putem

B =33 fullae), (6.1)

n jeN;
U ovom slucaju zaista dobivamo ekvivarijantno slanje poruka, medutim izlaz ovakvog
sloja ostaje tenzor istog ranga kao i tenzori na ulazu. Ponekad su tenzori viseg ranga

potrebni za opis kompliciranih interakcija sustava. Za dobivanje tenzora viSeg ranga,
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poruku mozemo definirati putem tenzorskog produkta znacajki vrha sa znacajkama
njegovih susjeda. Primjerice neka su znacajke vrhovi tenzori prvog reda z;,°. Tada

je tenzorski produkt znacajku dvaju susjeda
('Tz' X xj);w = TiuLjy (62)

Dobiveni tenzor jest zaista viSeg ranga, konkretno nalazi se u prostoru direktnog

produkta ulaznog prostora X ® X. Analogno vrijedi za tenzore proizvoljnog reda

(A ® B)uwzu:&---vwzw--- = AM1M2M3---BV1V2V3--- (6.3)

Iako koriStenje tenzora viseg reda poboljsava ekspresivnost njime ne gradimo
univerzalne aproksimatore, naime tenzorski produkt stvara samo polinome znacajki
stoga preostaje primijeniti nelinearnost koja nije polinomijalna i ¢uva grupnu struk-
turu. Problem nelinearnosti objasnit ¢emo kasnije u potpoglavlju 6.1.2, no prvi pro-
blem na kojeg se moramo osvrnuti jest da tenzorski produkt definiran jednadzbom
6.3 nije dekomponiran na ireducibilne reprezentacije. Odnosno operaciju koju tre-
bamo je tenzorski produkt te Clebsch-Gordanova dekompozicija. Osim Sto Clebsch-
Gordanovom dekompozicijom odrzavamo ireducibilnost znacajki, njome direktno bi-
ramo koju vrstu tenzora na izlazu zelimo. Bududi da je grupa O(3) klju¢na za pro-
blem modeliranja svojstava molekula, ostatak poglavlja fokusira se na O(3) i transla-

cijsku ekvivarijantnonst.

6.1.1 Tenzorski produkt: grupe SO(3) i O(3)

Za grupu SO(3) vektorski prostori ireducibilnih reprezentacija su identificirani s in-
deksom [ te su dimenzije 2/ + 1. Konkretno za [ = 0 dobivamo skalare, za | = 1
vektore, a [ > 2 opcenito tenzore viseg reda. Rezultat tenzorskog produkta dviju ire-
ducibilnih reprezentacija h,, i h;, dekomponira se na tenzore reda [ gdje je |l; — lz| <
[ <l; + l,. Komponente tenzora za dani [ dobiju se Clebsch-Gordanovom dekompo-
zicijom

!

l2
T = Z Z ClllnTLnllszhllmlhme (6.4)

m1=—1l1 ma=—l2

3Indeks i oznatava indeks vrha dok p je indeks komponente tenzora x; u nekoj bazi
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Uzmemo li u obzir transformacijska svojstva sustava s obzirom na zrcaljenje osi koor-
dinatnog sustava, tada se radi o grupi O(3). Prostori ireducibilnih reprezentacija su
u tom slucaju identificirani s dva indeksa (I, p). Indeks [ isti je kao i kod grupe SO(3),
dok indeks p = +1 oznacava paritetnu transformaciju reprezetacije na koju se od-
nosi. Tenzorski produkt i njegova Clebsch-Gordanova dekompozcija na grupi O(3)
identi¢na onoj iz izraza 6.4, osim $to je paritet rezultata umnozak pariteta inicijalnih

reprezentacija.

6.1.2 Ugradnja nelinearnosti

Jednom kada prepoznamo strukturu ireducibilnih reprezentacija vektora znacajki vr-
hova, viSe ne mozemo na svaku komponentu primijeniti aktivacijsku funkciju, kao sto
bismo radili u odjeljku 4.2.1 jer bi to narusilo ekvivarijanost. Stoga moramo pronaci
drugi nacin za ugradnju nelinearnosti koja nam je potrebna za izgradnju univerzalnih
aproksimatora. Niz radova postize nelinearnost oslanjajuci se na izgradnju skalara,
primjenjujuci nelinearnost na njih te s dobivenim skalarnim mnoze ostale ireduci-
bilne reprezentacije [6,31, 32]. Naime skalarne veli¢ine su jedine na koje se moze
primijeniti proizvoljna nelinearnost bez narusavanja ekvivarijantnosti.

Na primjer, u slucaju grupe O(3) uzmimo da se vektorski prostor znacajki moze
dekomponirati na direktnu sumu X = 16 x 0. &4 x 1, & 8 x 2.. Otisnute velitine
0, 1, 2 redom oznacavaju prostor skalara, vektora i tenzora reda 2, tj. odnose se na
broj [. Subskripti (o ili ) na otisnutim veli¢cinama odnose se na paritet reprezentacije
pri cemu o oznacava neparni paritet -1, a e parni 1. Brojke ispred otisnutih veli¢ina
oznacavaju multiplicitet danog prostora, dakle u navedenom primjeru prostor X se
dekomponira na 16 skalara, 4 vektora te 8 tenzora reda 2. Na 16 skalara bez problema
primjenjuje se nelinearnost, dok se od za svaki od preostalih prostora grade skalari,
kojih ¢e u ovom primjeru biti 4 + 8 = 12. Na svaki od dobivenih skalara primje-
njuje se nelinearnost te se taj transformirani skalar mnozi sa vektorima pripadajuceg
prostora. Recimo, za svaki od 4 vektora bismo pronasli normu, tu normu predali na
ulaz potpuno povezanoj neuronskoj mrezi ili samo aktivacijskoj funkciji te s njome
pomnozili svaki vektor. Takoder, moguce je i spremati 12 dodatnih skalara koji bi

sluzili za nelinearnost i mnozenje neskalarnih tenzora.
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Opcenito nelinearnost se ugraduje putem izraza
o({x} (g vh) = (Do) @ (B estow) (6.5)
( J

Simbol {x} predstavlja skup skalara koje ¢cuvamo i nakon nelinearnosti, {y} je skup
ne skalarnih tenzora, a {g} skup skalara koji se propustaju kroz nelinearnost i mnoze

s neskalarnim tenzorima. Ovakva nelinearnost Cesto se naziva propusnica (eng.gate).

6.1.3 Potpuno povezani tenzorski produkt

U proslom potpoglavlju 6.1.2, naglasili smo kako vektori znacajki vrhova mogu biti
dekomponirani na viSe vektora ireducibilnih reprezentacija od kojih svaki posljeduje
neki multiplicitet. U tom slucaju tenzorski produkt poput onog opisanog u 6.1.1 nije
jedinstven, odnosno imamo viSe nacina (puteva) kojim mozemo dobiti vektor iste
reprezentacije hy,,,. Tenzorski produkt je bilinearna operacija, stoga na ulazu prima
dvije veli¢ine, odnosno mozemo unaprijed definirati kakvu strukturu reprezentacija

ocekujemo na jednom ulazu, kakvu na drugom i kakvu na izlazu. Tenzorski produkt

| "y
\ I
| §
i] =] V]
o — ™~
x * x
m "M "M

Slika 6.1: Vizualizacija potpuno povezanog tenzorskog produkta, na ulazima tenzor-
skog produkta ocekuju dva identi¢na vektorska prostora koji su dekomponirani na
2x0.64x1,856x 2., dok na izlazu konstruiramo vektorski prostor 3x0,653x1,H3x 2..
Svijetlo plavom bojom naznaceni su putevi tenzorskog produkta, dakle sve moguce
kombinacije reprezentacija na ulazu koje daju neku reprezentaciju na izlazu. U ovom
primjeru ukupno ima 588 puteva.
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mozemo promatrati kao

Tp : ‘/inl X ‘/in2 — ‘/out (66)

Svaki od navedenih vektorskih prostora direktna je suma prostora ireducibilnih re-
prezentacija V = €, , i, Vi, tako da se svaki prostor reprezentacija izlaza moZze po-
vezati s odredenim brojem parova prostora reprezentacija ulaza. Svaku takvu iden-
tifikaciju para dvaju prostora ulaza s prostorom izlaza nazivamo putem. U tenzorski
produkt opisan 6.1.1 mogu se ugraditi parametri koji su prilagodljivi podatcima i
to tako da svakom putu pridruzimo prilagodljivu tezinu. Ovime dobijemo potpuno

povezani tenzorski produkt opisan u [32].

Nputem'

A lo
hlmp: Z Wi, Z Z Cllzzﬂgmghll(k)ml(k)plhlZ(k)mQ(k)pQ (67)
k

mi1=—Il1 mo=-—Io

U izrazu 6.7 naglaseno je kako komponente ulaznih reprezentacija ovise o indeksu
puta k. Potpuno povezani tenzorski produkt i nelinearnost koriStenjem propusnice
¢ine temelj ekvivarijantnih modela koje koristimo u ovom radu i Sire [4, 33, 34].
Dodatni detalji o teoriji i racunalnoj implementaciji tenzorskog produkta ove vrste

mogu se pronaci u [32].

6.2 Ugradnja translacijske simetrije

Bududi da slanje poruka modelira interakciju izmedu dijelova kompleksnog sustava
(atoma, dijelova materijala, Cestica itd.), ta interakcija ne smije ovisiti o apsolutnoj
poziciji i/ili brzini vrha u nekom koordinatnom sustavu. Stoga u odsustvu vanj-
skih pobuda koje bi narusile translacijsku simetriju, ne koristimo apsolutne pozicije i
apsolutne brzine kao znacajke vrhova, ve¢ koristimo relativne pozicije i relativne br-
zine kao znacajke bridova grafa. Na primjeru relativnih pozicija, objasnit ¢emo kako
se ugraduje invarijantnost na translaciju globalnog koordinatnog sustava, analogan
pristup moze se koristiti i za tretiranje Galileijevih potisaka. Ugradnja Poincaréove
simetrije se detaljnije proucava u [5-7].

Kao Sto je spomenuto umjesto apsolutnih pozicija vrhova grafa r;, radije se koristi
skup relativnih pozicija &€ = {r;; = r; —r;|Vi € V,Vj € N;}. Zatim iz skupa
relativnih udaljenosti racunamo iznos r;; i vektor smjera 7;; za svaki vektor relativne

udaljenost iz £. Tretman vektora smjera, diskutiramo u potpoglavlju 6.3, dok su
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Prvih Cetiri besselove bazne funkcije J,

Lo — )b
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0.6 — I3
0.4 1
0.2 1
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0 2 4 5] 8 10 12 14
Iznos vektora udaljenosti [a.u.]

Slika 6.2: Prvih cetiri Besselovih baznih funkcija prve vrste.

iznosi relativnih pozicija ve¢ translacijski i rotacijski invarijantni. Ti iznosi se razviju
po nekoj od baznih funkcija, npr. Fourier, Bessel, Gausijan itd. U ovom radu koristili
smo za bazne funkcije Besselove funkcije prve vrste. Intuicija iza ovog razvoja jest
da se dobije bolja rezolucija iznosa relativnih udaljenosti na ve¢em broju prostornih

skala.

6.3 Sferni harmonici

Jedinicni vektori smjera ve¢ su translacijski invarijantne i rotacijski ekvivarijantne
veli¢ine, medutim $to ako od njih Zelimo konstruirati tenzore viSeg reda? Tenzor-
ski produkt iz izraza 6.1 je definiran za znacajke vrhova i nije lako prilagodljiv na
znacajke bridova a vektori relativne udaljenosti vrhova su ocito znacajke bridova. 1z
tog razloga za konstrukciju tenzora viseg ili nizeg reda mozemo koristiti sferne har-
monike. Sferni su harmonici ¢lanovi vektorskih prostora ireducibilnih reprezentacija
grupe SO(3) te su njihova rotacijska svojstva su dobro poznata. Neka je R proizvoljna

matrica rotacija kojom djelujemo na vektor smjera 7. Tada se Y}, ((r)) transformira

putem Wignerovih-D matrica.

P =R = Vi (7) =Y Dl (R) Yo (7) (6.8)

m/

Bitno je za naglasiti da vrijednosti sfernih harmonika koje djeluju na zarotirane je-

dini¢ne vektore ostaju u svom prostoru reprezentacija, odnosno ne mijesaju se s har-
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monicima razli¢itih /. Tako da vektor 7 mozemo preslikati u vektorski prostor pro-
izvoljno visokih sfernih harmonika. Prednost toga jest povecanje sferne rezolucije,
pod cijenu povecanja dimenzionalnosti vektora znacajki bridova. Pokazuje se kako je

dovoljno razviti po svim sfernim harmonicima s | < 2 [4, 34, 35].
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7 O(3)-transformer

U prethodnim smo poglavljima objasnili sve potrebne komponente za izgradnju mo-
dela te iznijeli osnovne informacije o skupu podataka te ciljeve koje pokusavamo
ostvariti. U ovom poglavlju sve od navedenog povezujemo u arhitekturu modela,
objasnjavamo postupak ucenja modela, koje metrike pratimo kako bismo ocijenili
kvalitetu modela i kona¢no rezultate na skupu podataka za provjeru generalizacije
(sile na atome molekula paracetamola). Takoder komentirat ¢emo performansu mo-

dela s obzirom na promjenu razli¢itih hiperparametara.

7.1 Izgradnja grafa

Iz skupa podataka MD17 dobivamo samo informaciju o tipovima atoma i njihovim
pozicijama, iz ovih grubih podataka potrebno je izgraditi graf, odnosno odrediti po-
vezanost atoma putem skupa bridova F. Susjedstvo pojedinog atoma definiramo kao
skup svih ostalih atoma koji se nalaze na udaljenosti manjoj od nekog radijusa R od
njega.

Radijus je hiperparametar modela te smo ga kroz razne numericke eksperimente
varirali od 1,5A do 2,5A. Iznos radijusa blize 1,5A ¢esto bi rezultirala ne poveza-
nim grafom, odnosno postojale bi regije koje su potpuno izolirane jedna od druge.
Na ovakvim grafovima modeli su cesto podnauceni i ne uspijevaju pravilno opisati
interakciju atoma. S druge strane, vrijednosti radijusa blize 2,5A ¢esto stvaraju pot-
puno povezan graf, dakle svaki vrh je susjed svakom drugom vrhu. Rezultat ovoga
su prenauceni modeli, koji slabo generaliziraju na podatke koji se ne nalaze u skupu
podataka za uéenje. Dobri rezultati dobivaju radijuse u rasponu od 1,8 do 1,9 A, s
najboljom generalizacijskom sposobnos$éu pri radijusu od 1,85A. Primjeri grafova s

razli¢itim radijusima susjedstva mogu se vidjeti na slici 7.1.

7.2 Arhitektura modela

U ovom potpoglavlju opisat ¢emo arhitekturu modela. U dodatku A je implementa-
cija ¢itavog modela u programskom jeziku Python uz paket za izradu modela dubo-
kog ucenja Pytorch. U dodatku B nudimo implementacije pojedinih sastavnih cjelina

modela takoder koriStenjem Python-a i Pytorch-a. Takoder c¢itava racunalna imple-
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Slika 7.1: Prikaz vrhova i bridova grafa za benzen, etanol, uracil i aspirin. Crvenim
tockama oznaceni su vrhovi grafa na pozicijama atomskih jezgara, dok su plavim li-
nijama oznaceni bridovi grafa. Simbol R oznacava radijus unutar kojeg se moraju
nalaziti svi susjedi danog atoma. KoriStenje manjih radijusa stvara grafove s nepove-
zanim regijama, dok ved¢i radijusi stvaraju potpuno povezane grafove.

mentacija projekta: tretiranje podataka, izgradnja modela, trening modela i testira-
nje modela objavljena je na javhom repozitoriju https://github.com/mirxonius/
complex-sys-gnn. Globalna struktura modela sli¢na je kao ona u radovima [2, 3],
odnosno sastoji se od tri vece cjeline: kodera, procesora i dekodera. Dijagramski

prikaz modela dan je na slici 7.2.

7.2.1 Koder

Zadatak kodera jest iz podataka ulaznog grafa stvoriti kompleksnije vektore znacajki
vrhova koje ovise o relativnim pozicijama susjednih atoma te vrsti susjednih atoma.
Za tretman vektora udaljenosti atoma koristimo postupak opisanim u potpoglavljima
6.3 1 6.2. Dakle iznose vektora udaljenosti razvijamo po Besselovim baznim funkci-
jama te ih pruzamo potpuno povezanoj neuronskoj mrezi. Jedini¢cne vektore udalje-

nosti razvijamo po sfernim harmonicima s [ u rasponu: 0 < [ < L,,4,. Svakoj vrsti
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Slika 7.2: Na dijagramu je prikazana struktura O(3)-transformera, koji se sastoji od
kodera, procesora i dekodera. Strelice prikazuju tok podataka. Svakom bloku O(3)
mehanizma pozornosti ponovno se pruzi informacija o relativnim pozcijama atoma.
Izmedu dva susjedna bloka O(3) mehanizma pozornosti postoji rezidualna veza.

atoma pridruzujemo M-dimenzionalni vektor koji se moze prilagoditi podatcima, na
primjer svi atomi ugljika dobit ¢e isti vektor, koji se pak razlikuje od vektora ko-
jeg smo pridruzili atomima vodika. Kako smo spomenuli u potpoglavlju 6.3 vektori
medusobne udaljenosti atoma, a tako i njihov razvoj po sfernih harmonicima spadaju
u znacajke bridova, stoga da dobijemo znacajke pridruzene pojedinom vrhu mozemo
ih jednostavno agregirati po svakom susjedstvu. Kodiranje znacajki vrhova moze se

srociti formulom

hi,nlm = Z Rn(rm)}/lm(ﬁ])W% (71)
JEN;

Oznaka R, (r;;) odnosi se na kompoziciju razvoja iznosa vektora udaljenosti po Be-
sselovim funkcija i potpuno povezanu neuronsku mrezu, index n odgovara multiplici-
tetu ireducibilne reprezentacije s brojem [. Vektor W, pridruZen je vrhu j s atomskim

brojem z;, dok su Y}, sferni harmonici.

35



7.2.2 Procesor

Procesor se sastoji od nekoliko slojeva slanja poruka, konkretno koristili smo ekvi-
varijantni mehanizam pozornosti, koji je analogan onome iz potpoglavlja 5.3. Bitna
je razlika Sto koristimo iskljucivo operacije koje ¢uvaju O(3)-ekvivarijantnost. Poka-
zuje se u [4,33] kako modeli funkcioniraju bolje, ako se u svakom koraku procesora
ponovno ugradi informacija o relativnim pozicijama vrhova. To se radi tako da na
vektore znacajki i razvoj relativnih pozicija po sfernim harmonicima primijenimo pot-
puno povezani tenzorski produkt. Za tezine puteva tenzorskog produkta koristimo
radijalnu neuronsku mrezu R, poput one u potpoglavlju 7.1, mreza ima jednako

izlaza koliko postoji puteva u tenzorskom produktu.

putevz

zynlm— Z R sz Z llmllgmg ]nl1m1Y(7zz‘j)l2m2 (72)

mi1ms2

Sli¢na se operacija provodi za konstrukciju vektora kljuceva k;; .\, dok se za vek-
tore upita ¢;, nlm primjenjuje linearna transformacija W< koja ne mijeSa prostore

razli¢itih reprezentacija (W je blok dijagonalna matrica).

putevz

zg nlm — Z RK T@] Z llmllgmg 7, nllmlyzzmz (7:@]) (73)
Ginlm = Wth,nlm (74)

Mjere sli¢nosti s;; su skalarne veli¢ine te kako moramo postivati O(3)-ekvivarijantnost
obican skalarni produkt izmedu kartezijevih vektora nece biti prikladan ve¢ ih tre-

bamo vezati koriste¢i tenzorski produkt oblika
Nputevz
Z Z Cl1m112m2% n(k)limi kj:”(k)l2m2 (75)
k

mimi

Normirane mjere sli¢nosti «;; dobivaju se izrazom 5.4. Oznacimo li indeksom ¢ redni

broj sloja slanja poruka, azurirane znacajke vrhova mozemo dobiti izrazom

t+1
hz nlm — z nlm + Z alj zg nlm (76)
JEN;
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Ponovimo li postupak N puta dobit ¢emo procesor s NV slojeva slanja poruka, u nas-
tavku pokazujemo kako broj slojeva ne mora biti velik te da se najbolji rezultati

dobivaju za N = 2.

7.2.3 Dekoder

Dekoder je linearna transformacija koja ne mijeSa prostore razlicitih ireducibilnih
reprezentacija, dakle blok dijagonalna matrica poput one u izrazu 7.4. U zadatku
predvidanja sila trebaju nam samo prostori s [ = 1 te p = —1 tako da se prostori
sl # 1ili p = 1 ne koriste, a konacni rezultat se dobije usrednjavanjem po svim

prostorima gdjesul=1ip= —1.

7.3 UCcenje, evaluacija modela i rezultati
7.3.1 Postupak ucenja

Postupak ucenja dobrim dijelom je opisan u potpoglavlju 4.2.2, ovdje iznosimo tipi¢ne
postavke provedenih eksperimenata. Optimizaciju smo provodili Adam optimizacij-
skim algoritmom [21], uz L2 regularizaciju s regularizaijskim faktorom \ = 1073.
Takoder koriSten je eksponencijalni uskladiva¢ stope ucenja (eng.scheduler) s multi-
plikativnim faktorom trnjenja stope ucenja od 0,999. Stopu ucenja smo varirali od 0,5
do 0,001 s najboljim rezultatima i najveCom brzinom konvergencije uz stopu ucenja
od 0,01. Najbolja veli¢ina minigrupe bila je 256. Broj epoha smo takoder varirali od
200 do 1000, bitno ve¢i broj epoha od 200 rezultiralo bi prenau¢enim modelima. Za
funkciju pogreske koristilo se srednje kvadratno odstupanje £ = Nib SN lys — 3l 3,
gdje je N, broj primjera u mini grupi. Treniranje je provedeno na NVIDIA A40

grafickoj kartici.

7.3.2 Metrike

Za procjenu performanse modela koristi se skup podataka za validaciju koji isto kao
skup podataka za trening sadrzi molekule benzena, etanola, aspirina i uracila. Nije a
priori jasno koje veli¢ine daju najkvalitetniju informaciju u kvaliteti modela. Naivno
mogli bismo pratiti samo vrijednost funkcije gubitka, medutim njene vrline proiz-
laze iz statistickih svojstava maksimizacije izglednosti podataka, dok je njen iznos

poprilicno neintuitivha mjera kvalitete modela. Jasno je da je manja funkcija gubitka
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bolja od vece, no koliko malen kvadratni gubitak daje dobar model? Primjerice, kva-
dratno odstupanje sile od 3 keal? mol—2A~~ moe biti velika ili mala ovisno o stvarnoj
vrijednosti sile. Srednje apsolutno odstupanje pati od istog problema. Ovi nedostatci
su pogotovo izrazeni u situacijama u kojim iznosi regresijske mete y, variraju kroz
nekoliko redova veli¢ina. Na slici 3.2 vidi se da je upravo to situacija sa silama na
atome molekula, koje variraju kroz svega tri reda veli¢ine.

Kako bismo rijesili navedeni problem koristili smo R? mjeru koja se dobiva koriStenjem

izraza

w1 Zdlyi= 3l o

>illlyi = 1)
Brojnik u izrazu 7.7 odgovara ukupnoj kvadratnoj pogresci, dok je nazivnik propor-
cionalan varijanci skupa podataka do na faktor . Upravo to skaliranje ¢ini ovu
mjeru otpornom na veliko variranje podataka. R? faktor je bolji $to je blizi 1. Tije-
kom treninga, evaluacije i testiranja pratimo srednje kvadratno odstupanje, srednje

apsolutno odstupanje i R? metriku.

7.4 Rezultati

Trenirali smo niz O(3)-ekvivarijantnih transformera s razli¢itim brojem slojeva slanja
poruka, razli¢itim maksimalnim rangom sferi¢nih tenzora L,,,,, te razli¢itim iredu-
cibilnim reprezentacijama kodiranih znacajki vrhova. U tablici 7.1 navodimo naj-
uspjesSnije modele i hiperparametre koje smo varirali, dok u tablici 7.2 navodimo

rezultate za svaki model.

model Lonas IRREPS Broj slanja
poruka
O(3)-transformer 2 32x0.932x1,PH32x 2, 2
big L 4 32x0., 016 x1,H8x 2, P8 x 3, 2
duboki O(3)-transformer 2 32x0.032x1,PH32x 2, 3

Tablica 7.1: Modeli i varirani hiperparametri: L,,,, maksimalni/ u razvoju po sfernim
harmonicima, IRREPS prostor ireducibilnih reprezentacija kodiranih znacajki vrhova
te broj slojeva slanja poruka.

Na slikama 7.3, 7.4, 7.5 redom su prikazani prikazani su grafovi projekcija pozi-
cija atoma te stvarnih i predvidenih sila na atome benzena, uracila i paracetamola u
x —vy, r — 2z 1y — z ravnini. Prikazujemo djelovanje modela na atomima benzena jer

je on nejjednostavnija molekula u skupu podataka te sluzi kao osnovna provjera rada
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0(3)-transformer MAE kcal mol~'A~" | MSE kcal> mol 22~ | R?
Validacija 2.54 13.30 0.982
Testiranje 2.55 13.77 0.982

Generalizacija 5.44 65.69 0.923
big L MAE kecal mol '3~ | MSE keal? mol 23~ | R?
Validacija 2.99 18.90 0.975
Testiranje 2.95 18.69 0.975
Generalizacija 5.75 91.94 0.89
duboki O(3)-transformer | MAE kcal mol—'A ' | MSE kcal2 mol2A > | R2
Validacija 2.67 16.70 0.978
Testiranje 2.92 18.14 0.980
Generalizacija 6.00 79.90 0.91

Tablica 7.2: Metrike za tri najbolja modela: Srednja apsolutna greska (MAE), srednja
kvadratna greska (MSE) i R? mjera. Najbolji je model na svim skupovima podataka
je obi¢ni O(3)-transformer. Validacija i testiranje su obavljeni su nad molekulama
benzena, etanola, uracila i aspirina, dok je generalizacija provjerena na skupu poda-
taka s paracetamolom.

modela. Na slici 7.3 vidi se gotovo savrSeno podudaranje stvarnih i predvidenih sila
na svaki atom. Molekula uracila nam je zanimljiva jer smatramo da je najkomplicira-
nija molekula na kojoj model treniran. Slika 7.4 prikazuje stvarne i predvidene sile
na atome uracila. Predvidanja i stvarne vrijednosti ponovno se dobro podudaraju
jako manje dobro nego u slu¢aju benzena. Cini se kako atomi dusika (koji su naj-
manje prisutni u skupu podataka za ucenje) imaju veca odstupanja izmedu stvarne
i previdene sile. Primjer generalizacije modela na atomima molekule paracetamola
prikazan je na slici 7.5. Situacija je sli¢na kao na primjeru uracila, dakle ve¢inom do-
bro slaganje stvarne i predvidene sile s najve¢im odstupanjima sila na atomu dusika.
Ovaj se problem lako rijesi treniranjem novog modela s podatcima koji imaju rav-
nomjerniju zastupljenost atoma. Iako su odstupanja stvarnih i predvidenih sila na
atomu dusika velika, ona su izolirana, odnosno lose predvidanje modela se ne Siri
na dusikove susjedne atome. Smatramo da to znaci da se model lako prilagodava
razli¢itim geometrijama molekula. Takoder smatramo da bi se mogli dobiti joS bo-
lji rezultati uvodenjem dodatnog ¢lana u funkciju gubitka koji bi kaznjavao ne samo
iznos razlike predvidenih i stvarnih sila, ve¢ koji bi kaznjavao kut izmedu tih sila. Na-
ime u slu¢aju malenih iznosa sila, srednje kvadratno odstupanje bit ¢e malo i za dva
suprotna vektora, ako su sli¢nih duljina te ¢lan koji kaznjava kut izmedu predvidene

i stvarne sile bi uocio ovaj problem.
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Pokazalo se kako su najbitniji prostori ireducibilnih reprezentacija koji koriste sve
prostore reprezetacija s [ < 2, odnosno koristenje sfernih harmonika ili gradenje
ireducibilnih reprezentacija s visokim / nece poboljsati performansu modela, takoder
visoki [-ovi usporavaju racunanje i znacajno povecavaju broj parametara. Vidi se i
blago opadanje kvalitete modela za vece brojeve slanja poruka, ¢ini se da su 2 sloja
slanja poruka idealna za ovaj zadatak.

Uspjeh obi¢nog O(3)-transformera motivirao nas je da isprobamo kako radi u
rezimu malog broja podataka. Od originalnog skupa za trening uzeli smo desetinu
primjera od svake molekule, dakle eksperiment smo ponovili sa deset puta manjim
skupom podataka. Ponovno smo trenirali O(3)-transformer na manjem skupu po-
dataka, a testiranje i provjeru generalizacije smo proveli na skupu podataka pune
veli¢ine. Rezultati ovog eksperimenta dani su u tablici 7.3. Malen pad preciznosti
modela, sa znacajnim padom broja podataka pripisujemo ugradnji O(3) simetrije u
model. Smatramo da je ovakvo modeliranje prilagodljivo na niz razlicitih fizikal-
nih sustava te je robusno ¢ak i u situacijama kada podataka nema puno. Takoder
smatramo da ovime dobivamo pouzdan nacin za preliminarnu analizu kompleksnih
sustava koji su do sad bili racunalno ne rjesivi. Dobivanje pouzdanih inicijalnih rezul-
tata smatramo bitnim korakom u stvaranju intuicije i osnovnog razumijevanja velikog

skupa kompleksnih sustava.

0(3)-transformer | MAE kcal mol-'A~" | MSE kcal? mol 28~ | R2
Validacija 6.17 81.70 0.89
Testiranje 6.17 81.65 0.89
Generalizacija 8.36 147.47 0.83

Tablica 7.3: Rezultati O(3)-transformera u rezimu malog broja podataka. Testiranje,
validacija i provjera generalizacije modela provedena je na istim podatcima kao i za
modele iz tablice 7.2. Nije primije¢en znacajan pad preciznosti, dapace Cini se da
model s ugradenom simetrijom ostaje robustan.
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Slika 7.3: Prikazane su vrste atoma benzena njihove pozicije te stvarne i predvidene
sile na pojedini atom. Stvarne sile su naznacene crnim obrubom oko strelice dok,
predvidene sile nemaju taj obrub. Iznos sila naznacen je bojom, gdje toplije boje
imaju vedi iznos sile. Vrsta atoma takoder je naznacena bojom. Vidi se dobro podu-
daranje predvidene i stvarne sile.
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Slika 7.4: Prikazana je molekularna konfiguracija uracila u z — y, x — z, y — 2 rav-
ninama. Stvarne sile su naznacene crnim obrubom oko strelice dok, predvidene sile
nemaju taj obrub. Iznos sila naznacen je bojom, gdje toplije boje imaju veéi iznos
sile. Vrsta atoma takoder je naznacena bojom. Vidi se dobro podudaranje predvidene
i stvarne sile, unatoc¢ Cinjenici sto molekula sadrzi dusik koji je jako rijedak u skupu
podataka za trening. 42
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Slika 7.5: Prikazana je molekularna konfiguracija paracetamolau x —y, x — 2z, y — 2
ravninama. Stvarne sile su naznacene crnim obrubom oko strelice dok. Iznos sila
naznacen je bojom, gdje toplije boje imaju vedéi iznos sile. Vrsta atoma takoder je
naznacena bojom. Bududi da je paracetamol koriSten za provjeru generalizacije mo-
dela, podudaranje predvidenih i stvarnih slika je malo loSije nego u slucaju benzena

i uracila.
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8 Zakljucak

U ovom radu smo objasnili temeljne principe modeliranja kompleksnih sustava pomoc¢u
neuronskih mreza nad grafovima. Konkretno objasnili smo kako se GNN-ovi prilagodavaju
na komplicirane i nepravilne fizikalne domene koje su gotovo uvijek prisutne u dina-
mici kompleksnih sustava. Naglasili smo vaznost ugradnji simetrija fizikalnog sustava
u model te detaljno objasnili postupak ugradnje tih simetrija na grupi E(3).

Sve od navedenog smo primijenili na problemu molekularne dinamike, konkretno
u predvidanju sila medu atomima. Cilj treniranja dubokih modela nad postoje¢im fi-
zikalnim simulacijama jest recikliranje podataka simulacija kako bi se brze i efikasnije
mogli dobiti rezultati za sli¢ne fizikalne sustave. Osim toga testirali smo sposobnost
modela da generalizira na vece i do sad ne videne sustave. Svi podatci nalazili su se
u Md17 skupu podataka. Za trening smo koristili molekule benzena, etanola, ura-
cila i aspirina, dok smo generalizaciju provjeravali na podatcima simulacija dinamike
paracetamola. Modeli su imali samo informaciju o pozicijama i tipovima atoma te
grafove smo gradili povezivanjem svih vrhova grafa koji se nalaze na medusobnoj
udaljenosti manjoj od nekog zadanog radijusa.

KoriSteno je viSe inacica O(3)-transformera te smo pokazali visoku razinu us-
pjesnosti ovog modela u predvidanju sila na atome svih navedenih molekula. Takoder
smo testirali robusnost modela u rezimu malog broja podataka, pri ¢emu se model i
dalje pokazao uspjesnim. Kao klju¢ njegovog uspjeha prepoznajemo ugradenu O(3)
simetriju u svim racunalnim operacijama modela. Smatramo da se ekvivarijantni
modeli mogu koristiti za brzo dobivanje preliminarnih, ali pouzdanih rezultata kada
se istrazuju novi ili puno vedi sustavi.

Bududi rad vezan uz ovu temu moze se baviti predvidanjem ostalih molekular-
nih svojstava, simuliranjem elektronskih gusto¢a molekula ili viSe sustava molekula.
Naglasavamo kako mehanizam slanja poruka temeljen na E(3) grupi simetrija nije
ograniCen na atomske sustave, ve¢ se lako prilagodava na klasi¢ne sustave poput

mehanike fluida i mehanike deformabilnih tijela.
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Dodaci

Dodatak A PyTorch implementacija O(3)-transformera

import torch
from e3nn import o3

from torch_geometric.data import Data

from .blocks import 03AttentionlLayer, NodeEncoder

from utils.model_utils import MeanOnGraph, IdentityOnGraph

class 03GraphAttentionNetwork(torch.nn.Module) :
def __init__(
self,
num_layers: int,
output_irreps: str | o03.Irreps,
hidden_irreps: str | o3.Irreps,
Imax: int,
num_basis: int,
aggregate: bool = False,
max_radius: float = 2.5,

num_atom_types: int = 4,

embedding_size: int = 64,
self .max_radius = max_radius
super () .__init__()

if aggregate:

self.aggregate = MeanOnGraph()

else:

self.aggregate = IdentityOnGraph()

torch.nn.Linear(

self.embedding_layer
num_atom_types,

embedding_size
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)
self .node_encoder = NodeEncoder (
embedding_irreps=hidden_irreps,
num_basis=num_basis,
max_radius=self.max_radius,
)
layers = []
for i in range(num_layers):
layers.append (
03AttentionLayer (
input_irreps=hidden_irreps,
key_irreps=hidden_irreps,
query_irreps=hidden_irreps,
value_irreps=hidden_irreps,
Imax=1max,
num_basis=num_basis,

max_radius=self.max_radius,

)
self.layers = torch.nn.ModuleList(layers)
self .decoder = o03.Linear(
irreps_in=hidden_irreps,
irreps_out=output_irreps

)

def forward(self, graph: Data) -> torch.Tensor:
graph.x = self.node_encoder (graph)
for layer in self.layers:
updated_node_features = layer(graph)
graph.x += updated_node_features
graph.x = self.decoder(graph.x)

return self.aggregate(graph.x, batch_index=graph.batch)
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Dodatak B PyTorch implemetacije kodera i

O(3)-evivarijantne pozornosti na grafu

import torch

from e3nn import o3, nn, math

from e3nn.util.jit import compile_mode

from torch_scatter import scatter

from torch_geometric.data import Data

from torch_scatter import scatter

from utils.model_utils import softmax_on_graph

class NodeEncoder(torch.nn.Module) :

def

__init__(

self,

num_atom_types: int = 4,

atom_embedding_size: int = 64,

embedding_irreps: str | o3.Irreps = "32x0e + 32xlo + 32x2e",
Imax: int = 2,

num_basis: int = 32,

max_radius: float = 2.0,

super () . __init__Q)

self .max_radius = max_radius

self .irreps_sph = 03.Irreps.spherical_harmonics(lmax=1max)

self.spherical_projection = 03.Linear(
irreps_in=self.irreps_sph, irreps_out=embedding_irreps

)

self.atom_embedding = torch.nn.Linear(

num_atom_types, self.spherical_projection.irreps_out.dim

self .num_basis = num_basis
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self.radial_embedding_net = nn.FullyConnectedNet (
[self.num_basis,
32,
self.spherical_projection.irreps_out.dim],

act=torch.nn.functional.silu,

def forward(self, graph: Data) -> Data:
src, dst = graph.edge_index
vec = graph.pos[src] - graph.pos[dst]

vec.norm(dim=1)

vec_len

vec_sph = 03.spherical_harmonics(
self .irreps_sph,
vec,
normalize=True,
normalization="component"
)
spherical_embedding = self.spherical_projection(vec_sph)
radial_embedding = math.soft_one_hot_linspace(
vec_len,
start=0.0,
end=self .max_radius,
number=self.num_basis,
basis="bessel",
cutoff=True,
)
atom_embedding = self.atom_embedding(graph.z) [src]
radial_embedding = self.radial_embedding_net(radial_embedding)
node_emb = radial_embedding
* spherical_embedding
* atom_embedding

return scatter(src=node_emb, index=dst, dim=0)
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Qcompile_mode("script")
class 03AttentionLayer (torch.nn.Module):
def __init__(

self,
input_irreps: str | o3.Irreps,
key_irreps: str | o3.Irreps,
query_irreps: str | o03.Irreps,
value_irreps: str | o3.Irreps,
Imax: int = 2,
num_basis: int = 32,

max_radius: float = 2.5,

num_neighbors: int = 32,
) —> None:

super () . __init__Q)

self .num_neighbors = num_neighbors
self .num_basis = num_basis

self .max_radius = max_radius

self . irreps_sph = 03.Irreps.spherical_harmonics(lmax=1max)
self.tp_value = 03.FullyConnectedTensorProduct (
irreps_inl=input_irreps,
irreps_in2=self.irreps_sph,
irreps_out=value_irreps,
shared_weights=False,
)
self .value_basis_net = nn.FullyConnectedNet (
[self .num_basis, 32, self.tp_value.weight_numel],

act=torch.nn.functional.silu,

self.tp_key = 03.FullyConnectedTensorProduct(
irreps_inl=input_irreps,
irreps_in2=self.irreps_sph,

irreps_out=key_irreps,
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def

shared_weights=False,
)
self .key_basis_net = nn.FullyConnectedNet(
[self .num_basis, 32, self.tp_key.weight_numel],

act=torch.nn.functional.silu,

# Calculates similarity metric between keys and queries
self .similarity_tp = 03.FullyConnectedTensorProduct (
irreps_inl=query_irreps,
irreps_in2=key_irreps,

irreps_out="0e"

self.query_projection = 03.Linear(

irreps_in=input_irreps, irreps_out=query_irreps

forward(self, graph: Data):
src, dst = graph.edge_index
vec = graph.pos[src] - graph.pos[dst]

vec_len = vec.norm(dim=1)

radial_embedding = math.soft_one_hot_linspace(
vec_len,
start=0.0,
end=self .max_radius,
number=self.num_basis,
basis="bessel",

cutoff=True,

edge_weight_cutoff = math.soft_unit_step(
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10 * (1 - vec_len / self.max_radius)

)

radial_embedding = radial_embedding.mul (self.num_basis**0.5)
vec_sph = 03.spherical_harmonics(

self.irreps_sph,

vec,

normalize=True,

normalization="component"

query = self.query_projection(graph.x)
key = self.tp_key(
graph.x[src],
vec_sph,
self .key_basis_net(radial_embedding)
)
values = self.tp_value(
graph.x[src],
vec_sph,
self .value_basis_net(radial_embedding)
)
similarity = self.similarity_tp(queryl[src], key)

attn_score = softmax_on_graph(

input=edge_weight_cutoff.unsqueeze(-1) * similarity,

index=src,
dim=0,

)

return (
scatter(

src=attn_score.relu() .sqrt() * values,

index=dst,
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dim=0,
dim_size=len(graph.x),
)

/ self .num_neighbors
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