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SAZETAK

Glavna tema disertacije je Quineova teorija skupova s atomima (NFU), koja se moZe smatrati
vrstom teorije tipova. Disertacija je podijeljena na dva dijela.

U prvom dijelu strogo formaliziramo sintaksu te razvijamo teoriju NFU. Zatim prikazu-
jemo teoriju kardinalnih brojeva koriste¢i uredene parove Kuratowskog. NajvaZzniji doprinos
ovog dijela je dokaz principa kardinalnog kvadriranja. Pomocu njega definiramo tipski ujed-
nacene uredene parove te prezentiramo alternativnu aksiomatizaciju teorije NFU. Nakon toga,
uvodimo osnove teorije ordinalnih brojeva u alternativnoj aksiomatizaciji i nastavljamo razvoj
kardinalnih brojeva.

Drugi dio prikazuje Boffinu konstrukciju modela teorije NFU pomocu modela Zermelo—
Fraenkelove teorije skupova. Dokazujemo da Boffina konstrukcija zaista definira model teorije
NFU, te zatim konstuiramo modele teorije NFU s aksiomom beskonacnosti te teorije NFU s
aksiomom izbora. Na kraju pokazujemo kako konstruirati model teorije NFU s aksiomima

beskonacnosti i izbora, a onda posljedicno 1 alternativne aksiomatizacije.

Kljuéne rijeci: teorija skupova, Quineova teorija, teorija modela
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SUMMARY

The main topic of this dissertation is Quine’s set theory with atoms (NFU), which can be regar-
ded as a form of type theory. The dissertation is divided into two parts.

In the first part, we rigorously formalize the syntax and develop the theory NFU. Then we
develop the theory of cardinal numbers, using Kuratowski’s ordered pairs. The main contri-
bution of this part is a proof of the cardinal squaring principle. Using it, we define type-level
ordered pairs and present the alternative axiomatic extension of NFU. After that, we introduce
the basic concepts of ordinal numbers in the alternative axiomatization and continue to develop
the theory of cardinal numbers.

The second part is the exposition of Boffa’s construction of a model for NFU, using the
model of Zermelo—Fraenkel’s set theory. We show that Boffa’s construction yields a model for
NFU and we then construct a model for NFU with the axiom of infinity and NFU with the axiom
of choice. In the end, we show how to construct a model for NFU with both the axiom of infinity

and choice and then consequently for the alternative axiomatization.

Keywords: set theory, Quine’s theory, model theory
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UvoD

Quineova teorija skupova New Foundations' popularno se opisuje kao alternativna teorija sku-
pova. Iako rijec ,,alternativno” povlaci za sobom brojne negativne konotacije, ona u ovom slu-
¢aju ima svoje stvarno, nemetaforicko znacenje. Quineova teorija nije i ne pretendira biti neSto
Sto ¢e zamijeniti Zermelo—Fraenkelovu teoriju skupova. Ona je samo drugi, drugaciji pristup
donekle poznatoj temi.

Razloga za proucavanje Quineove teorije ima nekoliko. Prvi i osnovni je, dakako, znati-
Zelja. lako je znatiZelja daleko najvaZnija komponenta bilo kakvog znanstvenog istraZivanja,
u isto vrijeme je i najneodredenija. Drugi razlog je osjecaj da je Zermelo—Fraenkelova teorija
gotovo u potpunosti zaokruzena cjelina. U njoj ¢ak i neocekivani rezultati bivaju ocekivani.
Ovakvu hrabru izjavu ipak treba uzeti s velikom dozom opreza jer je uvijek mogude da se iz
najmanje nepodudarnosti razvije nesto novo i revolucionarno. Treci razlog je pokuSaj razumi-
jevanja zaSto je Quineova teorija zapravo alternativna. Drugim rijeCima, zasto ona nije postigla
odgovarajudi stupanj sigurnosti i privlacnosti poput Zermelo—Fraenkelove. Naposljetku postoji
1 Cetvrti razlog, usko povezan s trecim; kako je moguce Quineovu teoriju pribliZiti standardnoj
teoriji skupova te na koji nacin je njenim prou¢avanjem moguce obogatiti korpus matematickog
znanja? Navedena Cetiri razloga, iako subjektivna po naravi, ipak imaju objektivhu kompo-
nentu.

Motivacija za proucavanje Quineove teorije je i matematicka i filozofska. Matematicka mo-
tivacija potaknuta je Zeljom za istrazivanjem teorije skupova (uz Zermelo—Fraenkelovu) koja je
dovoljno ekspresivna da se unutar nje moze razviti cijela danasnja matematika. To zapravo nije
moguce napraviti u originalnoj Quineovoj teoriji, ali postaje moguce ako se u teoriju dodaju
atomi te se ona joS proSiri aksiomima beskonacnosti i izbora. S filozofske strane Quineova te-
orija je interesantna jer je zasnovana na Russell-Whiteheadovoj teoriji tipova, a usko je vezana

1 uz Zermelovu aksiomatiku. Najvaznije, Quineova teorija je teorija skupova najbliza logicis-

"Hrv. Novi temelji.



Uvod

tickom 1dealu.
Sadrzaj

Glavna teorija koju proucavamo u disertaciji je Quineova teorija skupova s atomima. Sama
disertacija je podijeljena na pet poglavlja.

Prvo i drugo poglavlje dva su najvaZznija poglavlja cijele disertacije. U prvom poglavlju
uvodimo osnovne metateorijske i teorijske rezultate Quineove teorije s atomima te dokazujemo
neke vaZne opéenite rezultate.”> U drugom poglavlju razvijamo teoriju kardinalnih brojeva.
NajvaZzniji rezultat ovog dijela disertacije je princip kardinalnog kvadriranja.

U trecem poglavlju iznosimo alternativno aksiomatsko proSirenje Quineove teorije s ato-
mima u cilju rjeSavanja problema uredenih parova. Nakon toga prikazujemo razvoj teorije ordi-
nalnih brojeva, a takoder nastavljamo i zavrSavamo prikaz teorije kardinalnih brojeva, koristeci
tipski ujednacene uredene parove.

U Cetvrtom poglavlju dokazujemo konzistentnost Quineove teorije s atomima pomocu Bof-
fine konstrukcije modela. Boffin model definira se pomocu modela Zermelo—Fraenkelove te-
orije skupova, stoga ukratko prikazujemo i tu teoriju.

Na kraju u zakljucku rekapituliramo sve do tada receno i navodimo neke teme za daljnje
proucavanje teorije.

Kako bi pracenje bilo olakSano, u dodatku A uvodimo osnove matematicke logike. To ni-
kako nije sveoubhvatni prikaz, ali je potencijalno dobar uvod za svakoga tko se Zeli informirati o
nekoj teoriji skupova, a nije dovoljno upoznat s matematickom logikom. U dodatku B prikazana

je povijest teorije skupova od samih njenih pocetaka do otkrica Quineove teorije.

ZVedi dio sintaksnog dijela ovog poglavlja objavljen je u [2].



1. TEORIJA NFU

Teorija NFU je teorija skupova, formalizirana kao teorija prvog reda. Pretpostavljamo upozna-
tost s pojmovima i oznakama iz logike prvog reda, a viSe o tome moze se pronaci u [17] i [58].
Detaljnije o teoriji modela moze se pronaci u [10].

Signatura teorije skupova ne sadrzi konstantske i funkcijske simbole, a od relacijskih sadrzi
dvomjesne relacijske simbole =, € i jednomjesni relacijski simbol set. Relacijski simboli = i
€ interpretiraju se na uobiCajeni nacin, a interpretacija relacijskog simbola set je predikat koji
oznacava da je neki objekt skup. Termi u teoriji skupova su iskljucivo individualne varijable,
no jezik mozemo proSiriti (Sto i radimo) odgovarajuc¢im konstantskim i funkcijskim simbolima,
pa tako dobivamo i ostale vrste terma. Ta proSirenja jezika shva¢amo jednostavno kao pokrate.
Nadalje, svaki term koji nije varijabla je zapravo apstrakcijski term oblika {z | @ (z,x1,-..,Xx)},
ali uz odredena ogranicenja.

U ovom poglavlju uvodimo osnove sintakse i semantike teorije NFU. Za potrebe iskaza i
dokaza tvrdnji o tipizacijama, uvodimo novi pojam povezanosti formule. Nakon uvodenja ak-
sioma teorije NFU, definiramo apstrakcijske terme, koji nam olakSavaju razvoj teorije. Buduci
da u teoriji NFU samo stratificirane formule definiraju skupove, nuzno je zadati pravila pridruzi-
vanja tipova apstrakcijskim termima, pri ¢emu tako proSirene tipizacije moraju ¢uvati Svojstvo
stratificiranosti nakon eliminacije apstrakcijskih terma. Nadalje, uvodimo osnovne skupove i

skupovne operacije teorije NFU, a na kraju uvodimo aksiom izbora.

1.1. STRATIFIKACIJA

Jedan od najvaZznijih pojmova teorije NFU, koji je izdvaja od veline ostalih teorija skupova, je

pojam stratifikacije.

Definicija 1.1. Neka je ¢ formula. Kazemo da je ¢ stratificirana ako postoji preslikavanje

1p,, s varijabli od @ u pozitivne prirodne brojeve, takvo da za svaku potformulu od ¢ oblika x =y

3



Teorija NFU Stratifikacija

vrijedi 1py(x) = 1py(y), a za svaku potformulu od ¢ oblika x € y vrijedi tp,(y) = tpy(x) + 1.
Broj tpq,(x) zovemo tip varijable x u formuli ¢, a preslikavanje 7p, koje zadovoljava navedene

uvjete zovemo tipizacija formule ¢.

Spomenute uvjete na tipizaciju fp,, jo§ nazivamo uvjetima stratifikacije (za formulu ¢).
Dakle, formula je stratificirana ako za nju postoji preslikavanje koje zadovoljava uvjete stra-
tifikacije. Kada utvrdujemo da je neka formula stratificirana, pridruZene tipove ¢emo pisati
ponad varijabli poput eksponenata (npr x*). 1z definicije odmah slijedi da je svaka potformula

stratificirane formule takoder stratificirana.

Definicija 1.2. Neka je ¢ formula. Definiramo uredaj na tipizacijama formule ¢ na sljedeci
nacin:

Py < tp’(P & (Vx € Var @) (tp(p(x) < tp’(P (x)).

Buduci da ¢e nam kasnije biti potrebno da svaki tip ima prethodnika, korisno je omoguciti
da tipizacija tp poprima i negativne (cijele) brojeve. Time se ne mijenja pojam stratificirane

formule.

Teorem 1.3. Ako je ¢ stratificirana formula i #p, njena tipizacija (koja moZe poprimati i ne-
gativne cijele brojeve), onda za svaki cijeli broj k, preslikavanje #p, + k takoder zadovoljava

uvjete stratifikacije.

Dokaz. Neka je k proizvoljni cijeli broj, ¢ stratificirana formula i 7p,, preslikavanje koje za-
dovoljava uvjete stratifikacije. Ako je x = y potformula od ¢, tada po pretpostavci vrijedi
Do(x) = tpy(y). No tada je o€ito i 1py(x) +k = tpy(y) + k. Ako je x € y potformula od ¢, tada
po pretpostavci vrijedi 1pg, (v) = tpy (x) 4 1. Tada takoder vrijedi 1p,(y) +k = (1py(x) + k) + 1.

Dakle, preslikavanje tp, + k zadovoljava uvjete stratifikacije. |

Iz teorema 1.3 slijedi da tipove varijabli moZemo promatrati samo kao prirodne brojeve
veée od nule, jer negativne tipove (ako su dozvoljeni) lako primjenom tog teorema povecamo
za odgovarajuéi k tako da svi tipovi budu pozitivni. Takoder, zbog istog teorema moZemo bez
smanjenja opCenitosti pretpostaviti da je najmanji tip varijable u svakoj formuli upravo 1. Tipovi
koje piSemo ponad varijabli uvijek e biti pozitivni prirodni brojevi.

Intuitivno je jasno da je moguce svakoj stratificiranoj formuli odrediti najmanju tipizaciju s
obzirom na definiciju 1.2, a u nastavku tu tvrdnju i dokazujemo. Stovise, pokazat éemo kako iz

bilo koje tipizacije konstruirati najmanju.
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Definicija 1.4. Neka je ¢ formula. Kazemo da su varijable x iy iz Var ¢ 1-povezane, i piSemo

x ||! y, ako je atomarna formula x € y ili x = y potformula od ¢.

Relaciju ||! progirujemo do najmanje relacije ekvivalencije || koja je sadrzi. Ako vrijedi

x || y, tada kaZemo da su x i y povezane.
Definicija 1.5. Za formulu ¢ kaZzemo da je povezana ako su sve njezine varijable povezane.

Bududi da je || relacija ekvivalencije na Var ¢, ona Cini particiju varijabli formule ¢ na blo-
kove, koje zovemo blokovima povezanosti: Var ¢ = Ule B;. Varijable iz razlicitih blokova
nisu povezane, pa tipovi iz jednog bloka nemaju utjecaja na tipove varijabli iz drugih blokova.
Stoga je dovoljno tipizacije zadavati na pojedinim blokovima povezanosti. Primijetimo da po-

vezane formule imaju samo jedan blok povezanosti.

Teorem 1.6. Neka je ¢ stratificirana formula te #p, i tp’gD tipizacije. Ako za x,y € Var ¢ vrijedi

x || y, onda je tp,(x) — tpy (y) = tpiy (x) — tpy (¥)-

Dokaz. Definirajmo relaciju // izmedu varijabli formule ¢ s obzirom na tipizacije Py 1 tpﬁp na
sljede¢i nacin: x // y ako i samo ako je tpy (x) — 1P (¥) = 1Pl (x) — 1P (¥)-

Ocito je // relacija ekvivalencije i sigurno sadrZi relaciju ||'. Naime, za proizvoljne vari-
jable x i y za koje vrijedi x ||! y imamo da je x € y, ili x = y potformula od ¢. Tada iz uvjeta
stratifikacije na tipizacije tp,, i pf, (—1 = —1, odnosno 0 = 0) slijedi x // y. Buduéi da je rela-

!, svakako je || sadrzana u //. Dakle, x || y

cija || najmanja relacija ekvivalencije koja sadrzi

povlacix // y, $to smo i trebali dokazati. [

Drugim rijeCima, ako su dvije varijable u istom bloku povezanosti, onda razlika njihovih

tipova ne ovisi o tipizaciji.
Teorem 1.7. Neka je ¢ stratificirana formula. Tada postoji najmanja tipizacija za ¢.

Dokaz. Neka je Var ¢ =J/_B; i tp, pripadna tipizacija. Za svaki i je tp,(B;) neprazni skup
prirodnih brojeva pa ima najmanji element, koji oznacimo s a;. Oznacimo restrikcije preslika-
vanja 1p, na blok B; s tp; := tp,, | B; 1 definirajmo preslikavanje mip, := Ui (tp; —ai +1).
To preslikavanje je dobro definirano jer je domena svakog preslikavanja tp; — a; + 1 blok B;, a
blokovi su medusobno disjunktni.

Dokazimo da je mitp,, tipizacija, odnosno da zadovoljava uvjete stratifikacije. Te uvjete

treba provjeriti samo na 1-povezanim varijablama. One su povezane pa se nalaze u istom bloku
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B;. Buduci da je tp; restrikcija od tp,, ona zadovoljava uvjete stratifikacije za te varijable, pa
po teoremu 1.3 uvjete stratifikacije zadovoljava i p; —a; + 1, odnosno mip, koja se s njome
podudara na B;.

DokaZzimo jos da je mip, najmanja tipizacija. Neka je tp’w proizvoljna tipizacija iste formule
¢ i pretpostavimo da postoji varijabla x takva da je 1p,(x) < mip,(x). Tada postoji i takav da
je x € Bi, a u B; takoder postoji varijabla x; takva da je a; = tp,(x;). Vrijedi x || x; jer suxix; u
istom bloku. Po konstrukciji tada vrijedi mip,, (xi) =a; —a;+ 1 = 1. Sada primjenom teorema
1.6 imamo mip ,(x) — mipy(x;) = 1ply(x) — tply(xi), 0dnosno 1pl, (x;) = 1 — (mpy(x) — tpy(x)).
Bududi da je mip,(x) — tpy(x) > 0, slijedi da je tpy,(x;) < 1, $to je kontradikcija s izborom

tipizacije tp’(P (podrazumijevamo da su vrijednosti ¢ p’(p pozitivni prirodni brojevi). |

Postojanje najmanje tipizacije stratificirane formule nije samo korisno svojstvo, odnosno

potvrda naSe intuicije, ve¢ pomocu nje mozemo u potpunosti odrediti sve tipizacije.

Teorem 1.8. Neka je ¢ stratificirana formula i neka su By, ..., B; blokovi (klase ekvivalencije
relacije ||) njenih varijabli. Neka je F bilo koje preslikavanje varijabli od ¢ u prirodne brojeve.
Tada je F tipizacija od ¢ ako i samo ako postoje prirodni brojevi &y, ..., k; takvi da je F' =

UL, (mtp(p |B; +k;).

Dokaz. Ako je F tipizacija, onda analognim postupkom kao u dokazu teorema 1.7 dobijemo
najmanju tipizaciju mip, = Ui_1(F | Bi+1—a;), paje F = Ui_ (mip, | Bi+k;), gdje je
ki=a; —1.

Pretpostavimo da postoje ki, ..., k takvidaje F = |J\_, (mtp(p IB;+ ki). Trebamo provjeriti
da F zadovolja uvjete stratifikacije.

Neka je x € y potformula od ¢. To znaci da su x i y 1-povezane varijable. Stoga se one

nalaze u istom bloku, koji 0zna¢imo s B;. Imamo

F(y)= U;l (mipy|Bi+ ki) (y) = (mipy|Bj+k;) (y) = mipy(y) +k;

i analogno F(x) = mtp,(x) + k;. Buduci da mitp, zadovoljava uvjete stratifikacije, imamo
mipy(y) = mipy(x) + 1. Stoga je i F(y) = mipy(y) +kj = mitpy(x) + 14+k; = F(x) + 1.
Sli¢no dokazujemo da je F(x) = F(y) ako je x = y potformula od ¢. Dakle, F' zadovoljava

uvjete stratifikacije. |

Direktna posljedica teorema 1.8 je sljedeéi rezultat.
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Teorem 1.9. Neka je ¢ povezana stratificirana formula. Tada su sve njene tipizacije oblika

mip, + k, gdje je mip, najmanja tipizacija od ¢, a k je prirodni broj.

Dokaz. Neka je tp,, proizvoljna tipizacija od ¢. Buduci da je formula ¢ povezana, postoji samo
jedan blok povezanosti njenih varijabli, koji ozna¢imo s B. Po teoremu 1.8 postoji prirodni broj

k takav da je tp, = mip,[B+ k. Budu¢i da vrijedi mip, [B = mip,, imamo ip, = mip, +k. W

VaZnost sljedeéeg teorema je u tome Sto daje tipsko odredenje za uvodenje novog relacijskog

simbola koji je odreden s ¢.

Teorem 1.10. Ako je ¢(xy,...,x,) stratificirana i povezana formula, onda postoje jedinstveni
cijeli brojevi ki, ..., k, takvi da je k; = 0 1 vrijedi sljedece: za svaku stratificiranu formulu y u
kojoj je ¢ potformula, i za svaku tipizaciju tp,, formule y vrijedi

y(xi) —tpy(x1) =kizasvei=1,...,n.

Dokaz. Neka je tp, neka tipizacija za ¢. Definiramo k; := tpy(x;) — tpy(x1), dakle k; = 0.
Neka je y proizvoljna stratificirana formula kojoj je ¢ potformula i neka je tp,, proizvoljna
tipizacija od y. Buduci da je ¢ potformula od vy, restrikcija tp,, [ Var ¢ je tipizacija od ¢.
Nadalje, ¢ je povezana, stoga vrijedi x; || x; za svaki i = 1,...,n. Sada po teoremu 1.6 vrijedi
py(xi) — tpy(x1) = (tpy | Var @)(xi) — (tpy | Var @)(x1) = tpy(xi) — tpy(x1) = ki, za svaki
i=1,...,n. [ |

Za svaku stratificiranu formulu ¢(xy,...,x,) moZzemo uvesti novi relacijski simbol R mjes-
nosti n, tako da je R(xy,...,x,) pokrata za @(xi,...,x,).

Brojeve ki, ..., k;, iz teorema 1.10 navodit ¢emo u obliku recenice

,»ako je R(xy,...,x,) potformula stratificirane formule, onda x; ima tip m +kj, ...,

Xp—1 ima tip m+k,—1 1 x, ima tip m+k,.”

Gornju terminologiju ¢emo takoder koristiti u situacijama kada odredene varijable u
R(xy,...,x,) budu imale unaprijed zadane tipove. Tada se svi unaprijed odredeni tipovi moraju
slagati (u smislu #p,(x;) — tpy(x;) = ki — k;) i oni zapravo odreduju ostale tipove (u smislu
(X)) = tpy(xi) — ki + kj).

U nastavku ¢emo tipizacijom stratificirane formule smatrati najmanju tipizaciju u smislu
definicije 1.2. Takoder, pojmove stratifikacije i povezanosti promatrat ¢emo kao zdruZene. To

znaci da ubuduce smatramo da je svaka stratificirana formula ujedno i povezana, $to neéemo
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posebno naglagavati.! Obi¢no ée iz zapisa iz kojeg se vidi stratificiranost formule, biti jasno da

je formula i povezana.

I'Sve ,korisne” formule kojima se iskazuju neki odnosi izmedu objekata simboliziraju te objekte slobodnim
varijablama i moraju imati te slobodne varijable povezane jer se u protivnom ne bi radilo o jednom, veé o vise
svojstava nezavisnih objekata. Takoder i vezane varijable moraju biti povezane s njima jer bi ih u protivnome bilo

mogude eliminirati iz formule.
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1.2. OSNOVNI POIMOVI TEORIJE NFU

Teorija Novi temelji s atomima (NFU)? moZe se aksiomatizirati dvama aksiomima i jednom
shemom aksioma: to su (slabi) aksiom ekstenzionalnosti, aksiom skupovnosti i shema aksi-
oma stratificirane komprehenzije. Postoje razne druge aksiomatizacije, poput aksiomatizacije s

konaéno mnogo aksioma koju koristi Holmes u [35].>
Aksiom ekstenzionalnosti:

VxVy(ser(x) Aset(y) A\Vz(z€x <> z€y) = x=y).

Aksiom skupovnosti:

VxVy(y € x — set(x)).
Stratificirana komprehenzija: za stratificiranu formulu ¢(z,x1,...,x,),

Vxy -V, Jy (ser(y) AVz(z €y <> @(z,x1,...,%n)))-

Kao $to smo vec rekli, ,,stratificirana komprehenzija” je zapravo shema aksioma: po je-
dan aksiom za svaku stratificiranu formulu ¢. Inspiraciju za promatranje stratificiranih formula
Quine je dobio iz jednostavne teorije tipova [44]. 1z aksioma skupovnosti obratom po kontra-
poziciji slijedi da ako je neki objekt ne-skup, tj. atom (prave klase ne smatramo objektima, ve¢
ih koristimo u neformalnom smislu), onda ne sadrzi elemente.

Povijest teorije NFU zapocinje Quineovim ¢lankom [48] iz 1937. u kojem uvodi teoriju
NF.* Naziv ¢lanka New Foundations for Mathematical Logic sugerira da je Quine na umu imao
logicku teoriju klasa, a iz izlaganja se primjecuje da je teorija zasnovana na idejama iz White-
headovog i Russellovog djela Principia Mathematica.’ Razlika izmedu Quineovog pristupa i
Principie je u tome Sto Quine koristi osnovni jezik s manje simbola, 1 vaZnije, izbjegava pojave
sintaksno iste klase s razli¢itim tipovima [48, 59]. Prednost teorije NF u odnosu na naivnu te-
oriju skupova je u tome $to sprjecava (koliko je do sada poznato) pojavu paradoksa. Prednosti

teorije NF u odnosu na teoriju ZF nisu toliko jasne i nekontroverzne. MozZe se argumentirati

20d engleskog New Foundations with urelements.
3Kona&nu aksiomatizaciju originalne Quineove teorije (bez atoma) je prvi iznio Hailperin 1944. godine [33].
“NF se zadaje aksiomom ekstenzionalnosti i aksiomom stratificirane komprehenzije. Teorija NFU je teorija NF

u kojoj dozvoljavamo postojanje atoma. Vise o teoriji NF moZe se pronaci u [21].
SRosser u [50] opisuje Quineovu teoriju kao ,,uvelike pojednostavljenu verziju teorije tipova.”
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da NF ima intuitivniju definiciju ordinalnih i kardinalnih brojeva (preko klasa ekvivalencije)
u odnosu na ZF te jednostavniji aksiomatski sustav, mnogo bliZi intuitivnom shvaéanju pojma
skupa nego §to je to ZF.

Medutim, NF ima dvije velike mane. Specker je 1953. dokazao da u NF ne vrijedi aksiom
izbora [55], a nije ni pronaden dokaz relativne konzistentnosti NF s teorijom ZF®. Zbog toga
je Jensen 1969. predloZio teoriju NFU kao modificiranu verziju originalne Quineove teorije,
i dokazao da konzistentnost teorije NFU slijedi iz konzistentnosti jednostavne teorije tipova
[40]. Stovise, dokaz konzistentnosti jednostavne teorije tipova moguée je provesti u Peanovoj
aritmetici [40], Sto znaci da je isto moguce i za NFU. Dakle, ako je Peanova aritmetika
konzistentna, konzistentna je i teorija NFU.

1z prethodne diskusije i drugog Godelova teorema nepotpunosti slijedi da u NFU nije mo-
guce dokazati aksiom beskonacnosti (nazovimo ga Inf), jer bi tada bilo moguée izgraditi unutar-
nji model za PA u NFU, ¢ime bismo dokazali konzistentnost teorije PA u PA. Medutim, teorija
NFU je relativno konzistentna s aksiomom beskonacnosti [40] pa moZemo promatrati teoriju
NFU + Inf. Takoder je NFU + Inf relativno konzistentna s aksiomom izbora (standardno ozna-
¢enim AC) [40], stoga u konacnici moZemo promatrati teoriju NFU + Inf 4+ AC. Za sada joS ne

uvodimo aksiome Inf i AC; uvest cemo ih kasnije, u trenutku kada nam budu potrebni.

1.2.1. Apstrakcijski termi

Za bilo koju stratificiranu formulu, stratificirana komprehenzija osigurava nam postojanje skupa
koji sadrzi tocno one elemente koji zadovoljavaju tu formulu. Budu¢i da je po aksiomu eksten-
zionalnosti svaki takav skup (za danu formulu) jedinstven, za njih uvodimo posebnu notaciju,

apstrakcijske terme.

Definicija 1.11. Neka je ¢(z,zi,...,z,) stratificirana formula. Izraz {z | @(z,x1,...,x,)} zo-

vemo apstrakcijski term sa slobodnim varijablama xq, ..., x,,.
Smatramo da apstrakcijski term {z | ¢(z,x1,...,x,)} za svaku n-torku xp, ..., x, denotira
(odreduje) skup svih z takvih da vrijedi @(z,x],...,x,). Apstrakcijske terme obi¢no oznaca-

vamo malim gotskim slovima poput t i s, te ponekad u zagradi poslije terma navodimo njegove

slobodne varijable. Primjerice, term {z | ¢(z,x1,...,x,)} moZemo oznaditi s t(xy,...,x,).
KaZemo da je term oblika t(xy,...,x,) = {z| ¢(z,x1,...,x,)} zadan formulom
¢©(z,x1,...,X,), a za skup koji taj term denotira da je definiran formulom ¢(z,xj,...,x,).

6Pokuéaji dokaza konzistentnosti NF-a mogu se pronaci u [26] i [38].

10



Teorija NFU Osnovni pojmovi teorije NFU

Apstrakcijske terme moguce je definirati bez uvjeta stratificiranosti formule kojom su za-
dani, no aksiom stratificirane komprehenzije ne odreduje kada nesto nije skup, stoga ne mozemo
znati odreduje li apstrakcijski term zadan nestratificiranom formulom skup ili ne. Zbog toga bi
koriStenje takvih apstrakcijskih terma bilo vrlo problemati¢no jer svaki apstrakcijski term koji
odreduje skup, moZe biti zadan i nestratificiranom formulom. Drugim rije¢ima, time bismo
imali entitete koji istovremeno jesu i1 nisu elementi naSe teorije, ili one za koje ne mozZemo
odrediti jesu li uopce elementi nase teorije.

Pojam (atomarnih) formula proSirujemo tako da osim varijabli mogu sadrzavati apstrakcij-

ske terme. Takve formule nazivamo formulama u proSirenom jeziku.

Definicija 1.12. Neka su ¢(z,z1,...,2,) 1 Y(2,21,-..,2n) stratificirane formule. Eliminacija
apstrakcijskih terma je postupak kojim se formule u proSirenom jeziku pretvaraju u seman-

ti¢ki ekvivalentne formule u osnovnom jeziku, primjenom sljedecih transformacija:

f—

x€{z| 0(z, X1y x0) } i (X, X1, Xp).

2. x={z| @(z,x1,...,%,)} & set(x) AVy(y €x <>y € {z| @(z,x1,...,x4)}), gdje je y nova

varijabla.
3. {z|@(zx1,...,x)} €x:& (Fyex)(y={z]| @(z,x1,...,%4)}), gdje je y nova varijabla.
4. set({z| @(z,x1,....x0)}) 1= I (t ={z]| @(z,x1,...,%a)}).

5. {Z | (P(Z7x17"'>xn)} = {Z ‘ W(Z;yl,---,)’m)} =
Vx(@(x,x1,...,%n) <> W(X,¥1,...,Ym)), gdje je x nova varijabla.

6. {z] @(z.x1,.... )} €{z [ W(zy1,.oym)} e
Ft(re{z| W@yt ym) At ={z| @(z,x1,...,x4)}), gdje je 1 nova varijabla.

Eliminacijom apstrakcijskog terma u definiciji 1.12(2) osiguravamo da varijabla jednaka
apstrakcijskom termu predstavlja skup, jer u suprotnom ne bismo mogli razlikovati prazni skup

od (ostalih) atoma — svi bi oni mogli biti denotirani apstrakcijskim termom {z | z # z}.
Teorem 1.13. Formula x # x je stratificirana.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa =(z' = z1). [ |

Sada standardno definiramo skup 0 := {x | x # x}, kojeg nazivamo prazni skup.

11
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Teorem 1.14. U NFU vrijedi sljedeca tvrdnja:
Vx(set(x) <> (Iy(y €x) Vx=10)).

Dokaz. Neka je x proizvoljan. Pretpostavimo da vrijedi set(x). Po logickom pravilu iskljucenja
treCega imamo Vy(y ¢ x) ili Jy(y € x). Tvrdnja je trivijalna ako vrijedi druga formula. Ako
vrijedi Vy(y € x), iz set(0) (Sto dobijemo iz aksioma stratificirane komprehenzije) i aksioma
ekstenzionalnosti imamo x = (). Dakle, vrijedi Jy(y € x) Vx = 0.

S druge strane, pretpostavimo da vrijedi Jy(y € x) Vx = 0. Ako vrijedi x = 0, tada po
teoremu 1.13 i aksiomu stratificirane komprehenzije vrijedi set(x). Ako vrijedi Jy(y € x), tada

set(x) vrijedi po aksiomu skupovnosti. [
Zanimljiva znacajka teorije NFU je da, za razliku od ZFC, dozvoljava ,,velike” skupove.
Teorem 1.15. Formule ser(x) i x = x su stratificirane.
1_ 1

Dokaz. Tvrdnje slijede iz zapisa set(x!) i x' = x!. [

Skup SET := {x | set(x)} nazivamo skup svih skupova, a V := {x | x = x} nazivamo univer-
zalni skup. Primijetimo da se u SET nalaze samo skupovi, dok se u V nalaze svi skupovi i atomi
(ako uopce postoje). Izjavu ,x je skup” moZemo jos (osim kao ser(x)) zapisati kao x € SET. Za
skupove SETiV vrijedi SET € SETiV €V, tako da je u teoriji NFU formula Jx(x € x) teorem,

ali nije stratificirana.

Definicija 1.16. KaZemo da je skup x podskup skupa y, i piSemo x C y, ako vrijedi set(x) A
set(y) A\ (Vz € x)(z € y). PiSemo x C y ako vrijedi x C y Ax # y.

Iz zapisa set(x?) Aset(y?) A (Vz! € x?)(z! € y?) slijedi da je formula x C y stratificirana. Iz
teorema 1.10 imamo da ako je x C y potformula stratificirane formule, onda u njoj x 1 y imaju

isti tip.

Teorem 1.17. Vrijede sljedece tvrdnje:
1. Formulez e xVz ey zexNz€yte z€x Az ¢y su stratificirane.
2. Formule (3r € x)(z € 1), (Vt € x)(z €1) i z & x su stratificirane.
3. Formule z = x i (3r € x)Vu(u € z <> u =1) su stratificirane.

Dokaz. Sve tvrdnje slijede iz sljededih zapisa:

12
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1. ' ex?vzl ey’ e nzl ey?, 2 ex® Azl ¢ 2
2. (AP e er?), Vit exd) (! er?), 7 ¢ X2
3.7 =x!, 3 e )WVl (u! € 22 u' =11). |

Za skupove x i y definiramo skupove xUy:={z|z€xVz ey}, xNy:={z|z€xANz €y}
ix\y:={z]z€xAz ¢y} koje nazivamo redom unija, presjek i skupovna razlika x i y.
Skupove Ux:={z| (Frex)(zet)}, Nx:={z| (Vt €ex)(z€t)} i x°:={z| z € x} nazivamo
redom unija, presjek i komplement od x, a skupove 2 (x) :={z|zCx}i P (x):={z| (3re
x)Vu(u € z > u = t)} nazivamo redom partitivni skup i singleton partitivni skup od x. Za
bilo koji objekt u definiramo skup {u} := {z | z = u} koji nazivamo singleton od u. Za bilo koja
dva objekta u i v definiramo skup {u,v} := {u} U{v}, koji nazivamo par x i y.

Primijetimo da smo u prethodnim definicijama singleton i par definirali na atomima i sku-
povima. Razlog za njihovu opcenitiju definiciju je taj Sto Zelimo promatrati uredene parove svih
objekata iz V, kako bismo mogli funkcije primjenjivati na atomima.

Kod provjere stratificiranosti neke formule, tipove pridruZujemo samo varijablama, stoga je
nuzno eliminirati svaki apstrakcijski term u smislu definicije 1.12. Medutim, kako teorija pos-
taje sve kompleksnija, takvom postaje 1 provjera stratificiranosti formula. Naime, nije uvijek
jednostavno eliminirati sve apstrakcijske terme i dobiti razumljivu formulu, a takoder se pojav-
ljuje potreba za uvodenjem apstrakcijskih terma koji su zadani formulom koja sadrZi apstrak-

cijske terme. Stoga je mogucnost oredivanja tipova apstrakcijskim termima od velike vaznosti.

Definicija 1.18. Neka je y formula u proSirenom jeziku i neka su

ti:={zi | 9i(zi,zi1,--.-.2in;) }» i = 1,...,n svi apstrakcijski termi koji se pojavljuju u y, pri emu
su ¢; stratificirane formule s pripadnim tipizacijama #p,,. Preslikavanje fp takvo da je tp(z;;) =
g (zij) za sve i, j, prosirujemo na apstrakcijske terme kao p(t;) := 1p,(zi) + 1 za svaki i.
KaZemo da je formula y stratificirana u prosirenom jeziku ako postoji preslikavanje 7p,, s
varijabli i terma formule y u prirodne brojeve, koje zadovoljava uvjete stratifikacije i vrijedi
tpy(ti) = tpy,(zi) + 1 za sve i. Tada preslikavanje p,, jo§ nazivamo i tipizacija u prosirenom

jeziku.

Uvodimo konvenciju da je svaka tipizacija u proSirenom jeziku formule y, koja sadrZi aps-
trakcijski term t(x1,...,x,) = {z| ®(z,x1,...,%,)}, definirana i na svim varijablama formule ¢.

Drugim rijeCima, sve varijable formule ¢ smatramo takoder varijablama formule y.

13
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Potrebno je sada dokazati da definicija 1.18 ispravno dodjeljuje tipove. Drugim rije¢ima,
stratificirana formula iz proSirenog jezika mora biti stratificirana i u osnovnom jeziku, kada se

1z nje eliminiraju apstrakcijski termi.

Teorem 1.19. Neka je Y/ stratificirana formula u proSirenom jeziku i neka su ti, ..., t, svi
apstrakcijski termi u y’. Tada je formula vy, dobivena iz ¥’ eliminacijom apstrakcijskih terma

t1, ..., t,, stratificirana (u osnovnom jeziku).

Dokaz. Dokaz tvrdnje za n = 1 moZe se isCitati iz dokaza za n = 2, a dokaz tvrdnje zan > 2 je
analogan dokazu za n = 2 jer su relacije € 1 = binarne, a sef je unarna.

Neka su t = {z | ¢(z,z1,..-,20)} 1 § = {w | x(Wywy,...,w,,)} apstrakcijski termi koji se
pojavljuju u y’. Oznalimo pripadne tipizacije s D> Py 11Dy Zelimo definirati tipizaciju, koju
oznatavamo s fp. Definiramo #p(y) := tp,,(y) za svaku varijablu koja je zajednitka formulama
v i y/. Primijetimo da zbog povezanosti formule ¢ vrijedi z || x; za sve i, pa je tipizacija na svim
takvim varijablama jednozna¢no odredena (tipizacijom od ¢). Dakle, tp,(a) = tp, (a) za svaku
varijablu a formule ¢. Sada jo§ moramo definirati p za varijable koje nastaju eliminacijom
apstrakcijskih terma iz formule Y’ te zatim provjeriti zadovoljava li zp uvjete stratifikacije za
potformulu nastalu eliminacijom. Imamo Sest slucajeva.

Ako je y € t potformula od v/, nakon eliminacije dobivamo ¢(y,z1,...,z,). Buduéi da je y
u obje formule ¥ i ¥', 1p je za nju definirana. Definiramo tp(a) := tp,(a) za svaku varijablu a
od ¢. Ocito fp zadovoljava uvjete stratifikacije.

Ako je y =t potformula od ¥/, onda nakon eliminacije dobivamo Vb(b € y <+ b € t), tj.
Vb(b €y < @(b,z1,...,21)), gdje je b nova varijabla. Definiramo 1p(b) := 1p,(z) i tp(a) :=
tpy(a) za svaku varijablu a od @. Bududi da je tp,,(y) = tpy(t) i 1py(t) = tpy(z) + 1, imamo
tp(y) = tpy (t) = tpy(z) + 1 = tp(b) + 1. Dakle, tp zadovoljava uvjete stratifikacije.

Ako je t € y potformula od ', eliminacijom dobivamo (3u € y)(ser(u) AVb(b € u <>
@(b,z1,..-,21))). gdje su u i b nove varijable, pa definiramo tp(u) := 1p,(z) + 1, 1p(b) := 1p(2)
i 1p(a) :=tpy(a) za svaku varijablu a od ¢@. Provjerimo da #p zadovoljava uvjete stratifika-
cije. Imamo tp(y) = tpy/(y) = py (V) + 1 = (1pp(2) +1) + 1= (p(b) +1) + 1 =1p(u) + 1 te
tp(u) =tpy(z) +1 =1p(b) + 1. Dakle, tp zadovoljava uvjete stratifikacije.

Ako je set(t) potformula od y’, nakon eliminacije dobivamo
Fu(set(u) A\Vb(b € u <> @(b,z1,...,2,))), gdje su u i b nove varijable, pa definiramo p(u) :=
p(2) + 1, tp(b) == tpy(2) i tp(a) := tpy(a) za svaku varijablu a od ¢. Buduci da vrijedi
tp(u) =tpy(z) + 1 =1p(b) + 1, slijedi da tp zadovoljava uvjete stratifikacije.

14
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Preostaju jo§ dva sludaja: kada je t = s potformula od ' ili kada je t € s potformula od
y’. Primijetimo da se ta dva slu¢aja medusobno iskljuCuju: nije moguce da su obje formule
potformule od Y jer tada ¥’ ne bi bila stratificirana u proSirenom jeziku.

Ako je t = s potformula y’, nakon eliminacije dobivamo
Vx(Q(x,z1,..-,2n) <> X(X,W1,...,wm)), gdje je x nova varijabla. Primijetimo da, bududi da je
' stratificirana, vrijedi 1p, (t) = tp,,(s), $to daje 1py(z) + 1 = tp, (W) + 1, §j. 1py(2) = tp, (W).
Sada definiramo 1p(x) := tp,(z) = tp, (w), tp(a) := tp,(a) za svaku varijablu a od @ i 1p(b) :=
Dy (b) za svaku varijablu b od . Ako postoji zajednicka varijabla y od ¢ i x, ona mora biti
slobodna u obje formule, stoga vrijedi y = z; = w;, za neke i, j. Buduéi da je y’ stratificirana
u prosirenom jeziku, imamo #p,(y) = tp,(zi) = tp, (w;), $to znaci da je 7p dobro definirana u
varijabli y.

Ako je t € s potformula od ', nakon eliminacije dobivamo

Fu(x(w,wi,...,wm) ANu={z] @(z,21,...,21)}), 4.
Fu (g (u,wi,. .., wm) Aset(u) A\Vx(x € u <> @(x,z1,...,2,)), gdje su u i x nove varijable. Defi-
niramo p(u) := 1p, (w), tp(x) :=1p,(2), tp(a) := tp,(a) za svaku varijablu a od @ i 1p(b) :=
tp, (b) za svaku varijablu b od x. Ako postoji zajedni¢ka varijabla od @ i x, primjenjujemo isti
argument kao u prethodnom slucaju.

Dakle, tp zadovoljava uvjete stratifikacije kada se eliminiraju svi termi koji se nalaze u

formuli ¥/, odnosno V je stratificirana u osnovnom jeziku. |

Sada pomocu definicije 1.18 moZemo pridruziti tipove termima definiranima nakon teorema
1.13 1 1.17 koji denotiraju odgovarajuée skupove. Relativno je tesko probijati se kroz tehnicki
jezik definicije 1.18, stoga navodimo jednostavniji pristup koji je u praksi mnogo korisniji od
direktnog koriStenja definicije.

Neka je t = {z | ¢(z,z1,...,21)} apstrakcijski term i ¢@(z,z1,...,z,) stratificirana formula.
Relativne tipove terma t 1 njegovih parametara xi, ..., x, odredujemo tako da odredimo tipove
varijablama u formuli z € 1 < ¢(z,z1,-..,2,), a tip varijable 7 je tip terma t. Ubudude u formuli
za provjeravanje neemo pisati varijablu ¢, ve¢ cijeli term.

Analogno uvodenju relacijskih simbola, za svaku stratificiranu formulu ¢(z,x,...,x,) mo-
Zemo uvesti novi funkcijski simbol f mjesnosti n (ili konstantski simbol u slu¢aju n = 0) tako

daje f(xy,...,x,) pokrata za {z | ¢(z,x1,...,x,)} i vrijedi teorem analogan teoremu 1.10.

Teorem 1.20. Ako je ¢(z,x1,...,x,) stratificirana formula, onda postoje jedinstveni cijeli bro-

jevi ky, ... k, takvi da vrijedi sljedece: za svaku stratificiranu formulu ¥ u proSirenom jeziku,

15



Teorija NFU Osnovni pojmovi teorije NFU

u kojoj se pojavljuje term §:= f(x1,...,xa) := {z | @(z,x1,...,%,)}, za svaku tipizaciju 1p,,

formule y vrijedi 1p, (x;) = tp\, (f) + ki, zasve i=1,...,n.

Dokaz. Neka je formula ¢(z,x,...,x,) stratificirana i 1p, neka njezina tipizacija. Definirajmo
ki := tpg(xi) — tpy(2z) — 1. Tip varijable z tada je tp,(z) = 1py(xi) — 1 — k;. Po definiciji 1.18 tu
tipizaciju prosirujemo do tipizacije #p takve da vrijedi p(f) = tp,(z) + 1.

Neka je sada y stratificirana formula u kojoj se pojavljuje f te neka je #p,, tipizacija od .

Tada vrijedi tp,(f) = tpp(2) + 1 =tpy(xi) =1 —ki+ 1 =tpy(xi) —k; za svaki i=1,...,n. Iz

toga jednostavno slijedi 1p, (x;) = tp,,(f) +ki zasve i=1,...,n. |
Brojeve ki, ..., k;, iz teorema 1.20 navodit éemo u obliku recenice:
,-ako x1 ima tip m +kq, ..., ako x,_ ima tip m+ k,_ 1 x, ima tip m + k,, onda funkcijski term
f(x1,...,x,) ima tip m.”

Teorem 1.21. Vrijede sljedece tvrdnje:

1. Ako x ima tip n, onda ([Jx i ()x imaju tip n — 1, x° ima tip n

te Z(x), {x} 1 2 (x) imaju tipn+ 1.
2. Ako xiyimaju tip n, onda xUy, xNyte x \ y imaju tip n.

Dokaz. 1. Za|Jximamo z! € Ux? <> (3r? € ¥*)(z' € £?).
Za(Nximamo z! € Nx? < (V12 € ¥*)(z' € £2).
Za x¢ imamo z' € x? & —(z! € ¥?).
Za 2 (x) imamo 7> € 2(x)? & Vul (u' € 22 — u' € x?).
1

Za {x} imamo z! € {x}?> < 7! =xI.

Za ) (x) imamo 72 € 2 (x)? « (A € x?)(set(z?) AVul (u' € 2% <> u' =11).

2. ZaxUyimamo z! € (xUy)? < (7 e x? vzl €y?).
ZaxNyimamo z' € (xNy)? & (2! e X2 Azl €y?).
Zax\yimamo z!' € (x\y)? & (z! € X2 Azl ¢ y?). [

Korisno je uvesti notacijsku konvenciju i za ugnijeZdene apstrakcijske terme, koju ¢emo u

nastavku uvelike koristiti.
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Definicija 1.22. Neka su @(x1,...,X;,V1,--.,Ym) 1 Y(W,x1,...,x;) stratificirane formule. Eli-

minacija ugnijeZdenih apstrakcijskih terma je sljedeca transformacija:

{{W| W(vala"'7xk)} ’ (p(xl,---,xn,yl,---;ym>} =
{Z | 3xl ---Hxn(q)(xl»-~-7xn7)’17--~,)’m)/\Z: {W | W(W,Xl,...,)(fk)})}-

Primijetimo da singleton partitivni skup moZemo definirati ugnijeZdenim apstrakcijskim ter-

mom 2 (x) := {{r} |t € x}.

1.2.2. Relacije

Uredene parove Zelimo definirati ne samo za skupove, ve€ 1 za atome. U ovom trenutku najpo-

godnija definicija za to je on Kuratowskog.
Definicija 1.23. Zasve x,y € V definiramo njihov uredeni par (x,y) := {{x},{x,y}}.

Mana ovako definiranih uredenih parova je u tome $to oni nisu tipski ujednaceni. Tocnije,
tipovi koordinatnih projekcija x i y nisu jednaki tipu cijelog uredenog para (x,y), §to moZe
stvoriti probleme kod daljnjih generalizacija (npr. kod definicije uredenih trojki). Jedino Sto je
zaista bitno kod uredenih parova je da vrijedi (x,y) = (a,b) ako i samo ako je x =a iy =b.

Dokaz toga je isti kao u ZF.
Teorem 1.24. Ako x iy imaju tip n, onda (x,y) ima tip n + 2.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa
Ze(xy)? =P ve= R |

U teoriji NFU (bez dodatnih aksioma) ne moZemo dokazati postojanje tipski ujednacenih
uredenih parova, ali moZemo ako u teoriju uvedemo aksiom beskonacnosti i aksiom izbora, $to
je i napravljeno u poglavlju 2. Takoder je moguce, kao Sto predlaze Holmes [35], uvesti aksiom
uredenih parova, no postoji nekoliko problema u vezi tog aksioma, koji su navedeni u poglavlju
31[3].

Mi ¢emo problem tipski ujednacenih uredenih parova rijesiti tako $to ¢emo razviti teoriju
NFU do trenutka kada ¢emo biti u moguénosti dokazati njihovo postojanje (za to su nam po-
trebni jo§ aksiom beskonacnosti 1 aksiom izbora). U meduvremenu, Zelimo kod pridjeljivanja
tipova posebno naznaciti koji skupovi ovise o definiciji uredenih parova, a koji ne. To postiZemo
uvodenjem ,,varijabilnog tipa” za tip uredenog para i skupova koji o njemu ovise. Preciznije,

umjesto rezultata teorema 1.24 koristit ¢emo sljedece:
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ako x iy imaju tip n, onda (x,y) ima tip n+ 6.

Broj 6 moze biti bilo koji prirodni broj, a njegova vrijednost ovisit ¢e o trenutno koristenoj
definiciji uredenih parova. Za parove Kuratowskog e biti § = 2, a za tipski ujednacene Ce biti
0 = 0. U nastavku, do definicije tipski ujednacenih parova, koristit ¢emo parove Kuratowskog,
stoga Ce vrijediti 6 = 2. No, klju¢no je da ¢e formule, u kojima ¢emo pisati varijabilne tipove,
biti stratificirane za bilo koji §.

Nadalje, zapisivanje tipova pomocu varijabilnog tipa ne pomaze samo za praenje ovisnosti
skupova o parovima, ve¢ pokazuje da stratificiranost formule ne ovisi o tipu para. Toc¢nije, ako
je @ stratificirana s parovima za koje je 6 = a, onda Ce biti stratificirana takoder i u slu¢aju kada

je 8 = b. To ne vrijedi opCenito, ali ¢e svakako vrijediti za sve formule koje ¢e nam trebati.
Teorem 1.25. Formula (Ix € X)(Jy € Y)(z = (x,y)) je stratificirana.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa (3x' € X2)(3y! € ¥2) (2140 = (x1,y!)1+9). |
Za skupove X 1Y definiramo njihov Kartezijev produkt
XxY:={(xy)|xeXAyeY}.
Teorem 1.26. Ako X i Y imaju tip n, onda X x Y ima tip n+ 8.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa
e (xx¥) o @ e XD (I e ¥ (M = (x,y")1 D), ]
Standardno definiramo (binarnu) relaciju kao podskup Kartezijevog produkta dva skupa.

Definicija 1.27. Neka su X i Y skupovi. Kazemo da je R binarna relacija izmedu skupova X

1Y akoje R C X x Y, $to pisemo rel(R,X,Y).

Umjesto (x,y) € R pisat ¢emo x R y i reéi da su x i y u relaciji R. Ako x i y nisu u relaciji
R, piSemo x R y. Bududi da je x R y samo drugacija oznaka za (x,y) € R, ako x i y imaju tip n u
nekoj stratificiranoj formuli u kojoj se x R y pojavljuje kao potformula, onda R ima tipn+ 9 + 1,

RIS . Nadalje, ako X i1 Y imaju tip n u nekoj stratificiranoj formuli u kojoj

uz anotaciju x"
se rel(R,X,Y) pojavljuje kao potformula, onda R u toj formuli ima tip n+ 3.

KaZemo da je R binarna relacija na X ako vrijedi R C X x X. Pojmove refleksivne i ire-
fleksivne relacije definiramo na standardni nacin, pri ¢emu pojam refleksivne relacije ovisi o

skupu X. Nadalje, na standardni nacin takoder definiramo simetri¢ne, antisimetric¢ne i tranzi-

tivne relacije.
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Teorem 1.28. Neka je ¢(x,y) stratificirana formula s dvije slobodne varijable x i y. Ako u toj
formuli x i y imaju isti tip, onda za svaka dva skupa X i Y postoji (binarna) relacija R izmedu X

iY takvada vrijedix Ry <> @(x,y) zasvex € X iy €Y.

Dokaz. Formula ¢ je stratificirana, stoga postoji neka njena tipizacija u prosirenom jeziku 1p,.
Provjerimo da je formula y := (Ix € X)(Iy € Y) (t = (x,y) A @(x,y)) stratificirana.
Bududi da x i y imaju isti tip u stratificiranoj formuli, term (x,y) takoder ima tip. Ozna¢imo

n:=1p,(x) = 1py(y) i definirajmo preslikavanje #p na sljedeci nacin:

ip(t) :=tp((x,y)) :==n+38,
tp(X):=tp(Y):=n+1,

tp(z) := tpy(z) inale.

Ocito je fp tipizacija (u proSirenom jeziku) formule y. Dakle, y je stratificirana. Definiramo
skup R:={t |y} ={(x,y) | xe XAy €Y A@p(x,y)}, za koji o€ito vrijedi x Ry <+ @(x,y), za
svakixe XiyeY. |

Za relaciju R iz teorema 1.28 kaZzemo da je definirana stratificiranom formulom.
Teorem 1.29. Formule Jy(x Ry) i 3x(x R y) su stratificirane.
Dokaz. Tvrdnje slijede iz zapisa Jy' (x! R*+9 y!) i 3x! (x! RZ+9 1), |

Zarelaciju R C X x Y definiramo domenu kao dom(R) := {x | Jy(x R y)}, sliku kao
rng(R) := {y | Ix(x Ry)} i ekstenziju kao ext(R) := dom(R) Urng(R).

Teorem 1.30. Ako R ima tip n, onda dom(R), rng(R) i ext(R) imaju tip n — J.
Dokaz. Tvrdnje slijede iz zapisa
z' € dom(R)? < ' (z' R”Z7FO 1)
Z' € mg(R)? < ' (x' RZHO 1.
Tvrdnja za ext slijedi iz prethodno dokazanog i teorema 1.21(2). |

Formula (3x! € C?)(x' RZ2+9 y! A (x!,y") 119 = ¢149) je stratificirana, stoga definiramo res-
trikciju relacije R na skup C kao R | C := {(x,y) | x € C Ax R y}. Zatim definiramo sliku skupa
A po relaciji R kao R[|A] :=rng(R [ A). Ako C ima tipni R ima tip n+ 8, onda R | C ima tip
n+ 4. Iz toga slijedi da ako A ima tip n i R ima tip n+ 0, onda R[A] ima tip n.
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Teorem 1.31. Vrijede sljedece tvrdnje:
1. Formula r = (x,x) je stratificirana.
2. FormulaxRyAyR zAt = (x,7) je stratificirana.
3. Formula 3xJy(x Ry At = (y,x)) je stratificirana.
Dokaz. 1. Tvrdnja slijedi iz zapisa

t :(x17x1)1+8.

2. Tvrdnja slijedi iz zapisa

xl R2+5 yl /\yl R/2+6 Zl /\t1+5 _ (xl,zl)Hé.
3. Tvrdnja slijedi iz zapisa
Elxlzlyl (Xl R2+5 yl /\t1+5 _ <y1,x1)1+5). [

Definiramo identitetu kao id := {(x,x) | x € V}. Za relacije R,R' C V x V definiramo
njihovu kempoziciju kao R oR := {(x,z) | xRy Ay R’ z}. Zarelaciju R C V x V definiramo
njen inverz kao R~ := {(y,x) | (x,y) € R}. Nadalje, definiramo prasliku skupa B relacije R
kao R~![B] := rng(R~! | B). Ako B ima tip ni R ima tip n+ &, onda R~![B] ima tip n.

Teorem 1.32. Vrijede sljedece tvrdnje:
1. Ako R i R’ imaju tip n, onda R o R ima tip n.
2. Ako R ima tip n, onda R~! ima tip n.

Dokaz. 1. Tvrdnja slijedi iz zapisa
118 (R’oR)”‘S o L g218 yiay! RS ;1A 148 (xl,zl)H‘S.
2. Tvrdnja slijedi iz zapisa
(1168 (R*1)2+5 o 3x13y1(x1 R2+6 y! ALt — (yl’x1)1+5)' n

Na standardni nacin definiramo pojam funkcije, kao relacije s funkcijskim svojstvom.
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Definicija 1.33. Neka su X i Y skupovi. KaZemo da je f funkcija sa X u Y ako vrijedi
rel(f,X,Y)N(Vx € X)(3ly € Y)(x fy), §to piSemo func(f,X,Y).

Ako X 1Y imaju tip n u nekoj stratificiranoj formuli u kojoj se func(f,X,Y) pojavljuje kao
potformula, onda f ima tip n+ 0 u toj formuli. Funkciju f sa X u Y Cesto ¢emo oznacavati s
f: X — Y, aumjesto x f y pisat ¢emo standardno y = f(x).

Znacenje oznake f(x) se bitno razlikuje od znacenja oznake za funkcijski term. Naime, f(x)
je zapravo prikriveni dvomjesni funkcijski term ap(f,x). Akox imatipni f tipn+ 1+, onda

ap(f,x) ima tip n, §to jo§ pisemo ap(f"H1+9 X"y ili 1+ (x1yn,

Teorem 1.34. Neka je t term sa slobodnom varijablom x. Ako u stratificiranoj formuli t 1 x

imaju isti tip, onda za svaki skup A postoji funkcija f s domenom A takva da vrijedi
flx) =t za svaki x € A.
Dokaz. Formula (Ix! € A%)(q = (x!,t!)!9) je stratificirana, stoga moZemo definirati
f={q| @reA)(g=(x0)} = {(xt) [xcA}.
Skup f je ocito funkcija za koju vrijedi f(x) = t. |
Analogno se dokazuje poopcenje teorema 1.34.

Teorem 1.35. Neka je t term sa slobodnim varijablama x i y. Ako u stratificiranoj formuli t i
(x,y) imaju isti tip, onda za svaka dva skupa A i B postoji funkcija f s domenom A x B takva da
je

flx,y) =t zasvakix€Aiyé€B.

Dokaz. Formula (Ix! € A2)(3y! € B2) (¢'+20 = ((x!,y") 179, 419)1429) je stratificirana, stoga

mozZemo definirati
f={q|(@FxeA)(3FyeB)(¢g=((x,y),1)} ={((x.y),t) | x€cAAy e B}.
Skup f je ocito funkcija za koju vrijedi f(x,y) =tzasvakix€Aiy¢€ B. [
Za funkciju iz teorema 1.34, odnosno 1.35 kaZemo da je definirana termom ft.
Teorem 1.36. Formula func(f,X,Y) je stratificirana.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa
f2+8 C (X2 x Y2)2+5/\(Vx1 ex2)(Ay' e Yz)(xl f2+6 y ) n
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Za skupove X i Y definiramo skup svih funkcija s X u Y kao YX := {f | func(f,X,Y)}.
Teorem 1.37. Ako X i Y imaju tip n, onda Y ima tip n+ 1 + 8.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa
70 ¢ (YX)2+8 <—>func(zl+5,X1,Y1). [ ]
Standardno se definiraju pojmovi surjekcije, injekcije i bijekcije.
Definicija 1.38. Neka su X i Y skupovi.

1. Kazemo da je f surjekcija s X na Y ako vrijedi

func(f,X,Y)ANrng(f) =Y, $to pisSemo surj(f,X,Y).

2. Kazemo da je f injekcija s X u Y ako vrijedi

func(f,X,Y) Afunc(f~1, rmg(f),X), §to pisemo inj(f,X,Y).
3. Kazemo da je f bijekcija izmedu X i Y ako vrijedi surj(f,X,Y) Ainj(f,X,Y), $to piSemo

bij(f,X,Y).

Ako X 1Y imaju tip n u nekoj stratificiranoj formuli u kojoj se pojavljuje bilo surj(f,X,Y)
bilo inj(f,X,Y) kao potformula, onda f u toj formuli ima tip n+ 8.

Kazemo da je relacija R na skupu X relacija ekvivalencije na X ako je refleksivna na X,
simetri¢na i tranzitivna. Formula x' R*+9 y! je stratificirana za bilo koju relaciju R. Stoga, ako
je R relacija ekvivalencije na skupu X, moZemo definirati klasu ekvivalencije elementa x € X

s obzirom na R kao skup [x]g := {y | xR y}.

Teorem 1.39. Ako ximatipn,aRimatipn+ 1+ 6, onda [x]g ima tip n+ 1.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa z! € [x]3 <> x!R*T97!, |
Teorem 1.40. Formula (3x € dom(R))(t = [x]r) je stratificirana.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa (3x' € X?) (1> = [x']2, 5). |

Definiramo kvocijentni skup od X po relaciji ekvivalencije R kao

X/R:={[x|r | x € dom(R)}.

Teorem 1.41. Ako X ima tip n, a R ima tip n+ 8, onda X /R ima tip n+ 1.
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Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa
2 € (X/R)® + (' € dom(R)?) (2% = [x']2015). |

Teorem 1.42. Neka je R relacija ekvivalencije na skupu X. Tada skup X /R Cini particiju skupa

X. Drugim rijeCima, svi elementi od X /R su neprazni, u parovima disjunktni i J(X /R) = X.

Dokaz. Dokaz se moze pronaéi u [16], i sasvim je isti kao u ZF. |

1.2.3. Dobro uredeni skupovi

Definicija 1.43. Za relaciju < kazemo da je parcijalni uredaj ako vrijedi rel(<,V,V)
A (Vx c ext(g))(x <X)AVAVY(x < yAy<x—x=y) /\VxVsz(x <yAy<z—x< z), sto

pisemo Po(<).
Ponekad uz parcijalni uredaj < Zelimo promatrati relaciju < koju definiramo kao:
a<b:sa<bANa#b. (1.1)

Napomena 1.44. 1z relacije < moZemo lako dobiti relaciju <, ali za obrnuti smjer moramo
navesti konkretni skup na kojem zadajemo relaciju. Za skup X i relaciju < na X definiramo
relaciju (<) := (<) U (id | X). Jednako kao i u teoriji ZFC dokazujemo da vrijedi sljedeca

ekvivalencija za relacije na X:
< je refleksivna na X, antisimetri¢na i tranzitivna < < je irefleksivna i tranzitivna.

Teorem 1.45. Formula Po(<) je stratificirana.
Dokaz. Sljedece formule su stratificirane:

1. rel(<*9 V2 v?)

2. (val € ext(<)?) (! <20 1

3. Walyl (xl <248yl Ayl <248 51y 1 = 1)

4. Vxlwylvz! (xl <2HE YT A Yl <248 1y 41 248 Zl)

S ovim tipizacijama je i njihova konjunkcija stratificirana, a to znaci da je Po(<) stratificirana.’

"Primijetimo da su sve varijable povezane preko varijable < koja ima isti tip u svakom konjunktu.
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Kada provjeravamo da je < parcijalni uredaj, dovoljno je za < dokazati refleksivnost, an-
tisimetrinost i tranzitivnost. Kazemo da je < parcijalni uredaj na X ako vrijedi ext(<) = X.

Tada joS kazemo da je X parcijalno ureden relacijom <.

Napomena 1.46. Ako je ¢ formula u kojoj se pojavljuje <, a @’ je formula dobivena od
formule ¢ eliminacijom (nekih ili svih) pojava < pomocu (1.1), onda je tip od < u ¢ jednak

tipu <u ¢'.
Definicija 1.47. Neka je < parcijalni uredaj, Y C dom(<) i yy € dom(<). Tada kazemo da je
Yo

1. maksimalni, odnosno minimalni element od Y

akojeyo €Y i(VyeY)(yo£y),odnosnoyy €Y i(VyeY)(y £ yo).

2. gornja, odnosno donja meda od Y

ako je (Vy € Y)(y <o), odnosno (Vy € Y)(yo < ).

3. najvedi, odnosno najmanji element od Y

ako je yp € Y 1 yg je gornja, odnosno donja meda od Y.

4. supremum, odnosno infimum od Y

ako je yp najmanja gornja, odnosno najveéa donja meda od Y.

Supremum i infimum skupa Y su jedinstveni ako postoje, i redom ih ozna¢avamo sa supY i

infY. Ako Y ima tip n+ 1, onda supY i inf Y imaju tip n.

Definicija 1.48. Neka je < parcijalni uredaj. KaZzemo da je L lanac u (<) ako vrijedi set(L) A

(Vx e L)(Vy € L)(x <yVy <x), §to oznatavamo s ch(L, <).

Uvjet na lanac nazivamo linearnost. Ako se ch(L,<) pojavljuje u stratificiranoj formuli
i ako L ima tip n, onda < ima tip n+ 6. Ako vrijedi ch(dom(<), <), onda kazemo da je <
linearni uredaj.

Primijetimo da se kod linearnog uredaja pojmovi maksimalnog (minimalnog) i najveceg
(najmanjeg) elementa podudaraju. Nadalje, u linearnom uredaju negaciju od x < y moZemo

zapisati kao y < x.
Teorem 1.49. Neka je X skup funkcija uredenih inkluzijom i C C X lanac. Tada vrijedi

L (UO) =l recy.
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2. dom(UC) =U{dom(f)| feC}.

3. rng(UC) = U{rng(f) | f € C}.

4. |UC je funkcija.

5. Ako je svaka funkcija f € C injekcija, onda je | JC injekcija.

Dokaz. 1. Akojez € (UC)_l, onda je z = (x,y) za neke x,y takve da je (y,x) € UC. Tada
postoji f € C takav da je (y,x) € f, §to povlaéi (x,y) € f~' CU{f~!| f € C}. Analogno

se dokazuje druga inkluzija.

2. Ako je z € dom(lJC), onda postoji y € rng(UC) takav da je (z,y) € UC. To znadi da
postoji f € C takva da je(z,y) € f, odnosno z € dom(f). Iz toga dobivamo z € J{dom(f) |
f€C}. Ako je z € U{dom(f) | f € C}, onda postoji f € C takva da je z € dom(f). To
znaci da postoji y € mg(f) takav da je (z,y) € f € UC, §to povlagi z € dom(UUC).

3. Slijediiz (1)i (2).

4. Neka je x € dom(lJC) i pretpostavimo da postoje a,b € rng(|JC) takvi da su
(x,a),(x,b) € JC1ia # b. To znadi da postoje f1, f» € C takvidaje (x,a) € f1 i (y,b) € f>.
Buduci da je C lanac, bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti f; C f>. 1z toga
slijedi (x,a), (x,b) € f>. Bududi da je f> funkcija, dobivamo a = b, $to je kontradikcija.
Dakle, | JC je funkcija.

5. Slijediiz (1)1 (4). |
Teorem 1.49 koristimo u nastavku kako bismo znacajno skratili odredene dokaze.

Definicija 1.50. Za relaciju (<) kazemo da je dobar uredaj ako vrijedi Po(<)A
VY (Y Cdom(<)ANY #0— (yo € Y)(Vy € Y)(yo < y)), $to pisemo Wo(<).

Teorem 1.51. Vrijede sljedece tvrdnje:
1. Formula Wo(<) je stratificirana.
2. Formula 3 < (1 = dom(<) A Wo(<)) je stratificirana.

Dokaz. 1. Tvrdnja slijedi iz zapisa P0(<2+5) AVY?(Y? C dom(<)2 AY? £ 0% — (Fy) €
Y2)(iy' e Y?)(yp <0 y).
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2. Tvrdnja slijedi iz zapisa 3 <!*9 (¢! = dom(<)! A Wo(<!49)). m
Teorem 1.52. Svaki dobar uredaj je linearan.

Dokaz. Neka je < dobar uredaj. Uzmimo proizvoljne x,y € dom(<). Tada je {x,y} C dom(<)
pa postoji z takav da je z < x 1z <y. No tada je z = x ili z =y, Sto povlaci da vrijedi x <y ili

y<x. u

Bududi da je dobar uredaj sam po sebi parcijalni uredaj s nekim dodatnim svojstvima, eks-

tenzija dobrog uredaja se podudara s njegovom domenom.

Definicija 1.53. Neka su <i < relacije.
1. KaZemo da funkcija f: dom(<) — dom(=) ¢uva dobar uredaj ako vrijedi

Wo(<) AWo(=) Afunc(f,dom(<),dom(=)) A
A (Vx1 € dom(<)) (Vxz € dom(<)) (x1 <x2 — f(x1) X f(x2)),

Sto piSemo wop(f, <, j) .
2. Kazemo da je funkcija f: dom(<) — dom(=) sli¢nost ako vrijedi

by(f,dom( ),dom (= ))/\wop(f,g,j)/\wop(f_l,j,g),

Sto piSemo sim(f,<,=). Ako postoji takva funkcija tada kazemo da su < i =< sli¢ni i

piSemo (<) ~=<.

Ukratko, sli¢nost je bijekcija izmedu dobro uredenih skupova, takva da i ona i njezin inverz
¢uvaju uredaj. Primijetimo da nisu slicne domene relacija, ve¢ same relacije.

Ako se u nekoj formuli wop ( <, j) ili sim ( <, j) pojavljuje kao potformula, onda <, <
i f imaju isti tip. Dakle, formula 3 f'sim(f!, <!, <) je stratificirana, pa iz teorema 1.28 slijedi
da postoji relacija ~ na dobrim uredajima da vrijedi (<) ~ (<) < Jfsim(f, <,=). Standardno

se dokazuje [16] da je ~ relacija ekvivalencije.

Teorem 1.54. Neka je < dobar uredaj i neka je f: dom(<) — dom(<) funkcija koja ¢uva

uredaj. Tada za svaki x € dom(<) vrijedi x < f(x).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji xo € dom(<) takav da vrijedi f(xp) < xo. Formula
2Oz <9 £l je stratificirana pa definiramo skup ¥ := {z | f(z) < z}. Nastavak dokaza je

potpuno isti kao u ZFC. |
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Neka je < parcijalno ureden skup i x € dom(<). Formula z 1248yl je stratificirana, stoga
definiramo skup P. (x) := {z | z < x}, kojeg nazivamo pocetni komad elementa x s obzirom na
<.

Teorem 1.55. Ako ximatipni <imatipn+1+ 8, onda P.(x) ima tip n+ 1.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa z! € P (x)? <> z! € dom(<)> A 7! <20 [

Primijetimo da je x| < x, ekvivalentno s P.(x) C P.(x2). Relaciju < restringiranu na neki
pocetni komad P. (x) takoder nazivamo pocetni komad (kada ne postoji mogucnost zabune) i
oznatavamo s p<(x) := (<) N (P.(x) x P_(x)). Primijetimo da ako x ima tip n i < ima tip
n+1446, onda p<(x) imatipn+ 1+ 9.

Teorem 1.56. Neka je < dobar uredaj, xo € dom(<) i p<(xp) njegov pocetni komad.
1. Tada je (<) % p<(xo).
2. Zabilo koji x; € dom(<), p<(x0) =~ p<(x1) ako i samo ako xp = x;.

Dokaz. Tsti kao u ZF, a moZe se pronadi u [39]. [ |
Ovo poglavlje zavrSavamo teoremom o usporedivosti dobro uredenih skupova.

Teorem 1.57. Neka su < i < dobri uredaji.

Tada vrijedi to¢no jedna od sljededih tvrdnji:
L () =(2)
2. Postoji yp € dom(=) takav da vrijedi p<(yo) ~ (<);
3. Postoji xg € dom(<) takav da vrijedi p<(xp) ~ (X).

Dokaz. Formula x' € dom(<)? Ay! € dom(=)? A p2+5( ) 3120 p2+5( ) je stratificirana,
stoga po teoremu 1.28 definiramo relaciju f izmedu skupova dom (<) i dom(=) tako da vrijedi

x fy< p<(x) ~ p<(y). Nastavak dokaza je identican kao u teoriji ZF i moZe ga se pronaci

u [39]. [}
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1.3. AKSIOM IZBORA

U ovom poglavlju u nasu teoriju uvodimo aksiom izbora, i dokazujemo neke njemu ekvivalentne

tvrdnje. Aksiom izbora ¢emo koristiti za dokazivanje mnogih tvrdnji o kardinalnim brojevima.
Aksiom izbora:

Vx(ser(x) ANO & x A (Vy € x)set(y) A (Vy € x)(Vz € x)(y #z— yNz=0)

— Ju(VYw e x)Iv(v € wNu))

Neformalno mozemo aksiom izbora iskazati na sljedeci nacin: za svaki skup x koji sadrzi
samo neprazne, u parovima disjunktne skupove, postoji izborni skup u takav da je uNw jed-
no€lan za svaki w € X. Formulu (Yw € x)3!v(v € wNu) oznacavat éemo krace s choice(u,x),
Sto znaci da je u izborni skup od x. Aksiom izbora kao opéenitu (metajezi¢nu) tvrdnju, ali i kao
formulu oznaavamo s AC. Ako se choice(u,x) pojavljuje u stratificiranoj formuli, i ako x ima
tip n, onda u ima tip n — 1.

Mnogo cesce cemo koristiti sljedece ekvivalentne formulacije aksioma izbora.

Zornova lema: Neka je < parcijalni uredaj na nepraznom skupu X. Ako svaki neprazni lanac

u < ima gornju medu, onda X ima barem jedan maksimalni element s obzirom na <.

Zermelov teorem: Svaki skup se moZe dobro urediti.

Teorem 1.58. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
1. aksiom izbora,
2. Zornova lema,
3. Zermelov teorem.

Dokazi ekvivalencija analogni su dokazima u teoriji ZF, uz provjeru stratificiranosti odre-
denih formula i koriStenje izbornog skupa umjesto izborne funkcije. Dokazi se mogu pronaci

u [35].
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2. KARDINALNI BROJEVI TEORIJE NFU

Poglavlje o kardinalnim brojevima zapocinjemo definicijom prirodnih brojeva. Dokazujemo
osnovne tvrdnje o prirodnim brojevima te kao najvazniji teorem isticemo teorem o primitivnoj
rekurziji. Zatim definiramo kardinalne brojeve teorije NFU. Uvodimo aksiom beskonacnosti i
dokazujemo neke njemu ekvivalentne tvrdnje, poput Cetvrtog Peanovog aksioma ili tvrdnje da
su svi prirodni brojevi zapravo kardinalni brojevi. Uvodimo uredaj na kardinalnim brojevima
i dokazujemo da je to dobar uredaj. Uz to, dokazujemo teorem da svaki beskona¢ni skup ima
prebrojiv podskup, pomocu kojeg onda dokazujemo ekvivalentnost pojmova beskonacnosti i
Dedekind-beskonacnosti. Nadalje, uvodimo zbrajanje i mnoZenje kardinalnih brojeva i precizno
dokazujemo razne tvrdnje o njima. Kao najvazniji rezultat isticemo tzv. princip kardinalnog
kvadriranja, pomocu kojeg uvodimo princip kardinalnog kvadriranja univerzuma, koji ée

nam posluZiti za uvodenje alternativne aksiomatizacije u iduéem poglavlju.

2.1. PRIRODNI BROJEVI

U ovoj to¢ki uvodimo prirodne brojeve! i promatramo odnos izmedu Peanovih aksioma i aksi-

oma teorije NFU.
Teorem 2.1. Formula (3z € y)(y\ {z} € x) je stratificirana.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa (3z' € y*)(*\ {z'}? € ¥%). |

Skup 0 := {0} nazivamo nula, a za skup x definiramo skup Sc(x) := {y | Gz € y)(y\{z} €

x) }, koji nazivamo sljedbenik od x.

Teorem 2.2. Ako x ima tip n, onda Sc(x) takoder ima tip n.

'Kasnije éemo pomocu aksioma beskona¢nosti dokazati da su prirodni brojevi zapravo konacni kardinalni

brojevi.
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Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa y* € Sc(x)? +» (32! € y*) (3 \ {z'}? € ). |

Ponekad ¢e biti jednostavnije koristiti alternativnu, ekvivalentnu definiciju sljedbenika ne-

kog skupa.
Teorem 2.3. Za svaki skup x vrijedi Sc(x) = {yU{z} |y exAz & y}.

Dokaz. Nekajer € {yU{z}|yexAz¢y}. Tadajet =yU{z} zanekiy € xiz ¢ y. Trebamo
dokazati da postoji neki u € ¢ takav da je 7 \ {u} € x. No takav u je upravo z. Naime, vrijedi
zetit\{z} =yenx

Neka je ¢ € Sc(x). Tada postoji z € ¢ takav da je ¢ \ {z} € x. No tada vrijedi r = (r\ {z}) U{z}

tejet\{z} €xiz¢&t\{z}, odnosno 7 je traZenog oblika. |
Induktivni skup se definira sli¢no kao u teoriji ZFC.

Definicija 2.4. Za skup x kaZemo da je induktivan ako vrijedi

0 € xA(Vy € x)(Sc(y) € x), $to piSemo Ind(x).

Primijetimo da je skup SET induktivan.

Sada skup prirodnih brojeva moZemo definirati kao najmanji induktivni skup.
Teorem 2.5. Formula Ind(x) je stratificirana.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa 0' € x> A (Vy! € x?) (Sc(y)1 € xz). [

Skup N := ({x | Ind(x)} nazivamo skup prirodnih brojeva.

Primijetimo, iz Ind(SET) slijedi N C SET, odnosno svi prirodni brojevi su skupovi. Za
neki skup x kazemo da je prirodni broj ako je x € N. Broj 0 je skup koji se sastoji od onih
skupova (ne atoma) koji nemaju elemenata, dakle samo od praznog skupa. Broj 1 se sastoji od
svih skupova koji imaju po jedan element, dakle 1 := Sc(0) = #;(V), broj 2 := Sc(1) od svih
skupova s dva elementa, i tako dalje. Opcenito se broj n sastoji od svih skupova koji imaju n
elemenata. Odmah iz definicije induktivnosti slijedi da je sljedbenik prirodnog broja ponovno
prirodni broj. Ovako definirani prirodni brojevi se jo§ ponekad nazivaju Russell-Whiteheadovi
brojevi.

Vazno je prouciti odnos izmedu aksioma teorije NFU i Peanove aritmetike. Peanova aritme-

tika je zadana s Cetiri aksioma i jednom shemom aksioma.
(P1) 0 N.
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(P2) (VneN)(Sc(n) € N).
(P3) (VneN)(0# Sc(n)).
(P4) (Vn e N)(Vm € N)(Sc(n) = Sc(m) = n=m).

(P5) Nekaje @(x,x1,...,x,) formula. Tada vrijedi sljedece:

(@(0,x1,...,x,) A(VrneN)(@(n,x1,....x,) = @(Sc(n),x1...,x,))) —
— (Vn e N)(@(n,x1,...,xn)).

Aksiomi (P1) i (P2), shvaceni kao formule teorije NFU slijede jednostavno iz definicije, a
(P3) se lako dokaze u NFU (teorem 2.6). Aksiom matematic¢ke indukcije (P5) ne vrijedi u punoj
opCenitosti i moramo ga prilagoditi ¢injenici da se u teoriji uglavnom sluzimo stratificiranim

formulama. O aksiomu (P4) ¢e viSe rijeci biti kasnije.
Teorem 2.6. Aksiom (P3) vrijedi u NFU.

Dokaz. Kada bi postojao prirodni broj x takav da vrijedi Sc(x) = 0, onda bi vrijedilo y €
Sc(x) + (3w € y)(z\ {w} € x). No to je nemoguce: y = 0 je jedini skup koji zadovoljava

lijevu stranu, ali tada ne zadovoljava desnu jer ne postoji w € 0. |

Matematicku indukciju ne moZemo direktno primijeniti na proizvoljne formule, jer kod
dokaza promatramo apstrakcijski term {x | x € NA ¢(x,x1,...,x,)}, a ne znamo denotira li taj

term skup, buduci da @ nije stratificirana.

Teorem 2.7. Neka je ¢(x,x1,...,x,) stratificirana formula. Tada u NFU vrijedi sljedeca for-

mula:

(@(0,x1,...,%2) A (Vx € N) (@(x,x1,...,%) = @(Sc(x),x1,...,%,))) —
— (Vx e N) (@(x,x1,...,x)).

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi

@(0,x1,...,.x0) A (Vx € N) (@(x,x1,...,X%,) = @(Sc(x),x1,...,%,)). Buduéidaje @(x,xi,...,x,)
stratificirana, stratificirana je i x € N A @(x,xq,...,x,) (konstantskom simbolu N dodijelimo tip
za jedan vedi od tipa varijable x), stoga postoji skup X := {x | x € NA @(x,x1,...,x,)} T N.

Dokazimo da je skup X induktivan.
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Po pretpostavci je O € X. Pretpostavimo da je x € X. Tada vrijedi x € N 1
@(x,x1,...,%,). Po pretpostavci sada imamo @ (Sc(x),x1,...,%,), a po (P2) je Sc(x) € N, pa je
Sc(x) € X. To dvoje povladi Ind(X), iz Cega slijedi N C X. Iz toga sada slijedi da za svaki x € N
vrijedi @(x,xq,...,x,). [ |

Dakle, u teoriji NFU moZemo dokazivati indukcijom, ali samo stratificirane formule.
Definicija 2.8. FIN := [JN nazivamo skup kona¢nih skupova.

Vrijede uobicajene tvrdnje o kona¢nim skupovima, a dokazujemo sljedece dvije.
Teorem 2.9. Vrijede sljedece tvrdnje:

1. Ako je X konacan skupiY C X, onda je Y konacan.

2. Ako su X iY konacni, onda je X UY konacan.

Dokaz. 1. Neka je X proizvoljni konac¢ni skup, tj. X € FIN. To znaci da postoji n € N takav
da je X € n. Dovoljno je dokazati sljededu tvrdnju: (Vn> € N3) (X' e 2 AY! C X! —
Y! € FIN?), a buduéi da je ta formula stratificirana, moZemo je dokazati indukcijom po

n.

Zan=01mamo X €0, Sto znaCidaje X =0. SadazaY C@imamodajeY =0 <0 C FIN.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n i dokazimo tvrdnju za Sc(n).

Neka je X € Sc(n) 1Y C X. To znaci da je X = xU{z}, pri ¢emu je x € n iz € x. Imamo
dva slucaja. Ako je z €Y, onda vrijedi Y C x € n, a iz pretpostavke indukcije sada imamo
Y € FIN. Akojez €Y, ondaimamo Y \ {z} C x, pa iz pretpostavke indukcije dobivamo da
je Y\ {z} € FIN, tj. postoji neki k € N takav da je Y \ {z} € k. BuducidaoCito z ¢ Y \ {z},
po definiciji sljedbenika imamo ¥ =Y \ {z} U{z} € Sc(k) C FIN.

2. Dovoljno je dokazati (Vn € N)(Vm e N)(X e nAY € m — (Fk € N)(XUY € k). Uzmimo
proizvoljni, ali fiksni n € N.
Formula (Vm? € N*) (X! e n? AY! € m* — (3k* € N?) (X UY)! € k?)) je stratificirana,
stoga mozemo tvrdnju dokazati indukcijom po m.
Ako jem=0,ondaY € m znaCi Y € 0, iz Cega dobivamo Y = (. Dakle, za k=n & N
vrijedi XUY =X € k.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m € N. Dokazimo tvrdnju za Sc(m). Ako je

Y € Sc(m), onda je Y = aU{b}, gdje jea € mib & a. Po pretpostavci indukcije, postoji
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k € N takav da je X Ua € k. Sada imamo dva slucaja. Ako je b € X, onda imamo
XU(aU{b})=(XU{b})a€k. Akoje b ¢ X, ondaimamo X U (aU{b}) = (X Ua)U{b}.
Buduéidaje XUackib¢g X Ua (zbogb & X ib & a), po definiciji sljedbenika imamo
XUY = (XUa)U{b} € Sc(k). [

Definicija 2.10. Za skup x kazemo da je beskonacan ako je x & FIN.
Navodimo jo$ neka svojstva prirodnih brojeva.
Teorem 2.11. Vrijede sljedece tvrdnje:
1. Za svaki prirodni broj x # 0 postoji prirodni broj y takav da je x = Sc(y).
2. Za svaki prirodni broj x takav da je @ € x vrijedi x = 0.
3. Za svaki prirodni broj x, ako je y € x, onda je y skup. Odnosno, FIN C SET.

Dokaz. 1. DokaZimo tvrdnju tako da dokaZemo da je S := {x ‘ x e NA (x #0— (Fy e
N)(x = Sc(y)) } induktivan skup. Buduéi da je x' € N*A (x' #0' — (Iy' € N?) (x' =
Sc(y')!)) stratificirana formula, S je zaista skup i o€ito vrijedi S C .

Nadalje, ocito je 0 € S jer je 0 € N i 0 # 0 je laz. Uzmimo proizvoljni y € S. Tada je ocito
Sc(y) € S, bududi da je y € N i vrijedi Sc(y) = Sc(y). Sada iz induktivnosti i definicije

skupa prirodnih brojeva dobivamo N C §, Sto zajedno sa S C N daje S = N.

2. Uzmimo proizvoljan prirodan broj x i pretpostavimo da vrijedi x # 0. Tada po tvrdnji 1
postoji neki prirodni broj y takav da je x = Sc(y). Kada bi bilo 0 € x, onda bi vrijedilo i
0 € Sc(y), Sto je kontradikcija s teoremom 2.3.

3. Dokazimo tvrdnju indukcijom po x u formuli Vy(y € x — set(y)).
Za x = 0 tvrdnja ocito vrijedi jer je tada y = 0, Sto je skup.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki x € N.
Dokazimo tvrdnju za Sc(x). Bududi da je y € Sc(x), slijedi da postoji z € y takav da je

y\ {z} € x. Sada aksiomu skupovnosti z € y povlaci set(y). [ |

U dokazima prethodnih tvrdnji raspisivali smo dokaze indukcijom detaljnije nego Sto je
uobicajeno, ali ubuduée ¢emo indukciju koristiti kao i u teoriji ZF, uz potvrdu da je formula

koju dokazujemo stratificirana.
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Primijetimo da iz teorema 2.11 slijedi da indukciju ne moramo nuZno provoditi tako da
pocnemo od n =0, ve¢ moZemo poceti od proizvoljnog prirodnog broja ng promatrajuéi formulu
Y(x,x1,..., X)) :=x=0V...Vx=nV@(xxi,...,x,), gdje je n; prirodni broj takav da je

Sc(ny) = ng (koji postoji po teoremu 2.11). Drugim rije¢ima, u NFU vrijedi sljedeca formula:

(w(0,x1,...,x0) A (Vx € N) (w(x,x1,. .., x0) = W(Sc(x),x1,...,x,))) =
— (Vx € N) (w(x,x1,...,%4)).

Definicija 2.12. Za skup x kazemo da je Dedekind-beskonacan, ako postoji y C x i bijekcija

fix—y.

Opcenito vrijedi tvrdnja da se dvije navedene definicije beskonacnosti podudaraju, odnosno
da je skup Dedekind-beskonacan ako i samo ako je beskonacan. Medutim, bez aksioma izbora

mozZemo samo dokazati da iz Dedekind-beskonacnosti slijedi beskonacnost.
Teorem 2.13. Ako je skup Dedekind-beskonacan, onda je beskonacan.

Dokaz. Teorem dokazujemo obratom po kontrapoziciji.
Formula (Vn? € N3)(Vx! € n?)Wy! (y! C x! — =3f29bij(279,x!,y1)) je stratificirana, stoga
mozemo provoditi indukciju po n.

Neka je n = 0 i x € n proizvoljan. Tada je x = 0 pa tvrdnja vrijedi jer 0 nema pravih
podskupova. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n. Dokazimo sada tvrdnju
za Sc(n).

Neka je x € Sc(n) proizvoljan. Tada je x =yU{z}, zay € niz ¢ y. Pretpostavimo da postoji
u C x1ibijekcija f: x — u. Imamo dva slucaja.

Ako vrijedi z & u, onda vrijedi u C y iz Cega slijedi u \ {f(z)} C y. Medutim, tada vrijedi
bij (f\{(z.f(2)},»»u\{f(2)}). $to je kontradikcija s pretpostavkom indukcije.

Ako vrijedi z € u, onda postoji w € x takav da je f(w) = z. Definirajmo A := (id [ x\ {w,z})U
{(z,w), (w,z) }. OCito vrijedi bij(h,x,x), stoga imamo bij(f o h,x,u). Bududi da je
(foh)(z) = £(w) = z imamo b ((f o) \ {(z,2)},y,u\, {z}). Medutim, vrijedi u\ {z} € , $t0

je kontradikcija s pretpostavkom indukcije. |
Za kraj tocke iskazujemo i dokazujemo Dedekindov teorem (primitivne) rekurzije.

Teorem 2.14. Neka je X skup, xo € X i f: X — X funkcija. Tada postoji jedinstvena funkcija
g: N — X takva da vrijedi g(0) = xo i g(Sc(n)) = f(g(n)) za svakin € N.
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Dokaz. Neka su X, xo i1 f kao u pretpostavci teorema. Formula
() := ((0",x0)10 € 2T A (Vn! € N?) (W' € X?)

((nl,yl)lJrS c t2+5 N (Sc(nl)l,f2+5(y1)l)l+5 c t2+5))

je stratificirana, stoga definiramo skup S := {z | @(¢)}. OCito je N x X € S. Naime, (0,x) €
N X X, a ako je (n,y) € N x X, onda zbog Sc(n) € N i f(y) € X slijedi (Sc(n), f(y)) € N x X.
Iz toga slijedi da je S neprazan skup pa vrijedi g := (S C N x X. Dakle, vrijedi rel(g,N,X).

Dokazimo prvo ¢(g). Za svaki t € S imamo ¢(¢), stoga je 0t xo, iz Cega slijedi 0 g xo.
Sli¢no, ako vrijedin € N, y € X i n gy, onda za svaki t € S imamo n t y. Zbog ¢(t), dobivamo
Sc(n)t f(y) za svakit € S, iz Cega slijedi Sc(n) g f(y). Dakle, g € S.

Formula w(n) := (3!y! € X?)(n'g?>*%y") je stratificirana, stoga moZemo dokazati (Vn €
N)w(n) indukcijom po n. Ako je n = 0, onda zbog ¢(g) imamo 0 g xy. Pretpostavimo da
postoji X' # xo takav da vrijedi 0 g X’ i definirajmo g’ := g\ {(0,x')} C g. Tvrdimo da vrijedi
¢(g"). Naime, iz (0,x0) # (0,x") slijedi (0,x0) € g’. Dalje, ako vrijedi (n,y) € g/, onda vrijedi
(n,y) € g, iz Cega slijedi (Sc(n), f(y)) € 8. Po Peanovom aksiomu (P3) imamo Sc(n) # 0. Iz
toga dobivamo (0,x") # (Sc(n), f(y)), iz Cega slijedi (Sc(n), f(v)) € &', odnosno @(g’). No to
je kontradikcija s ¢injenicom da je g najmanji skup koji zadovoljava ¢.

Pretpostavimo da za neki prirodni broj k postoji jedinstveni y € X takav da je k g y i doka-
Zimo tvrdnju za Sc(k).

Buduci da vrijedi ¢(g), imamo Sc(k) g f(y), stoga preostaje jo§ dokazati jedinstvenost. Pret-
postavimo da postoji u # f(y) takav da vrijedi Sc(k) g u i definirajmo g” := g\ {(Sc(k),u)} C g.
Tvrdimo da vrijedi @(g"). Po aksiomu (P3) vrijedi Sc(k) # 0, iz ega slijedi (0,xp) € g”. Dalje,
ako vrijedi (m,z) € g, onda vrijedi (m,z) € g, iz &ega dobivamo (Sc(m), f(z)) € g. Kada bi
vrijedilo (Sc(m), f(z)) = (Sc(k),u), onda bi imali m = k po aksiomu (P4) i u = f(z). Medutim,
iz u # f(y) dobivamo y # z, §to znaci da vrijedi k g y i k g z, $to je kontradikcija s pretpos-
tavkom indukcije da je y jedinstven. Dakle, vrijedi @(g”), $to je ponovno u kontradikciji s
minimalno$¢u of g u S.

Dakle, vrijedi func(g,N,X). Ve¢ smo dokazali da vrijedi g(0) = xo, a ako za bilo koji n € N
vrijedi n g g(n), onda zbog @(g) takoder vrijedi Sc(n) g f(g(n)). Dakle, g(Sc(n)) = f(g(n)).

Jo§ preostaje dokazati da je g jedinstvena. Pretpostavimo da postoji A: N — X takva da
je h# g, h(0) = xo, i za sve n € N, h(Sc(n)) = f(h(n)). Formula (Va! € N?)(h**9(n")! =
g2+5(n1)1) je stratificirana, stoga je moZemo dokazati indukcijom po n. Ako je n = 0, onda

imamo /(0) = xo = g(0). Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N i dokazimo ju za Sc(n).
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Imamo /(Sc(n)) = f(h(n)) = f(g(n)) = g(Sc(n)). Dakle, vrijedi h = g, $to je kontradikcija.
|
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2.2. KARDINALNI BROJEVI

Teorem 2.15. Formula set(x) A set(y) A 3fbij(f,x,y) je stratificirana.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa set(x') A ser(y') A f1H0bij (119 x1 y1) |

Definiramo relaciju ekvipotentnosti dvaju skupova pomocu teorema 1.28 na skupu SET
kao x ~y < 3fbij(f,x,y). Ako za dva skupa x i y vrijedi (x,y) € (~), onda kaZzemo da su oni

ekvipotentni.

Definicija 2.16. Definiramo skup kardinalnih brojeva

Card := SET/(~) = {[x]~ | x € SET}.

Elemente skupa Card nazivamo kardinalni brojevi, a klasu ekvivalencije [x]. nazivamo
kardinalni broj skupa x i Cesto je oznacavamo s |x|. KaZemo da je kardinalni broj k = [x]
beskonacni kardinalni broj ako je x beskonaan. Ako x ima tip n onda |x| ima tip n+ 1.
Primijetimo da za svaki x € Card vrijedi x = {z | (Ix € x)(x ~ z)}, $to je jednako skupu
{z| z ~ x}, gdje je x € k neki fiksni reprezentant. Takoder, svaki kardinalni broj je neprazan
skup jer iz k € Card slijedi ¥ = [x]~.. za neki skup x, a uvijek vrijedi x ~ x. Oboje vrijedi sasvim

opcenito za klase ekvivalencija s obzirom na bilo koju relaciju ekvivalencije.
Teorem 2.17. Vrijedi sljedeée: (Vn € N)(Vy € n)Vz(z €n >y~ z2).

Dokaz. Formula (Vn? € N3)(Vy! € n?)Vz!(z! € n? <> y! ~279 71) je stratificirana, stoga ju do-
kazujemo indukcijom po n.

Neka je n =0. Za svaki y € n vrijedi y = 0. Uzmimo proizvoljni z. Ako vrijedi z € n, onda je
z=0=yiz Cega ocito slijedi y ~ z. S druge strane, ako je y ~ z, onda postoji bijekcija f: y — z.
Bududi da je y = 0, mora vrijediti z = rng(f) = rng(0) = 0 € 0 = n. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za neki prirodni broj n i dokaZzimo ju za Sc(n).

Neka su y € Sc(n) i z proizvoljni. Tada imamo y =aU{b}, gdjejea€nib & a.

Ako vrijedi z € Sc(n), onda je z=uU{v}, gdje je u € niv ¢ u. Po pretpostavci indukcije
vrijedi a ~ u, $to znaci da postoji bijekcija f: a — u. Definiramo funkciju g := fU{(b,v)},
koja je ocito bijekcija izmedu y i z.

Ako vrijedi y ~ z, onda postoji bijekcija f: y — z. Definiramo u := f[a] i v := f(b) za
koje vrijedi z = uU {v}. OCito vrijedi u ~ a € n, stoga po pretpostavci indukcije imamo u € n.

Takoder, oéito je v & x, stoga imamo z =uU {v} € Sc(n). |
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Teorem 2.17 je vrlo vazan za dokaz sljedeceg teorema.

Teorem 2.18. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1.

2.

3.

4.

V & FIN,
0 ¢ N;
N C Card,

Vrijedi (P4), odnosno (Vn € N)(Vm € N)(Sc(n) = Sc(m) — n=m).

Dokaz.

1. = 2.

3. = 4.

Pretpostavimo da je V beskonacan. Formula (Vn' € N?)(n! # 0') je stratificirana, stoga
ju dokazujemo indukcijom po n. Za n = 0 imamo 0 = {0} # 0. Pretpostavimo da tvrdnja

vrijedi za neki n € N i dokazimo tvrdnju za Sc(n).

Pretpostavimo da vrijedi Sc(n) = 0. Znamo da vrijedi Sc(n) = {yU{z} |y enAz ¢
v} ={t|Byen)(Fgy)(t =yU{z})}. Sadaiz Sc(n) = 0 slijedi (Vy € n)Vz(z € y), a
iz aksioma ekstenzionalnosti i ¢injenice da je V univerzalni skup dobivamo Vy(y € n —
V =1y). Iz toga sada slijedi da je n = 0 ili n = {V'}. Jednakost n = 0 je nemoguca zbog

pretpostavke indukcije, a iz n = {V'} dobivamo da je V € FIN, suprotno pretpostavci.

. Pretpostavimo da vrijedi @ ¢ N. Formula (Vn' € N?)(n! € Card?) je stratificirana, stoga

ju dokazujemo indukcijom po n.

Zan=01imamo 0 = |0| = {z | z ~ 0} € Card. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki

n € N i dokazimo ju za Sc(n).

Po pretpostavci imamo Sc(n) # 0, stoga postoji y € Sc(n). Po teoremu 2.17 imamo da je

z€ Sc(n) <> z € |y|. Dakle, Sc(n) = |y| € Card.

Pretpostavimo da vrijedi N C Card. Neka su n,m € N C Card takvi da vrijedi Sc(n) =
Sc(m) = |z| za neki z. Tada vrijedi z=aU{b} =cU{d}, gdjesuacn,cem bgai
déc.

Ako vrijedi b = d, onda vrijedi a = ¢. Naime, ako je w € a C z = cU{d}, onda je

w € cU{d}. Bududi da je w # d, vrijedi w € c. Obratna inkluzija se dokazuje analogno.
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Ako vrijedi b # d, onda je d € a i b € ¢. Definiramo funkciju g := (id | (z\ {b,d})) U
{(b,d)} koja je ocito bijekcija izmedu a i c. Dakle, u oba slucaja vrijedi a ~ ¢, odnosno

n—m.

4. = 1. DokaZimo tvrdnju obratom po kontrapoziciji. Pretpostavimo da vrijedi V € FIN. Tada

postoji n € N takav da je V € n. Tvrdimo da vrijedi n = {V'}. Pretpostavimo da postoji
x € n takav da je x # V. Tada mora vrijediti x C V, a budu¢i da je x,V € n, po teoremu
2.17 slijedi da je x ~ V. To znaci da je V Dedekind beskonacan, a teorem 2.13 povlaci da
je V beskonacan, §to je kontradikcija s pretpostavkom. Dakle, vrijedi n = {V'}. Sada po
karakterizaciji sljedbenika imamo Sc(n) = {yU{z} |yennz &y} ={yU{z} |z¢V} =
0 € NiSc(0) =0. Sada imamo Sc(n) = Sc(0), ali n # 0. Dakle, ne vrijedi (P4). |

Iako pojmove konacnosti i beskona¢nosti mozemo definirati pomocu prirodnih brojeva, u
NFU nismo u moguénosti dokazati postojanje beskonacnih skupova. Drugim rije¢ima, aksiom
beskonacnosti (V ¢ FIN) je nezavisan od teorije NFU [40]. Budu¢i da iz teorema 2.18 slijedi
da je Peanov aksiom (P4) ekvivalentan aksiomu beskonacnosti, ne moZzemo dokazati ni njega u
NFU. Sre¢om, aksiom beskonacnosti je relativno konzistentan s NFU [40] pa ga mozemo uvesti
kao novi aksiom. Zbog teorema 2.18, bilo koje od Cetiri u njemu spomenute tvrdnje mogu

posluZiti kao aksiom beskonacnosti.

Aksiom beskonacnosti:

V ¢ FIN.

Iz teorema 2.18(3) slijedi da je svaki prirodni broj kardinalni broj. Takoder slijedi da je
svaki kona¢ni kardinalni broj zapravo prirodni broj. Naime, ako je k = |X| kona¢ni kardinalni
broj, onda je X € FIN, $to znaci da postoji n € N takav da je X € n. Sada iz teorema 2.17
slijedi k¥ = n. Primijetimo da u ovom trenutku jos$ uvijek ne znamo je li skup prirodnih brojeva
beskonacan ili nije, ali to moZemo dokazati pomocu teorema 2.13 i ekvivalencije aksioma (P4)

s aksiomom beskonacnosti.
Teorem 2.19. Skup N je Dedekind-beskonacan.

Dokaz. Po teoremu 1.34 postoji funkcija s takva da je s(n) = Sc(n) za svaki n € N. OCito je
s funkcija u N. Zbog aksioma (P2), (P3) i teorema 2.11(1), slika funkcije s jednaka je skupu
N\ {0}, a zbog aksioma (P4) je s injekcija. Dakle, imamo bij(s,IN,N\ {0}), a budu¢i da je
N\ {0} C N, imamo da je N Dedekind-beskonacan. |
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Sada je beskonacnost skupa prirodnih brojeva jednostavni korolar teorema 2.13.
Teorem 2.20. Skup N je beskonacan.

Dokaz. Slijedi iz teorema 2.191 2.13. [ |

Kardinalni broj skupa prirodnih brojeva oznacavamo s X := |N|. Za beskonacni skup X
kaZzemo da je prebrojiv ako vrijedi |X| = N, te da je neprebrojiv ako vrijedi X # |X|.

Sada smo u moguénosti pomocu aksioma beskonacnosti, teorema 2.18 i teorema 2.14 defi-
nirati zbrajanje prirodnih brojeva. Primijetimo da je operacija Sc funkcija na skupu prirodnih
brojeva. Za proizvoljni m € N po teoremu 2.14 postoji funkcija Ad,, takva da vrijedi Ad,,(0) =m
i1Ady (Sc(n)) = Sc(Ady(n)) za svaki n € N. Definiramo zbrajanje prirodnih brojeva n,m € N
kao m+n := Ad,,(n). OCito je Sc = Ad,.

MnoZenje definiramo na sli¢an nacin: za proizvoljni m € N po teoremu 2.14 postoji funk-
cija Ml,, takva da vrijedi Ml,,(0) = 0 i Ml,,(Sc(n)) = Ady(Mly(n)). Definiramo mnoZenje
prirodnih brojeva n,m € N kao m-n := Ml,,(n).

Jednostavno se indukcijom dokazuju osnovna svojstva zbrajanja i mnoZenja (asocijativnost,
komutativnost i distributivnost). Takoder jednostavno iz definicije slijedi da ako n i m imaju tip

k,onda n+min-m imaju tip k.

Teorem 2.21. Formula k € Card NA € Card A (VX € k)(VY € A)(3finj(f,X,Y)) je stratifi-

cirana.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa
K2 € Card® ANA? € Card® A (VX' € 2)(WY! € A2)Afinj(f1+9 X', ¥1). |
Sada pomocu teorema 1.28 definiramo uredaj <c,,4 na skupu Card kao
K <caa A= (VX € x)(VY € )3finj(f,X,Y).

Primijetimo da iz teorema 2.18(3) 1 definicije relacije <,y imamo da je skup N ureden s
<card Na uobicajen nacin.

Relaciju (<¢g4q) moguce je definirati na jo§ dva, ekvivalentna nacina, ovisno o kvantifikato-
rima koje upotrebljavamo. Umjesto (VX € k)(VY € A) moguce je promatrati (VX € x)(3Y € 1)
ili ¢ak (IX € x)(3Y € 1).

Teorem 2.22. Neka su ki A kardinalni brojevi. Tada vrijedi
K<caar <& (VX € x)(TY € 1)Ifinj(f,X,Y) < (IX € x)(TY € A)3Ifinj(f,X,Y)
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Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi k <c¢,,q A i dokazimo (VX € x)(3Y € A)3finj(f,X,Y). Neka
je X € k proizvoljan. Bududi da je A # 0, slijedi da postoji Y € A. Sada iz K <c,q A slijedi da
postoji injekcija f: X — Y.
Pretpostavimo da vrijedi (VX € x)(3Y € A)3finj(f,X,Y) i dokazimo
(3X € x)(3Y € A)3finj(f,X,Y). Bududi da su x,A # 0, postoji Xy € K i za taj X iz pretpos-
tavke slijedi da postoji ¥y € A. Sada iz pretpostavke slijedi da postoji injekcija f: Xy — Yp.
Pretpostavimo da vrijedi (3X € x)(3Y € A)3finj(f,X,Y) i dokazimo x <c4y A. Neka su
X € kiY € A proizvoljni. Po pretpostavci postoje Xo € ki Yy € A iinjekcija f: Xog — Y. 1z
definicije kardinalnih brojeva dobivamo X ~ Xy 1Y ~ Y, Sto znaci da postoje bijekcija g;: X —

Xoigo: Yy — Y. Tada je funkcija go o fog;: X — Y injekcija. [ |

U nastavku neemo praviti razliku izmedu ekvivalentnih definicija uredaja na kardinalnim

brojevima iz teorema 2.22, odnosno koristit cemo bilo koju od njih prema potrebi.

Lema 2.23. Nekasu A,B,C,D skupovi takvi da vrijedi ANB =CND = 0. Ako vrijedi A ~ C
1B~ D, onda vrijediAUB ~ CUD.

Dokaz. Nekasu f: A— C1ig: B— D bijekcije. Definiramo s := f'U g, koja je ocCito funkcija s
AUB u CUD. Funkcija h je surjekcija jer vrijedi rng(h) = rng(f) Urng(g) = CUD, a takoder
je i injekcija. Naime, pretpostavimo da vrijedi h(x;) = h(x;). Ako su xj,x € A ili x1,x; € B,
onda iz h(x;) = h(x;) dobivamo f(x1) = f(x2) ili g(x1) = g(x2). Bududi da su f i g injekcije,
u oba slucaja dobivamo x; = x;. Ako je x; € A i xp € B, onda iz h(x;) = h(xp) dobivamo

C > f(x1) = g(xz) € D, §to je kontradikcija s CND = 0. [
Teorem 2.24. Zasve o, 3 € Card vrijedi & <cgrq B ili B <cura O.-

Dokaz. Neka su @, € Card proizvoljnite A € o i B € . Po Zermelovu teoremu, skupove A
i B mozemo dobro urediti. Fiksirajmo dobre uredaje na A i B te ih ozna¢imo redom s < i C.
Sada po teoremu 1.57 imamo tri slucaja.

Ako vrijedi (=) ~ (C), onda je A = dom(=<) ~ dom(C) = B, iz Cega slijedi o = |A| =
|B| = B. Ako postoji b € B takav da je p—(b) ~ (=), onda je A ~ P-(b) C B, iz Cega slijedi

o = |A] <caa |B| = B. Analogno se dokazuje kada postoji a € A takav da je p<(a) ~ (E). R
Teorem 2.25. Relacija <¢,,4 na skupu Card je dobar ureda;.

Dokaz. Refleksivnost: Neka je k proizvoljni kardinalni broj. Tada za proizvoljne X,Y € k

vrijedi X ~ Y, a jer bijektivnost povlaci injektivnost, to znaci Kk <cyq K.
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Antisimetri¢nost: Neka su x = |X| i A = |Y| kardinalni brojevi. Pretpostavimo da vrijedi
K <card A 1 A <carq K, 0dnosno da postoje injekcije f: X — Y i g: Y — X. Za poCetak doka-
Zimo da postoji skup S C X takav da vrijedi g[Y \ f[S]] =X\ S.

Formula x! = X'\ g? Y I\ 2] 1} ! je stratificirana, stoga po teoremu 1.34 postoji funkcija
zadana s F(x) = X \ g[Y \ f[x]], za svaki x € 2(X). DokaZimo da je F monotona. Neka su
x,y C X proizvoljni takvi da vrijedi x C y. Tada imamo f[x] C f[y], iz Cega slijedi Y \ f]y] C
Y\ flx], 8to pak daje g[Y \ f[y]] € g[¥\ f[x]], a iz toga pak dobivamo X \ g[¥ \ f[x]] € X\
g[Y \ fIv]], §to znadi da vrijedi F(x) C F(y). Formula x' C X' Ax! C F(x)! je stratificirana
pa postoji skup M := {x | x CX Ax C F(x)}, aondai skup S := JM. Tvrdimo da je S fiksna
tocka funkcije F, odnosno da je F(S) = S. Ako je z € S, onda postoji x € M takav da je z € x.
Iz x € M slijedi z € x C F(x) C F(S), odnosno z € F(S). Dakle, S C F(S), iz ¢ega dobivamo
F(S) CF(F(S)), iz Cega F(S) € M, pa dobivamo F(S) C S. Dakle, F(S) = S. Sada dobivamo
dajeg [ (Y\ f[S]): Y\ f[S] — X \ S bijekcija. Imamo X \ S ~ Y \ f[S], S~ f[S] i (X \S)NS =
0= (Y \ fIS]) N f[S]. Stoga iz leme 2.23 slijedi X = (X \ S)US ~ (Y \ f[S]) U f[S] =Y.

Tranzitivnost: Neka su k, A i u kardinalni brojevi takvi da vrijedi K <cgu A 1 A <cga U
Uzmimo proizvoljne X € ki Z € u. Tada postoji Y € A te za njega postoje injekcije f: X — Y
i g: Y — Z. Bududi da je kompozicija injekcija ponovno injekcija, slijedi da je go f: X — Z
takoder injekcija, a iz toga po definiciji vrijedi K <cgq U.

Dobra uredenost: Neka je K neprazni skup kardinalnih brojeva. Uzmimo proizvoljni K € K i
X € k. Po Zermelovu teoremu postoji dobar uredaj na X, koji oznaimo s <. Formula x! € X% A
(3N’ e k) (A3 ggrfl |P< (x1)2|3) je stratificirana pa definiramo skup M :={x [ x € X A (FA €
K)(A <cara |P<(x)])}. Formula x' € X2 A (¥y! € M?)(x! <29 y1) je takoder stratificirana, pa

definiramo skup S:={x € X | (Vye M)(x < y)}.

Tvrdnja 1. Ne postoji A € K takav da je A <cumq |S|-
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji A € K takav da je A <cuq |S|- Nekaje A € A. Tada
postoji injekcija f: A — S te vrijedi A ~ rng(f) CSiA £ S. Oznacimo (C) := (K)N(SxS) i
(<) :=(X)N(rng(f) x rng(f)). Tada po teoremu 1.57 imamo tri slucaja.

Ako vrijedi (E) ~ (), onda vrijedi S ~ rng(f), §to je kontradikcija.

Ako postoji y € rng(f) takav da je (C) ~ p<(y), onda je S ~ P<(y). Buduéi da vrijedi
Po(y) C rng(f), imamo |S| <cga [rng(f)|. Sada iz antisimetri¢nosti relacije <c¢,, dobivamo
S ~ rng(f), $to je kontradikcija.

Ako postoji x € S takav da je (<) ~ p(x), onda vrijedi rng(f) ~ P-(x) = P<(x), pa imamo
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A ~ rng(f) ~ P<(x). Iz toga slijedi A = |A| = |P<(x)| <cara |P<(x)|, Sto znaci da je x € M.

Buducdi da je x € S, vrijedi x < x, $to je kontradikcija. U

Tvrdnja 2. |S| € K.
Dokaz. Ako je M = 0, onda je S = X, iz Cega slijedi |S| = |X| = k € K.

Ako je M # 0, onda je S = P<(xp), gdje smo s xo oznacili <-najmanji element od M. Tada
za taj xo, po definiciji skupa M, postoji Ay € K takav da je Ay <cgra |P<(x0)| = |S|. Prema tvrdnji
1 ne moze biti Ay < |S|, stoga je |S| = Ay € K. O

Iz tvrdnje 1 i tvrdnje 2 slijedi da je |S| minimalni element od K, a onda iz teorema 2.24 slijedi

da je |S| zapravo najmanji element od K. [
Svojstvo antisimetricnosti relacije <¢,,¢ joS nazivamo Cantor-Bernsteinov teorem.
Teorem 2.26. Vrijede sljedece tvrdnje:
1. Za svaki prirodni broj n, ako je x € Sc(n) iy € x, onda je x \ {y} € n.
2. Ne postoji prirodni broj n takav da je n <cyq 0.
3. Za svaki prirodni broj n vrijedi n <cgq Sc(n) .
4. Za sve prirodne brojeve n i m vrijedi, m <cy,q n ako i samo ako m <cg.q Sc(n) .
5. Svaki neprazni konac¢ni parcijalno uredeni skup ima maksimalni element.
6. Za svaki prirodni broj n vrijedi n <cgq No.
7. Neka sun,m € N. Ako je n <cyq m, onda je Sc(n) <cgrg Sc(m).
8. Neka sun,m € N. Ako je n <cuq m, onda za svaki x € N vrijedi n+x <cgpg m+X.
9. Neka sun,m € N. Ako je n <c4q m, onda za svaki x € N vrijedi n-x <cgpg m-X.

Dokaz. 1. Uzmimo proizvoljne n € N, x € Sc(n) iy € x. Iz x € Sc(n) slijedi da postoji z € x
takav da je x\ {z} € n. Jedna bijekcija izmedu x\ {y} i x\ {z} je id | (x\ {y}), ako je

y=2zte (id| (x\{yz})) U{(z,y)} inace.

2. Pretpostavimo suprotno, da postoji n € N takav da je n <cyy 0 An # 0. Uzmimo pro-
izvoljne A € n 1 B € 0. Po definiciji relacije <c4q, postoji injekcija s A u B. Medutim,
B € 0 znadi da je B = (0. Dakle, injekcija mora biti prazna, Sto znaci da je A = 0. To je u

kontradikciji s n # 0.
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3. Uzmimo proizvoljni n € N i proizvoljni A € n. Tada je A # V, stoga postoji x € V takav da
je x € A. Iz karakterizacije sljedbenika dobivamo AU {x} € Sc(n). OCito je inj(ids,A,AU
{x}), pa imamo n <cgq Sc(n). Pretpostavimo da vrijedi n = Sc(n). To znaci da postoji
bijekcija f: A — AU {x}. Ocito je A C AU{x}, a po teoremu 2.13 imamo da je AU {x}
beskonacan. Dakle, AU {x} ¢ FIN, $to je kontradikcija s AU {x} € Sc(n) C FIN. Dakle,

n <cara Sc(n).

4. Uzmimo proizvoljne n,m € N. Pretpostavimo da vrijedi m <c,q n. 1z (3) slijedi n <cgu
Sc(n)in# Sc(n). Iz tranzitivnosti relacije <cgyq dobivamo m <c,,q Sc(n). Pretpostavimo
da vrijedi m = Sc(n). Tada imamo Sc(n) <cgrgn i n <cgu Sc(n), Sto daje n = Sc(n). To
je kontradikcija s n # Sc(n), stoga imamo m <y, Sc(n) i m # Sc(n), odnosno m <cay
Sc(n).

Pretpostavimo da vrijedi m <cg4y Sc(n). Neka su A € m i B € Sc(n) proizvoljni. Po
pretpostavci postoji injekcija f: A — B, koja nije bijekcija. To znaci da postoji b € B
takav da je b & rng(f). Iz toga slijedi da je f takoder injekcija s A u B\ {b}. Sada (1)

povlaci B\ {b} € n, iz Cega slijedi m <cgq n.
5. Trebamo dokazati
(VX € FIN\ {0})¥R (Po(R.X) — (T € X)(vy € X\ {x0})(x0 R )).
Sto slijedi iz stratificirane formule

(Vn® € N\ {03 1) (VX2 € n®)VR* 2 (Po(R**2, X?) —

— (B € X2)(Wy' € X2\ {x0}D) (xh RFTOYY),

koju dokazujemo indukcijom po n (pocevsi od 1).

Neka je n = 1. Uzmimo proizvoljni X € 1 i parcijalni uredaj R na X. Iz X € 1 = Sc¢(0)
dobivamo da postoji zo takav da je X = {zo}. To znaci da je R = {(z0,20)}, stoga je zo
maksimalni element od X po relaciji R. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni

broj n > 1 i dokazimo ju za Sc(n).

Neka je X € Sc(n) proizvoljan i R parcijalni uredaj na X. Iz karakterizacije sljedbenika
dobivamo X = xU {y}, gdje je x € n i y ¢ x. Bududi da je R parcijalni uredaj na X,
R’ := RN (x x x) je parcijalni uredaj na x. Iz pretpostavke indukcije slijedi da postoji

maksimalni element zy od x po relaciji R’. Ako je zo R y, onda je y maksimalni element
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od X po R. Naime, kada bi postojao wy # y takav da je y R wy, onda bi iz zp Ry i
tranzitivnosti od R imali zg R wo. Buduci da je wg # y, slijedi wg € x, $to je kontradikcija
s maksimalno$¢u od zg. Ako je y R zg ili z9 i y nisu usporedivi, onda je zp maksimalni

element od X po relaciji R.

6. Neka je n € N proizvoljan. Pretpostavimo da vrijedi n >c,q Xo. Po definiciji relacije
<cuard> pOstoji injekcija f: N — A, gdje je A € n. to znaci da vrijedi N ~ rng(f), gdje je
rng(f) C A. Bududi da je A konacan, po teoremu 2.9(1) je rng(f) konacan. To znaci da

je N konacan, Sto je kontradikcija. Dakle, n <cgq No.

7. Neka sun,m € Ntakvi da je n <cgq m. Pretpostavimo da vrijedi Sc(m) <cgpq Sc(n). 1z (3)

dobivamo m <4 Sc(m) <carg Sc(n), a iz (4) dobivamo m <4 1, $to je kontradikcija.

2+0

8. Uzmimo proizvoljne n,m € N. Formula (Vx' € N?)(n! <Curd m! — (n' 4 xH! <2to

Card

(m' +x")1) je stratificirana, pa je dokazujemo indukcijom po x. Neka je x = 0. 1z n <cuq
m dobivamo n+x =n+0 = n <,y m = m+ x. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki
x € N i dokazimo ju za Sc(x). Ako je n <cgq m, onda pomocu asocijativnosti dobivamo
n+ Sc(x) = Sc(n+ x). Iz pretpostavke indukcije slijedi n + x <cgg m+x. Sada iz (7)
dobivamo Sc(n+x) <cgrg Sc(m+x). Dakle, n+ Sc(x) <cgra Sc(m+x) = m+ Sc(x).

246 1 1 1\l 2+6
Card ™ - (l’l X ) SCard
1

(m'-x1) 1) je stratificirana, pa je dokazujemo indukcijom po x. Za x = 0 tvrdnja slijedi tri-

9. Uzmimo proizvoljne n,m € N. Formula (Vx' € D\lz)(n1 <

vijalno (jer je za svakiy € N, y-0=0-y = MI,(0) = 0). Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za neki x € N i dokaZimo ju za Sc(x). Ako je n <cgy m, onda po pretpostavci induk-
cije, tvrdnji (8) i komutativnosti zbrajanja dobivamo n-Sc(x) =n-x+n <cggm-x+m=

m-Sc(x). |

Ako je uredaj u 2.26(5) dobar, onda je maksimalni element ujedno i najveci. Primijetimo da
iz teorema 2.26(5) i teorema 2.25 slijedi da svaki konacni skup prirodnih brojeva s obzirom na
relaciju <c,,¢ ima najveci element.

Pocetni komad prirodnog broja n € N s obzirom na <¢,,y oznatavamo A, := P<_,(n).
Iz definicije pocetnog komada slijedi da ako n ima tip k, onda A, ima tip k+ 1. Buduci da je
svaki konacni kardinalni broj ujedno i prirodni broj, slijedi da je A,, C N. JoS kazemo da je A,

pocetni komad prirodnih brojeva.

Teorem 2.27. 1. Svaki pocetni komad prirodnih brojeva je konacan.
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2. Neka je X skup pocetnih komada prirodnih brojeva takav da vrijedi [ JX C N. Tadaje X

pocetni komad prirodnih brojeva.

Dokaz. 1. Formula (V! € N?)(A2 € FIN?) je stratificirana, stoga ju dokazujemo indukci-
jom po n. Zan =0 imamo Ay = {m € N | m <c4q 0} =0 € 0 C FIN. Pretpostavimo da

tvrdnja vrijedi za neki n € N i dokazimo je za Sc(n).

Bududi da je A, € FIN, postoji k € N takav da je A, € k. 1z definicije poCetnog komada
prirodnih brojeva slijedi n Z A,. Sada imamo Ag,(,) = A, U {n} € Sc(k).

2. Pretpostavimo da je X skup pocetnih komada prirodnih brojeva takvih da vrijedi (JX C N.
Akoje X =01ili X = {Ap}, onda je ocito | JX = Ap. DokazZimo tvrdnju za ostale X. Skup
UX je pravi podskup od N, stoga postoji m € N takav da je m >c¢gq n za sve n € JX.
Tvrdimo da je X C A,. Neka je w € [JX. Tada postoji n € N takav da je w € A,.
Bududi da vrijedi n <cg4q m, imamo A, C A,,, $to daje w € A;,. Sada iz (1) i teorema
2.9(1) slijedi da je [JX neprazni konacni podskup od N. Bududi da je <, dobar uredaj,
postoji najvedi element od | J X, koji oznacimo s r. Tada za svaki x € |JX vrijedi x <cgq 1,
0dnosno x <¢4q Sc(r). Dakle, JX CA se(r)- Dokazimo obrnutu inkluziju. Pretpostavimo
da je x € Age(r), 0dnosno x <cgpg r. Buducidaje r € JX, postoji A; € X takav da je r € A;.

Tada x <cga 7 <cara i povlacix € A; CUX. |
Teorem 2.28. Svaki beskonacni skup ima prebrojiv podskup.

Dokaz. Neka je X beskonacan skup. Dokazujemo da postoji injekcija s N u X.

Formula (3n' € D\lz)inj(fzJ"s,Ai] ,X?)Vinj (f27% N2, X?) je stratificirana, stoga definiramo
skup K := { f | (3n € N)inj(f,An,X) Vinj(f,N,X)}. Skup K je neprazan jer je @ € K. Naime,
zan = 0 iz teorema 2.26(2) imamo Ag = 0, iz Cega slijedi inj(0,Ap,X). Uredimo K inkluzijom
i dokazimo da zadovoljava uvjete Zornove leme.

Neka je C C K proizvoljni neprazni lanac. Trebamo dokazati [JC € K. 1z teorema 1.49
dobivamo da je | JC injekcija, rng(UC) CX, i dom(UC) C N. Ako vrijedi dom(UC) =N,
onda je ocito | JC € K. Ako je dom (UC) # N, bududi da je domena svakog elementa od C
pocetni komad prirodnih brojeva, iz teorema 1.49 i teorema 2.27(2) slijedi da postoji ng € N
takav da je dom(U C) = Ap,, Sto povlaci | JC € K. Sada koriste¢i Zornovu lemu dobivamo da
postoji maksimalni element od K. Jedan maksimalni element oznacimo s fj.

Ako je dom( fy) # N, onda postoji n € N takav da je dom( fy) = A,. Ako vrijedi rg(fy) =X,

onda imamo bij( fy,A,,X), §to je kontradikcija jer je A, konacan po teoremu 2.27(1), a X je be-
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skonacan po pretpostavci. Ako vrijedi rng(fo) # X, onda postoji x € X \ rng(fp). Definiramo
funkciju fi := foU{(n,x)}. OCito vrijedi inj(f1,Asc(n),X), dakle fo C fi € K, Sto je kontradik-
cija s maksimalnos$éu od fy. Dakle, dom(fp) = .

Sada imamo inj( fo,N,X) i rng(fo) ~ N je trazeni prebrojiv podskup od X. [ |
Jednostavna posljedica teorema 2.28 je sljedeéi rezultat.
Teorem 2.29. Neka je X C N beskonacan skup. Tada je |X| = Xy.

Dokaz. 1z X C N slijedi da je |X| <cgu No. S druge strane, X je beskonacan skup pa po
teoremu 2.28 postoji Xy C X takav da je |Xo| = No. No tada imamo X = |Xp| <4 |X|, 2 onda

iz antisimetri¢nosti relacije <cuy slijedi |X| = No. [ |

Iz teorema 2.29 mozemo zakljuciti da je kardinalni broj skupa prirodnih brojeva najmanji
beskonacni kardinalni broj. Naime, kada bi postojao beskona¢ni kardinalni broj k = |X| # X
takav da je k¥ <cu4 X, onda bi postojala injekcija f: X — N. Buduci da je X beskonacan
i vrijedi X ~ rng(f), slijedi da je rng(f) C N beskonacan. Sada iz teorema 2.29 dobivamo

rng(f) ~ N, iz Cega slijedi k = |X| = |rng(f)| = Ny, $to je kontradikcija.
Teorem 2.30. Skup je beskonacan ako i samo je Dedekind-beskonacan.

Dokaz. Jedan smjer smo dokazali u teoremu 2.13. DokaZimo drugi smjer.

Neka je X beskonacni skup. Po teoremu 2.28 postoji S C X takav da je S ~ N, odnosno
postoji bijekcija f: S — N. Kao i u teoremu 2.19, funkcija g: N — N\ {0} definirana s g(n) :=
Sc(n) je bijekcija. Definiramo funkciju h:= f~'ogo fU (id | (X \S)). DokaZimo da je h
injekcija i da vrijedi rng(h) C X.

Ako su x,y € S, onda h(x) = h(y) zna&i (f ' ogo f)(x) = (f'ogof)(y). No, flogof
je injekcija kao kompozicija injekcija, iz Cega slijedi x = y.

Akojexe Siye€ X\ S, imamo A(x) € Sih(y) =y € X \S. Dakle, tada je h(x) # h(y).

Ako sux,y € X\ S, onda iz h(x) = h(y) slijedi x = h(x) = h(y) = y.

Otito je rng(h) C X. Pretpostavimo da vrijedi jednakost. Zbog 0 € N postoji y € S takav
da je f(y) = 0. Zbog surjektivnosti, za taj y postoji x € X takav da je h(x) = y. Mora vrijediti
x € S, jer kada bi vrijedilo x € X \ S, onda bismo imali y = h(x) = x € X \ S, §to je kontradikcija.
Tada imamo ! (g(f(x))) =y, iz ega slijedi g(f(x)) = f(y) = 0. No to je kontradikcija s
0 ¢ N\ {0}. To znaci da je rng(h) # X.

Dakle, & je bijekcija izmedu X i njegova pravog podskupa rng(h). [
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2.2.1. Zbrajanje 1 mnoZenje kardinalnih brojeva

U ovoj tocki uvodimo zbrajanje i mnoZenje kardinalnih brojeva. Znamo iz teorema 2.18 da
su prirodni brojevi zapravo kardinalni brojevi, ali zbrajanje i mnozenje (konac¢nih) kardinalnih
brojeva te zbrajanje i mnoZenje prirodnih brojeva nece se podudarati. Te operacije ¢e se moci
podudarati tek u trenutku kada budemo imali tipski ujednacene uredene parove. Iz tog raz-
loga ¢emo operacije zbrajanja i mnoZenja na kardinalnim brojevima zasad oznacavati i nazivati
drugacije od ve¢ definiranih operacija na prirodnim brojevima.

Vazno je napomenuti kako nije nuzno potrebno razviti cijelu transfinitnu aritmetiku, vec
samo dokazati princip kvadriranja beskonacnih kardinalnih brojeva kako bismo bili u mogu¢-

nosti definirati tipski ujednacene uredene parove.

Teorem 2.31. Vrijede sljedece tvrdnje:
1. Formula (3x € x)(Jy € 1)(z ~x x {0} Uy x {1}) je stratificirana.
2. Formula (3x € k)(Jy € A)(z ~ x x y) je stratificirana.

Dokaz. 1. Tvrdnja slijedi iz zapisa

(B € ) (IH? € A7) (0 ~ (xx {0} U (v x {1})*°).
2. Tvrdnja slijedi iz zapisa (3x% € k3)(Jy* € A3) (Z2+5 ~ (x X y)2+5). |
Za kardinalne brojeve k i A definiramo vanjski zbroj
K®A:={z|(Gxex)(Tyed)(z~xx{0}uyx{1})}

i vanjski umnozak

KOA:={z| (Fex)ByeA)(z~xxy)}.
Teorem 2.32. Ako ki A imajutipn,ondai kHAik®A imajutipn+ 9.
Dokaz. Tvrdnje slijede iz sljedecih zapisa:
20 (ko) o (Al e d)FP e 13)(Z2+5 ~ (xx {0120 U (y x {1})2+6)
2 (ko) o (A e k) (I € /13)(Z2+5 - (xxy)2+5). n

Primijetimo da su za bilo koje kardinalne brojeve njihov vanjski zbroj i umnozak uvijek

neprazni, iz ¢ega slijedi da su oni kardinalni brojevi.
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Teorem 2.33. Neka su ki A kardinalni brojevi. Vrijede sljedece jednakosti:
2. KOA=A0k.

Dokaz. 1. Neka su A € ki B € A proizvoljni. Dovoljno je dokazati A x {0} UB x {1} ~
A x {1} UB x {0}. Definiramo pomocu teorema 1.35 funkcije fi i f> takve da vrijedi
f1(a,0) = (a,1)i fa(b,1) = (b,0) zasve a € Aisve b € B. OCito je f := f1 U f> bijekcija
izmedu A x {0}UBXx {1} 1A x {1} UBx{0}.

2. NekasuA € xi B € A proizvoljni. Dovoljno je dokazati A X B ~ B x A. Pomo¢u teorema
1.35 definiramo funkciju f takvu da vrijedi f(a,b) = (b,a) zasve a € A isve b € B. OCito
je f bijekcija izmedu A X B i B X A. |

Za skup x oznaCimo operaciju t(x) := {x}. Primjenu operacije t na skup x uzastopno k puta
ozna¢avamo s 1*(x). Nadalje, uvodimo konvenciju 1°(x) = x. Primijetimo da ako x ima tip n,

onda 1*(x) ima tip n + k. Takoder vrijedi 1*(x) = 1*(y) (za bilo koji k) ako i samo ako x = y.

Definicija 2.34. Neka je ¥ = |X| kardinalni broj. Definiramo operaciju podizanja tipova na

kardinalnom broju k kao T(x) := | Z(X)].

Jednostavno slijedi da ako k ima tip n, onda T'(k) ima tip n+ 1. Primjenu operacije T uzas-
topno k puta na kardinalni broj x oznadavamo T* (). Takoder uvodimo konvenciju 7°(k) = k.
Zbog teorema 1.21(1), ako k ima tip n, onda T¥(k) ima tip n 4 k. Nadalje, sliénu konvenciju

uvodimo za &7 i |J; uzastopne primjene operacija &1 i |J k puta oznacavamo redom 9{‘ i UK.

Teorem 2.35. Neka su ¥ = |X| i A = |Y| kardinalni brojevi. Tada vrijedi k = A ako i samo

ako T(x)=T(A).

Dokaz. Vrijedi k = A ako i samo ako je X ~ Y, $to vrijedi ako i samo ako je & (X) ~ Z(Y),
odnosno T (k) =T(A). [

Teorem 2.36. Ako je X skupiA C X, onda je T%(|X|) = [X \ A| ®A|.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da vrijedi 229 (X) ~ (X \ A) x {0} UA x {1}. Po teoremu 1.35
postoje funkcije f1 i f> takve da vrijedi f1(x,0) = 1%(x) i f2(a,1) = 1%(a) zasve x € X \ A i sve
a € A. OCito je f1 U f» bijekcija izmedu (X \ A) x {0} UA x {1}i 22 (X). |
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Teorem 2.37. Za svaki beskonacni kardinalni broj x i svaki prirodni broj n

vrijedi k Hn = T9(x).

Dokaz. Neka je k = |X| i A € n. Dovoljno je dokazati X x {0} UA x {1} ~ 29(X). Imamo
dva slucaja. Akojen=0,ondajeA=0pajeiA x {1} =0. Po teoremu 1.35 postoji funkcija
f takva da je f(x,0) = 1%(x) za svaki x € X. OCito je f bijekcija izmedu 29(X) i X x {0}.
Dakle, vrijedi X x {0} UA x {1} =X x {0} ~ 29(X).

Neka je n £ 0. Tada po teoremu 2.28 postoji injekcija f: N — X te po teoremu 2.26(6)
postoji injekcija g: A — N. Po pretpostavci je A konaCan skup, stoga je rng(g) konacan, i
neprazan zbog A # 0, pa ima najveci element koji oznacimo s ay.

Pomocu teorema 1.35 moZemo definirati funkcije A1, hy 1 h3 na sljedeci nacin:

hy(x,0) := ls(f(f_l(x) +ag+ 1)), x € rng(f);
hy(x,0) := ls(x), x € X\ rmg(f);

h3(x,1) :=1%(f(g(x))), x € A.

Buduci da su im domene disjunktne, njihova unija 4 := hy U hy U h3 je funkcija; dokaZimo
da je injekcija. Neka su z1,z, € dom(h) takvi da je z; # zo i pretpostavimo h(z1) = h(z).

Ako je z; = (x1,0) i 2o = (x2,0), onda iz z; # z» dobivamo x| # x;, te tada imamo tri slu-
¢aja. Ako suxy,x; € rng(f), onda iz pretpostavke dobivamo /(zy) = 1° (F(F 1 x)+ao+1)) =
19 (f(f*1 (x2) +ao+1)) = h(z2), a zbog injektivnosti od f slijedi x| = x, §to je kontradikcija.
Ako su x;,x; € X \ rng(f), onda imamo h(z;) = 1% (x1) = 1% (x2) = h(zy), iz Gega slijedi x; = x»,
Sto je kontradikcija. Ako je x| € rng(f)ix; € X \ rng(f), onda imamo
() +ag+1)) = 15(x2), $to daje f(f ! (x1) +ao+ 1) =x2 € mg(f), $to je kontra-
dikcija.

Ako je z; = (x1,0) i zo = (x2,1), onda imamo dva sluCaja. Ako je x; € rng(f) i x; € A,
onda imamo 1° (f(f~!(x1) +ao+1)) =1°(f(g(x2))) iz Cega slijedi f(f'(x1) +ao+1) =
f(g(x2)), odnosno £~ (x;) +ao+1 = g(a). Bududi da je ag najveci element od rg(g) i g(x2) €
rng(g), imamo g(x2) <curd do <cara f~'(x1) +ao+ 1, odnosno £~ (x1) +ag+ 1 # g(xz), §to
je kontradikcija. Ako sux; € X \ rng(f) ix; € A, onda imamo 1% (x;) = 1° (f(8(x2))), iz Cega
slijedi x; = f(g(x2)) € rng(f), $to je kontradikcija.

Ako je z1 = (x1,1) i 20 = (x, 1), onda iz z; # zp dobivamo x| # x,. Tada imamo h(z;) =
1°(f(g(x1))) =1°(f(g(x2))) = h(z2). 1z toga slijedi f(g(x1)) = f(g(x2)), a onda zbog injek-

tivnosti od f 1 g dobivamo x| = x3, Sto je kontradikcija.
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Dakle, postoji injekcija s X x {0} UA x {1} u @{3 (X), $to znaci da vrijedi Kk D n <cgu
T%(k). Formula (3x! € X2) (u!T0 = 15 (x1) 19 Aw!*9 = (x1,01)1*9) je stratificirana pa po-
mocu teorema 1.28 definiramo relaciju k := {(15(x), (x,0)) | x € X}. Ogito je k funkcija s
e@{s (X) uX x {0YUA x {1}, a o€ito je i injekcija. Dakle, vrijedi T% (k) <cur kK @ n. Sada iz

Cantor—Bernsteinova teorema dobivamo k ®n = T (k). [
Disjunktna unija dvaju prebrojivih skupova takoder je prebrojiv skup.
Teorem 2.38. Vrijedi Xo@® Xo=T9(Ry).

Dokaz. Dovoljno je dokazati N x {0} UN x {1} = N x {0,1} ~ 223(N).

Po teoremu 1.35 postoji funkcija /i: N x {0,1} — 229 (N) takva da vrijedi
h(ai,b;) =1%(2-a; +b;). Dokazimo da je  injekcija. Neka su (ay,b), (az,b2) € Nx {0,1}
razliciti.

Ako je by # by, bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti by = 01 b, = 1. Tada
imamo dva slu€aja. Ako je a; <cgq a2, ondaimamo 2-a;+by =2-a1 <2-ay <cgrg2- a2+ b2,
iz Cega slijedi h(ay,by) # h(az,by). Ako je ay <carg a1, onda imamo ap + 1 <cg4q ai, pa je
2-ar+bry=2-ay+ 1 <cyu2-ar+2=2-(ap+ 1) <caa 2-a1 = 2-aj + by, iz Cega slijedi
h(ay,by) # h(ay,by).

Ako je by = by, onda mora vrijediti a; # a pa bez smanjenja openitosti moZzemo pret-
postaviti a; <cgq az. Tada imamo 2-a; +by =2-ay + by <caa 2 - ay + by, iz Cega slijedi
h(ay,by) # h(az,bs).

Formula (3n! € N) (a0 = 19(n) 9 ADIF0 = (n,0)1+9 At = (a'+2,p149)1429) je strati-
ficirana, pa definiramo g := {(1%(n), (n,0)) | n € N}. O¢ito je g: ¢ — N x {0,1} injekcija.

Sada iz Cantor-Bernsteinova teorema slijedi N x {0,1} ~ 29 (N). |

Svojstvo iz teorema 2.38 vrijedi ne samo za prebrojive, veC i opCenito za beskonacne kardi-

nalne brojeve.
Teorem 2.39. Za svaki skup X C (V) vrijedi 2, (UX) =X.

Dokaz. Neka je x € X C Z1(V). Tada postoji skup u takav da je x = {u}. Bududi da je
{u} € X, slijedi da je {u} C UX, odnosno u € JX. Iz toga slijedi {u} = x € &2 (UX). Neka je
x € 2 (UX). Tada postoji u € UX takav da je x = {u}. Za taj u postoji t € X takav da je u € 1.
Bududi da je X C Z(V), slijedi da postoji skup w takav da je t = {w}. Sadaiz u € t = {w}

dobivamo u = w, §to daje x = {u} = {w} =r € X. |
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Iz teorema 2.39 slijedi da za svaki X C 27, (V) i prirodni broj k vrijedi 22¢(U*X) = X.
Teorem 2.40. Za svaki beskona¢ni kardinalni broj K vrijedi k @ k = T (k).

Dokaz. Neka je k = |X|. Dovoljno je dokazati X x {0} UX x {1} = X x {0,1} ~ 22%(X).
Formula 3¥2 (Y2 C X2 AY? & FIN® Abij (f242°,(Y x {0})2FOU (Y x {1})2+8, 29(v)?*9)) je
stratificirana pa definiramo K := {f | 3 (Y C X AY & FIN Abij(f,Y x {0, 1},@{3(Y)))} i
uredimo ga inkluzijom. Budu¢i da je X beskonacan, po teoremu 2.28 postoji prebrojiv skup
Xo C X. Iz teorema 2.38 slijedi Xp x {0,1} ~ 9{3 (Xo), Sto znaci da postoji bijekcija fo: Xo U
{0} x X x {1} — 29(Xy). Iz toga odmah imamo f; € K, odnosno K je neprazan. Neka je C
proizvoljni lanac u K. Dokazimo da vrijedi | JC € K.

1z teorema 1.49(5) slijedi da je UC injekcija. Jer je (3f20*! € C25+2)(U5 rg(fA+H =
zl) stratificirana, moZemo definirati skup $ := {U5 rng(f) ‘ fecC } Tvrdimo da vrijedi |JS C
X, da je |JS beskonacan te da je rng(UC) = 915 (US).

Dokazimo da je |JS C X. Neka je z € |JS. Tada postoji ¢ € S takav da je z € ¢, odnosno
postoji f € C taka da je z € t = [J° rng(f) te postoji beskonacni A C X takav da je rng(f) =
2% (A). No tada po teoremu 2.39 imamo 20 (t) = 929 (U8 mg(f)) = rng(f). Dakle, 1 C X, iz
Cegaslijedi z € X.

Dokazimo da je [JS beskonacan. Pretpostavimo suprotno, da je kona¢an. Neka je f € C
proizvoljna, ali fiksna. Tada je rg(f) = 29(A) za neki beskonaéni A C X. Sada imamo
A=° @]5 (A) = e rmg(f) CUS. Iz teorema 2.9 slijedi da je A konacan, §to je kontradikcija.

Dokazimo rmg(C) = 29 (US). Ako je z € mg(UUC), onda postoji f € C tako da je
z € rng(f). To znadi da postoji A C X beskonacan takav da je z € rng(f) = Wf(A) Iz toga
slijedi da postoji a € A takav da je z = 19 (a). No to znaci da je a € |JS, iz Cega dobivamo
z=1%(a) € Z9(US). Ako je z € 2P (US), onda za neki b € US je z=1°(b). To znaci
da postoji B € S takav da je b € B. To povlaci da postoji f € C takva da je e rmg(f) =B
i b € B. Znamo da vrijedi rng(f) = 3215 (A) za neki beskonacni A C X. Iz toga dobivamo
z=1%(b) € 2§ (B) = 2P (L mg(f)) = 2P (U° 2P (4)) = 2P (A) = mg(f) € mg(UC).
Dakle, postoji beskonaéni skup Z := {JS C X takav da je rng(UC) = 2} (Z).

Preostaje jo§ dokazati dom(lJC) = Z x {0,1}. Neka je z € dom(UJC), tada postoji f € C
takva da je z € dom(f) = T x {0,1}, za beskona¢ni T C X. Buduéi da je f C |JC, imamo
@f(T) =rng(f) Crng(UC) = @f(Z), iz Cegaslijedi T C Z, odnosno T' x {0,1} CZ x {0,1}.
Dakle, z € Z x {0,1}. Akojez€Zx {0,1}, ondajez= (a,s), gdjejeac Zis e {0,1}. Tada je
1%(a) € 29(2) = g (UUC), §to znati da postoji f € C takva da je 1%(a) € mg(f) = P9(U) za
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neki beskonacni U C Z. Tada imamo a € U, iz Cega slijedi z = (a,s) € U x {0,1} = dom(f) C
dom(U C).

1z svega zajedno dobivamo | JC € K, a onda po Zornovoj lemi postoji maksimalni element
od K. Ozna¢imo ga s fo: Ag x {0,1} — 229 (A¢), pri Cemu je Ag C X beskonatan. Zelimo
dokazati da vrijedi |X| = |Ao|.

Po teoremu 2.36 imamo T%(|X|) = |X \ A¢| @ |Ao|. Tvrdimo da je X \ Ag kona&an. Pretpos-
tavimo suprotno, da je beskonacan. Tada postoji prebrojiv podskup B C X \ Ay, iz Cega slijedi
Ao CApUB C X. Buducdi da je B prebrojiv, po teoremu 2.38 vrijedi B x {0,1} ~ ng(B), stoga
postoji bijekcija go: B x {0, 1} — 29 (B). OCito vrijedi bij ( foUgo, (AgUB) x {0, 1}, 28 (AgU
B)) te je Ao UB C X beskonacan, stoga je foUgo € K. No sada imamo fy C foU go, Sto je kon-
tradikcija s maksimalnoscéu od fp. Dakle, X \ Ag je konacan. Sada po teoremu 2.37 dobivamo

T3(IX]) = X\ Aol @ |Ao| = T3(|Ao)). iz ega slijedt X| = |Aol. n

Zbroj dva beskonacna kardinalna broja uvijek je jednak onom vecem, do na odgovarajucu

primjenu operacije 7.
Teorem 2.41. Neka je x beskonacni kardinalni broj i A <4 k. Tada vrijedi
K®A=T?(x).

Dokaz. NekasuA € kiB € A. Dovoljno je dokazati A x {0} UB x {1} ~ 23 (A). 1z A <cua K
slijedi da postoji injekcija f: B — A. Oznacimo X := rng(f), koji je ocito ekvipotentan s B. Po
teoremu 2.40 vrijedi 229 (X) ~ X x {0} UX x {1} ~ X x {0} UB x {1}. Tada imamo

Ax{0}UBx {1} ~(A\XUX)x{0}UBx {1}
~ (A\X) x {0} U (X x {0}UB x {1})
~ PP (A\X)UPP(X)
~ PYA\XUX) = PP (A). |

Zbog komutativnosti zbrajanja kardinalnih brojeva (2.33(1)) vrijedi takoderi A & k = T (k)

kada je A <cuu K.
Teorem 2.42. Vrijedi Xg©® X = T‘S(NO).

Dokaz. Dokazimo da vrijedi @f (N) ~ N x N. Budu¢i da je formula

(Fn! € N?)(al*0 = 19(n")1+O AB1HO = (!, n!)!1+9) stratificirana, definiramo f := {(a,b) |
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(EneN)(a=15(n) Ab= (n,n))}. OCito je f injektivna funkcija, §to povladi T°(Xg) <cam
X ® Ro.

Pomocu teorema 1.35 definiramo funkciju f(n,m) := 1% ((n+m)-(n+m)+n) za svaki
n,m € N. Dokazimo da je f injekcija. Neka su n,m,a,b € N proizvoljni takvi da je (n,m) #
(a,b). Tada imamo dva slucaja.

Ako je m+n # a+ b, bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti m +n <cqq a+ b.
Tadaje m+n+1=Sc(m+n) <cgq a+b. Dalje imamo, koristeci uobicajene zakone aritmetike

prirodnih brojeva, kao §to su distributivnost i asocijativnost:

(m+n)-(m+n)+m<cgyqg (m+n)-(m+n)+m+n+m—+n <caq
<cara Sc((m+n)-(m+n+2)) =(m+n+1)-(m+n+1) <caa

<card (a+b)-(m+n+1) <cga (a+b)-(a+b) <caya (a+b)-(a+b)+a,

Sto povlaci f(m,n) # f(a,b).

Ako je m+n = a+ b, onda vrijedi n # a. Naime, kada bi bilo n = a, zbog (n,m) # (a,b)
bi moralo biti m # b, pa bez smanjenja oplenitosti mozemo pretpostaviti m <4, b. No tada
imamo n+m <cgq n+b = a+ b = n+m, §to je kontradikcija. Dakle, mora biti n # a, pa bez
smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti n <cgq a. Tada imamo (m—+n)-(m+n)+m =

(a+b)-(a+Db)+m<cgq (a+Db)-(a+Db)+a,iz egaslijedi f(n,m) # f(a,b). |
Prije glavnog teorema ove tocke dokazujemo jednu tehnicku, ali korisnu tvrdnju.

Teorem 2.43. Ako je X konacan skup takav da za svaka dva x,y € X vrijedi x ~ y, onda za

svaki x € X vrijedi x ~ | JX.

Dokaz. Formula
(vnd e N (X2 e P A (W' € X2)(Wy! € XP)(x! ~OH2y0) — (val e XN 02 (X))

je stratificirana, stoga je moZemo dokazati indukcijom po n.

Zan=01in=1 je tvrdnja trivijalna. Dokazimo je za n = 2. Neka je X = {x,y}. Tada je
x ~y. Dovoljno je dokazati x ~ | JX. Definirajmo z := x \ y. Tada je z C x, §to znaci da vrijedi
2] <cara |X|. Po teoremu 2.41 imamo |x| @ |z| = T®(|x|). S druge strane, za u :=xUy =z Uy
imamo u \ z = y. Po teoremu 2.36 imamo |x| @ |z| = [y| ® |z| = |u\z| @ |z] = T?(|u]). Iz svega
zajedno dobivamo T2 (|x|) = T (|ul), odnosno |x| = |u| = [xUy| = |UX]|.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > ¢4q 2 i dokaZimo je za Sc(n).
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Neka je X € Sc(n) takav da za sve x,y € X vrijedi x ~y. Uzmimo z € X proizvoljan.
Zbog X € Sc(n) vrijedi X =AU{B}, gdje je A€ niB¢A. Tadaje UX = (UA) UB =Y,
gdje je Y := {UA,B} € 2. Zbog n >curq 2 postoji z € A. Sada je po pretpostavci indukcije
z ~ JA, no isto tako i z ~ B jer su svaka dva elementa od X ekvipotentna. Prema tvrdnji za
n = 2 primijenjenoj na Y, imamo | JX = Y ~ B ~ z, a onda po tranzitivnosti i sa svim ostalim

elementima od A. n
Teorem 2.44. Za svaki beskona¢ni kardinalni broj k vrijedi ¥ ® k = T9 (k).

Dokaz. Neka je & = |X|. Dovoljno je dokazati X x X ~ #9(X). Formula 37! (Y'cxiay!l¢
FIN? Abij(f39 (¥ x Y)3, @f(Y)3)) je stratificirana pa definiramo skup K := {f | ¥ (Y C
XNY ¢ FINAbij(f,Y XY, 2%(Y))) }. Po teoremu 2.28 slijedi da postoji prebrojiv skup Xy C X.
Po teoremu 2.42 je Xy X Xg ~ @15 (Xp), odnosno da postoji bijekcija fo: Xo x Xo — 3”15 (Xo),
Sto znaci fo € K. Dakle, skup K je neprazan. Uredimo skup K inkluzijom i dokaZimo da za
proizvoljni lanac C vrijedi | JC € K.

Po teoremu 1.49, |JC je injekcija. Analogno kao u teoremu 2.40 dokazujemo da postoji
beskonatni Z C X takav da je rng (UC) = (@15(2), gdje je Z C X beskonacan.

Preostaje jo§ dokazati dom(|JC) = Z x Z. Ako je x € dom(|JC), onda postoji f € C takav
da je x € dom(f) = T x T za neki beskonaéni T C X. Buduéi da je f C UC, vrijedi 29(T) =
mg(f) € mg(UC) = 3”15(2) Iz toga slijedi T C Z, Sto povlai x e T x T CZ x Z. Ako
je x €Zx Z, onda je x = (u,w) € Z x Z. 1z toga slijedi 1°(u),1%(w) € 29 (Z) = mg(UJC).
To znati da postoje f1, f> € C takve da je 1% (u) € rng(f1) i 1%°(w) € rng(f2). Bez smanjenja
opéenitosti moZemo pretpostaviti da je f; C f, iz Cega slijedi 1° (1), 1% (w) € rng(f>). To znadi
da postoji beskonaéni U C X takav da su 1%(u), 1% (w) € 228 (U). To pak daje u,w € U, iz Cega
slijedi x = (u,w) € U x U = dom(f>) C dom(lJC). Dakle, UC je bijekcija izmedu Z X Z i
2?(Z), odnosno |JC € K.

Sada po Zornovoj lemi postoji maksimalni element od K jedan od kojih ozna¢imo s fy: Ag X
Ao — P (Ao), gdje je Ag C X beskonatan; takoder oznaimo A := |Ag|. Po definiciji imamo
Agx Ay~ ,@{S (Ap), stoga vrijedi A @A = T9(A). Zelimo dokazati Ay ~ X, jer Ge iz toga slijediti
A=K

Iz Ay C X dobivamo |Ag| <caa |X|. Pretpostavimo da vrijedi |Ag| <cae |X|. Bududi
da je <cum dobar uredaj, vrijedi ili | X\ Ag| <caa |Ao| 1li |Ao| <cara |X \Ao|. Ako vrijedi
X\ Ao| <cara |Ao|, po teoremima 2.36 i 2.41 imamo T9(|X|) = [X \ Ao| @ |Ao| = T°(A¢|),

iz Cega slijedi |X| = |Ao|, §to je kontradikcija. Dakle, mora vrijediti |Ag| <cama |X \ Ao|- To
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znacCi da postoji injekcija s Ag u X \ Ag koja nije bijekcija. Drugim rijeCima, postoji Z C X \ Ag
takav da je |Z| = |Ag| = A.

Po distributivnosti Kartezijevog produkta prema uniji imamo (AgUZ) x (AgUZ) = (Ag X
Ag)U(Ag X Z)U(Z xAg)U(Z x Z). Sada iz Ay ~ Z dobivamo Ag X Z ~Z xAg~Z X Z, a iz

teorema 2.43 dobivamo
(Ao X Z)U(Z X AQ)U(Z X Z) ~Z X Z ~ PP (Z).

Dakle, postoji bijekcija g: (Ag X Z) U (Z x Ag) U(Z x Z) — P9(Z).

Definirajmo / := (fo Ug) : (AgUZ) x (AgUZ) — P¥(AgUZ). Buduéi da je AgNZ =0,
h je bijekcija takva da vrijedi fo C hih € K, jer je A9 UZ beskonacni podskup od X. Takoder
vrijedi fo # h jer za bilo koji z € Z # 0, vrijedi ((z,z), ls(z)) € h\ fo, jerje Z C X \ Ap. Sada
imamo fy C h € K, $to je kontradikcija s maksimalno§¢u od fp.

Dakle, vrijedi | X| <cara |Aol, iz Cega slijedi A = |Ag| = |X| = k. Konatno, KOk =AOA =
T%(A) = T%(x), iz Cega slijedi A = k. ]

Direktna posljedica teorema 2.44 za 6 = 2 je tvrdnja
V & FIN — 3F bij (F,V xV, Z(V)),

koju nazivamo princip kardinalnog kvadriranja univerzuma (VCSP?).

2V dolazi od oznake za univerzalni skup, a CSP od engleskog cardinal squaring principle.
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3. ALTERNATIVNA AKSIOMATIZACIJA 1

DALIJINJI RAZVOJ TEORIJE

Postoji nekoliko nacina kako pristupiti problemu uredenih parova u teoriji NFU. Svaki od njih
ima svoje prednosti i mane, ali smatramo da postoji postoji jedan koji treba preferirati.

Prvi, konceptualno najjednostavniji, moZemo nazvati neutralni pristup. Po njemu odba-
cujemo nuznost koriStenja tipski ujednacenih uredenih parova i teoriju nastavljamo razvijati
pomocu uredenih parova Kuratowskog. Iako je takav pristup valjan, ipak je problemati¢an. Na-
ime, teSko je raditi s takvim parovima jer vrlo brzo u teoriji dolazi do eksplozije tipova, Sto
znacajno komplicira teoriju. Primjerice, u prethodnom poglavlju smo zbog tipske neujednace-
nosti parova morali definirali kardinalnu aritmetiku na neprirodni nacin, a zbog istog razloga
su i dokazi izrazito komplicirani. Nadalje, definicija funkcija s dva ili viSe argumenata je bitno
drugacija od definicije funkcije s jednim argumentom. Stoga smatramo da neutralni pristup nije
zadovoljavajudi.

Drugi pristup prvi je izlozio Holmes [35] i njegova glavna znacajka je dodavanje aksioma
uredenih parova (OP) aksiomima teorije NFU. Taj aksiom uvodi uredene parove kao primi-
tivne objekte i na taj nain omogucéava postojanje tipski ujednacenih uredenih parova bilo koja
dva entiteta. Pomocu tog aksioma mozZe se rijeSiti ve¢ina naSih problema. Takoder, njegovo
uvodenje moze se opravdati ¢injenicom da se unutar teorije NFU + Inf mozZe konstruirati model
teorije NFU + OP [34]. Medutim, postoji nekoliko problema s novouvedenim aksiomom. Prvo,
njegova motivacija je u potpunosti pragmati¢na; zamisljen je kao aksiom koji rjeSava jedan u
potpunosti tehnicki problem. Drugo, zbog uvodenja uredenih parova kao primitivnih entiteta u
teoriju, nuzno je prosiriti jezik s barem jednim (najcesce tri) funkcijskim simbolom, koji nema
unaprijed zadana pravila za dodjeljivanje tipova. Takvo proSirenje mijenja pojam atomarne for-
mule i komplicira pojam stratifikacije (tada viSe ni u osnovnom jeziku ne mozemo pretpostaviti

da su termi samo varijable). Treée, iako OP rjesava tehnicki problem, njegova ontoloska oba-

57



Alternativna aksiomatizacija i daljnji razvoj teorije Tipski ujednaceni uredeni parovi

veza je ogromna. Naime, iz aksioma OP slijedi aksiom beskonac¢nosti [35], a dokaz toga nije
nimalo ocit.

Tredi pristup je alternativna aksiomatska ekstenzija teorije NFU, koju predlazemo. Vec
smo napomenuli da se u teoriji NFU + Inf moZe konstruirati model teorije NFU + OP. Me-
dutim, time je mogucée samo interpretirati OP u signaturi koja je ciljano proSirena na nacin
da OP ima Zeljeno znaCenje. S druge strane, teoriji NFU + Inf + AC nije potrebno umjetno i
proizvoljno proSirenje signature jer u njoj mozemo dokazati VCSP, a pomocu njega postojanje
tipski ujednacenih uredenih parova (teorem 3.1). Dakle, moZemo opravdati uvodenje nove ak-
siomatizacije NFU + Inf + AC 4+ VCSP, koja je aksiomatsko prosirenje teorije NFU + Inf + AC.
Glavna prednost tog pristupa je Sto su njime tipski ujednaceni uredeni parovi dostupni gotovo
od samog pocetka, predloZena aksiomatizacija je dobro motivirana, jezik nije potrebno prosi-
rivati i ne postoji velika ontoloska obaveza. Medutim, kako bismo bili u moguénosti iskazati
VCSP, potrebno je ipak uvesti neke pojmove pomocu uredenih parova Kuratowskog. Sre¢om,
broj takvih pojmova ovisnih o Kuratowskijevim parovima je izrazito malen. Takoder je vazno
naglasiti da teorija NFU + Inf +VCSP ne dokazuje AC (teorem 3.5), $to znaci da ona ne moze
posluziti kao zadovoljavajuca aksiomatizacija. Zbog svega reCenog smatramo da je alternativna
aksiomatizacija NFU + Inf+ AC+ VCSP najbolji pristup za razvoj teorije skupova u Quineovom
stilu.

U dosada$njem smo razvoju u svim pojmovima, teoremima i dokazima, u kojima se pojav-
ljuju uredeni parovi, koristili varijabilni tip, odnosno d-oznake. Ve¢ smo naglasili da stratifi-
ciranost formule ostaje saCuvana, bez obzira koju vrijednost 6 koristimo. Sli¢no vrijedi i za
teoreme; njihova istinitost je sa¢uvana bez obzira na vrijednost 6. U nastavku ¢emo varijabilni

tip zamijeniti konkretnim brojem (6 = 2 ili 6 = 0).

3.1. TIPSKI UJEDNACENI UREPENI PAROVI

Teorem 3.1. U teoriji NFU + Inf + AC postoje tipski ujednaceni uredeni parovi.

Dokaz. Oznalimo K := |V|. Znamo iz aksioma beskonacnosti da je V beskonacan skup, stoga
je Kk beskonaéni kardinalni broj. Iz teorema 2.44 slijedi k¥ ® k = T?(k), §to znaci da postoji
bijekcija F: V xV — 23(V).

Formula F®((x!,y! )3)3 = 12(w!)? je stratificirana, stoga moZemo definirati skup Sy, := {w |

F((x,y)) = 1*(w)}. Primijetimo da je Sy jedno¢lan: za bilo koje z1,22 € Sy, vrijedi 1%(z1) =
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F((x,y)) =1%(z2), iz Cega slijedi z; = 2,.

Za x,y € V definiramo novi uredeni par (x,y) := |JSx,. DokaZzimo da zadovoljava osnovno
pravilo uredenog para i da je tipski ujednacen.

DokaZzimo prvo osnovno pravilo. Neka su x,y,a,b € V takvi da je (x,y) = (a,b). Po definiciji
imamo F ((x,y)) = t*({(x,y)) i F((a,b)) = 1*({a, b)), stoga F ((x,y)) = F((a,b)), a buduéi da
je F injekcija, imamo (x,y) = (a,b), §to povlatix =aiy=0>b. Akojex=aiy= Db, onda je
((x,y) = F((x,y)) =F((a,b)) = 1>({a,b)), $to povladi (x,y) = (a,b).

DokazZimo da su novi uredeni parovi tipski ujednaceni. Neka su x,y € V proizvoljni. Imamo
4
Z1 e <x,y)2 o E|W2 (F7((x2,y2)4) — l2(w2)4 /\Zl e WZ).

Time smo dokazali da ako x i y imaju tip n, onda (x,y) ima tip n. Dakle, dokazali smo postojanje

tipski ujednacenih uredenih parova. [ |

Primijetimo da teoremom 3.1 nismo zapravo definirali tipski ujednaene uredene parove,
iako to mozemo napraviti. Naime, koristeéi egzistencijalnu instancijaciju [17], iz teorema 2.44
slijedi tvrdnja 3F bij (F,V XV, gzlz(V)), stoga fiksiramo jednu takvu bijekciju 1 pomocu nje
definiramo parove kao u teoremu 3.1. Preciznije, proSirimo signaturu novim konstantskim sim-
bolom F i uvodimo aksiom bij (F,V XV, (@%(V)), Sto je onda konzervativno proSirenje nase
teorije. Zatim taj konstantski simbol moZemo iskoristiti za definiranje dvomjesnog funkcijskog
terma koji odreduje tipski ujednacene uredene parove.

Uredene parove Kuratowskog, zajedno sa ostalim pojmovima koji su uz njih vezani, ozna-
Cavat ¢emo s indeksom K, a tipski ujednacene parove kao standardne uredene parove (-, -).

U nastavku ukratko prikazujemo odnos izmedu postojanja tipski ujednacenih uredenih pa-
rova, aksioma beskonacnosti, aksioma izbora 1 principa kardinalnog kvadriranja univerzuma.

Tvrdnju ,,postoje tipski ujednaceni parovi” oznacavamo s OPy.
Teorem 3.2. Teorija NFU + OP( dokazuje Inf.

Dokaz. Neka sux,y €V proizvoljni. Tada za Kartezijev produkt s tipski ujednacenim parovima
vrijedi da ako X 1Y imaju tip k, onda X X Y ima tip k.

Formula (Vn* € N*) (X2 € n® — (X% x {0'}%)? € n?) je stratificirana, stoga ju dokazujemo
indukcijom. Za n =0 imamo X € 0, odnosno X = 0, iz Cega slijedi X x {0} =0 =X € 0.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N i dokazimo je za Sc(n).
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Ako je X € Sc(n), onda imamo X = aU {b}, pri Cemujea € nib ¢ a. Tada je X x {0} =
(aU{b}) x {0} = (a x {0})U{(b,0)}. Iz pretpostavke indukcije slijedi a x {0} € n, a ocito
vrijedi (b,0) & a x {0}. To znaci da vrijedi X x {0} € Sc(n).

Formula (Vn! € N?)(n! # 0') je stratificirana, stoga ju dokazujemo indukcijom. Za n = 0
tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N i dokaZimo ju za Sc(n).

Po pretpostavci indukcije vrijedi n # @, stoga postoji X € n. Iz prethodno dokazane tvrdnje
slijedi X x {0} € n. Nadalje, o¢ito vrijedi (0,1) & X x {0}, iz Cega slijedi (X x {0})U{(0,1)} €
Sc(n). Dakle, Sc(n) # 0.

Iz upravo dokazanog prema teoremu 2.18 slijedi aksiom beskonacnosti. |

U izvjesnom smislu vrijedi i obrat prethodne tvrdnje. Naime, u teoriji NFU + Inf moZemo

interpretirati teoriju NFU + OP,,.

Teorem 3.3. Ako je M model teorije NFU + Inf, onda postoji model M’ C M
teorije NFU 4 OPy.

Dokaz teorema moZe se pronaci u [34].
Teorem 3.4. Teorija NFU + OP( dokazuje VCSP.

Dokaz. Prema teoremu 3.2, V ¢ FIN. Bududi da (x,y)g i 12( (x,y)) imaju isti tip, po teoremu
1.35 moZemo definirati funkciju f((x,y)K) = 12((x,y)) za sve x,y € V. Funkcija f je oCito
injekcijas V xg V u 23(V). S druge strane, funkcija 1(x) — (x,x)k je oito injekcija s 222(V')
uV xg V. Sada po Cantor—Bernsteinovom teoremu 2.25 dobivamo da postoji bijekcija izmedu

VxgVi 3312 (V). Dakle, vrijedi princip kardinalnog kvadriranja univerzuma. |

Iznenadujuca Cinjenica je da aksiom izbora i VCSP nisu ekvivalentne tvrdnje.
Teorem 3.5. Teorija NFU + Inf + VCSP ne dokazuje AC.

Dokaz. 1z teorema 3.3 dobivamo da za model M od NFU + Inf moZemo pronaci model M’ C M
od NFU 4 OPy. Iz toga slijedi da je istinitost Zermelovog teorema, a onda i AC, ekvivalentna u
MiM'.

Znamo da u teoriji NFU + Inf ne moZemo dokazati AC [40]: to znaci da postoji model M
od NFU + Inf u kojem ne vrijedi AC. Iz teorema 3.3 slijedi da postoji model M’ C M teorije
NFU + OPy, a iz teorema 3.2 dobivamo da vrijedi M’ |= Inf.

Dakle, M’ = NFU + Inf i po prethodnom odlomku vrijedi M’ & AC. 1z teorema 3.4 pak dobi-
vamo M’ |= VCSP, odnosno M’ = NFU + Inf + VCSP, ali M’ = AC. |
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3.2. ALTERNATIVNA AKSIOMATIZACIJA

U ovoj tocki ukratko prikazujemo kako zapoceti razvoj teorije koristeci alternativnu aksiomati-
zaciju uvodenjem minimalnog broja potrebnih pojmova. Broj pojmova se moZe dodatno sma-

njiti, ali time Zrtvujemo Citljivost.
Aksiom ekstenzionalnosti:
VxVy(ser(x) Aset(y) A\Vz(z €x <> z€y) > x=1y).

Aksiom skupovnosti:

VxVy(y € x — set(x)).
Stratificirana komprehenzija: za stratificiranu formulu ¢(z,x,...,x,),

Vxi -V, dy (set(y) AVz(z € y > @(z,x1,...,xn)) ).

Da bismo mogli iskazati aksiom izbora, potrebno je uvesti
o prazan skup 0 := {x | x £ x};
* uniju skupova xUy:={z|z€xVz €y},
* presjek skupovaxNy:={z|z€xAz € y}.
Aksiom izbora:
Vx(ser(x) ANO & x A (Vy € x)set(y) A (Vy € x)(Vz € x)(y #z— yNz=0)
— Ju(vYw € x)Iv(v € wNu))
Za aksiom beskonacnosti nuzno je uvesti sljedece pojmove:
e univerzalni skup V := {x | x = x};
* uniju skupa Jx:={z| (Frex)(z€1)}
* presjek skupa Nx:={z| (Vt €x)(z €1)}

* broj 0:={0};

61



Alternativna aksiomatizacija i daljnji razvoj teorije Alternativna aksiomatizacija

sljedbenik skupa Sc(x) := {y | (3z € y)(y\{z} € x) };

svojstvo induktivnosti Ind(x) :< 0 € x A (Vy € x)(Sc(y) € x);

skup prirodnih brojeva N := ({x | Ind(x)};

skup konac¢nih skupova FIN := [JN.

Aksiom beskonacnosti:

V € FIN.
Preostaje joS uvesti
* skup svih skupova SET := {x | set(x)};
* operaciju singleton 1(x) := {x};
* singleton partitivni skup 2 (x) := {{t} | 1 € x}.
i nekoliko pojmova ovisnih o uredenim parovima Kuratowskog.

Definicija 3.6. 1. Za x,y € V definiramo uredeni par Kuratowskog
(xay)K = {{x}7 {x7y}}‘
2. Za X,Y € SET definiramo njihov Kartezijev produkt Kuratowskog

XxgY :={(x,y)k|xeXANyeY}.

3. Za X i Y definiramo bijekciju Kuratowskog izmedu njih

bl]K(faX7Y) =

FCXxxkYA(VxeX)3lyeY)((xy)k € f)A(VyeY)3BxeX)((x,y)k € f)
Aksiom kvadriranja univerzalnog skupa:

V & FIN — 3fbijk (f,V xk V, 2L (V)).

Skup V je beskonacan po aksiomu beskonacnosti, a onda iz aksioma o kvadriranju univer-
zalnog skupa slijedi da postoji bijekcija f: V xgV — 3212(‘/) Fiksirajmo jednu takvu bijekciju

1oznaCimo jus F.
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Definicija 3.7. Za x,y € V definiramo njihov uredeni par

() =W | F((xy)x) = 2(w)}.

Iz teorema 3.1 sada slijedi da je (x,y) tipski ujednaCen uredeni par.

Sada mozemo uvesti sve preostale pojmove koje smo uveli u poglavljima 1 i 2, s razlikom
da svi pojmovi koji ovise o uredenim parovima koriste tipski ujednacene uredene parove.

Nadalje, svi teoremi koji ovise o uredenim parovima su iskazani i/ili dokazani pomocu
varijabilnog tipa 8, a budui da su sve napisane formule bile stratificirane za svaku vrijednost
od &, promjenom vrijednosti parametra 6 iz 2 u 0 dobivamo odgovarajuée tvrdnje s tipski

ujednacenim uredenim parovima.
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3.3. ORDINALNI BROJEVI

Ordinalni brojevi definiraju se kao klase ekvivalencije na skupu dobro uredenih skupova. Zato
se u teoriji NFU kardinalni i ordinalni brojevi ne mogu poistovjetiti kao §to je to slucaj u teoriji

ZFC.

Definicija 3.8. Definiramo skup svih dobrih uredaja DU := {< | Wo(<)} i skup svih dobro
uredivih skupova W := {dom(<) | Wo(<))}.
Definiramo skup ordinalnih brojeva Ord := DU/ (~) = {[<]|~ | Wo(<)}.

Elemente skupa Ord nazivamo ordinalni brojevi, a klasu ekvivalencije [<]~ nazivamo or-
dinalni tip dobrog uredaja < i oznaCavamo ga s 0#(<). Kazemo da je o = [<]|~ beskona¢ni
ordinalni broj ako je dom(<) beskona¢ni skup. Ako < ima tip n, onda 07(<) ima tip n+ 1. Kao

i kod kardinalnih brojeva, zbog (<) ~ (<) imamo da je svaki ordinalni broj neprazan.

Teorem 3.9. Formula o € Ord AP € Ord A (V(<) € a) (V(=) € B) (3x € dom(=)) (p=<(x) ~

(<)) je stratificirana.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa
at e ord® NB* € Ord® A (V(§)3 € oc4) (V(j)3 € 134) (Elx1 € dom(j3)2) (p= (x)3 =~ (§)3). |
Pomocu teorema 1.28 definiramo uredaj <¢,4 na ordinalnim brojevima kao
o <o B = (V<€ a)(V =€ B)(Ix € dom(x)) (p<(x) ~ (L)).

Jednostavno sada definiramo <g,4 na sljedeéi nacin: o <p,y B & ax <pu BVa=p. Kao i

kod kardinalnih brojeva 2.22, i ovdje moZemo koristiti alternativne karakterizacije uredaja.
Teorem 3.10. Za sve a,f € Ord vrijedi o <p,q B ili B <0, Q.

Dokaz. Neka su o, € Ord proizvoljni te (<) € o i (C) € B. Po teoremu 1.57 imamo tri
slucaja. Ako je (=)~ (C), onda je o = 3. Ako postoji x € dom(=) takav da je p<(x) ~ (C),

onda je o0 <p,q B, a ako postoji y € dom(C) takav da je pc(y) ~ (=<),ondaje B <pya. N
Teorem 3.11. Relacija <g,4 na skupu Ord je dobar uredaj.

Dokaz. Dokazimo da je <,y parcijalni uredaj. Zbog napomene 1.44, dovoljno je dokazati da

je <orq refleksivna i tranzitivna.

64



Alternativna aksiomatizacija i daljnji razvoj teorije Ordinalni brojevi

Irefleksivnost: Neka je o € Ord proizvoljni te (<) € a. Pretpostavimo da vrijedi @ <¢,q .
Tada postoji x € dom (=) takav da je p<(x) ~ (<), no to je kontradikcija s teoremom 1.56.

Tranzitivnost: Neka su a = 0t(<), B = ot(=) 1 y = 0t(C) ordinalni brojevi. Pretpostavimo
da vrijedi @ <p,q B 1 B <orq ¥- Tada postoje x € dom(=) iy € dom(C) takvi da vrijedi p<(x) ~
(<) i pc(y) ~ (). To znadi da postoji sli¢nost f izmedu (<) i pc(y). OCito je f [ P<(x)
sli¢nost izmedu p<(x) i pc(yo), gdje je yo = f(x) € P=(y). Sadaimamo (<) ~ p<(x) ~ pc(yo),
odnosno (<) =~ p(yp), iz Cega slijedi & <4 7.

Jos preostaje dokazati da je <p,4 dobar uredaj, odnosno da svaki neprazni podskup od Ord
ima najmanji element.

Dobra uredenost: Neka je K neprazni skup ordinalnih brojeva. Uzmimo proizvoljni o« € K
i (%) € a. Formulaa' € dom(=<?)?> A p<(a')? € (UK*)? je stratificirana, stoga definiramo skup

M :={a|a e dom(=)Ap<(a) e UK}.

Promotrimo slucaj kada je M = (. Tvrdimo da je & minimalni element skupa K. Pretpos-
tavimo suprotno, da postoji ¥ € K takav da je ¥ <p,q @. Zbog ¥y € K C Ord slijedi y # 0, pa
uzmimo neki (C) € y. Tada postoji x € dom(=) takav da je (C) ~ p<(x). Iz toga slijedi x € M,
Sto je kontradikcija. Sada iz teorema 3.10 dobivamo da je @ najmanji element u K.

Promotrimo sada slu¢aj kada je M # 0. Bududi da je M C dom(=) i (=) je dobar uredaj,
postoji <-najmanji element u M, koji oznatimo s ag. Tvrdimo da je of(p<(ap)) minimalni
element skupa K. Pretpostavimo suprotno, da postoji ¥ € K takav da je ¥ <o ot(pj(ao)).
Tada za svaki (C) € y postoji x € P<(ag) C dom(=) takav da je p,_(,,)(x) = p<(x) = (). Iz
toga slijedi x € M, a iz x € P<(ap) slijedi x < ay, $to je kontradikcija s ¢injenicom da je ag
=<-najmanji element iz M. Bududi da je ap € M, slijedi da je p<(ap) € UK, Sto znaci da postoji
B € K takav da je B = ot(p<(ao)). Dakle, of(p=(aop)) € K je minimalni element od K, a onda

iz teorema 3.10 slijedi da je to 1 najmanji element od K. |

Ordinalni broj koji je odreden dobrim uredajem <p,; oznaCavamo s . Preciznije,
Q := 0t(<pyq) € Ord. Napomenimo da Q nije najveci ordinalni broj.
Neka je < proizvoljna relacija. Formula (Ja' € ext(<?)?)(3b' € ext(<?)?) (x* = {a'}2 A

yl={p'}?’na' <?b ) je stratificirana, stoga definiramo singleton relaciju relacije (<) kao

(L) = {({a},{b}) ‘ (a € ext(< )) (b € ext(< ))}

Dakle, za relaciju (<) i x,y € ext(<) vrijedi {x} (<) {y} ako i samo ako vrijedi x < y.
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Definicija 3.12. Neka je @ = o#(<) ordinalni broj. Definiramo operaciju podizanja tipova na

ordinalnom broju o kao T (et) := o1(.(<)).

Lako vidimo da to ne ovisi o reprezentantu, jer iz (<) ~ (C) slijedi . (X) ~ .7 (C).
Jednostavno se pokazuje da ako o ima tip n, onda 7'() ima tip n+ 1. Primjenu operacije

T uzastopno k puta na ordinalni broj & ozna¢avamo T*(a) (uz konvenciju T%(a) = ).
Teorem 3.13. Za svaki ordinalni broj o vrijedi of(p<,,, () = T*(c).

Dokaz. Neka je a € Ord proizvoljan i uzmimo (<) € . Tada je T?(a) = ot(.#*(=)). Do-
voljno je dokazati da postoji sli¢nost izmedu p<, (@) i .-#*(=<), odnosno da postoji bijekcija
[ P<yy(@) = PE(dom(=)) takvada f i f~! Cuvaju uredaj.

Formula 8% <¢,, &® Ax! € dom(=?)2 A (V(T)? € B%) (p=<(x1)? =2 (D)) Ard = {{x"}}? je

stratificirana i u njoj B i ¢ imaju isti tip, stoga mozemo definirati

f={(B.1) | B <o aNx€dom(X)N(V(T) € B)(p=(x) = () At = {{x}}}.

Tvrdimo da je f slicnost. DokaZimo prvo da je f funkcija. Pretpostavimo obrnuto, da postoji
B takav da je (B,{{x1}}) € f i (B,{{x2}}) € f, gdje su x; # x,. Tada za svaki (C) € B
vrijedi p<(x1) ~ (C) ~ p<(x), iz Cega slijedi p<(x;) ~ p<(x2). Bez smanjenja opCenitosti
moZemo pretpostaviti x; < xp, stoga je p<(x;) ~ p < (xz)(xl). Sada iz teorema 1.56 dobivamo
kontradikciju.

Dokazimo da je f injekcija. Pretpostavimo da vrijedi f(B;1) = f(B2), odnosno {{x;}} =
{{x2}}. Tada je x; = x,. Uzmimo proizvoljne (C;) € B; i (C;) € Ba. 1z definicije funkcije f
dobivamo da je p<(x1) ~ (£;) i p<(x2) =~ (E5). Buduéi da je x; = x5, imamo (C;) ~ p<(x) ~
p=(x2) ~ (C,), iz Cega slijedi B = Bs.

Funkcija f je o€ito surjekcija. Naime, neka je {{x}} € 9% (dom(=)) proizvoljan. Tada je
x € dom(=). OCito je ot(p=(x)) <o & izasvaki (C) € o1(p=<(x)) je p<(x) ~ (E).

Dokazimo da f Cuva uredaj. Pretpostavimo da vrijedi B <p,q B2- Tada imamo f(f;) =
{{x1}} 1 f(B2) = {{x2}}., za neke x;,x, € dom(=<). Dovoljno je dokazati x; < x». Budu¢i da
vrijedi B1 <o B2, specijalno za p<(x1) € Bi i p<(x2) € By postoji w € P<(x,) takav da je
P=(*1) = Pp_(r) (W) = p<(w). Iz teorema 1.56 slijedi x; = w € P<(x2), Sto daje x; < x,.

Funkcija zadana s £~ ({{x}}) = ot(p<(x)) je inverz funkcije f. Preostaje jo§ dokazati da
! Cuva uredaj. Neka je {{x1}}.7?(=) {{x2}}. Iz toga slijedi x; < x,. Ako je x; = x2, onda

imamo p<(x;) = p<(x2), iz Cega slijedi ot(p<(x1)) = ot(p<(x2)). Neka je x; < xp. Tvrdimo
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ot(p=<(x1)) <ora 0t(p<(x2)). Za to je dovoljno pokazati da postoji w € P<(xy) takav da je
P=(x1) = Pp_(x,)(W). Zbog x1 < x2 imamo P<(x1) C P<(x2), iz Cega slijedi da za x| € P<(x2)

vrijedi p<(x1) ~ p<(x1) = Pp(r) (X)- [ |

Sljedeci teorem, zajedno s teoremom 3.13, je razlog zaSto Burali-Fortijev paradoks nije

moguce na standardni nacin reproducirati u teoriji NFU.
Teorem 3.14. Vrijedi T%(Q) <p,q Q.

Dokaz. 1z teorema 3.13 slijedi da je dovoljno dokazati ot(p§ on d(Q)) <0rd Q = 0t(<op). Za
uredaje p<, ,(Q) i < ofito vrijedi Q € dom(<gp,q) = Ord i p<,,,(Q) =~ p<,,,(Q). Sada iz

definicije uredaja na ordinalnim brojevima dobivamo tvrdnju. [

U literaturi se navodi da se teorem 3.13 dokazuje transfinitnom indukcijom, iako je samo
prikazan ilustrativni dokaz indukcijom po nestratificiranoj formuli [35,44]. Ipak, za kraj prikaza

ordinalnih brojeva navodimo teorem transfinitne indukcije.

Teorem 3.15. Neka je ¢(x,xy,...,x,) stratificirana formula. Tada u NFU vrijedi formula:

(Vo € Ord)((‘v’ﬁ € Ord) (ﬁ <o & — ©(B,x1,... ,xn)) — (o, xy,... ,xn)) —

— Vo e ord)p(at,xy, ... xn).

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi

(Voo € Ord) (VB € Ord) (B <ora & — @(B,X1,-..,%a)) = @(Q,x1,...,x,)), ali da postoji o €
Ord takav da ne vrijedi ¢(0ag,x],...,x,). Buduéi da je ¢ stratificirana, onda je takoder i
formula vy € Ord A —¢(7v,x1,...,x,) stratificirana, stoga definiramo skup X := {y |y € Ord A
—@(y,X1,...,X,) }. 1z pretpostavke slijedi ¢ € X, odnosno X je neprazan. Bududi da je <¢,y
dobar uredaj na skupu ordinalnih brojeva, postoji najmanji element skupa X, koji ozna¢imo s
Yo- Tada za sve B <o, Yo vrijedi @(B,x1,...,x,) jer kada to ne bi vrijedilo, ¥y ne bi bio najma-
nji element u X. Sada iz pretpostavke dobivamo da vrijedi ¢(7p,x1,...,x,), odnosno Yy € X,

Sto je kontradikcija. [ |
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3.4. KARDINALNI BROJEVI (NASTAVAK)

U ovoj tocki nastavljamo izlaganje o kardinalnim brojevima. ZaokruZzit cemo prikaz uvode-
njem potenciranja kardinalnih brojeva i dokazom neke vrste Cantorova teorema, jer uobicajeni

Cantorov teorem |X| <cgpa |2 (X)| ne mozemo dokazati.
Teorem 3.16. Za svaki skup X vrijedi |21 (X)| <cara |2 (X)].

Dokaz. OCito je id »,(x) jedna injekcija s &1 (X) u & (X), Sto znaci da vrijedi
|2 (X)| <cara | P (X)|. Pretpostavimo da vrijedi |22 (X)| = |2 (X)].

Tada postoji bijekcija f: 221 (X) — P(X). Formula x' € X2 Ax! & f({x'}?)? je stratifici-
rana, stoga moZemo definirati skup K := {x | x € X Ax ¢ f({x})}. Ocito je K C Z(X), a f
je bijekcija, stoga postoji k € X takav da je f({k}) = K. Sada imamo k € K ako i samo ako
k € f({k}) ako i samo ako k & K, §to je kontradikcija. |

Iz teorema 3.16 slijedi da za X :=V imamo |Z(V)| <cau |2 (V)| <cara |V|, odnosno
| Z1(V)| <cana [V
Zahvaljujudi tipski ujednacenim parovima, moZzemo dokazati da se zbrajanje i mnoZenje

prirodnih brojeva podudara s vanjskim zbrajanjem i mnoZenjem prirodnih brojeva.
Teorem 3.17. Za svaka dva prirodna brojanim vrijedin+m=n®&min-m=n@®m.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju za zbrajanje, slicno se dokazuje tvrdnja za mnoZenje. Uzmimo pro-
izvoljni n € N. Formula (Vm' € N?) ((n+m)' = (n@&m)') je stratificirana, stoga ju moZemo
dokazati indukcijom po m.

Zam=0imamon+0=nin®0={z| (3xen)(Fyc0)(z~xx{0}Uyx{1})} ={z|
(Ixen)(z~xx{0})} ={z| (Ixen)(z~x)} =n,jerjes f(x) = (x,0) zadana jedna bijekcija
izmedu x i x x {0}. Dakle, n+0 = n&0. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m € N i
dokazimo tvrdnju za Sc(m).

Budud¢i da vrijedi n + Sc(m) = Sc(n+m) = Sc(n @ m), dovoljno je dokazati Sc(n®m) =
n®Sc(m). Uzmimox € niy € mte proizvoljne A € Sc(n®m) i C € n® Sc(m). Tada imamo A =
aU{b}, gdjejeacn®mib ¢ a. Iz ovog prvog slijedi a ~ x x {0} Uy x {1}. Nadalje, imamo
C~xx{0}U(yU{z}) x{1} =xx{0}Uyx{1}U{(z, 1)}, gdjejez&y. lza~xx{0}Uyx {1}
slijedi da postoji bijekcija f: a — x x {0} Uy x {1}. Definirajmo h := fU {(b,(z,1)) }. O€ito
je h funkcijas Auxx {0} Uy x {1} U{(z,1)}.
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Dokazimo da je & injekcija. Neka su 51,52 € A takvi da vrijedi h(sy) = h(sp). Tada imamo
tri slu¢aja. Ako su sy,s, € a, onda je f(s1) =h(s1) =h(s2) = f(s2), iz Cega slijedi s; = s5. Ako
jes| €aisy=>b,ondaimamo f(s1) =h(s;) =h(s2) =(z,1). Sadaiz f(s;) €exx {0} Uy x {1}
i(z,1) €xx{0}Uyx {1} (zbog z € y) dobivamo kontradikciju. Ako je s; = s, = b, tvrdnja je
trivijalna. DokaZimo da je f surjekcija. Neka je w € x x {0} Uy x {1} U{(z,1)} proizvoljan.
Akojew € x x {0} Uy x {1}, onda postoji s € a takav da je h(s) = f(s) =w. Akojew = (z,1),
onda je h(b) = w.

IzC~xx{0}Uyx {1} U{(z,1)} slijedi da postoji bijekcija
g: xx{0}Uyx{1}U{(z,1)} — C. Sada je g o h bijekcija (kao kompozicija bijekcija) sa skupa
A na skup C. Dakle, Sc(n®m) = n® Sc(m). |

Zbog teorema 3.17 i tipske ujednacenosti vanjskih operacija, oznake & i ® moZemo zami-
jenitis +1-.

Teorem 3.18. Neka su k¥ = |X| i A = |Y| kardinalni brojevi. U teoriji NFU vrijede sljedeée

tvrdnje.

1. K <cara A ako i samo ako T'(k) <cga T(A).
2. T(k+A)=T(x)+T(A).
3. T(k-A)=T(x)-T(A).

Dokaz. 1. Vrijedi K <¢4q A ako i samo ako postoji Z C Y takav da je X ~ Z. To vrijedi ako i
samo ako je 21 (X) ~ Z1(Z) C Z,(Y), §to vrijedi ako i samo ako je T'(x) = |21 (X)| =
| 21(Z)| <cara |21 (Y)| = T(A). Sada iz teorema 2.35 slijedi tvrdnja.

2. Vrijedi k+A = |X x {0} UY x {1}], iz Cega slijedi
T(k+A)=|Z1(X x{0}UY x{1})| =|Z1(X x{0})U £ (Y x {1})|. Nadalje, buduci
da vrijedi T (x) = |21(X)|i T(A) = |21 (Y)|, dobivamo
T(K)+T(A)=]21(X)x{0}U2(Y)x {1}
Lako se pokaZe da vrijedi 221 (X) x {0} ~ 2(X) x {2} ~ £;(X x {0}),' a onda ana-
logno vrijedii 22 (Y) x {1} ~ 22 (Y x {1}). Prema lemi 2.23 sada dobivamo

P1(X)x{0}U2(Y)x {1} ~ Z1(X x{0}) U2 (Y x{1}),

iz Cega slijedi tvrdnja.

'Ovako zaobilazni put je potreban jer nije moguée direktno definirati bijekciju stratificiranom formulom.
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3. Vrijedi k-4 = |X x Y|, iz Cega slijedi T(x-A) = |Z(X xY)|. Nadalje, iz T (k) =
|21(X)|1T(A) = |Z(Y)], dobivamo T (k) -T(A) = | Z1(X) x Z1(Y)].
Formula (3x' € X?)(3y' € Y?) (12 = ({(x',y")1}%, ({x'}%,{y'}?)?)) je stratificirana,
stoga definiramo f:= { ({(x,y)}, ({x},{y})) | x€ X Ay €Y }. OCito je f bijekcija izmedu
(X xY)i P1(X)x P(Y). Dakle, T(k-1) =T (x)-T(A). ]

Teorem 3.19. Za svaki skup X vrijedi |2 (X)| <cara |21 (V).

Dokaz. Neka je X proizvoljni skup. Tada je X C V, iz Cega slijedi &2)(X) C £2|(V). Tada
imamo|3”1(X)|§Ca,d|@1(V)|. |

Teorem 3.20. Neka je X skup. Tada je [X| <cu | Z21(V)| ako i samo ako postoji skup Y takav
daje [X| = |24 (Y).

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi |X| <cgq |Z21(V)|. Tada postoji Z C Z;(V) takav da je

X ~ Z. Iz teorema 2.39 dobivamo Z = &, (UZ), iz Cega slijedi X ~ & (UZ). Dakle, |X| =
|221(UZ)]. Pretpostavimo da postoji skup Y takav da je |X| = |2 (Y)|. Tada vrijedi
|X|:|‘@1(Y)|§Card|gzl(v)|' u

Ocito je T(x) definirano za svaki kardinalni broj. Medutim, ukoliko Zelimo definirati
»inverznu” operaciju, po teoremu 3.20 to moZemo napraviti samo za kardinalne brojeve koji

nisu ,,preveliki”.

Definicija 3.21. Neka je k¥ = |X| <cuu |Z?1(V)| kardinalni broj. Definiramo operaciju spu-

Stanja tipova kardinalnog broja k kao kardinalni broj T~!(k) := A, takav daje T(1) = k.

Jednostavno imamo da ako k ima tip n, onda 7' (k) ima tip n — 1. Za k <cga | 21(V))|
vrijedi T(T~!(k)) = k,a T~ (T (k)) = K vrijedi za sve k. Naime, T~!(x) = A znadi T (1) = k,
iz Sega slijedi T(T~!(x)) = T(A) = k. S druge strane, iz T~ (T (x)) = A slijedi T(1) = T (x),
iz Cega pak slijedi A = k.

Definicija 3.22. Neka su k¥ = |[X| i A = |Y| kardinalni brojevi takvi da vrijedi |X”| <cqp

| 2(V)|. Definiramo potenciranje kardinalnih brojeva kao k* := 7-!(|x¥|).

Primijetimo da potenciranje kardinalnih brojeva ne ovisi o izboru reprezentanata (dokaz
je isti kao u ZF). Sada iz teorema 3.20 slijedi da je potenciranje kardinalnih brojeva dobro

definirano.
Teorem 3.23. Ako k i A imaju tip 7, onda k* ima tip n.
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Dokaz. Tvrdnja slijedi iz zapisa
2 e (k) & (I e ) (I € A?)Iw! (z ~2wh A )P = |21 (w }3) [
Teorem 3.24. Za svaki skup X vrijedi [{0,1}*| = |22(X))|.

Dokaz. Formula f?(x')! = 1! je stratificirana pa zadajemo apstrakcijski term t := {x | f(x) =
1}. Ako fimatip n+ 11 x ima tip n, onda t ima tip n+ 1, §to znaci da po teoremu 1.34 postoji
funkcija F takva da je F(f) = {x| f(x) = 1}, za f € {0,1}X. DokaZimo da je F injekcija. Neka
su f,g: X — {0,1} funkcije takve da vrijedi F(f) = F(g) i pretpostavimo da vrijedi f # g.
To znadi da postoji xg € X takav da je f(xo) # g(xo). Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da vrijedi f(xo) =11 g(xo) =0. Iz F(f) = F(g) imamo {x | f(x) =1} = {x|
g(x) = 1}. To znadi da je xo € F(f), ali xo € F(g), $to je kontradikcija. Dakle, f = g, odnosno
F je injekcija.

Ako Y ima tip n, onda term s := (¥ x {1}) U ((X\Y) x {0}) ima tip n pa po teoremu 1.34
postoji funkcija G takvadaje G(Y) =Y x {1} U(X \Y) x {0} za svaki Y € & (X). Dokazimo
da je G injekcija. Neka su a,b C X takvi da je G(a) = G(b). Ako je z € a, onda je (z,1) €
ax {1} C G(a) = G(b). Znadi, (z,1) € bx {1}, paje z € b. Analogno se dokazuje druga
inkluzija. Dakle, a = b.

Sada iz Cantor-Bernsteinova teorema slijedi |{0,1}*| = |22(X))|. u

Iz teorema 3.24 slijedi da je 7' (|{0,1}*|) definirano ako i samo ako je 7~!(|2(X)|)
definirano, a u tom slucaju je 21X/ = 71 (|0, 13¥]) =11 (|22(X))).
Teorem 3.25. Za svaki skup X vrijedi | 2 (2 (X))| = |2(21(X))].
Dokaz. Formula 3y(y' C X' Na? = {y' P AB? = 21(y")2 Ar? = (a®,b%)?) je stratificirana,
stoga definiramo f:= { ({y}, 21 (y)) | y S X }. O¢ito je f funkcijas ) (2 (X)) u 2(2(X)).
Funkcija f je surjekcija jer za svaki z C &2 (X) vrijedi [Jz C X i po teoremu 2.39 imamo
z=2(Uz), ato znati da je f({Uz}) = z. Takoder je f i injekcija, jer iz {y1} # {y>} slijedi
Y1 # y2, aiz toga onda dobivamo f({y1}) = Z1(y1) # Z1(y2) = f({»2}). ]

Teorem 3.26. Za svaki skup X takav da je |X| <cuu |21 (V)| vrijedi |2 (X)| <cara |21 (V)].

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da za neki X vrijedi | X| <cgu | Z21(V)| 1
|2 (X)| >cara |21 (V)]. Po teoremu 3.20 postoji skup Y takav da je |22, (Y)| = |X|. Iz teorema
3.19 dobivamo |21 (2 (Y))| <cara |21 (V)]. Sada imamo

|21(V)| <cara | 2(X)| = |2 (21(Y))| = |21 (2 ()| <cara |21(V)],
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Sto je kontradikcija. [ |
Iz teorema 3.26 slijedi da je kardinalni broj 21X definiran ako je |X| <caq | 221 (V).
Teorem 3.27. Za svaki skup X takav da je |X| <cgpq |Z21(V)| vrijedi T(2|X‘) = 2T(XD),

Dokaz. 1z uvjeta teorema slijedi da je 21X definirano, a buduéi da za svaki skup X vrijedi
P1(X) <cara P1(V), 2T1XD) je takoder definirano. Tada imamo T (2|X‘) =T(T"'(|2(X)|) =
|2(X)| i 2T (XD = 202101 = 71 (|2 (2:(X))|). 1z toga dobivamo

72X =27 o 1 2(x)| =T (|2(21(X))|)
e T(|2(X)]) =|2(21X))]
& |21(2(X))| = |2(21(X))],

Sto je istina po teoremu 3.25. [ |

Upravo iz nemoguénosti dokaza standardnog Cantorova teorema, u teoriji NFU ne moZemo
reproducirati Cantorov paradoks. Medutim, koristeci potenciranje kardinalnih brojeva mozemo

dokazati NFU-oblik Cantorova teorema, koji ne dovodi do paradoksa.
Teorem 3.28. Za svaki kardinalni broj x <cq | 221 (V)] vrijedi k¥ <cgarag 25

Dokaz. Neka je k = |X|. Dokazimo T(k) <carq 279, jer ée tada po teoremu 3.27 vrijediti

K <cara 2%. Imamo
T(k)=|21(X)| <caa |2(X)| = T(T" (|2 (X)])) =T (X)) = 27X =270 m

Iz aksioma beskonacnosti slijedi ¥ < V[, no ne znamo nuzno da vrijedi stroga nejednakost.
Drugim rijeCima, ne znamo postoji li ,,viSe vrsta” beskonacnosti. SreCom, taj problem mozZemo

rijesiti pomocu sljedeéeg teorema.
Teorem 3.29. U teoriji NFU vrijede sljedece tvrdnje.
1. Za svaki prirodni broj n je T (n) prirodni broj.
2. Za svaki prirodni broj n je T~!(n) definirano i prirodni je broj.

3. T(Xo) = Ko.
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Dokaz. 1. Formula (Vn € N)(T(n) € N) nije stratificirana (jer konstantskom simbolu N
ne moZemo konzistentno pridruZiti tip), ali je ekvivalentna stratificiranoj formuli (Vn! €
N?)(T(n')? € N"), gdje je N’ samo drugi konstantski simbol za skup prirodnih brojeva,

recimo N’ := ("{y | Ind(y)}). Tu formulu moZemo dokazati indukcijom po n.
Zan=0imamo T (n) =T(0) = |2, (0)| = |0| = 0 € N'. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za neki n € N i dokaZimo ju za Sc(n).

Neka je Sc(n) = |[aU{b}|, gdje je a € nib ¢ a. Tada imamo

T (Sc(n)) = |21(aU{b})| = |21 (a) U{{b}}|. 1z b & aslijedi {b} & P (a), a po pret-

postavci indukcije je T'(n) = | %) (a)| =: m € N'. Sada imamo

| 21(a) U{{b}}| = Sc(|21(a)|) = Sc(m) N

2. Formula (Vn® € N*)(Ix! € FIN?)(22)(x)? € n®) je stratificirana, stoga je moZemo doka-
zati indukcijom po n. Za n = 0 je ocito n = |Z?1(0)|. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za

neki n € N i dokazimo ju za Sc(n).

Iz pretpostavke indukcije slijedi da postoji kona¢ni skup x takav da je &7 (x) € n. Bududi
da je x konacan, postoji m € N takav da je x € m, a po aksiomu beskonacnosti postoji

y € x¢. Tada je xU{y} € Sc(m) C FIN. Iz y € x° dobivamo {y} ¢ #;(x), dakle

Z1(xU{y}) = Z1(x) U{{y}} € Sc(n).

Uzmimo proizvoljni n € N. Po prethodno dokazanome postoji x € FIN takav da je n =
|Z1(x)|. Buduéi da je x € FIN, postoji m € N takav da je m = |x|. Dakle, T(m) =n, iz
ega slijedi T-1(n) =m € N.

3. Formule (In' € N?)(2 = T(n")?) i (3n® € N3)(¢+! = T~'(n?)!) su stratificirane pa de-
finiramo skupove X; := {T(n) |n € N} i X, := {T~!(n) | n € N}. 1z tvrdnje (1) dobi-
vamo X; C N, a iz tvrdnje (2) dobivamo X, C N, odnosno Z;(X;) C &;(N). Dakle,
1X1| <card Ro 1[21(X2)| <cara T(Ro).

Formula (3n' € N?)(a? = {n'}> Ab? = T(n')? A2 = (a?,b%)?) je stratificirana, stoga
definiramo funkciju f := {({n},T(n)) | n € N}. O¢Cito je f bijekcija izmedu & (N) i X;.

Dakle, imamo T'(Xg) = [X1| <cam Xo-

Nadalje, formula (3n? € N3)(a®> = n> Ab?> = {T~1(n?)'}2 At? = (a?,b%)?) je stratifici-
rana, stoga definiramo g := {(n,{T~!(n)}) | n € N}. O¢ito je g funkcija s N u 2 (X>).
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Funckija g je surjekcija jer za {T~!(n)} € 221(X3) otito vrijedi g(n) = {T~'(n)}. Tako-
der je i injekcija jer ako vrijedi {T~'(n)} = {T~!(m)}, ondaje T~ (n) = T~!(m), iz Cega

slijedi n = m. Dakle, g je bijekcija, §to znaci da imamo Xy = |2 (X2)| <cara T (X0o).

Sada iz Cantor-Bernsteinova teorema dobivamo 7'(X() = Xo. |

Sada iz teorema 3.29 dobivamo Xy = T'(Xg) = |Z1(N)| <cara |Z1(V)|, a onda iz Canto-
rova teorema 3.28 dobivamo X < 2¥0. Dakle, postoje beskona&ni skupovi koji nisu prebrojivi.
Buduc¢i da je skup Card dobro ureden relacijom <4, a dokazali smo da Xy nije jedini
beskonacni kardinalni broj, slijedi da postoji najmanji beskonacni broj veci od X, koji oznaca-

vamo s X ;. Postavlja se pitanje vrijedi li 2¥0 = X;.
Hipoteza kontinuuma: 2¥° = X.
Generalizirana hipoteza kontinuuma:

(Vx € Card\ FIN) (K <card | 21(V)| = (VA € Card)(K >cara ANV A >cara 2K))

Pitanje dokazivosti (generalizirane) hipoteze kontinuuma u teoriji NFU nije u potpunosti
rijeSeno. Nije jasno moZe li se neSto zakljuciti detaljnijim proucavanjem Jensenovog dokaza
konzistentnosti teorije NFU. Nadalje, autor u [37] tvrdi da se nedokazivost hipoteze kontinuuma
dokazuje pomocu metode forcinga na jednak nacin kao i u teoriji ZF. Medutim, ta tvrdnja je

iznesena, ne samo bez dokaza, ve¢ i bez skice ili nacina na koji se tom problemu treba pristupiti.
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4. MODELI TEORIJE NFU

Postoji nekoliko nacina konstruiranja modela teorije NFU i njezinih proSirenja. Povijesno prva
bila je Jensenova konstrukcija [40]. Jensen svoju konstrukciju zapocCinje s modelom jednostavne
teorije tipova te pomocu njega dobiva model za NFU. Njegov dokaz je vrlo tesko pratiti, ali ga
je Boffa u [6] znacajno pojednostavio. Nadalje, Boffa u [7] predstavlja novu konstrukciju, koja
zapocinje s modelom teorije ZF, pomocu kojeg se onda definira model za NFU.! U ovom
poglavlju predstavit ¢emo detaljno osnovnu Boffinu konstrukciju, s preciznim prikazom svakog
koraka u dokazu. Nadalje, dokazat éemo da, uz neke dodatne pretpostavke na model teorije ZF,
dobivamo modele za NFU + Inf i NFU 4+ AC.

Prije same konstrukcije, potrebno je uvesti odredene pojmove teorije ZF.>

4.1. TEORUE ZF 1 ZFC

Teorija ZFC, poput teorije NFU, je teorija skupova formalizirana u logici prvog reda. Signatura
teorije ZFC jednaka je signaturi teorije NFU. To je u odredenom smislu neobi¢no, jer u ZFC
nema smisla govoriti o ne-skupovima, stoga je set(x) uvijek istina u ZFC. Medutim, time si

olakSavamo ,,prelaske” iz struktura jedne u strukture druge teorije.
Aksiom ekstenzionalnosti:

VaVy(Vz(z€x > z€y) > x=1y).

Aksiom praznog skupa:

WVx(x £ y).

1Za konstrukciju modela teorije NFU dovoljno je uzeti pocetni model mnogo slabije teorije od ZF. Najslabija

moguca teorija koja omogucava tu konstrukciju je MacLaneova teorija skupova [42].

2 Aksiomi su preuzeti iz [12].
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Aksiom para:

VaVy3zVu(u € z <> u=xVu=y).

Aksiom partitivnog skupa:
VxIywWz(z € y +» z Cx).

Aksiom unije:

VxIWz(zey > (Grex)(zet)).
Aksiom dobre utemeljenosti:

Vx(x#0— (Jy €x)(yNx=10)).

Aksiom beskonacnosti:

Ix(0 e xA(Vy ex)(yU{y} €x)).
Shema aksioma zamjene: za svaku formulu @(x,y,xy,...,x,) imamo

Vg -V, (V3@ (x,y,x1, .. %) = VaTWVz(z € y 5 (Tt € x)@(1,2,x1, .., %)) ) -

Shema aksioma separacije: za svaku formulu @(z,x;...,x,) imamo

Vxq ~--VanxE|sz(z €y z€xNQ(z,x] ...,xn)).

Do sada uvedeni aksiomi ¢ine teoriju ZF.

Apstrakcijski term u teoriji ZF definiramo sli¢no kao u NFU, samo bez uvjeta stratificira-
nosti formule kojom je zadan. Svaki apstrakcijski term stoga ne denotira skup — reci cemo da
denotira klasu. Svaki skup je klasa, a klasu koja nije skup nazivamo pravom klasom. Kazemo
da skup y pripada klasi C koju denotira apstrakcijski term t(xy,...,x,) = {z | @(z,x1,...,x1)}, 1
pisemo y € C, ako vrijedi @(y,x1,...,x,). Govor o klasama formalno nije dio teorije ZF, ali se
izuzetno Cesto koristi pri izlaganju te teorije, jer mnogi njeni principi vrijede za skupove 1 prave

klase podjednako.
Aksiom izbora:

Vx(0 € xA(Vy ex)(Vzex)(y#z—yNz=0)— Ju(Yw € x)Iv(v € wNu)).
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Ekvivalentne (s obzirom na ZF) tvrdnje aksiomu izbora su postojanje funkcije izbora, Zor-
nova lema, Zermelov teorem, ... [16]

Teoriju koja nastaje dodavanjem aksioma izbora teoriji ZF oznacavamo sa ZFC.

Napomena 4.1. Sve pojmove u ovoj tocki (ordinalni brojevi, kardinalni brojevi, ...) defini-
ramo kao $to ih inace definiramo u ZFC, dakle s uredenim parovima Kuratowskog. Istaknimo

da to najcesce nisu ,,isti” skupovi (nemaju iste elemente) kao njihovi analogoni u teoriji NFU.

Definicija 4.2. KaZemo da je x ordinalni broj ako vrijedi

(Vyex)(yCx)A(Vyex)(Vzex)(yVzVy=zVzey).

Ocito je 0 := 0 ordinalni broj te ako je ¢ ordinalni broj, onda je njegov sljedbenik o +
1 := U {0} takoder ordinalni broj. Ordinalni broj koji nije O niti sljedbenik nekog drugog

ordinalnog broja nazivamo granic¢ni ordinalni broj.

Definicija 4.3. Kazemo da je ordinalni broj A kardinalni broj ako ni za koji & € A ne postoji

bijekcija izmedu ot i A.

Klasu svih ordinalnih brojeva oznacavamo s On, a klasu svih kardinalnih brojeva oznaca-

vamo s Cn, i to su prave klase [12].

Definicija 4.4. Definiramo skup prirodnih brojeva kao:

N:=[{x]|0exn(Vyex)(yU{y} ex)}.

Skup prirodnih brojeva (¢ije postojanje slijedi iz aksioma beskonacnosti) je ordinalni broj, a
kada to Zelimo posebno naglasiti, oznacavamo ga s ®. Elemente tog skupa nazivamo prirodnim

brojevima.

Definicija 4.5. Kazemo da je skup x konacan ako postoji n € o i bijekcija f: x — n.

Inace kazemo da je x beskonacan.
Dokaz sljedeceg teorema moze se pronaci u [12].
Teorem 4.6. Skup ® je beskonacan.

Dedekind-beskonacnost definira se kao u definiciji 2.12. Nadalje, u ZFC vrijedi analogni

teorem teoremu 2.30.

Teorem 4.7. Skup x je Dedekind-beskonacan ako i samo ako je beskonacan.
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Dokaz se moZe pronaci u [16].

U teoriji ZF moZemo koristiti transfinitnu indukciju i transfinitnu rekurziju [12].

Definicija 4.8. Transfinitnom rekurzijom definiramo kumulativnu hijerarhiju:

Vai1:= P (Va)s

Vo= U Vp, ako je A grani¢ni ordinal;
Ber

V = U Va.

acOn
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4.2. BOFFINA KONSTRUKCIJA

U prvom dijelu ove tocke prikazujemo osnovnu Boffinu konstrukciju 1 definiramo strukturu za
koju pokazujemo da je model teorije NFU. U drugom dijelu konstruiramo model za teorije
NFU + Inf i NFU + AC, i pokazujemo kako jednostavno dobiti model za teoriju NFU 4+ Inf+ AC,

$to je ujedno i model za alternativnu aksiomatizaciju NFU + Inf + AC 4 VCSP.

4.2.1. Osnovna konstrukcija

Konstrukciju zapocinjemo proSirenjem signature teorije ZF specijalnim funkcijskim simbo-

lom [7].

Definicija 4.9. ProSirujemo signaturu teorije skupova novim funkcijskim simbolom j i defini-

ramo teoriju ZFJ kao teoriju ZF kojoj dodajemo sljedeca tri aksioma:
L Vady(x =y« j(x) = j(y));
2. ‘v’x‘v’y(x €y jlx) € j()’));
3. Yy (ji(x) = y).

Napomenimo da proSirenjem teorije ZF do teorije ZFJ ne mijenjamo sheme aksioma sepa-
racije i zamjene; formule koje dolaze u obzir pri izgradnji instanci tih shema, uvijek su formule
teorije ZF.

Vidimo da ta tri novododana aksioma iskazuju da interpretacija simbola j u nekom modelu
teorije ZFJ predstavlja automorfizam tog modela. Funkcijski simbol j moZemo interpretirati
bilo kojom funkcijom koja zadovoljava aksiome iz definicije 4.9, odnosno bilo kojim automor-
fizmom. Ako je M model teorije ZF, ocito je j¥ := idy, funkcija koja zadovoljava te aksiome,
no potrebno nam je postojanje netrivijalnog automorfizma. To je posljedica sljedeceg teorema
za teorije prvog reda, a onda specijalno i za teoriju ZF.

Za bijekciju f: X — X, gdje je X linearno ureden skup, kaZemo da je sli¢nost ako fi f~!

cuvaju uredaj.

Teorem 4.10. (Ehrenfeucht—Mostowski) Neka je T teorija prvog reda koja ima beskonacni
model i neka je X beskonacni linearno ureden skup. Tada postoji struktura 91 takva da vrijedi

M =T, X C M isvaka sliCnost na X proSiruje se do automorfizma na M.
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Teorem 4.10 preuzet je iz [43], a slijedi iz teorema 5.7. koji se nalazi u [15].

Teorem 4.11. Neka je T prebrojiva teorija koja ima beskonacni model. Tada postoji struktura

9 takva da vrijedi 9 |= T i postoji netrivijalni automorfizam na M.

Dokaz. Neka je T prebrojiva teorija. Promotrimo skup Z, koji je ureden standardnim linearnim
uredajem <, i funkciju f: Z — Z definiranu s f(x) = x+ 1. OCito je f sli¢nost na Z. Tada
po teoremu 4.10 postoji struktura 91 takva da je M =T, Z C M i f se moZe prosiriti do
automorfizma F na M. Vrijedi F(0) = f(0) = 1 # 0, stoga je o€ito F netrivijalni automorfizam.

[ |

Konstrukciju Boffine strukture zapocinjemo modelom teorije ZF. Osim samog modela,

klju€no je i postojanje vanjskog automorfizma tog modela.

Definicija 4.12. Neka je M model teorije ZF. KaZemo da je preslikavanje j: M — M auto-

morfizam na M, ako je j bijekcija i za sve a,b € M vrijedi
M = a € b ako i samo ako M = j(a) € j(b).

U nastavku ¢emo umjesto ,,ako i samo ako” pisati <=-. Napominjemo da taj simbol koris-

timo u meta-logi¢kom smislu, dakle izmedu izjava poput M = ¢.

Teorem 4.13. Neka je M model teorije ZFJ, @(x1,...,x,) formula teorije ZFJ i t(xy,...,x,)

apstrakcijski term zadan formulom teorije ZFJ. Tada za bilo koje ay,...,a, € M vrijedi
1. Mtay,...,an)) =t[M(a),..., M)
2. M=glay,....an) = M | o[iM(a1),...,M(a,)].
Teorem 4.13 je specijalni slucaj teorema Homomorphism theorem u [17].

Teorem 4.14. Neka je M model teorije ZF. Ako je h netrivijalni automorfizam na M, onda

postoji ordinalni broj o takav da vrijedi h(a) # .

Dokaz. Neka je h netrivijalni automorfizam; to znaci da postoji t € M takav da je h(t) # 1.
Pretpostavimo da za svaki ordinalni broj vrijedi 2(a) = . Znamo da vrijedi ZF = Vx3Ja(x €
Vi) [12], pa za svaki skup x € M moZemo definirati njegov rang rk(x) := ({a |x € Vy+1} € On
(presjek bilo koje neprazne klase ordinalnih brojeva je ordinalni broj). Buduéi da je rk(x) term

teorije ZF s jednom slobodnom varijablom x, onda iz teorema 4.13 slijedi h(rk(x)) = rk(h(x)).
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Definirajmo ordinalni broj 8 := (\{rk(u) | h(u) # u}. Tada postoji u € Vg1 = & (Vp) takav
da je h(u) # uizasvakiv € Vg vrijedi v = h(v). Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti
da postoji w takav daje w € uiw ¢ h(u). Izw € u C Vg slijedi w € Vg, odnosno vrijedi 2(w) = w,

a iz definicije automorfizma imamo i(w) € h(u), Sto je kontradikcija s h(w) =w & h(u). 1

Neka je M model teorije ZF. Tada po teoremu 4.11 postoji netrivijalni automorfizam na M,
te njime moZemo interpretirati funkcijski simbol j. Nadalje, zbog teorema 4.14, bez smanjenja
opéenitosti moZemo pretpostaviti da postoji neki ordinalni broj o € M, takav da vrijedi j¥ (o) <
a. Naime, kada bi vrijedilo a < j” (), umjesto /¥ mogli bismo promatrati (™)~

U nastavku fiksiramo model M teorije ZFJ i ordinalni broj « takav da je j* () < a. Tako-
der neéemo praviti razliku izmedu funkcijske oznake j i njene interpretacije j¥. Ako relacije
€, = 1 set piSemo bez oznake modela, pretpostavljamo da se one interpretiraju u M. Takoder,

bilo kakve formule za koje napiSemo da vrijede bez eksplicitnog spominjanja modela, podrazu-

mijevamo da vrijede u M.

Definicija 4.15. Definiramo strukturu nad signaturom teorije NFU (Sto je isto kao nad signa-
turom teorije ZF) s nosatem B = {x € M | M |= x € V,} te relacijama €8, =8 i set® tako da za

sve a,b € B vrijedi
1. a€l b jla) ebAb e Vg1
2. a=Bb<=a=0b;
3. setB(a)<:>a€Vj(a)+1.

Buduci da je a skup u B ako i samo ako vrijedi a € V)1, slijedi da je a atom u B ako i

samo ako vrijedi a € Vi \ Vj(q)+1-

Definicija 4.16. Rekurzivno definiramo transformaciju rwg formula teorije ZF oblika
@(x1,...,x,) u formule teorije ZFJ oblika ¢'(x1,...,x,,s,u), gdje su s i u medusobno

razliCite varijable koje se ne pojavljuju u Var @, na sljedeci naCin:
1. ako je ¢ = (x € y), onda je rwo(@) = (j(x) € yAy € s);
2. akoje ¢ = (x=1y), onda je rwo(@) = (x =y);
3. ako je @ = set(x), onda je rwo(Q) = (x € s);
4. ako je @ = —y, onda je rwo (@) = —rwo(y);

81



Modeli teorije NFU Boffina konstrukcija

5. ako je ¢ = (¥ — ), onda je rw(@) = (rwo(y) — rwo()):
6. ako je ¢ = Ixy, onda je rwo(@) = (Ix € u)rwo(y).
Umjesto rwo (@) pisat cemo ¢’

Teorem 4.17. Neka je ¢ formula teorije ZF. Tada za svaku valuaciju v vrijedi
B ):V¢<:>M):V’ (Pla

gdjeje Vi=vU {(S7Vj(06)+l)a (M,Va)}

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule ¢. Neka su x i y proizvoljne
varijable.

Neka je ¢ = (x = y) i uzmimo proizvoljnu valuaciju v. Tada je ¢’ = (x =y) i vrijedi
Bl x=y<=v(x) =Bv(y) = V(x) =V0) =M= x=y.

Neka je ¢ = (x € y) i uzmimo proizvoljnu valuaciju v.

Tada je ¢’ = (j(x) € yAy €5) i vrijedi

BlEyxey«=v(x) €l v(y)
= j(v(x)) €v(Y) Av(Y) € V()41

<=V (j(x) eV)AV D) EV() =My ¢
Neka je ¢ = set(x) i uzmimo proizvoljnu valuaciju v. Tada je ¢’ = (x € s) i vrijedi
B |5, set(x) <= set® (v(x)) == v(x) € Vis+1 <=V (x) eV(s) = ME, xes.

Pretpostavimo da za neki prirodni broj n, za svaku formulu sloZenosti manje od n i za svaku
valuaciju v vrijedi B =, ¢ <= M |=,, ¢'. DokaZimo tvrdnju za formule sloZenosti 7.

Tvrdnja je trivijalna za formule oblika —y 1 y — ¥. Dokazimo tvrdnju za formulu ¢ oblika
Axy. Tada je @' = (Ix € u)y'. Neka je v proizvoljna valuacija.

Pretpostavimo da vrijedi B |=, ¢. Tada postoji valuacija vy koja se podudara s v na svim
varijablama razli¢itima od x, takva da vrijedi B =,, y. Po pretpostavci indukcije dobivamo
da vrijedi M |=, y ¥'. DokaZimo da se (vy)" podudara s v' na svim varijablama, osim na
x. Ako je y € dom(v) \ {x}, onda je (vy)'(y) = vi(y) = v(y) = V/(y). Za varijablu s vrijedi
(ve)'(8) = Vj(a)+1 = V'(s), a za varijablu u vrijedi (vy)'(u) = Vo = /(). Nadalje, budu¢i da

vrijedi (vx)'(x) = v(x) € B, vrijedi i M |=(, ) x € u. Dakle, M =,y (3x € u)y’". |
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Teorem 4.18. Vrijedi B = Vx(x € y)[Vj(q)]-

Dokaz. Neka je a € B proizvoljan i definirajmo valuaciju w takvu da je w(x) =aiw(y) = Vj(q)-

Tada vrijedi

By x ey j(wx) € wy) Aw(y) € Vi) <= (@) € j(Va) A j(Va) € Vja)+1-

1z j(a) € j(Va) slijedi a € Vg, $to je istina jer je a € B. Nadalje, iz j(Va) € V()41 = j(Vat1)
slijedi Vi, € V11, $to je takoder istina zbog V11 = &2 (V). [

Iz teorema 4.18 slijedi da je skup V;4) univerzalni skup u B.
Teorem 4.19. Vrijedi B = NFU.

Dokaz. Aksiom ekstenzionalnosti. Neka su a,b € B proizvoljni i pretpostavimo da vrijedi
set®(a) Nset® (b) \(Vz € B)(z €8 a <+ z€P b) ia#” b. Drugimrije¢ima, a,b € Vj(q) 11, za svaki
¢ € Vg vrijedi j(c) € a <> j(c) € bia# b. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da
postoji u € a takav da je u & b. Bududi da je j automorfizam, postoji u’ := j~!(u). Zbog j(u') €
a € Vj(g)41 dobivamo j(u') € Vj(y), iz Cega slijedi u’ € V. Sada iz pretpostavke dobivamo
j(u') = u € b, §to je kontradikcija.

Aksiom skupovnosti. Neka su a,b € B proizvoljni i pretpostavimo da vrijedi b € a. Po
definiciji 4.15(1) imamo j(b) € aAa € Vjg)41, iz Cega slijedi a € Vj(4) 41, odnosno prema
definiciji 4.15(3), set®(a).

Aksiom stratificirane komprehenzije. Neka je ¢(z,x1,...,x,) stratificirana formula u je-
ziku teorije NFU. Oznacimo ¢’ = rwy(@). Iz teorema 4.17 slijedi da za svaku valuaciju v vrijedi
BE, ¢ <= M =, ¢'. Bududi da je ¢ stratificirana formula, uzmimo njenu najmanju tipizaciju
tp (koja postoji po teoremu 1.7) i definirajmo N := max{p(x) | x € Var ¢} + 1. U formulama
teorije ZFJ, j'(x) je pokrata za term j(... j(x)...).

Rekurzivno definiramo transformaciju rw; na svim potformulama od ¢’ na sljedeéi nadin:
1. akoje &' = (x=y). ondaje rwi (§) = (VW (x) = NPV (y)):

2. akoje &' = (ji(x) € y), onda je rwi (§') = (NP9 (x) € NP0)(y));

3. akoje &' = (x € 5), onda je rwi (§') = (NP0 (x) € NP0 (5));

4. akoje &' = -/, onda je rwi (&) = —rwy (V');

5. akoje &' = (y' — x'), onda je rwi(§') = (rw1 (V') = rwi(X'));
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6. akoje &' = (y € u)y/, onda je rw (') = (Fy € u)rw (V).

Oznacimo @" := rwi(¢’). Dokazimo M |=,, &' < M =, rwi(&’) za svaku valuaciju v i
potformulu &’ od @', indukcijom po sloZenosti formule &’.
Ako je &' = (x =), koja je nastala od potformule (x = y) od ¢, onda je

rwi (&) = (NP0 (x) = jNP0)(y)). Uzmimo proizvoljnu valuaciju v. Tada imamo

Bududi da je ¢ stratificirana formula, vrijedi #p(x) = tp(y), stoga imamo

V(NP ) =V (NP () = (NP 0) =V (VTPO)) = M s (8.

Dakle, M =y x =y <= M =, rwi(&).
Ako je &' = (j(x) € y), koja je nastala od potformule x € y od ¢, onda je

rwi (&) = (NP0 (x) € jN —r0) (y)). Uzmimo proizvoljnu valuaciju v. Tada imamo
My j(x) €y <= (j(x)) €V'()
s Nk (v' x)) € NP (v’(y))

<:>v(Nt” x)Ev(th 1(y)).
Bududi da je ¢ stratificirana formula, vrijedi tp(y) = tp(x) + 1, stoga imamo

V(PO @) €V (O )) e (VPR () € (VP () = My (&),

Dakle, M |=y j(x) € y <= M |=y rwi(&').
Ako je &' = (x € s), onda je rwi (&) = (j¥ 7™ (x) € /NP (s)). Uzmimo proizvoljnu
valuaciju v. Tada imamo
ME,xes<V(x)€V(s)
) € N (v'(5))
) €V ()

—M ):v’ rWl(él)'

— J-thp(x) (V/ (X)
)

— (J-thp(x) (x

Pretpostavimo da za neki prirodni broj n tvrdnja vrijedi za sve formule sloZenosti manje

od n. Korak indukcije jednostavno slijedi iz pretpostavke indukcije.
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Kako je ¢’ i sama potformula od ¢’, iz teorema 4.17 slijedi da za svaku valuaciju v vrijedi
BE, o= ME, 0 <= ME, ¢".

Svaka varijabla # u ¢@”, osim u i s, se pojavljuje u termu oblika j —1p(1) (t). Varijabla u se
pojavljuje samo u kvantifikatoru oblika (Jy € u), a varijabla s se moZze pojavljivati u termima
oblika j'(s), gdjejei=1,...,N — 1.

Definirajmo transformaciju rw, na termima formule @”.

—

ua (100 () 1= 2

2. rwz(jN*’p(xi)(xi)) = NP (x), zasve i=1,...,n;
3. rwo(u) :==u;

4. rwo(ji(s)) = j'(s), zasvakii=1,...,N—1;

N

5. rwy ( jN-P0) (y)) :=y, za sve ostale (vezane) varijable y.

Definirajmo transformaciju rw3 na potformulama formule ¢”.

Oznalimo proizvoljne terme formule @” s i t.
Lorws(r=1) := (rwa(t) = rwa(t));
2. rwy(t e t) := (rwa(r) € wa(b));
3. rw3(=y") == w3 (y');
4 rwa(y" = 1) = (rwa(y") = rws(2"));
5. rwi((3y € wy”) == (Fy € NP0 () rws (y”).

Oznalimo ¢" := rw3(@").

Dokazimo da za svaku valuaciju v i za svaku potformulu £” formule ¢” vrijedi
M >:1/ ié// —M ):(v’)o ”W3(§”)7
gdje je (v')o valuacija definirana na sljedeci nacin:

V(NP0 (1)), ako je t varijabla z ili vezana,
(v)o() :=

V (1), inale.
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Direktno iz definicije transformacije rw, i valuacije (v')g dobivamo v/(t) = (v')o (rw2(t)),
za sve terme formule @”. Sada tvrdnju dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule £”.

Ako je " = (v = t), onda imamo

M=y E" =V (v) =V (1)
= (V)o(rwa(r)) = (V)o(rw2(t))
M ):(V’)o (rWQ(t) = Mz(f))

M ):(V/)O I’W3(t = f) M ):(V/)O FW3(€”).
Analogno se dokazuje slucaj kada je £” = (v € t).

Pretpostavimo da za neki n tvrdnja vrijedi za sve formule sloZenosti manje od n. Ako je

E"==y"ili " = (y" — x"), tvrdnja oito vrijedi. DokaZimo tvrdnju za " = (Jy € u)y”.
Tada je rw3(§") = (3y € NP0 () rws ().

Uzmimo proizvoljnu valuaciju v. Pretpostavimo da vrijedi M =, (Jy € u)y”. Tada postoji
valuacija (v'), koja se podudara s v' na svim varijablama razli¢itima od y i vrijedi
M, y€uny”, odnosno M =) y €u i M =,y y". Primijetimo da vrijedi (v'), = (vy)’
za neku valuaciju v, (ubuduce mozemo pisati v; bez opasnosti od zabune), stoga po pretpostavci

indukcije dobivamo M (s, rw3(y"). Nadalje, imamo
MEyy€cu— Vi (y) € Vg = Nl )(Vy(y)) e NPONV,) =M ):( yE N0 (),

Preostaje jos dokazati (vy)o(¢) = (V')o(t) za svaku varijablu 7 razli¢itu od y.

Ako je t varijabla z ili neka vezana varijabla, onda imamo

(o) = vy (NP0 (@) = VPO () = PO (1)) = (0)o(0)-

Ako je t varijabla xy, ..., x,, u ili s, onda imamo

(Vo) = (w)'(1) =V (y) = ()o(»)-
Trebamo jo$ dokazati M ):(V/ y e jN="0)(1). To je ekvivalentno s tvrdnjama
(o) € (o (PO (w)) <= NP (V(v)) € PV (v (w))
— N0l )(vy(y)) e jN-rW) (Vo)
= vy (y) € Va,
zadnja od kojih vrijedi zbog pretpostavke M |=y y € ui vi(u) =Vv'(u) = Vq.
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Obratno, pretpostavimo da vrijedi M =y, (3y € ¥~ (u))rw3(y”), tada postoji valu-
acija ((v’)o)y za koju vrijedi M = (1)), ¥ € FNPO) () A rwy(w"), odnosno
M E(),), Y € NP0 (w) i M F((v)), 73 (¥"). Analogno prethodnom dokazu se dokaze da
vrijedi ((v/ >O)y = (v})o za neku valuaciju vy pa iz pretpostavke indukcije slijedi M =, y".

Preostaje joS dokazati M ):v; y € u. To je ekvivalentno s tvrdnjama

) € Ve = VPO (M () € N (V)
= (n)o(y) € V7Y (Vi(w)

o) € VY ((n)o(w)

zadnja od kojih vrijedi zbog M |= (1)), ¥ € NP0 (u).
Dakle, vrijedi B |=, ¢ <= M =), ¢"".
Definiramo posljednju transformaciju rw4 na termima formule ¢, pri emu su u(® i s()

nove varijable razli¢ite od vezanih i od svih varijabli x1, ..., xy,z.
1. rwy (jN_tp(xi) (Xi)) = X
2. »wa(z) =1z
3. rwy(y) =y, za svaku vezanu varijablu y;
4. rwy(j'(u)) = ud, zai=1,...,N—1;

5. rwa(j'(s)) =50, zai=1,...,N—1.

iz u kO-

Ozna¢imo s @V(z,x,... D uWD (D ,s(N_l)) formulu dobivenu iz ¢
JOj su svi termi zamijenjeni transformacijom rwy.

Za svaku valuaciju v definirajmo valuaciju (v'); na sljedeéi nadin:

(V)o(2), ako je ¢ varijabla z ili vezana,
(V)1(t) == (v’)o(jN_’P(’)(t)), ako je t = x;,
Mo (J'(1)), ako je ¢ varijabla u(® ili s(),
Iz definicije transformacije rw4 dobivamo da za svaki term t formule ¢@”” vrijedi

(V)o(t) = (V)1 (rwa(t)). Indukcijom, analogno kao i prije, moZemo dokazati da vrijedi

M ):(V/)o (p/// <M ):(V/)l (piv.
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Primijetimo da se u formuli @'V ne pojavljuje funkcijski simbol j, odnosno ¢V je formula
teorije ZF. Stoga moZemo primijeniti aksiom separacije.
Neka su ay,...,a, € B proizvoljni i ozna¢imo s j(X) niz j(X),..., /N~1(X), za proizvoljni

X C B. Definirajmo

— —

AO = {I" € jN?tp(Z) (VOC) ‘ (Piv [r7a17' .- 7al’l7.]<VOt)7 (Vj(a)—H)} }7

zatim A := jP@~N(Ay) C V, i u konatnici A’ := j(A) C j(Vg) € B. Definirajmo wy(y) = A’.
Budu¢i da vrijedi A" C V), imamo A" € V41, iz Cega slijedi B |=,, set(y). Oznacimo s wy,
proizvoljnu valuaciju koja se podudara s wy na svim varijablama razliCitima od z i oznaCimo

wy;(z) = c. Preostalo je jo§ samo dokazati

By, 2 €y <= B =y, 0.
Tada imamo

B ):Wyz Ve 6 y <~ j(C) 6 A//\A/ 6 V_]((X)+1
<—ccA
— VPR () € Ay

—

= ceVa N [P (e)an,. .. an J(Va), J (Vi) 11)]
< gDiv [jN_tp(Z) (C),Cll,. . . 7anaf(va)7f(vj(a)+1)]
—M IZ(W(Z)I (piv

< B =y, 0. |

Dokaz da stratificirana komprehenzija vrijedi u B inspiriran je skicom tog dokaza koji se

nalazi u [36].

4.2.2. Modeli proSirene teorije NFU

Tvrdnju da odgovarajuca struktura zadovoljava aksiom beskonacnosti ne dokazujemo

,,direktno”, ve¢ pomoc¢u Dedekind-beskonacnosti, za §to nam je potreban aksiom izbora teorije
ZFC. Prije toga, moramo interpretirati odgovarajuée formule i apstrakcijske terme u B. Tocnije,
nije toliko korisna interpretacija terma i formula u B, koliko je vazan odnos izmedu istinitosti

formulau Biu M.
Lema 4.20. Za svaki prirodni broj p > 1 vrijedi j”(a)+p < j(a)+ 1.
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Dokaz. Dokazujemo indukcijom po p. Za p = 1 o€ito imamo j” (o) + p = j(ot) + 1. Pretpos-
tavimo da za neki prirodni broj p vrijedi j’(a)+ p < j(a)+ 1 i dokazimo tvrdnju za p + 1.
Vrijedi j7T () < jP(@), iz Cega dobivamo jP! (o) + p < jP(a) + p. 1z pretpostavke induk-
cije dobivamo jP (o) + p < j(&) + 1, iz ega slijedi j7*!(a) + p < j(a)+ 1, a onda iz toga
dobivamo jP (a) +p+1 < j(a) +1. |

Teorem 4.21. Za sve x,y,t € Vg, vrijedi

(r={x )’ = 1={j(x),jO)}-
Dokaz. Vrijede sljedeée ekvivalencije:

(t={xy ) =1tc Vi1 A (V2 € V) (j(z) €t 2 z2=xVz=y)

=1 E€Vian AV E V) (j(2) €14 j(z) = j(x) V j(z) = j(v)).

Trebamo dokazati

t € Vi A (VZEVa)(j(2) €1 ¢ j(2) = j(x)V j(2) = j(y) =1 ={j(x),j(»)}-

Pretpostavimo da vrijedi 1 € V(g1 A (V2 € Vo) (Ji(z) €1 > j(z) = j(x) V j(z) = j(y)) i neka
je z proizvoljan. Tada postoji 7’ takav da je j(7') = z.

Ako je z € t, buduci da vrijedi t € Vj(4)4, imamo j(z') = z € Vj(4). To povladi Z' € Vq.
Sada iz pretpostavke i j(z') € t dobivamo z = j(Z') = j(x) Vz = j(Z) = j(y).

Ako je z= j(x)Vz=j(y). iz x,y € Vg dobivamo j(x), j(y) € V}(a). 8to povlati j(z') € Vj(q),
odnosno 7' € V. Sada iz pretpostavke dobivamo j(7') =z € 1.

Pretpostavimo sada da vrijedi 7 = {j(x), j(y)}. Bududi da su x,y € V,, imamo j(x), j(y) €
Vi) atodajet = {j(x),j(y)} € Vjq)+1- Neka je z € Vg proizvoljan. Tada po aksiomu para
dobivamo j(z) €t <> j(z) = j(x) V j(z) = j(»)- |

Teorem 4.22. Za sve x,y,t € Vg, vrijedi
(1= ()" = 1= (), 20).
Dokaz. Vrijede sljedece ekvivalencije
(t= (x,y))B = sel’(1) A (V2 € B) (2 €t & (2= {x})®V (z = {x,3})")
=tV AV2eV)(jz) et orz={j(x)}Vz={j(x),i0)})

1€ Vi A V2EVa) (j(2) €14 j(2) = {0}V j(2) = {77 (x), 7 )}).
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Trebamo dokazati

1€ Vi1 A (VZ2EVR)(j(2) €14 j(z) = {/*(0)} Vji(2) = {*(x),/°()})
= Vi(zet v z={x)}ve={2(),/*0)}).

Pretpostavimo da vrijedi

L€ Vi1 A (V2 €Va) (J2) €1 j(2) = {F (0} V j(e) = {2 (%), (0)})-

Neka je z proizvoljan. Tada postoji 7’ takav da je j(7') = z.

Ako je z €t,tada izt € Vj(q), dobivamo j(z') = z € Vj(4), $to povlaci 7’ € V. 1z pretpos-
tavke i j(7) € t dobivamo () = { (1)} V j(Z) = {/2(x), 2}

Akojez={j*(x)} Vz={j*(y)}, tada iz x,y € V,, dobivamo j>(x), j2(y) € Vi) € Vi +1s
Sto povladi j(7') € Vi(a)> 0dnosno 7 € V. Sada iz pretpostavke dobivamo j(7') =z € 1.

Pretpostavimo sada da vrijedi Vz(z € 1 <> z = {j*(x)} Vz = {j*(x),/*(y)}). Budu¢i da su
x,y € Vg, imamo j2(x), j2(y) € Vi2(q)» Sto povlaci (J2(x), /*(v)) € Vi2(a)+2- Sada iz leme 4.20
dobivamo V()15 € Vj(a)+1, 12 c¢ega dobivamo 7 € Vj(q) 1. Za proizvoljni z € Vy tada imamo

j@@) et e jz) ={ )} V@) ={/ ),/ >} u

Teorem 4.23. Zasve x,y € Vo 1 R € V)11, vrijedi

(0,2 () € R ((x.y) €R)".

Dokaz. Nekasux,y € Vg iR € V(g1 Pretpostavimo da vrijedi (j 3(x), /*(y)) € R. Dovoljno je
dokazati (3t € Vg)(t = (j2(x), j*(y)) A j(t) € R). Tvrdimo da je t = (j*(x), j2(y)) trazeni skup.
Iz x,y € Vi dobivamo j ( ), 2 (y) € Via(q)> @iz leme 4.20 slijedi # € Via(gy10 € Vi) 41 € Ve

Ocito vrijedi j(1) = (2 (x), } () €
Pretpostavimo da Vrl]edl ((x, y) € R) Tada imamo
(vy) €R)” &= (G € Va) (1 = (0, FON AP (@), /() € R).
iz Cega otito slijedi (> (x), j*(y)) € R. [
Teorem 4.24. Za sve t € Vo i X,Y € Vj(q)41, ako vrijedi 1 = j*(X) x j2(Y), onda vrijedi
(r=(x x1))".

Dokaz. Nekasut € Vy iX,Y € V()1 proizvoljni i pretpostavimo da vrijedi 1 = (X)) x j2(Y).

Trebamo dokazati (z = (X x Y)) , za §to je dovoljno dokazati
t € Vi1 A(VZ2EVe)(j(z) €14 (Fx e Vy)(Fy € Va)

(j(x) EXAJ() €Y Az=(j*(x),/*())))-
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Bududi da je X,Y € Vq, slijedi j2(X), j*(Y) € Vj2(4), pa iz leme 4.20 dobivamo 7 = j*(X) x
J2(Y) € Va2 € Va)+1- Neka je z € Vq proizvoljan.

Ako je j(z) € t, onda postoje j>(x) € j2(X)i j3(y) € j2(Y) takvi da vrijedi
Jj(2)=(/*(x),/*(y)). Buduéidaje j(x) € X € Vj(g)+1 = P (Vj(a))» slijedi j(x) € V}(4), 0dnosno
x € Vy. Analogno dobivamo y € Vy, iz ¢ega slijedi tvrdnja.

Ako vrijedi (3x € V) (3y € Vo) (ji(x) € X A j(y) €Y Az = (j*(x), j*(y))), onda je j*(x) €
PO, PO) €Y i j(2) = (), (). Dakle, j(z) €.

Teorem 4.25. Za sve x,y € Vy, vrijedi
(x Cy)P <= x€ Va1 AYE Vi@ AX .
Dokaz. Dovoljno je dokazati
X € Vi1 NY E V41N (Vz€Vy) (j(z) €x— j(z) Ey) = x € Vjq)+1N\Y EVjia)+1 Ax .

Pretpostavimo da vrijedi x € Vj(g)11 AY € V()41 A (Vz € Vi) (ji(z) € x = j(z) € y). Ocito
vrijedi x € Vj(g)41 Ay € Vj(q)+1- Neka je z € x proizvoljan. Tada postoji z' takav da je j(z') = z.
Buduci da je x € Vj(q) 1, slijedi j(@) e Vi(a)> 0dnosno 7 € V. Sada iz pretpostavke dobivamo
j(@)y=z€ey.

Pretpostavimo da vrijedi x € Vj(g) 1.1 Ay € Vj(q) 41 Ax Cy. OCito vrijedi x,y € Vj(g)41. Neka
je z € Vg proizvoljan. Sada jednostavno iz pretpostavke dobivamo da ako vrijedi j(z) € x, onda

vrijedi j(z) € y. |

Teorem 4.26. Za sve Z € Vo i X,Y € Vj(g)11, ako vrijedi Z C 72(X) x j2(Y), onda vrijedi
(ZC X xY)B

Dokaz. Neka suZ € Vo 1 X,Y € Vjy) 1 proizvoljni te pretpostavimo da vrijedi Z C 7 (X) x
j2(Y). Formula (Z C X x Y) je ekvivalentna formuli 3t(Z C t At = X x Y), stoga je dovoljno
dokazati 3¢ (Z Ct At =X X Y)B, odnosno (3t € Vo )((ZCt)BA(t =X xY)B).

Tvrdimo da je t = j2(X) x j*(Y) traZeni skup. Iz X, Y € V,, dobivamo j*(X), j2(Y) € Vi(a)»
a onda iz leme 4.20 dobivamo ¢ € Via ()12 € Vj(a)+1- 12 Z C j2(X) x j2(Y) slijedi Z € Vj(g)41-
Sada iz teorema 4.25 dobivamo (Z C t)B . Nadalje, iz teorema 4.24 dobivamo da vrijedi (t =

(x x1))”.

Teorem 4.27. Zasve f € Vo i X,Y € Vj(y)11, ako vrijedi func(f, j2(X), 2(Y)),
onda vrijedi finc(f,X,Y)".
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Dokaz. Nekasu f € Vg 1X,Y € Vjg), 1 proizvoljni te pretpostavimo da vrijedi
func(f, j?(X), j*(Y)). Dovoljno je dokazati

(f SXxY)PA(Vx € Vo) (ji(x) €X = (3ly € Va) (J) €Y A((x.y) € £)F)).

Dokazimo da vrijede oba konjunkta. Iz pretpostavke teorema i teorema 4.26 slijedi

(f € X x ¥)B. Uzmimo proizvoljni x € V,, takav da vrijedi j(x) € X. Iz toga dobivamo j>(x) €
j2(X), a iz pretpostavke teorema slijedi da postoji jedinstveni y takav da je j3(y) € j2(Y) i
(/*(x),/(v)) € f. O¢ito je j(y) €Y, a bududi da vrijedi ¥ € Vj(g)41, dobivamo j(y) € V;(q).
Dakle, postoji jedinstveni y € V,, takav da je j(y) € Y. Buduéi da vrijedi f C j*>(X) x j>(Y) €
Vi(a)+1> iz teorema 4.23 slijedi ((x,y) € f)B.

Teorem 4.28. Za sve f € Vo i X,Y € V)11, ako vrijedi surj(f, j2(X), j2(Y)).
onda vrijedi surj(f,X,Y)5.

Dokaz. Nekasu f € Vo 1X,Y € V), proizvoljni te pretpostavimo da vrijedi
surj (f,j*(X), j*(Y)). Trebamo dokazati surj(f,X,Y)5, aza to je dovoljno dokazati

func(f,.X,Y)P N (W € Vo) (j(y) €Y — (Bx € Vi) ((x) € X A ((x,y) € £)P)).

Iz pretpostavke teorema i teorema 4.27 dobivamo da vrijedi func(f,X,Y)8. DokaZimo drugi
konjunkt. Neka je y € V, proizvoljan takav da vrijedi j(y) € Y. Tada je j3(y) € j2(Y). Iz
pretpostavke teorema slijedi da postoji j3(x) € j2(X) takav da je (j°(x),j3(y)) € f. 1z toga
dobivamo j(x) € X. Buduéi da vrijedi f C j2(X) x j2(Y) € Via)+1 € Vj(a)+1, iz teorema 4.23
slijedi ((x,y) € f)B. u

Teorem 4.29. Zasve f € Vo i X,Y € Vj(y)11, ako vrijedi inj(f, j2(X), j2(Y)),
onda vrijedi inj(f,X,Y)B.
Dokaz. Nekasu f € Vo 1X,Y € Vjg),1 proizvoljni te pretpostavimo da vrijedi
inj (f, j*(X), j*(Y)). Trebamo dokazati inj(f,X,Y)", a za to je dovoljno dokazati
(Vx1 € Vo) (Vx2 € Vo) (ji(x1) € X A j(x2) € XA
(I Vo) (JO) €Y AP @), P (0)) € FAP (x2), () € f = x1 = x2)

Neka su x1,x, € Vi, proizvoljni takvi da vrijedi j(x;) € X, j(x2) € X i pretpostavimo da postoji

y € Vo takav daje j(y) €Y, (°(x1), /() € £ i (°(x2),/°(¥)) € f. Tada imamo
Px1), 2 (x) € j2(X)i 3 (y) € j2(Y), a onda iz pretpostavke teorema dobivamo

7(x1) = j3(x2), odnosno x| = x5. |
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Teorem 4.30. Za sve f € Vo i X,Y € Vj(y)11. ako vrijedi bij(f, j2(X), j*(Y)), onda vrijedi
bij(f,X,Y)".

Dokaz. Slijedi direktno iz teorema 4.29 i 4.28. |

Oznacdimo formulu Jy3f (y CxADbij(f,x, y)) koja govori da je skup x Dedekind-beskonacan
s D(x). Prisjetimo se, y C x je pokratazay C x Ay # x, stoga vrijedi (y Cx)? <=y ¢ Vit +1/\

x€ Vi1 ANy Cx
Teorem 4.31. Za sve X € V, ako vrijedi X € Vj(g)11 AD(j*(X)), onda vrijedi D(X)".

Dokaz. Neka je X € Vg i pretpostavimo da vrijedi X € V()44 AD( (X )). Imamo
D(X)P <= (3Y € Vo)(3f € Va)(Y € Vj(gy11 AY CX ADij(f,X,Y)P).

Iz pretpostavke teorema postoje Y i f takvi da vrijedi ¥ C j2(X )/\sz ( £, 72 (X), Y). Tada postoji
Y’ takav da je j>(Y') =Y. Buduéi da je X € Vi(a)+1> 0dnosno 7( (Vj ). 172 C
JA(X), slijedi da je j*(Y') € j2(Vj(q)41)> 0dnosno Y’ € Vjig) 1. Iz j2(Y') C

Y' € X. Buduci da vrijedi X € Vj(g)11 AY' € Viggy 41 /\bij(f,j (Y")j?*(X)), iz teorema 4.30

7*(X) dobivamo

dobivamo bij(f,X,Y’), §to znati da vrijedi D(j*(X)). u

Sada moZemo dokazati, pod pretpostavkom da je o beskonacni ordinalni broj, da postoji

model za NFU + Inf.

Teorem 4.32. Pretpostavimo da vrijedi M = AC. Ako je a beskonacan u M, onda vrijedi
B = NFU + Inf.

Dokaz. Znamo da vrijedi B = NFU. Pretpostavimo da je o beskonacan u M. Bududi da je
a beskonacni ordinalni broj, slijedi & > , a iz toga slijedi da je Vy 2O V,, beskonacan u M.
Nadalje, iz M |= AC, slijedi D(Vy ), a onda iz teorema 4.13 slijedi D ( i3 (Vo). Bududi da vrijedi
P(Ve) € Vi2(a) € Vj(a)+1, iz teorema 4.31 dobivamo D(V)(4 )) . Nadalje, iz B |= NFU i teorema
2.13 sada slijedi B |= Inf. [

Teorem 4.33. Zasvet,x,y € Vy vrijedi

B
(t :xﬂy) = X V)11 Ny € Vi1 ANt =xNy.
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Dokaz. Vrijede sljedece ekvivalencije:

(¢ :xﬂy)B > set® (t) NsetP (x) NsetP () AVz(z €t < z€x Nz € )P
—tc Vj(a)—H APAS Vj(oc)—H ANAS Vj(a)—l—l/\

AN(VZ€Va)(j(z) €14 j(z) €xAj(z) €).
Trebamo dokazati
1€ Vi1 AX € Vi1 AY € Vigy1 A (V2 € Vo) (J(z) €1 4 j(z) € xA j(z) € y)
= X € V)11 NY € Vjayr1 ANt =xN)y.
Pretpostavimo da vrijedi
1€ Viigys1 AN E Vi1 AY € Vi1 A (V2 € V) (Ji(z) €1 > j(z) €xAj(z) € ).

Ocito je x,y € V()11 stoga preostaje dokazati # =xMNy. Neka je z proizvoljan. Tada postoji 7
takav da je j(z') = z. Ako je z € t, buduci da vrijedi t € Vg1, slijedi j(2') = 2 € Vj(q), iz Cega
slijedi 7 € V. Sada iz pretpostavke dobivamo j(7') € xA j(7) € y. Akojez € xAz €y, onda
iz j(7) € xA j(Z) €y, 7 € Vg i pretpostavke dobivamo z = j(Z') € 1.

Pretpostavimo da vrijedi x € V()11 AY € Vj(q)41 At =xNy. OCito su x,y € Vj(q) 1, stoga
preostaje dokazati 1 € V(g1 A (V2 € Vi) (ji(2) €1 ¢+ j(z) € xA j(z) € y). Iz pretpostavke i iz
t=xNyCuxslijedi s € Vj(g)41. Uzmimo proizvoljan z € V. Tada iz pretpostavke imamo

j@) et j(z) exNnj(z) €. [ |
Postojanje modela za teoriju NFU 4+ AC dokazujemo primjenom aksioma izbora teorije ZFC.
Teorem 4.34. Ako vrijedi M |= AC, onda vrijedi B = NFU + AC.

Dokaz. Trebamo dokazati da vrijedi

B |=Vx(set(x) NO & x A\ (Vy € x)set(y) A (Vy € x)(Vz € x)(y #z— yNz=0)

— Ju(Yw € x)Iv(v e wNu))

Neka je x € V,, proizvoljan takav da vrijedi set®(c), 0 &8 ¢, (Vy € Vo) (y €8 ¢ — setB(y)) i
(Vy €Va)(Vz€Vy)(yeBenzeBeny #8 z— ((yNz) = 0)8). Tada vrijedi

(D) X € Vjiayii:
(i) 0 ¢ x;
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(i) (Vy € Va)(j(y) €Ex =y € Vjigy41) 1
(iv) (Vy € Va)(Vz € V) (j(y) ExNj(z) ExAy#z—yNz=0).

Dokazimo da x zadovoljava uvjete aksioma izbora u M. OCito vrijedi set(x), iz uvjeta (ii)
dobivamo 0 ¢ x, a ocito vrijedi set(y) za svaki y € x. Neka su y,z € x proizvoljni i razli¢iti. Tada
postoje y', 7’ takvi da vrijedi j(y') =y i j(Z) =z 1z j(y) =y # z = j(Z), zbog injektivnosti od
J» slijedi y’ # 7, iz Cega bi slijedilo y = z. Nadalje, iz j(y) € x € Vj(¢)1 dobivamo j(y) € Vj(4),
iz Cega slijedi y € V. Analogno dobivamo z € V. Sada iz uvjeta (iv) dobivamo y' Nz =0, iz
Cega slijedi yNz = j(y' Nz') = 0. Dakle, x zadovoljava uvjete aksioma izbora u M.

Trebamo dokazati da vrijedi JuVw(w € x = Iv(v € wN u))B. To je ekvivalentno s
(Fu € Vo) (Yw € Vo) (j(w) €x— (I e Vo) (j(v) ewNuAw € Viiw+1 AU € Viia+1))-

Neka je «’ izborni skup za x u M. Tada je i u” := v/ N|Jx takoder izborni skup za x u M. Naime,
neka je w € x proizvoljan. Tada postoji v takav da je wNu' = {v}. Izv € w € x slijedi v € Ux.
Dakle, imamo wNu” =wnu' NYUx = {v}NUx = {v}.

Tvrdimo da je u := j~'(u”) traZeni izborni skup za x u B. Za svaki t € x postoji ¢’ takav
da je j(t') =1t € x. 1z uvjeta (iii) slijedi da je ' € Vj(g)11, iz Cega slijedi = j(¢') € Via(g41-
Dakle, x C Vaia)+1s odnosno x € Vi2(a)42- Tada imamo | Jx € Vi2(a)41s iz Cega slijedi j(u) =
u’" =u' NUx CUx € Vio(g)41- 1z toga dobivamo u € Vj(g) 41 C Va.

Uzmimo proizvoljan w € V,, takav da vrijedi j(w) € x. Buduéi da je u” izborni skup za
x u M, postoji jedinstveni v takav da je v € j(w) Nu”. Tada postoji jedinstveni V' takav da je
j2(v) = v. Sada imamo j2(V') € j(w)Nu" Cu" € V(415 iz Cega slijedi V' € V. Nadalje,
imamo j2(v') € j(w) Nu" = j(w) N j(u), iz Cega slijedi v/ € wNu. Znamo da je u € V(g1 1, a

iz j(w) € x i uvjeta (iii) dobivamo w € Vi(a)+1- Dakle, vrijedi aksiom izbora u B. [
Sada jednostavno dobivamo sljedeéi rezultat.

Teorem 4.35. Neka je M model teorije ZFC, j automorfizam i o ordinalni broj takav da je

j(a) < a. Ako je o beskonacan u M, onda vrijedi B = NFU + Inf + AC.

Dokaz. 1z teorema 4.19 slijedi B |= NFU. 1z teorema 4.32 pak slijedi B |= Inf, a iz teorema 4.34
slijedi B |= AC. Dakle, B = NFU + Inf 4 AC. |

Iz teorema 2.44 dobivamo sljedece.
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Teorem 4.36. Neka je M model teorije ZFC, j automorfizam i a ordinalni broj takav da je

j(o) < o. Ako je a beskonaCan u M, onda vrijedi B |= NFU + Inf+ AC 4 VCSP.

Dokaz. 1z teorema 4.35 dobivamo B = NFU + Inf + AC, a iz teorema 2.44 onda dobivamo
B = VCSP. Dakle, B = NFU + Inf + AC + VCSP. n
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ZAKLJUCAK

Istrazivanje teorije NFU vrlo je izazovan proces. lako naizgled postoji mnogo literature, ona
je Cesto zastarjela ili nije prevelike kvalitete. Nadamo se da ¢e ova disertacija pribliZiti teoriju

NFU opéoj matematickoj zajednici i biti od koristi svima onima koji Zele saznati nes$to o njoj.
Rekapitulirajmo ukratko znanstvene doprinose disertacije.

1. PoboljSavanje sintakse teorije NFU dokazivanjem mnogih korisnih svojstava. Dobiveni

rezultati mogu se koristiti i u teoriji tipova.

2. Postavljanje teorije NFU na stabilne temelje i uspjeSno argumentiranje u korist njezinog
koriStenja kao temelja matematike, odnosno valjane filozofsko-matematicke alternative

teoriji ZFC.

3. Prijedlog alternativne aksiomatizacije teorije NFU u svrhu lakSe ekspozicije i lakSeg ko-

riStenja navedene teorije.

4. Dokaz konzistentnosti alternativne aksiomatizacije te posljedicno opravdanje njezinog

uvodenja. Jasniji 1 detaljniji prikaz konstrukcije modela teorije NFU.

Buduci rad

Teoriju NFU moZemo nastaviti istraZivati u raznim smjerovima, a za kraj navodimo tri problema

za koja smatramo da ih je moguce rijeSiti pomocu teorije uvedene u ovoj disertaciji.

* Metoda forcinga: istrazivanje metode forcinga u teoriji NFU vec je napravljeno u [37]
pomocu Boolean-valued modela. Medutim, u tom tekstu Boolean-valued konstrukcija
nije prikazana u punoj opcCenitosti. Nadalje, nije prikazano kako se pomocu nje kontru-
iraju odgovarajuéi modeli u kojima vrijedi (negacija) hipoteze kontinuuma ili (negacija)

aksioma izbora. Takoder je pretpostavka na pocetnu Booleovu algebru nepotrebno jaka.
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Zakljucak

Smatramo da je izrazito korisno za teoriju NFU i daljnje istraZivanje njenih modela da se

metoda forcinga dodatno istraZi, produbi i uini preciznom.

* Model za teoriju NFU+ Inf4+—0OPy: relativno jednostavnom prilagodbom Boffine kons-
trukcije u tzv. permutacijsku metodu moZemo dokazati postojanje modela teorije NFU +
Inf u kojoj ne vrijedi aksiom tipski ujednacenih uredenih parova. Naime, pocinjemo s
modelom M = (M}, M, ...) jednostavne teorije tipova s atomima (T TU) i zatim konstru-
iramo pomocu permutacijske metode novu strukturu (M7, M5,...). Pritome je M| = M|, a

M!

i1 Je dobiven iz M dodavanjem skupa & (B), gdje je B beskonacan Dedekind-konacan

skup atoma, s kardinalno$éu neusporedivom sa svakim X C M/ za koji je simetri¢na raz-

lika X A B beskonac¢na.

» Formalizacija u Coqu: teorija NFU kao vrsta teorije tipova manje je zahtjevna za forma-
lizaciju u dokazivacu teorema od primjerice teorije ZF. Formalizacijom u Coqu dodatno
osnazujemo uvjerenje u ispravnost odredenih rezultata teorije NFU i omogucavamo brze

provjeravanje stratificiranosti odredenih formula.
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A. DODATAK - POVIJEST TEORIJE

SKUPOVA

Pradenjem pocetaka bilo koje matematicke i znanstvene discipline uvijek se suocavamo s odre-
denim poteSko¢ama. Naizgled to nije slucaj s teorijom skupova, za koju se Cesto tvrdi da je u
potpunosti otkrivena od strane Georga Cantora. Neupitan je Cantorov doprinos njenom razvoju
i uzdizanju do samostalne matematicke discipline, ali isti¢uci samo njega zanemaruju se klju¢ni
doprinosi drugih matematicara, posebice Dedekinda.

Ovaj povijesni prikaz podijeljen je na tri dijela. Prvi dio opisuje kako je nastala teorija
skupova te njezin razvoj u drugoj polovici 19. stoljeca. Drugi dio prikazuje krizu nastalu logic-
kim paradoksima 1 dva pokusaja njezina prevladavanja; teoriju tipova Whiteheada 1 Russella,
te Zermelovu aksiomatizaciju. Treci dio je otklon od standardne prezentacije povijesti teorije

skupova i opisuje smjer razvoja Quineove teorije skupova do sredine dvadesetog stoljeca.

A.1. POCETAK TEORIJE SKUPOVA (1850.-1879.)

Teorija skupova nastala je na njemackom kulturnom podrucju sredinom 19. stoljeca. Razloge
za takvo vrijeme 1 mjesto moZemo traZziti u intelektualnim, filozofskim i matematickim okol-
nostima. Reforme njemackih sveuciliSta poslije poraza od Napoleona, a posebice osnivanje
Berlinskog sveudilista! 1810. godine, oznacile su promjene u na¢inu bavljenja znano$éu. Obra-
zovanje nije bilo usmjereno samo na ,,korisne” primjene, kao Sto je to bio slucaj u Francuskoj
nakon gradanske revolucije, ve¢ na cjelokupnu izgradnju osobe, izgledom viSe nalik na rene-
sansni ideal. Za posljedicu imamo pribliZzavanje humanistickih disciplina i filozofije prirodnim
znanostima 1 matematici.

U filozofiji pretezito prevladava Kantov utjecaj, koji se u vecini slucajeva pokuSava prilago-

IDanas Humboldtovo sveu&iliste u Berlinu.
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diti novim tendencijama. Cesto se odredene postavke Kantove filozofije odbacuju i zamjenjuju
drugima, a neke se dodatno naglasavaju. U takvim filozofskim okolnostima nastaje koncep-
tualni pristup u matematici, ¢iji su pioniri Carl Friedrich Gauss, Carl Gustav Jacobi i Gustav
Lejeune Dirichlet. Konceptualni pristup odredeno podrucje matematike svodi na jedan jedins-
tveni koncept pomocu kojeg se opcenitije iskazuju i dokazuju odredene tvrdnje. Prvo koriStenje
konceptualnog pristupa u punom sjaju pojavljuje se kod Bernharda Riemanna i njegovog pojma
mnogostrukosti, a kroz njegov utjecaj i kod Richarda Dedekinda u pojmu sistema, odnosno

skupa.

Riemannov pojam mnogostrukosti

Centralni pojam Riemannovog matematickog rada je pojam mnogostrukosti. Definiciju tog
pojma Riemann uvodi u svom habilitacijskom radu iz 1854. godine, a zaCeci te ideje seZu neko-
liko godina ranije (1851.) te se nalaze u njegovoj doktorskoj disertaciji. Glavni Riemannov cilj
u disertaciji je postaviti teoriju analitickih funkcija na sigurnije temelje i sistemati¢nije prikazati
dotadasnje rezultate. Za razliku od Weierstrassa, koji je isto nastojao postiéi strogim i preciz-
nim dokazima, Riemann je Zelio teoriju zasnovati na opcenitijim i apstraktnijim pojmovima.
Tako je doSao, pokuSavajuci pronaci nuzne i dovoljne uvjete koji odreduju analiti¢ke funkcije,
do pojma plohe kojeg ¢e kasnije poopciti u pojam mnogostrukosti.

Riemannove ideje o apstraktnijem i opCenitijem prikazu teorije, premda prisutne u doktor-
skoj disertaciji, svoj pravi oblik dobivaju u habilitacijskom radu. Kao §to smo ve¢ spomenuli,
pojam plohe iz disertacije je sada poopéen u pojam mnogostrukosti te mu cilj nije viSe samo po-
dariti stabilne temelje teoriji anlitickih funkcija, ve¢ mnogo ambiciozniji. Uvedeni pojam mno-
gostrukosti trebao bi posluZiti kao temelj cijeloj teoriji magnituda?, $to znaci cijeloj tadasnjoj
teorijskoj matematici. Mnogostrukosti su za Riemanna usko povezane s tradicionalnom logic-
kom teorijom klasa; one se sastoje od elemenata koji potpadaju pod odredeni koncept. Drugim
rijeCima, mnogostrukosti su ekstenzije koncepata, a to znaci da predstavljaju (logicke) klase.
Izmedu ostalog, mnogostrukostima je postignuto da se geometrija u potpunosti oslobodila po-
zivanja na prostorni zor te je postala apstraktna teorija. Takoder su znacajne i s aritmeticke

strane jer poticu ideju da bi mogle posluZiti kao sredstvo za preciznije definiranje pojma broja;

2U drugoj polovici 19. stoljeca vladala je velika zbrka u terminologiji. Teorija magnituda nije nita drugo nego
teorija o realnim brojevima. Danas bi bilo uobicajeno nazivati ju analizom, ali tada su je nazivali raznim imenima

poput algebre, teorije brojeva, teorije kontinuuma, aritmetike i sli¢no.
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ideje koju ¢e na odredeni nacin od Riemanna preuzeti Dedekind. NaZalost, Riemannove ideje
iz habilitacijske teze nisu bile poznate velikom broju matematicara, ve¢ maloj grupi njegovih
suradnika, uklju¢ujuéi Dedekinda, i moZda nekolicini talijanskih matemati¢ara. Sira javnost
je s njima upoznata tek 1868. godine Dedekindovim objavljivanjem Riemannove habilitacijske
teze, zajedno s jednim Riemannovim ¢lankom o trigonometrijskim redovima.

Riemannovi najvazniji doprinosi su u analizi 1 teoriji brojeva, no uvodenje pojma mnogos-
trukosti doprinijelo je stvaranju povoljnog ozracja za daljnji konceptualni i apstraktni razvoj
baziran na njima. Upravo je Riemann prvi iznio ideju o zasnivanju cjelokupne matematike
na jedinstvenom apstraktnom principu. Nemoguce je precijeniti utjecaj Riemannovih temelj-
nih ideja na Dedekinda 1 Cantora, Sto najbolje oslikava Cinjenica da je Cantor ono Sto danas

nazivamo teorijom skupova nazivao teorijom mnogostrukosti.

Rani Dedekindovi doprinosi

Prvu polovicu Dedekindovog znanstvenog djelovanja karakterizira nekoliko znacajki: pokazuje
veliku posvecenost sistematiziranju postojeéeg znanja, oslanja se na stroge i precizne dokaze
(utjecaj Dirichleta), te znacajno koristi skupovnu terminologiju. Habilitacijski rad iz 1854.
godine ne pokazuje joS uvijek punu rasko§ Dedekindovog talenta i ne moze se naslutiti njegovo
kasnije podrucje istraZivanja. Ipak se u njemu naziru ideje koje ¢e s viemenom do¢i do izrazaja;
ve¢ spomenuta strogost u dokazima i razvoju teorije, posebno naglaSavanje povijesnog razvoja
matematickih ideja, te ideja o postupnom razvoju aritmetike, pocevsi s prirodnim brojevima,
definicijskom nadogradnjom koja zavrSava s kompleksnim brojevima. Ipak, u habilitacijskom
radu joS§ nema naznaka skupovnog jezika.

Od 1855. godine glavno Dedekindovo podrucje rada je algebra. Veci dio vremena izmedu
1855.1 1858. godine posvetio je reformulaciji i sistematizaciji dotadaS$njeg znanja. Rezultate do
kojih je tada dosao nije odmah objavio, sto je karakteristicno za njegovo znanstveno djelovanje.
To ne znaci da je opcenito rijetko objavljivao, ve¢ da je odredeni materijal dugo i1 detaljno ana-
lizirao prije negoli se odlucio na objavu. Zbog toga imamo situaciju da je nekoliko ideja iz nje-
govog ranijeg perioda sadrzano u skicama sve do njihovog kona¢nog objavljivanja tek nekoliko
desetljeca kasnije. Ono $to se u tom periodu moZe jasno vidjeti, i u neobjavljenim i u objavlje-
nim radovima, je koriStenje skupovne terminologije. Budu¢i da Dedekindov habilitacijski rad
ne sadrzi naznake te terminologije, moze se zakljuciti kako je Riemann izvrSio veliki utjecaj na

njega svojim habilitacijskim radom. U svojim radovima Dedekind za skupove koristi pojmove
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poput domene i kompleksa, a u jednom c¢lanku iz 1857. godine pojmove klase i sistema. S vre-
menom ¢e se u njegovoj terminologiji pojam sistema ustaliti kao standardni naziv za skupove.
Jedan od glavnih problema koji je zaokupljao Dedekindovu pazZnju najranije od 1856. godine je
faktorizacija na proste ideale. Navedeni problem u pocetku je pokuSavao rijesiti tada uobicaje-
nim sredstvima, Sto znaci bez koriStenja skupovnog jezika. Iako je postigao odredene uspjehe,
nije uspio svoj naum u potpunosti ostvariti. Godine 1862. odustaje od navedenog problema
1 posvecuje se uredivanju i izdavanju neobjavljenih radova Gaussa, Dirichleta i1 Riemanna, a
najviSe vremena ulaZe u pripremanje Dirichletovih predavanja o teoriji brojeva. Pripremajuci
drugo izdanje Dirichletovih predavanja 1869. godine, ponovno se vraca na problem faktoriza-
cije. Ovaj put koristi skupovni jezik i zakljuCuje kako se jedino pomocu njega problem moZze
rijesiti na odgovarajuci nain. Svoju teoriju ideala, zajedno s rjeSenjem problema faktorizacije,
objavljuje 1871. godine kao deseti dodatak Dirichletovim predavanjima. U tom dodatku uvodi
mnoge nove pojmove poput polja kompleksnih brojeva, algebarskog broja, modula i ideala.
No, za nas najvaznije, nedvosmisleno koristi jezik skupova, gotovo na jednak nacin na koji se
1 danas koristi u algebri. Primjerice, polje definira kao ,,svaki skup beskonacno mnogo realnih
ili kompleksnih brojeva, koji su zatvoreni i potpuni u sebi tako da je zbroj, razlika, umnozak i

kvocijent bilo koja dva broja ponovno broj istog skupa.”

Koristi pojmove najvece zajednicke
mjere dvaju polja, Sto odgovara presjeku dvaju polja, te najmanjeg zajednickog viSekratnika
dvaju polja, Sto pak odgovara uniji dvaju polja. Sli¢nu terminologiju upotrebljava i za module
te ideale. Vrijedi naglasiti kako je Dedekindovu terminologiju presjeka i unije u potpunosti
preuzeo Cantor u svojoj seriji ¢lanaka izmedu 1879. 1 1884. godine.

Najvazniji Dedekindov rad u ovom periodu je Statigkeit und irrationale Zahlen* iz 1872.
godine u kojem prezentira definiciju realnih brojeva pomocu rezova. Gotovo u isto vrijeme su
definiciju realnih brojeva ponudili Wierstrass 1 Cantor, no Dedekind se od njih izdvaja po spe-
cificnom pristupu samom problemu. Weierstrass i Cantor definiraju realne brojeve na nacin da
budu pogodni za koriStenje u matematickoj analizi, a to nastoje posti¢i pomocu njezinih metoda;
prvi pomocu sumacija redova, a potonji pomoc¢u Cauchyjevih nizova. S druge strane, Dedekind
smatra nuznim (najkasnije od 1858. godine) strogo zasnivanje aritmetike same po sebi, kako bi
se u buduénosti izbjeglo tada uobicajeno pozivanje na geometrijski zor ili intuiciju. Posebno

naglaSava pojam neprekidnosti, ili u danasnjoj terminologiji potpunosti realnih brojeva. Realni

brojevi su definirani kao rezovi kolekcije racionalnih brojeva, a pomocu rezova su takoder de-

3Citat je preuzet iz [19].
“Hrv. Neprekidnost i iracionalni brojevi.
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finirane njihove operacije i uredaj na njima. NajvazZniji dokaz u radu je da kolekcija realnih
brojeva ima svojstvo potpunosti.

Ocito je da skupovi kod Dedekinda igraju puno znacajniju ulogu nego kod Riemanna, no oni
ipak nisu dio samostalne teorije, ve¢ samo prikladno sredstvo za postizanje odredenih ciljeva.
Dedekind je uvelike doprinio izdvajanju teorije skupova u samostalnu matemati¢ku disciplinu,

a kljucni korak u tom procesu ¢e napraviti Georg Cantor.

Tockasti skupovi

Problem definicije pojma funkcije javlja se od samog pocetka, odnosno od otkrivanja matema-
ticke analize u 17. stoljecu. Razni autori su koristili razne definicije, $to je samo dodatno dopri-
nosilo konfuziji. Godine 1822. Joseph Fourier pokazuje da se svaka funkcija moze prikazati kao
suma trigonometrijskih redova (moze se razviti u Fourierov red), stoga trigonometrijski redovi
postaju glavno sredstvo za proucavanje funkcija. Takve reprezentacije funkcija se u odredenim
slucajevima pokazuju problemati¢nima jer neki redovi ne moraju nuzno konvergirati. Godine
1829. Dirichlet je prvi pokazao pod kojim uvjetima Fourierov red konvergira, a njegov rezul-
tat otvorio je mnoga nova podrudja istraZzivanja. Posebno se isti¢e detaljnije objasnjenje pojma
integrala od strane Riemanna 1854. godine, pomocu kojeg su se dodatno razjasnili i Fourierovi
redovi. To je za posljedicu takoder imalo da su se polako pocele prihvacati proizvoljne, opéenite
funkcije, koje nisu zadane nekim globalnim pravilom. Daljnjim proucavanjem Riemannovog
integrala, zajedno s pojmom opcenite funkcije, dolazi do potrebe za uvodenjem tzv. tockastih
skupova, odnosno dijela matematike koji ¢e kasnije biti poznat kao topologija. Pojavu tockastih
skupova moZemo u odredenom smislu pronaci u radovima Rudolfa Lipschitza iz 1864. godine,
a prvi autor koji je uveo dva osnovna pojma teorije toCkastih skupova (guste i nigdje guste
kolekcije) u svome radu iz 1870. godine bio je Hermann Hankel. Njegov rad izvrsio je veliki
utjecaj na mnoge matematicare koji su se bavili realnom analizom, a posebice na Cantora.
Cantor svoju matematicku karijeru zapocinje u teoriji brojeva, a oko 1869. godine potpada
pod utjecaj Eduarda Heinea. Heine se preteZito bavio realnom analizom, a posebno trigonome-
trijskim redovima, stoga to postaje glavno podrucje Cantorova interesa. Glavni problem koji je
zaokupljao i Cantora i Heinea bio je pronaéi odgovarajuce uvjete tako da funkcija bude jedins-
tveno reprezentirana trigonometrijskim redom. Heine je 1870. godine pronasao odgovarajuce
uvjete za neprekidne funkcije, a Cantorova ideja je da se rezultat pokuSa poop¢iti na funkcije

koje nisu nuzno neprekidne. Za takvu generalizaciju su Cantoru potrebni tzv. derivirani sku-
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povi. Za beskonaé¢ni skup tocaka P definira se njegov derivirani skup P’ kao skup svih grani¢nih
tocaka skupa P. Jednostavno se onda moZe definirati drugi derivirani skup P (derivirani skup
od P’), treéi derivirani skup P itd. Tockasti skupovi se zatim pomocu deriviranih skupova
svrstavaju u dvije zasebne klase: skupove prve vrste i skupove druge vrste. Skupovi prve vrste
su oni €iji je n-ti derivirani skup prazan (za neki n), a skupovi druge vrste su oni koji nisu prve
vrste. Upravo je pomocu skupova prve vrste Cantor dosao do rjesenja problema generalizirane
reprezentacije u radu iz 1872. godine: funkcija f(x) je jedinstveno reprezentirana trigonome-
trijskim redom ako taj red konvergira za sve x funkciji f(x), osim moZda za one x koji pripadaju
nekom skupu prve vrste.

Teorija tockastih skupova nastavila se razvijati velikom brzinom i do kraja 19. stoljeca se
sve jasnije pocelo nazirati njezino razdvajanje na dva velika podrucja: topologiju i teoriju mjere.
Cantor je nastavio objavljivati radove iz tog podrucja, a u njima pokazuje sve vecu tendenciju
postavljanja pitanja koja nemaju nuzno direktnu primjenu. Promatranjem tockastih skupova
kao zasebne matematicke discipline, koja nije samo alat, Cantor ¢e doprinijeti stvaranju velikog

dijela onoga Sto danas nazivamo naivnom teorijom skupova.

A.1.1. Cantorova teorija skupova

Dedekind i Cantor upoznali su se 1872. godine i od tada, uz povremene pauze, traje korespon-
dencija 1 razmjena ideja izmedu njih. Bez obzira na relativno dobro dokumentiranu razmjenu
pisama,’ ipak je teSko procijeniti koliki je zapravo bio Dedekindov utjecaj na Cantora. Uspo-
redujuci Cantorove ranije i kasnije radove, moZemo zakljuciti kako je Dedekindov sistematski
pristup s vremenom oblikovao Cantorov nacin razmisljanja i pristupa problemima, ali nije jasno
u kojoj mjeri je pojam skupa preuzet od Dedekinda, a u kojoj mjeri je on plod Cantorovog sa-

mostalnog promisljanja pod utjecajem Riemannovih ideja.

Neprebrojivost kontinuuma

Dogadaji koji prethode dokazu neprebrojivosti kontinuuma® zapo¢inju Cantorovim pismom De-

dekindu 29. 11. 1873. godine. U tom pismu Cantor postavlja pitanje je 1i moguce bijektivno

SPrepiska Cantora i Dedekinda o problemu neprebrojivosti kontinuuma je posvjedoéena Cantorovim pismima
1 kasnijim Dedekindovim zapisima. Originalna Dedekindova pisma su izgubljena u Drugom svjetskom ratu. Nji-

hova korespondencija o navedenom i ostalim problemima moze se pronaci u [18, str. 843-878].
®Kontinuum je drugi naziv za kolekciju realnih brojeva.
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preslikati kolekciju (Inbegriff) prirodnih brojeva u kolekciju realnih brojeva i moli Dedekinda
za pomo¢. Cantor smatra da je nemogucée pronadi trazenu bijekciju, ali za to nije pronaSao
odgovarajuéi dokaz. Dedekind u svom odgovoru navodi da Cantorovo pitanje nije za njega od
prevelikog prakti¢nog interesa, te da ne zna kako rijesSiti Cantorov problem. Medutim, Dede-
kind je iskazao i dokazao postojanje bijekcije izmedu kolekcije prirodnih brojeva i kolekcije
algebarskih brojeva. U pismu 2. 12. 1873. Cantor se slaZze sa Dedekindovim stavom da pro-
blem prebrojivosti kontinuuma nije od prevelikog prakticnog interesa, ali navodi da bi negativni
odgovor omogucio alternativni dokaz Liouvilleovog teorema o postojanju transcendentnih bro-
jeva. Vrlo brzo, 7. 12. 1873. Cantor ponovno piSe Dedekindu da je uspio rijesiti problem; nije
mogucée bijektivno preslikati kolekciju prirodnih u kolekciju realnih brojeva. Cantor navedeni
problem nije rijeSio pomocu dijagonalnog argumenta (prvi puta ga je koristio 1891. godine),
ve¢ primjenom Bolzano-Weierstrassovog teorema srednje vrijednosti. Dedekind na to pismo
odgovara dan kasnije i u njemu Cestita Cantoru na uspjehu te pojednostavljuje Cantorov dokaz.
Cantor Salje Dedekindu pismo 9. 12. 1873. u kojemu navodi da je pronaSao pojednostavljeni
dokaz svoje tvrdnje, no ne spominje Dedekindovo pojednostavljenje. Nije jasno je li to zato
Sto je Dedekindovo pismo stiglo prekasno ili zato $to ga je Cantor jednostavno ignorirao. Po
svemu sudeéi, Cantor je Dedekindovo pojednostavljenje iskoristio, ali namjerno ga nije spome-
nuo. Argument u prilog tome nalazi se u ¢injenici da je Cantor poslao Dedekindu pismo 10. 12.
u kojem spominje pismo iz 8. 12., ali ne spominje Dedekindovu pomoc¢.

Cantor 25. 12. 1873. obavjestava Dedekinda da je napisao i poslao na recenziju ¢lanak
pod nazivom Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraische Zahlen,’ koji
je objavljen iduée godine. Clanak je podijeljen u dva dijela. U prvom dijelu je dokazano
neodredeno svojstvo koje se spominje u naslovu (algebarskih brojeva ima prebrojivo mnogo),
a u drugom dijelu je prezentiran dokaz neprebrojivosti skupa realnih brojeva i primjena tog
rezultata (zajedno s onim iz prvog dijela) na dokaz postojanja transcendentnih brojeva. Odmah
upada u o¢i da je glavni Cantorov rezultat zapravo Dedekindov, uz Cantorovo ograni¢enje na
realne algebarske brojeve. Dedekind je otvoreno bio protiv takvog ogranienja i savjetovao je
Cantoru da ukloni pridjev ,.,realni” iz naslova, ali bezuspje$no. Samo po sebi nije problematicno
Cantorovo koriStenje tudih rezultata, ali on nigdje ne navodi Dedekinda kao originalnog autora.
Sigurno Cantor nije posjedovao dokaz o prebrojivosti algebarskih brojeva ranije, a malo je

vjerojatno da je navedenu tvrdnju uopée razmatrao ili ju postavio kao hipotezu. Istina je da se

"Hrv. O jednom svojstvu kolekcije svih realnih algebarskih brojeva.

111



Dodatak - Povijest teorije skupova Pocetak teorije skupova (1850.—1879.)

Cantorov dokaz u ¢lanku ponesto razlikuje od Dedekindovog i mozda je upravo zato Cantor
mislio da nije duZan citirati originalnog autora, ali te razlike su minimalne i nipo§to ga ne
odrjeSuju krivnje. U drugom dijelu Cantor je iskoristio jo§ neke Dedekindove sugestije, pri
demu ga ni na tom mjestu nije spomenuo. Nije potrebno posebno naglasiti da su navedeni
Cantorovi postupci uvelike narusili njihov odnos.

Bez obzira kakvi bili Cantorovi postupci, ¢lanak iz 1874. moZemo shvatiti kao vaZzan po-
vijesni moment. Njime je u matematiku uvedeno jedno sasvim novo, specifi¢no pitanje, a to
je za posljedicu imalo otvaranje mnogih srodnih pitanja. Postoje li kolekcije koje su brojnije
od kolekcija prirodnih i realnih brojeva? Koliko u razlici brojnosti ta dva skupa doprinose ira-
cionalni brojevi? I mozda najvaZnije pitanje: postoje li kolekcije veliCine izmedu veli€ina tih
dviju kolekcija? Cantor je jedini imao dovoljno hrabrosti i dalekovidnosti postavljati navedena

i sli¢na pitanja.

Jednakobrojnost realnog pravca i prostora proizvoljne dimenzije

Vec¢ 5. 1. 1874. Cantor u pismu Dedekindu postavlja novo pitanje: ,,MoZe li se ploha (recimo
kvadrat), korelirati 1-1 s krivuljom (recimo ravnom linijom s ukljucenim rubovima) tako da
svakoj tocki plohe korespondira tocka na krivulji, i obrnuto, da svakoj tocki na krivulji ko-
respondira tocka na plohi?” Ovdje se joS jednom ogleda Cantorova sposobnost postavljanja
naizgled trivijalnih, ali dubokih pitanja. Cantor taj problem smatra vrlo teSkim. Na prvu se €ini
da je odgovor trivijalno negativan te da dokaz uopce nije potreban. Dedekind na ovo i nekoliko
iduéih pisama nije odgovorio iz razloga navedenih u prethodnoj tocki.

Odnos Cantora 1 Dedekinda ponovno se uspostavlja razmjenom nekoliko pisama tek u svib-
nju 1877. godine. U pismu 20. 6. 1877. godine Cantor moli Dedekinda da prouci njegov dokaz
jednakobrojnosti kolekcija R i R” te da iznese svoje miSljenje o tome je li dokaz dovoljno ,,arit-
meticki rigorozan”. U tom pismu Cantor, kako bi izrazio broj elemenata skupova, prvi puta

koristi pojam ,,mo¢”®

skupa. Dedekind u dokazu nije pronasao nijednu bitnu gresku, osim pro-
blema nejedinstvenosti decimalnog zapisa. U pismu 25. 6. 1877. Cantor prezentira Dedekindu
drugaciji dokaz, koji izbjegava prijasnji Dedekindov prigovor te njime ,,uvjerava [Dedekinda] u
tocnost [svog] teorema” [18, str. 856].

Cantor je dokaz jednakobrojnosti kolekcija objavio u ¢lanku 1878. godine pod naslovom Ein

8Njem. Mdichtigkeit. Danas prevodimo kao kardinalitet ili potencija (skupa)
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Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre®. Kao najvaZniji pojam u ¢lanku pojavljuje se veé spome-
nuti pojam moci skupa (mnogostrukosti), pomocu kojeg je Cantor iskazao svoj glavni rezultat:
,,dvije neprekidne mnogostrukosti, jedna dimenzije n, a druga dimenzije m, imaju istu moc.”
Cantor u ¢lanku daje primjere razliitih skupova i njihovih mo¢i. Mo¢i konacnih skupova su
brojevi elemenata tih skupova u uobi¢ajenom smislu. Kao najmanju beskonacnu mo¢ Can-
tor navodi mo¢ skupa prirodnih brojeva te navodi neke prebrojive skupove razli¢ite od skupa
prirodnih brojeva, primjerice skup algebarskih brojeva. Glavni rezultat dobiva dokazivanjem
nekoliko povezanih teorema. Zanemarivsi neke strogo tehnicke teoreme u tom nizu, posebno
se isticu njih tri. Navodimo ih u modernoj terminologiji, a izvorni iskazi mogu se pronaci u [8]

1[13].
Teorem A. Segment [0, 1] je ekvipotentan s [0, 1]".
Teorem C. Segment [0, 1] NP je ekvipotentan [0, 1] N P".
Teorem D. Segment [0, 1] NP je ekvipotentan s [0, 1].

Simbolom P oznacava se kolekcija iracionalnih brojeva. Sada iz teorema D i C slijedi tvrd-
nja teorema A. Cantor ¢lanak zavrSava neformalnim iskazom hipoteze kontinuuma i uvjerenjem
u njezinu istinitost: ,,Cini se vjerojatnim teorem da je broj klasa linearnih mnogostrukosti ko-
nacan, tocno jednak dva”, pri ¢emu su linearne mnogostrukosti beskonacni podskupovi od R.

Dokaz hipoteze kontinuuma postaje glavna preokupacija u njegovom daljnjem radu.

“Hrv. Doprinos teoriji mnogostrukosti.
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A.2. NAIVNA TEORIJA SKUPOVA (1879.-1900.)

Kao pocetak naivne teorije skupova gotovo jednoglasno se uzima godina 1874. u kojoj Cantor
izdaje rad u kojem dokazuje neprebrojivost skupa realnih brojeva.'? Nije u potpunosti jasno za-
Sto je bas taj trenutak izabran kao pocetak novog razdoblja jer Dedekind do tada ve¢ godinama
koristi skupovnu terminologiju, a ¢ak ju koristi 1 Cantor u svojim radovima o tockastim sku-
povima nekoliko godina ranije. Godina 1874. nije niposto toliko znacajna da bi bila referentna
tocka za ,,prije i poslije”.

Postoji nekoliko drugih mogucih godina koje bi se mogle uzeti kao pocetak naivne teorije
skupova, no svaka od njih je suoCena s odredenim poteSkocama. Prva moguca godina je 1854. u
kojoj je objavljena Riemannova habilitacijska teza. Problem s tom godinom je $to, kao $to smo
ve¢ spomenuli, javnost nije bila pretjerano upoznata s Riemannovim idejama koje se nalaze
u tezi te ona sasvim sigurno nije mogla izvrSiti odgovarajuci utjecaj na matematicku javnost.
Nadalje, sama ideja mnogostrukosti, odnosno skupa, nije primijenjena na nekom novom i inova-
tivnom problemu, vec je posluzila za razvoj postojecih matematickih disciplina. Druga godina
koja dolazi u obzir je mnogo bolji izbor od prethodne, a to je 1872. godina u kojoj Cantor 1 De-
dekind objavljuju radove u kojima definiraju realne brojeve. Izbor te godine je problemati¢an
jer je vrlo upitno koristi li uopée Cantor skupove za definiciju realnih brojeva. Treca mogué-
nost je 1879. godina u kojoj Cantor pocinje objavljivati svoju poznatu seriju od Sest ¢lanaka
(o kojima Ce kasnije biti viSe rijeci). Smatramo da je upravo ta godina najbolja kao odrednica
pocetka naivne teorije skupova. Ne samo da Cantor u tim radovima uvelike koristi skupovnu
terminologiju, ve¢ teoriju skupova promatra kao zasebnu matematicku disciplinu. U tom tre-
nutku je Cantor napredniji od Dedekinda, koji u potpunosti prihvaca skupove kao samostalne

matematiCke objekte tek 1888. godine.

A.2.1. Cantorova serija ¢lanaka

Od 1879. do 1884. godine Cantor izdaje seriju od Sest ¢lanaka pod zajedni¢kim nazivom Uber
unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten''. Ta serija ¢lanaka vrlo je vaZna ne samo zbog
toga Sto Cantor u njima izlaZe osnove transfinitne teorije skupova, vec i zato Sto teoriju skupova

promatra kao samostalnu matematicku disciplinu. Najvazniji od Sest ¢lanaka je peti Clanak iz

19Cantorovi izvorni radovi mogu se prona¢i u [8], a neki od njih su prevedeni na engleski jezik i nalaze se u [18].
"'Hrvy. O beskonaénim linearnim to¢kastim mnogostrukostima.
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1883. godine, koji je tiskan pod zasebnim nazivom Grundlagen einer allgemeinen Mannigfal-
tigkeitslehre.'>

Prvi Clanak u seriji objavljen je 1879. godine i1 ponajviSe je sluzio kao uvod u prijasnji
Cantorov rad. U njemu Cantor opisuje svojstva deriviranih skupova za koje smatra da mogu
ispravno 1 jednostavno okarakterizirati kontinuum, Sto obecaje dokazati. Cantor se u dokazu
koristi dvjema klasifikacijama skupova: s obzirom na njihove derivirane skupove i s obzirom
na njihovu mo¢. Posebno definira slu¢aj kada dva skupa imaju istu moC te naglaSava dvije
vrste beskonacnih skupova: prebrojive skupove (skupovi moci jednake moci skupa prirodnih
brojeva) i neprebrojive skupove (skupovi moc¢i jednake modéi skupa realnih brojeva). Osim
ponesto drugacije terminologije, Cantorov prvi ¢lanak ne donosi mnogo novih rezultata.

Drugi Clanak objavljen 1880. godine nastavlja ono Sto je zapoceto prvim. Radi lakSeg pro-
ucavanja deriviranih skupova, Cantor uvodi osnovne skupovne pojmove poput unije, presjeka
1 inkluzije. Ta terminologija slaZze se s Dedekindovom iz njegove monografije o idealima iz
1871. godine. Ono $to je inovativno u ovom ¢lanku je Cantorovo koriStenje unije beskonacno
mnogo skupova. Tako on za neki skup P definira njegov derivirani skup beskona¢nog reda kao
P* =, P, Simbol e ovdje igra samo ulogu oznake, bez konkretnog sadrzaja. Cantor tu
ne staje, ve¢ dalje promatra derivirane skupove od P pa tako dobiva P!, P~*2 i tako dalje.
Zapravo, Cantor ve¢ na ovom mjestu ulazi u svijet transfinitnosti.

Treéi ¢lanak objavljen je 1882. godine i u njemu Cantor prikazuje prijasnje rezultate (de-
rivirani skupovi, mo¢, svugdje gusti skupovi, ...), ali u vis§im prostornim dimenzijama. Glavni
cilj je proSiriti pojam mo¢i skupa na proizvoljne ,,dobro definirane” kolekcije. Medutim, Can-
tor ne moZe adekvatno definirati §to znaci dobro definirana kolekcija. Odredivanje moci skupa
takoder nosi odredene, mozda i vece, poteskoce. Ipak, Cantor pojam moéi smatra svojstvenim
svakom skupu. StoviSe, smatra ga objedinjujuéim faktorom teorije skupova. Iz toga moZzemo
zakljuciti kako Cantor nije imao na umu samo korisne primjene teorije skupova, vec je polako
postajala jasnija ideja o teoriji skupova kao osnovi cjelokupne matematike. Cantor zatim doka-
zuje da je svaki beskonacni podskup prebrojivog skupa ponovno prebrojiv i tako dokazuje da
je prebrojivost najmanja beskona¢na mo¢. Takoder navodi rezultat da je konacna ili prebrojiva
unija prebrojivih skupova prebrojiva. Nakon toga izlaZe jedan vrlo vazan teorem: ,,Neka je u
n-dimenzionalnom neprekidnom prostoru definirana beskonacna kolekcija n-dimenzionalnih,

neprekidnih poddomena takva da za svake dvije poddomene vrijedi da nemaju zajednickih ele-

2Hrv. Osnove opée teorije mnogostrukosti.
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menata, osim moZda na rubovima. Tada je ta kolekcija prebrojiva.” Iz tog opéenitog teorema
Cantor izvlaci posljedice za prostor u dvije i tri dimenzije te po prvi puta nastoji svoje rezul-
tate primijeniti izvan podrucja matematike. Dolazi do zakljucka da je kontinuiranost prostora
samo mentalna 1 intuitivna konstrukcija te da zbog toga matematiku treba zasnovati na strogim
aritmetickim temeljima.

Cetvrti ¢lanak objavljen je 1883. godine i ponajvise je posvecen primjeni prija$njih rezultata
na funkcionalnu analizu. Cantor uvodi nove, jasnije oznake za uniju i presjek te uvodi izolirane
skupove kao najvazniji novi pojam. Pomocu njih nastoji jo§ detaljnije odrediti odnos izmedu
diskretnih (prebrojivih) skupova i kontinuuma (neprebrojivih skupova). Pokazuje da je svaki
izolirani skup prebrojiv, iz Cega jednostavno dobiva rezultat da ako je derivirani skup P’ skupa
P prebrojiv, onda je i P prebrojiv. Cantor taj rezultat koristi kako bi dokazao jo$ nekoliko tvrdnji
o mo¢ima odredenih skupova. Najvaznije primjene odnose se na analizu te su upotpunjavanja
rezultata du Bois Reymonda i Harnacka.

Cantorov peti Clanak izdan je 1883. godine pod zasebnim naslovom Grundlagen einer allge-
meine Mannigfaltigkeitslehre. Taj €lanak, skraenog naziva Grundlagen, predstavlja najvazniji
rani doprinos teoriji skupova. Glavna ideja rada je uvodenje transfinitnih (ordinalnih) brojeva.
U prvoj polovici ¢lanka Cantor daje op¢i prikaz rezultata koje ¢e u drugoj polovici dokazati.
Uvodi potrebne definicije i izlaZe filozofsko-matematicke argumente u korist transfinitnih bro-
jeva. Na samom pocetku posebno naglaSava kako je za njega napredak u teoriji mnogostrukosti
gotovo nemoguc bez uvodenja novih, transfinitnih brojeva. Za potrebe jasnijeg odredenja novih
brojeva, Cantor razlaze beskonacnost na dva dijela: pravu (aktualnu) beskonacnost i nepravu
(potencijalnu) beskonacnost. Novi brojevi pripadaju sferi aktualne beskonacnosti, a vecina do-
tadasnje matematicke tradicije u sferi je potencijalne beskonacnosti. Ulaskom u svijet aktualne
beskonacnosti Cantor je bio svjestan problema njezinog uobicajenog shvaéanja kao necega ne-
dostiznog, apsolutnog. Medutim, novi brojevi nisu apsolutno beskonacni, ve¢ se nalaze samo
,,preko” konacnih brojeva. Sli¢na terminologija se primjenjuje i na aktualno beskonacne sku-
pove; ti skupovi su transfinitni, nalaze se ,,preko” konac¢nih skupova, ali nisu apsolutno be-
skonacni. Na taj nacin Cantor ne dovodi u pitanje uobicajeni filozofski stav o nemogucénosti
spoznaje Apsoluta, a omoguéeno mu je govoriti o aktualno beskonacnim brojevima. Takvo po-
imanje beskonacnosti kasnije ¢e posluziti Cantoru (i njegovim nasljednicima) da se vrlo lako
obraCuna s paradoksima. Paradoksi se pojavljuju samo onda kada se apsolutno beskonacni

skupovi tretiraju kao transfinitni, odnosno kada se pokusa opisati Apsolut.
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U nastavku Cantor ukratko skicira nacin generiranja novih brojeva pomocu tri nova principa:
prvog principa generiranja, drugog principa generiranja i principa limitacije. Principima ge-
neriranja se dobivaju novi brojevi, a principom limitacije dobivamo ,,prirodnu segmentaciju u
apsolutnom beskonacnom nizu cijelih brojeva. Te segmente nazivamo brojevne klase.” Prvim
principom generiranja dobivaju se novi brojevi uvecavanjem za jedan. Drugim principom gene-
riranja dobivamo tzv. grani¢ne ordinalne brojeve: iz dane kolekcije brojeva definiramo najmanji
broj veci od svih prethodnih. Primjeri takvih brojeva su @ (najmanji broj veci od svih konac-
nih), ® -2, i tako dalje. Principom limitacije iz neke kolekcije dobivamo novi broj najmanje
mo¢i vece od modi svih brojeva iz dane kolekcije. Princip limitacije se koristi za klasifikaciju
transfinitnih brojeva u brojevne klase. Prva brojevna klasa (I) je kolekcija svih konacnih cijelih
brojeva. Poslije prve brojevne klase slijedi druga brojevna klasa (1) koja sadrzi sve prebrojive
ordinale (0w, ®+ 1, w+2, ...), anakon nje slijedi treca brojevna klasa, pa cetvrta brojevna klasa
i tako dalje. Cantor smatra da uvodenje transfinitnih brojeva moze pomo¢i detaljnijem i preciz-
nijem odredenju pojma moéi skupa. Uvodi novi pojam rednog broja dobro uredenog skupa'?
te pomocu tog pojma objasnjava mozda najvazniju razliku izmedu konacnih i beskonac¢nih sku-
pova. Kod konacnih skupova se njihov redni broj i njihova mo¢ podudaraju, dok to nije slucaj
kod beskonac¢nih skupova; skupovi iste mo¢i mogu imati razlicite redne brojeve. Iskazuje tvrd-
nju da je najmanja mo¢ beskonacnih skupova jednaka moci prve brojevne klase. Nadalje, druga
brojevna klasa ima mo¢ neposredno vecu od moci prve brojevne klase. U modernoj termino-
logiji, to znaci da je mo¢ prve brojevne klase X(, mo¢ druge brojevne klase je X, mo¢ trece
brojevne klase je X i tako dalje. UoCavanjem veze izmedu moci i brojevnih klasa Cantor je
napravio veliki napredak u proucavanju hipoteze kontinuuma. Sada se ona moZe iskazati na
sljedeci nacin: kontinuum je ekvipotentan s drugom brojevnom klasom.

Nadalje, Cantor karakterizira kontinuum kao savrSeni povezani skup i1 dokazuje prethodno
spomenute rezultate o brojevnim klasama. Unato¢ tome, nije uspio dokazati hipotezu kontinu-
uma. Zbog toga je iduce godine (1884.) objavio Sesti, posljednji ¢lanak u seriji, koji se moZze
smatrati nastavkom Grundlagena. U njemu podrobnije razmatra svojstva savrSenih skupova 1
njihovu mogucu primjenu. Detaljnije razraduje koriStenje transfinitnih brojeva pri proucavanju
tocCkastih skupova pri ¢emu ponesto mijenja dotadasSnju terminologiju; uniju skupova promatra

za proizvoljne skupove, a ne samo za disjunktne i uvodi pojam gustog skupa u sebi. Pomocu

13Cantor pretpostavlja da se svaki skup moZe dobro urediti: ,,Koncept dobre uredenosti je fundamentalan za

cijelu teoriju mnogostrukosti. ... uvijek je moguée svaki dobro definirani skup pretvoriti u dobro uredeni skup.” [9]
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pojma gustog skupa prezentira feoriju sadrZaja; svakom skupu je moguce pridruziti odgovara-
juci broj koji reprezentira njegov volumen ili sadrZaj. Drugim rijeCima, ulazi u podrucje koje
je danas poznato kao teorija mjere. Napominje da teorija sadrzaja ima dalekoseZzne 1 duboke
posljedice, no nije ju na ovom mjestu, a ni kasnije, detaljnije razradivao. Na kraju, dokazao
je da su svi savrSeni skupovi medusobno ekvipotentni te se time jo$ viSe pribliZio rjeSavanju
hipoteze kontinuuma. Drugim rije¢ima, za dokaz hipoteze kontinuuma dovoljno je dokazati da
neki savrSeni skup ima mo¢ druge brojevne klase. Nazalost, nije uspio dokazati Zeljeni rezultat

o savrSenim skupovima, a posljedi¢no ni hipotezu kontinuuma.

Prihvacanje Cantorovih ideja

Cantorovi rezultati iz serije ¢lanaka primljeni su od strane matematicke zajednice vise pozi-
tivno, nego negativno. Medutim, pogodile su ga reakcije odredenih osoba koje je smatrao vrlo
vaznima za ocjenu svoga rada. Weierstrass i Dedekind nisu pokazivali veliku zainteresiranost,
Schwarz ga je kritizirao, a do otvorenog sukoba doslo je s Kroneckerom. Nadalje, Mittag-
Leffler, urednik Casopisa u kojem je Cantor planirao objaviti iduéi ¢lanak (1885. godine), s
kojim je Cantor imao prijateljski odnos, savjetovao ga je na suzdrzanost i izbjegavanje preura-
njenog objavljivanja ¢lanka. Cantor je taj savjet shvatio kao direktno odbijanje, Sto je drasticno
pogorsalo odnos s Mittag-Lefflerom. Kao posljedicu svega, osje¢ao se odbacenim od njemacke
matematicke zajednice i nekoliko je godina izbjegavao objavljivati radove u matematickim ca-
sopisima. U tom periodu nije prestao objavljivati radove filozofsko-teoloSke tematike, no ti

radovi nemaju veceg znacaja. Matematickom objavljivanju vratio se tek 1892. godine.

A.2.2. Dedekindovo utemeljenje aritmetike

Dedekindov program utemeljenja aritmetike moZemo pratiti najranije od 1858. godine. To nije
program u strogom smislu jer Dedekind ni u jednom trenutku ne navodi njegove smjernice i
glavne ciljeve, ali moguce ga je promatrati i rekonstruirati retrospektivno. Nakon clanka iz
1872. godine, u kojem je definirao realne brojeve, Dedekind pocinje iste godine pisati skicu iz
koje ¢e 1888. godine nastati njegovo najpoznatije i najvaznije djelo: Was sind und was sollen
die Zahlen?'* U njemu Dedekind izlaZe revolucionaran pristup temeljima aritmetike. Do tada
je bilo uvrijezeno promatrati prirodne brojeve kao primitivne, ve¢ postojece entitete, te pomocéu

njih definirati ostale brojeve. Medutim, Dedekind ide korak dalje i ne postulira unaprijed pos-

4Hrv. Sto su i §to bi trebali biti brojevi? [14]
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tojanje prirodnih brojeva, ve¢ ih nastoji definirati koriste¢i kao primitivne pojmove skupove i
preslikavanja. Te pojmove je smatrao Cisto logickima, pa njegov program moZemo u odredenom
smislu smatrati logicistickim.'> Dedekindov logicizam razlikuje se od Fregeovog, no ta dva lo-
gicizma su u svojoj srzi zapravo jednaka. Za Dedekinda skupovi nastaju apstrahiranjem ideje
grupiranja, a Frege se oslanja na koncepte i njihove ekstenzije. Drugim rije¢ima, Dedekindovi
skupovi proizlaze iz ,,stvarnog svijeta”, a Fregeove klase iz idealnog, platonistickog. Nadalje,
Dedekind koristi ekstenzionalni pojam preslikavanja kao logicki, a Frege inzistira na intenci-
onalnom obliku (relaciji). Obojica zapravo koriste ekvivalentne pojmove, a njihovi pristupi se
viSe razlikuju u terminologiji, a ne toliko u sadrzaju.

Glavne Dedekindove motivacijske ideje su da brojevi ne ovise o intuiciji, prostoru i vre-
menu, te da su kreacija ljudskog uma. U navedenom clanku, u poglavlju §1 uvodi pojam sis-
tema (skupa) koji nastaje grupiranjem odredenih objekata misljenja, a objekte miSljenja naziva
stvarima.'® Sistem je u potpunosti odreden svojim elementima i jednakost dvaju sistema je
definirana pomocu ekstenzionalnosti; ako 1 samo ako imaju iste elemente. U nastavku definira
podskup, strogi podskup, uniju i presjek te dokazuje teoreme koji govore o odnosu uvedenih
pojmova. U §2 i §3 uvodi opéeniti pojam preslikavanja, te pojmove injektivnog i bijektivnog
preslikavanja. Takoder napominje kako se pomodu bijektivnih preslikavanja mozZe sve sisteme
razdvojiti na klase (ekvivalencije) s odredenim reprezentantima. Korisno je napomenuti da,
iako je Dedekind preslikavanje smatrao logi¢kim pojmom, ipak ga je definirao, $to donekle
oslabljuje njegovu logicisticku poziciju.

U §4 uvodi originalnu i inovativnu ideju lanca'’:

,neka je zadano preslikavanje ¢: § — S
i neka je K C S. KaZzemo da je K lanac ako vrijedi ¢[K] C K”. Definira i lanac skupa A C
S kao presjek svih lanaca K C S koji sadrze A i oznaCava ga s Ag. Drugim rijeCima, lanac
skupa A je najmanji lanac koji sadrzi A. Pojam lanca Dedekindu je posluzio za formuliranje
teorema o potpunoj indukciji, koji je formulirao za opceniti lanac. U §5 uvodi poznatu definiciju
beskonacnih sistema te pokuSava dokazati da postoji beskonacni sistem, odnosno da je totalitet
svih stvari koje mogu biti objekti miSljenja beskonacan. Dokaz tog teorema je ukratko sljedeci:
promatramo moj svijet misli i svakoj misli s pridruZujemo misao ,,s je objekt mog misljenja”.

Tada imamo bijektivno preslikavanje, a onda iz toga i definicije beskonacnosti slijedi da je

SLogicizam je filozofski pogled koji smatra da su sve matematicke istine zapravo logicke istine. Postoje razne

inacice logicizma, a prvu je iznio Gottlob Frege [24].
1®Njem. Ding.
"Njem. Kette.
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svijet mojih misli beskonacan sistem. Iz priloZzenog se vidi da je taj dokaz matematicki vrlo
slab i njime se u teoriju uvodi nepotrebni i opasni psihologizam.!® U §6 Dedekind definira
jednostavno beskonacne sisteme. Sistem N je jednostavno beskonacan ako je N lanac s obzirom
na neku injekciju ¢ i najmanji je lanac koji sadrZi neki element izvan ¢[N]. Zatim navodi
Cetiri uvjeta koja zadovoljavaju svi jednostavno beskonacni sistemi, a to su zapravo aksiomi

nepravedno nazvani po Peanu:
a. 9[N|CN;
B. N=1
Y. 1 nije u §[N].
0. ¢ je injekcija.

Prirodne brojeve definira kao elemente nekog jednostavno beskonacnog sistema, pri cemu
su zanemarena sva posebna svojstva objekata sistema i u obzir se uzimaju samo njihovi medu-
sobni odnosi i redoslijed. Krace, prirodni brojevi su apstraktni elementi proizvoljnog jednos-
tavno beskonacnog sistema.

Od §7 do §13 Dedekind definira osnovne pojmove na prirodnim brojevima poput nejed-
nakosti, zbrajanja, mnoZenja i potenciranja. Vrlo vazno je ovdje istaknuti dvije tvrdnje. U
§9 iskazuje teorem o definiciji pomocu indukcije (rekurzije). Taj teorem je iskazan iskljucivo
za skup prirodnih brojeva, a klju¢no svojstvo je da prirodni brojevi imaju najmanji element.
Dedekind je zapravo ovdje bio u moguénosti definirati transfinitnu rekurziju da je promatrao
opcenite dobro uredene skupove. U §10 opravdava definiciju prirodnih brojeva tako §to do-
kazuje da su svi jednostavno beskonacni sistemi medusobno ekvivalentni. Dedekindovo cijelo
izlaganje bazira se na radoslijedu i rasporedu prirodnih brojeva, odnosno na njihovom ordinal-
nom karakteru. U posljednjem dijelu, §14, definira pojam kardinalnog broja kona¢nog sistema
i za kraj demonstrira da se pojmovi kardinalnog i ordinalnog broja podudaraju na kona¢nim
sistemima.

Dedekindova teorija izvrSila je veliki utjecaj na tadasnju, a pogotovo na noviju generaciju

matematicara. Opcenito se moze zakljuciti kako je teorija bila pozitivno prihvadena od strane

18Psihologizam u matematici je filozofski pogled po kojemu su sve logicke i matemati¢ke istine posljedice
psiholoskih procesa. Psihologizam u matematici je opasan jer objektivnu narav matematike zamjenjuje Cisto su-
bjektivnim doZivljajima, a da pri tome ne odgovara na pitanje kako se dolazi do matematickih istina. Jedan od

prvih napada na psihologizam moZe se pronaci kod Fregea [25].
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znanstvene zajednice. Peanu je posluZzila kao potvrda njegovih sli¢nih rezultata, a Zermelo je
inspiraciju za nekoliko svojih aksioma dobio upravo iz nje. Naime, Zermelo je aksiom be-
skonacnosti nazivao Dedekindovim aksiomom. MoZda najpozitivnija ocjena dosla je od strane
Fregea koji Dedekindovu teoriju naziva ,,najpotpunijim radom o temeljima matematike”.

Ipak, ona nije nipoSto bez mana. Dedekindovo iznoSenje odredenih (filozofskih) ideja nedo-
voljno je dobro razradeno, ne naglasava skup kao klju¢no sredstvo pomocu kojeg razvija cijelu
teoriju, ne obrazlaze posebno jasno logicisti¢ku poziciju, te svjesno izostavlja neke vazne rezul-
tate koji se nalaze u prijaSnjim skicama. Primjerice, Cantor-Bernsteinov teorem i Cinjenicu da
se svaki skup moZe zadati konceptom (aksiom komprehenzije). Uz to, djelo sadrzi i odredene
tehnicke pogreske koje posebno kritizira Frege; nerazlikovanje izmedu pojmova ,,biti element”
1 podskupa, nejasna razlika izmedu jednoclanog skupa i njegovog elementa, te izostanak defini-
cije praznog skupa.

Na kraju mozemo zakljuditi kako je Dedekindov doprinos temeljima matematike nenadma-
San i usporediv jedino s onim Fregea. NaZalost, Dedekind je ostao u sjeni drugih matematicara,
napose Cantora. Hilbert iznosi hrabru i kontroverznu tvrdnju da je upravo on medu prvima
iz novije generacije matematicara ,,stao na Cantorovu stranu” [18, str. 943-946] te ga tako
uzdignuo iznad Dedekinda. Vrijedilo bi dublje istraziti koliki je zapravo Hilbertov utjecaj u

,,zaboravljanju Dedekinda”, a koliko je zapravo sve splet (nesretnih) povijesnih okolnosti.

A.2.3. Cantorov povratak 1 ostali doprinosi

Prvi Cantorov matematicki ¢lanak nakon serije Sest clanaka objavljen je 1892. godine pod ime-
nom Uber eine elementare Frage der Mannigfalitgkeitslehre,'® a prezentiran je godinu ranije
na kongresu Njemackog matematickog udruZenja. U njemu Cantor ponovno dokazuje nepre-
brojivost skupa realnih brojeva, ali ovaj put teorem dokazuje pomocu dijagonalnog argumenta.
Naglasava kako je dokaz tom metodom ne samo jednostavniji od prijaSnjeg, ve¢ da ga se moze
poopditi za dokaz opcenitijih teorema. Koriste¢i tu metodu, Cantor dokazuje tvrdnju koja e
postati poznata kao Cantorov teorem. Ona nije iskazana u danasnjem obliku, kao tvrdnja da
je kardinalitet skupa X manji od kardinaliteta skupa koji sadrzi sve podskupove od X, ve¢ u
terminima skupa i funkcije. Cantor je s L oznacio linearni kontinuum (interval [0,1]), a s M je
oznacio ,totalitet” svih funkcija s L u {0,1}. Na kraju je dokazao da je kardinalni broj od M

veéi od kardinalnog broja skupa L.

19Hrv. O osnovnom pitanju teorije mnogostrukosti.
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Iduéi rad, pod imenom Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengelehre™® objavljen je
u dva dijela; prvi dio 1895. godine, a drugi 1897. godine. Cantorova namjera je prikazati svoja
dotadasnja otkriéa na precizan i sistematican nain. Uvelike je doprinio upoznavanju Sireg
kruga matematiCara sa svojim idejama i mozda najvaznije, dodatno je ucvrstio teoriju skupova
kao samostalnu matematicku disciplinu. Takoder je vrijedno naglasiti kako prvi puta u naslovu
koristi rijec ,,Mengelehre” koja se u njemackom jeziku ustalila kao naziv za teoriju skupova.

Prvi dio zapoc€inje definicijom pojma skupa i nastavlja raspravom o kardinalnim brojevima.
Definira zbroj kardinalnih brojeva dvaju skupova kao kardinalni broj disjunktne unije ta dva
skupa, a umnozak kardinalnih brojeva dvaju skupova kao kardinalni broj Kartezijevog produkta
ta dva skupa. Definicija umnoska je znaCajna jer se po prvi puta u teoriji skupova pojavljuje
operacija Kartezijevog produkta. Zatim proSiruje aritmetiku kardinalnih brojeva definirajuéi
njihovo potenciranje. Vazan moment u prikazu teorije je Cantorovo eksplicitno navodenje otvo-
renih problema koje je potrebno rijeSiti. NaglaSava problem trihotomije za kardinalne brojeve
1 Cantor-Bernsteinov teorem. U ovom dijelu Cantor po prvi puta za kardinalne brojeve pocinje
koristi hebrejsko slovo X.

U drugom dijelu izlaze teoriju linearno i dobro uredenih skupova, transfinitne brojeve i
brojeve druge brojevne klase. Nakon temeljitog prikaza dobro uredenih skupova, dokazuje
teorem koji ¢e mu posluZziti kao temelj za dokazivanje usporedivosti ordinalnih brojeva. Ono
Sto nedostaje u drugom dijelu, a ¢ega je Cantor bio svjestan, je dokaz teorema o dobrom uredaju,
odnosno da se svaki skup moze dobro urediti. Taj teorem je dokazao Zermelo tek 1904. godine,
a bez njega je Cantoru teSko bilo na zadovoljavajuci nacin prikazati vezu izmedu ordinalnih 1
kardinalnih brojeva, stoga Cantorov prikaz nije zaokruzena cjelina. Taj problem je trebao biti
rijeSen u treCem dijelu, ali se on nazalost nikada nije pojavio u tisku.

Vaznost Cantorovog Baitrdgea je ponajviSe u detaljnom prikazivanju rezultata. Teorija je
,,o€iS¢ena” od stranih primjesa, a kompozicija rada je logi¢na i jasna. No nedostataka svakako
ima. Nedostaje spomenuti dokaz teorema o dobrom uredaju, ne spominju se rezultati iz pret-
hodnog ¢lanka te nedostaje valjana definicija konac¢nih skupova. Bez obzira na sve to, Baitrige

je korak naprijed u daljnjem razumijevanju i istraZivanju teorije skupova.

20Hrv. Doprinosi temeljima transfinitne teorije skupova.
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Sirenje i prihvacanje teorije skupova

Period pocevsi od 1890. godine do otprilike pocetka dvadesetog stoljeca je period konsolida-
cije teorije skupova, bez vecih originalnih doprinosa. U Italiji Peano izdaje 1895. godine djelo
Formulaire de mathematiques u kojem pokuSava svu dotada$nju matematiku strogo izraziti u
jasnom simbolickom jeziku, a glavnu ulogu igra pojam klase (skupa). U Francuskoj Jordan
1893. godine izdaje Course d’analyse u kojem koristi skupovnu terminologiju i naglaSava nje-
zinu korisnost za razvoj analize. U Njemackoj Cantor izdaje svoj spomenuti Baitrdge, a Sc-
hoenflies 1900. godine detaljno prikazuje razvoj teorije tockastih skupova. Sli¢no Shoenfliesu
radi 1 Young u Engleskoj.

Medutim, najznacajniji trenutak za teoriju skupova dogodio se 1897. godine na Prvom me-
dunarodnom kongresu matematicara, gdje su Hadamar i Hurwitz posebno naglasili korisnost
skupovne terminologije i moguénosti njezine primjene. Velike zasluge za Sirenje ideja teorije
skupova takoder ima Hilbert i njegov krug. Hilbert je otvoreno poticao svoje studente da se
njome bave, a mozda najznacajniji od njih je Ernst Zermelo. Na Drugom medunarodnom kon-
gresu matematicara 1900. godine Hilbert iznosi svoja 23 problema, a na prvo mjesto stavlja
problem hipoteze kontinuuma. Vazno je takoder napomenuti da Hilbert svoj aksiomatski sustav
u Grundlagen der Geometrie uvelike temelji na skupovima.

Fregeov logicisticki program, iako temeljen na intencionalnom shvaéanju entiteta (koncepti
1 relacije), nuzno pociva na ekstenziji koncepata, odnosno na klasama (skupovima). ProSirenje
Booleovog algebarskog pristupa logici od strane Schrodera takoder pociva na mnogostrukos-
tima (skupovima). Nadalje, Russell je posebno naglasio Cantorov teorem kao glavni rezultat
teorije skupova, i prvi ga je u potpunosti iskazao u terminima skupova. Upravo ¢e ga proucava-

nje Cantorovog teorema dovesti do slavnog Russellovog paradoksa.
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A.3. TEORIJA TIPOVA I AKSIOMATIZACIJA

(1900.-1920.)

Gledano s vremenskim odmakom, Zermelova aksiomatizacija i Russellova teorija tipova izgle-
daju kao dva pristupa s jednakim ciljem: sprijeciti pojavu paradoksa u teoriji skupova. Iako
njihove motivacije imaju isto ishodiSte i obje su uspjele u svom naumu, one se epistemoloski
uvelike razlikuju. Zermelo svojom aksiomatizacijom Zeli formalizirati i postaviti na sigurne te-
melje Cantorovu teoriju skupova, dok Russell teorijom tipova nastoji reformulirati cjelokupnu

logiku.

Paradoksi

Kronologija otkrivanja paradoksa vrlo je zamrSena i nejasna. Godine 1897. Cantor u pismu Hil-
bertu izlaZe jednu verziju Cantorovog paradoksa, a iste godine Burali-Forti objavljuje ¢lanak s
argumentacijom koja dovodi do paradoksa poznatog danas pod njegovim imenom. Na Russel-
lov paradoks prvi je naiSao Zermelo oko 1900. godine. Problem s ovom kronologijom je $to
autori u tom trenutku ne uocavaju potencijalni problem. Zato je vrlo teSko opravdati zakljucak
da su oni otkrivaci ne€ega Cega nisu bili ni svjesni.

Bez obzira na reCeno, matematicka javnost je bila svjesna postojanja paradoksa. Hilbert
je javno formulirao Cantorov paradoks 1900. godine, ali nije doslo do velike nelagodnosti.
Pogresno bi bilo shvadanje da uopée nije bilo nikakve reakcije, ali ona je bila vrlo slaba i
velina matematicara se oslanjala na optimisti¢nu ideju kako ¢e se problemi rijeSiti detaljnijim
istraZivanjem transfinitnosti.

Prva osoba koja je ukazala na ozbiljne probleme koje uzrokuju paradoksi bio je Bertrand
Russell u svome djelu Principles of mathematics iz 1903. godine. Russell je paradoks nazvan
po njemu otkrio 1901. godine proucavajuci Cantorov teorem. Nije na prvu shvatio njegov zna-
¢aj, veC je smatrao da je moguce pronaci gresku u dokazu Cantorovog teorema. Nakon Sto se
uvjerio da je s dokazom Cantorovog teorema sve u redu, 1902. godine Salje pisma Fregeu 1
Peanu u kojima obrazlaZze otkriveni paradoks. Frege odmah uocava da Russellov paradoks za
posljedicu ima inkonzistentnost njegovog logickog sustava. Svi Fregeovi pokusaji otklanjanja
paradoksa bili su uzaludni, stoga je morao zakljuciti kako je njegov logicisticki program nemo-

guce ostvariti. Od tog trenutka poCinju se jasnije shvacati problemi. Ne samo da je Russellov
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paradoks onemogucio svodenje matematike na logiku u Fregeovom smislu, ve¢ je opce-logicki
karakter Russellovog paradoksa doveo u pitanje samo poimanje logike.

Reakcija na probleme paradoksa iSla je u tri smjera. Prvim smjerom krenuo je Frege koji
Russellov paradoks smatra toliko razaraju¢im za njegov logicki sustav da zakljuCuje da svodenje
matematike na logiku nije mogucée. Drugim smjerom krenuo je Russell, koji smatra da je logici
potrebna sveobuhvatna reformulacija i reogranizacija. Tre¢im smjerom krenula je Hilbertova
Skola, zalazuci se za odvojeni paralelni razvoj logike i teorije skupova. Drugim rijecima, logika

bi trebala biti metateorija za razvoj osnova matematike.

A.3.1. Teorija tipova

Prvi prikaz teorije tipova iznio je Russell u Dodatku B svog djela Principles of mathematics. U
njemu posebno naglaSava da prezentirana teorija predstavlja samo skicu te da su potrebne odre-
dene nadopune i poboljSanja. Tip je definiran kao ,.klasa svih objekata u kojoj svaki element
ima jednak doseg znaCajnosti”, a doseg znacajnosti nekog objekta kao kolekcija svih onih obje-
kata za koje dana propozicija ima smisla, tj. moZe se odrediti je li istinita ili neistinita. Drugim
rijeCima, dva objekta imaju jednak tip ako ,.,tvore” iste smislene propozicije. Russell razlikuje
Cetiri vrste objekata u svojoj teoriji: individualne objekte, uredene parove, propozicije i brojeve.
Svaki od tih objekata tvori najmanji mogudi tip, stoga imamo tip individualnih objekata, tip ure-
denih parova, tip propozicija i tip brojeva. 1z pocetnih tipova mogude je razviti Cetiri paralelne
hijerarhije tipova. Primjerice, pocevsi od tipa individualnih objekata, moZemo dobiti tip klasa
individualnih objekata, zatim tip klasa klasa individualnih objekata itd. Kada se sve to uzme u
obzir, ocita postaje kompleksnost Russellove rane teorije. Opca hijerarhija tipova nije linearna,
vec viSe nalikuje razgranatom stablu. Osim same kompleksnosti, problemati¢na je i definicija
tipa kao klase jer time Russell dozvoljava postojanje ,,totaliteta svih logickih objekata”, odnosno
tipa svih tipova, Sto dovodi do novih paradoksa.

Russell uskoro napusta prvotnu ideju teorije te u radu On some difficulties in the theory of
transfinite numbers and order types iz 1907. godine ponovno analizira tri glavna matematicka
paradoksa. Postojanje odredenih problemati¢nih klasa dovodi do paradoksa, $to znaci da je
potrebno formulirati teoriju koja na neki nacin zabranjuje postojanje tih problemati¢nih klasa.
Drugim rije¢ima, potrebno je postaviti odredena ogranic¢enja na propozicijske funkcije i uvjete
pod kojima one definiraju klasu. U tu svrhu Russell je ponudio tri nove teorije: zigzag teoriju,

teoriju ogranicenja velicine 1 ne-klasnu teoriju. U zigzag teoriji propozicijska funkcija defi-
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nira klasu samo ako je (u nekom smislu) jednostavna, teorija ogranicenja veliina ogranicava
postojanje ,,prevelikih” klasa, a u ne-klasnoj teoriji suzdrzavamo se od tvrdnji da klase postoje.
NajviSe nade Russell polaze u ne-klasnu teoriju te naknadno dodaje napomenu kako ,,nema ni
malo sumnje da ne-klasna teorija pruza potpuno rjeSenje svih poteSkoca iznesenih u prvom di-
jelu ¢lanka.” Russell se teoriji tipova ponovno vrac¢a u radu Mathematical Logic as based on the

Theory of Types iz 1908. godine, a veliki dio ideja tog rada zavrsit ée u Principiji Mathematici.

Principia Mathematica

Principia Mathematica rezultat je kolaboracije izmedu Alfreda Northa Whiteheada 1 Bertranda
Russella, objavljena u tri dijela 1910., 1912. i 1913. godine. Glavni cilj Principie je razviti
logicki sistem sa $to manjim brojem osnovnih pojmova i aksioma te pomocu njih izvesti cje-
lokupnu matematiku. Osnovni pojmovi i aksiomi u tom kontekstu moraju biti logicke prirode,
stoga je Principia zapravo pokuSaj svodenja matematike na logiku.

Ontologija Principie sastoji se od individualnih objekata i propozicijskih funkcija. Iako je
klasama posveéeno cijelo jedno poglavlje, Whitehead i Russell se suzdrZavaju od postuliranja
njihova postojanja.>! Teorija tipova direktno je preuzeta iz [51] te je pobolj$ana verzija teorije
prezentirane u Dodatku B [53]. Tipovi se dodjeljuju individualnim objektima i propozicijskim
funkcijama. Svaki individualni objekt ima tip 0, a propozicijska funkcija ima tip n + 1, ako
sve njezine slobodne varijable imaju tip n. Tip klase je zapravo tip propozicijske funkcije koja
definira tu klasu. Osim ograni¢enja u vidu tipova, Whitehead i Russell takoder svrstavaju pro-
pozicijske funkcije u redove. Propozicijske funkcije koje sadrze samo individualne objekte (kao
varijable) su prvog reda, a reda n+ 1 su ako sadrze barem jednu varijablu reda » 1 ne sadrZe ni
jednu varijablu reda veéeg od n. Takvu teoriju tipova nazivamo ramificirana teorija tipova®>
kako bismo ju razlikovali od jednostavne teorije tipova u kojoj ne postoji hijerarhija redova.
Uvodenje hijerarhije redova nije najspretnije odradeno 1 vrlo je nejasna veza s hijerarhijom ti-
pova. Ono §to se moZe zakljuciti je da red propozicijske funkcije nikada nije manji od njezinog
tipa [28].

Razloge za uvodenje hijerarhije redova Russell je izloZio ve¢ u [52]. Dosao je do zakljucka
da uzrok svih paradoksa treba traziti u samoreferenciranju, a samoreferenciranje se moze spri-

jeciti uvodenjem principa porocne cirkularnosti: ,nijedan totalitet ne moze sadrZavati objekte

2IStav je preuzet iz Russellove ne-klasne teorije.
22 Autor u [41] rijeC ,,ramificirano” prevodi kao ,,razgranato”.
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definirane pomocu njega samog.” Upravo ramificirana teorija tipova iz Principie zadovoljava
navedeni princip. NaZalost, vrlo brzo se pokazuje kako ramificirana teorija tipova nije do-
voljna za adekvatni razvoj matematike. U njoj nije moguce definirati neke osnovne pojmove
matematicke analize (poput supremuma), a nije moguca ni zadovoljavajuca formulacija mate-
matiCke indukcije. Zbog toga je uveden aksiom reducibilnosti: ,,svaka propozicijska funkcija
ekvivalentna je nekoj predikativnoj propozicijskoj funkciji s istim argumenata.” Propozicijska
funkcija je predikativna ako je njen red to¢no za jedan veci od reda vezane varijable najveceg
reda.

Uvodenjem aksioma reducibilnosti autori su gotovo u potpunosti negirali prethodno izgra-
denu hijerarhiju redova. Ramificirana teorija tipova s aksiomom reducibilnosti nije niSta drugo
nego jednostavna teorija tipova. Kao motivaciju za uvodenje tog aksioma autori navode in-
duktivne razloge, odnosno opravdavaju ga time da se ,,mnogo propozicija koje su gotovo ne-
sumnjivo istinite mogu iz njega izvesti”. Navode da takva motivacija nije niSta drugacija od
uvodenja bilo kojeg drugog aksioma. Medutim, takvo opravdanje je teSko uskladiti s ciljevima
Principie. Naime, aksiom reducibilnosti nije nimalo intuitivan, sasvim sigurno nije logicki ak-
siom, a upitna je i njegova istinitost. Iako je pomocu njega mogucée uvesti neke nuzne nove
pojmove, zbog navedenih problema autori odustaju od njega u drugom izdanju Principie.

Osim aksioma reducibilnosti, autori jo§ uvode aksiom multiplikativnosti 1 aksiom besko-
naénosti. Aksiom multiplikativnosti>> kaze da je Kartezijev produkt nepraznih klasa neprazan,
a aksiom beskonacnosti da je skup individualnih objekata beskonacan. Iako su po prirodi ti
aksiomi dosta razliciti, motivacija za njihovo uvodenje 1 koriStenje je gotovo ista. Oba aksioma
koriste se samo kada su potrebni u dokazu nekog teorema i to u obliku kondicionala ,,ako vrijedi
aksiom, onda vrijedi teorem”. Drugim rije¢ima, ti aksiomi nisu nista viSe od hipoteza. Vrlo je
teSko opravdati njihovo uvodenje, a joS teZe objasniti zaSto bi trebali biti istiniti. Problematicniji
je aksiom beskonacnosti jer je nuZan za razvoj aritmetike prirodnih brojeva. U vecini slucajeva
mozemo odbaciti pretpostavku aksioma izbora, a onda posljedi¢no i teoreme koji o njemu ovise,

bez teskih posljedica, ali isto nije moguce napraviti s aksiomom beskonacnosti.

Zakljucak

Principia Mathematica nesumnjivo je jedan od najvaZznijih 1 najambicioznijih radova iz podru-

¢ja matematiCke logike. Djelo je znacajno utjecalo na mnoge tadasnje i buduce logicare poput

23Ekvivalentan je standardnom aksiomu izbora.

127



Dodatak - Povijest teorije skupova Teorija tipova i aksiomatizacija (1900.—1920.)

Hilberta, Quinea i Tarskog. S pravom se moZe tvrditi kako je to djelo oznacilo i oblikovalo
matematicko razmisljanje u prvoj polovici 20. stoljeca.

Ipak, kao $to smo ve¢ spomenuli, djelu ne nedostaje problema. Jedan od njih svakako je
suprotnost izmedu motivacije samog projekta i nacina njegova izvodenja, posebice kod uvode-
nja odredenih aksioma. Veliki izvor problema takoder €ini nerazlikovanje sintakse i semantike.
Kao posljedicu toga, autori tretiraju sve paradokse unutar same teorije. Zato teorija mora nuzno
zadovoljavati princip poroc¢ne cirkularnosti, $to znaci da je potrebna ramificirana teorija tipova.
Bududi da ramificirana teorija tipova nije dovoljno jaka za izvodenje cjelokupne matematike,
potrebno je ,,urusavanje” hijerarhije redova, odnosno uvodenje nelogickog aksioma reducibil-
nosti. Ukratko, moZemo zakljuciti da je nerazlikovanje sintakse i semantike jedan od najveéih
problema Whitehead-Russellove teorije. Naime, ispravnim razlikovanjem sintakse 1 semantike
u jednostavnoj teoriji tipova moZze se razviti teorija koja sprjeCava glavne skupovne paradokse,
a opcenitiji paradoksi su onemogudeni time Sto se nalaze izvan jezika same teorije. [49] Na taj
nacin se izbjegava uvodenje principa poro¢ne cirkularnosti, hijerarhije redova, a posljedi¢no i
aksioma reducibilnosti. Na kraju ipak ostaje problem aksioma beskonacnosti jer nije moguce
razviti adekvatnu teoriju tipova koja opisuje cjelokupnu matematiku bez tog aksioma.

Na kraju, Cini se da Principia ipak nije uspjela ostvariti glavni Russellov cilj: utemeljiti
cjelokupnu matematiku na logickim principima. To je uspjela samo uvjetno, pod pretpostavkom

nelogickih aksioma (izbora i beskonacnosti) i potpuno neintuitivhog aksioma reducibilnosti.

A.3.2. Zermelova aksiomatizacija

Paralelno s razvojem teorije tipova odvija se razvoj teorije skupova u drugom smjeru. Centralna
figura tog razvoja je njemacki matematicar Ernst Zermelo. Zermelo svoju znanstvenu karijeru
zapocinje na SveuciliStu u Gottingenu 1897. godine kao teorijski fizicar, a Cantorovu teoriju
skupova pocinje proucavati tri godine kasnije pod utjecajem Hilberta. Zermelo je ve¢ oko 1900.
naiSao na Russellov paradoks, ali nije ga smatrao problematicnim. Stoga se postavlja pitanje
je li Zermelo bio svjestan da je zaista otkrio neSto paradoksalno ili ne. On svoja saznanja nije
objavio, vec je paradoks ostao skriven u njegovim nastavnim materijalima o teoriji skupova.
Prvi vazan Zermelov doprinos teoriji skupova je dokaz teorema o dobrom uredaju, koji ée
kasnije postati poznat pod njegovim imenom: svaki skup se moZe dobro urediti. Zermelo je

teorem dokazao u radu Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann* koristeéi aksiom

24Hrv. Dokaz da se svaki skup moZe dobro urediti. Engleski prijevod u [62].
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izbora. To je prva eksplicitna pojava tog aksioma u matematici, a njegovo koristenje isprva nije
docekano s odobravanjem. Upravo je aksiom izbora razlog zasto Zermelov dokaz nije pozitivno
prihvaden u matematickoj zajednici. Nepovjerenje u Cantorovu teoriju skupova, prividno nova
pretpostavka te strah od novih paradoksa zasigurno nisu bile povoljne okolnosti za prihvacanje
novih hipoteza. Kako bi opravdao svoj dokaz, Zermelo nastoji zadati odgovarajuéi aksiomatski
sustav pomocu kojeg bi bio u mogucnosti izvesti Cantorovu teoriju skupova i svoj teorem.
Svoj sustav Zeli dodatno osnaziti time da pokaze da se u njemu ne pojavljuju paradoksi, Sto
sigurno nije bila glavna motivacija aksiomatizacije. U pocetku se Zermelo bavi proucavanjem
isklju¢ivo Cantorovih radova, no 1905. godine otkriva Dedekindove radove o teoriji skupova.
Dva rada u kojima ¢e se uvelike ogledati Dedekindov utjecaj na Zermela su Neuer Beweis fiir
die Moglichkeit einer Wholordnung® i Untersuchung iiber die Grundlagen der Mengelehre 12,
oba objavljena 1908. godine.

Rad Neuer Beweis fiir die Moglichkeit einer Wholordnung sastoji se od dva dijela. U prvom
dijelu Zermelo prezentira novi dokaz teorema o dobrom uredaju. U novom dokazu ponovno
koristi aksiom izbora, no sada s manje pretpostavki na pojmove dobrog uredaja i ordinalnih
brojeva te koristi Dedekindov pojam lanca. Tako prezentirani dokaz je neSto opcenitiji od pr-
vog, a koriStenje Dedekindovih precizno definiranih pojmova za posljedicu ima formalniji do-
kaz. U drugom dijelu Zermelo se bavi primjedbama iznesenima protiv njegovog prvog dokaza
te uspjeSno odgovara na upucene kritike. Na taj nacin je pokazao da aksiom izbora nije proble-
mati¢na pretpostavka. Vrlo brzo nakon 1908. godine aksiom izbora je prihvaéen kao razumna
pretpostavka u matematici. To je za posljedicu imalo uvid da vrlo veliki dio matematike ovisi o

njemu.

Aksiomatski sustav

Zermelo je svoj aksiomatski sustav predstavio u radu Untersuchung iiber die Grundlagen der
Mengelehre 1. Vrlo jasno na samom pocetku naglaSava da je za njega teorija skupova mate-
maticka teorija koja za cilj ima ,,matematicki istraZiti osnovne pojmove ’broja’, ’uredaja’ i
"funkcije’” [60], a onda pomocu njih razviti ostalu matematiku. OCcito se Zermelov pristup zna-
¢ajno razlikuje od Russellovog koji teoriju skupova smatra dijelom sveobuhvatne opée logicke

teorije. Takoder se razlikuju u pristupu prema klasnoj komprehenziji. Russell Zeli ocuvati neo-

ZHrv. Novi dokaz moguénosti dobrog uredenja. Engleski prijevod u [61].
26Hry. IstraZivanja o osnovama teorije skupova I. Engleski prijevod u [60].
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grani¢enu komprehenziju (svaka klasa je definirana nekim svojstvom) kako god je moguce, a
Zermelo smatra da bi ju trebalo primjenjivati ograniceno. Zermelo polazi od postojeée Can-
torove teorije skupova, a aksiomima ju nastoji $to je moguce bolje opisati i sacuvati, a da pri
tome onemoguci pojavljivanje paradoksa. Glavni cilj aksiomatizacije je stoga pokazati da se
,,cjelokupna teorija stvorena od strane Cantora i Dedekinda moze svesti na nekoliko definicija i
sedam principa, ili aksioma, koji su medusobno nezavisni.” [60]

Zermelo kolekciju objekata kojom se bavi teorija skupova naziva ,,domenom individualnih
objekata”, a ona se sastoji od skupova i atoma. Zadatak aksioma je na odgovarajuci nacin opisati

tu domenu. Navodimo sedam Zermelovih aksioma, uz ponesto moderniziraniju terminologiju:

I. Aksiom ekstenzionalnosti: dva skupa su jednaka ako imaju iste elemente.
II. Aksiom praznog skupa: postoji skup koji nema elemenata.

II. Aksiom separacije: ako je % (x) definitna propozicijska funkcija za sve elemente skupa

M, onda postoji M 2, podskup od M, koji sadrzi sve elemente iz M za koje je .7 istinito.

IV. Aksiom partitivnog skupa: za svaki skup T, postoji skup % T koji se naziva partitivni

skup od T 1 sadrzi sve podskupove od T'.

V. Aksiom unije: za svaki skup T postoji skup €T koji se naziva unija od 7 i sadrZi one

elemente koji se nalaze u nekom elementu od 7'.

VI. Aksiom izbora: ako je T skup nepraznih skupova koji su medusobno disjunktni, onda
njihova unija sadrZi barem jedan podskup S; koji ima tocno jedan zajednicki element sa

svakim elementom od 7.

VIIL. Aksiom beskonacnosti: postoji skup Z koji sadrzi prazni skup i ako sadrZi a, onda sadrzi

aU{a}.

U prvom dijelu rada Zermelo pomocu do tada uvedenih aksioma dokazuje odgovarajuce
tvrdnje teorije skupova, a u drugom dijelu razvija cijelu teoriju ekvivalencija skupova, odnosno
kardinalnost. Zbog nedostatka uredenih parova nije u mogucnosti definirati na zadovoljava-
juci nacin pojmove preslikavanja i kardinalnog broja. Od pojma kardinalnog broja u potpu-
nosti odustaje i koristi opéenite skupove, ali dokazuje neke vaZne teoreme poput Schroder-

Bernsteinovog 1 Cantorovog.
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Na kraju uvoda Zermelo napominje da ima u planu objaviti nastavak rada u kojem bi po-
mocu svojih aksioma razvio teoriju dobro uredenih skupova s primjenom na konacne skupove
i aritmetiku. Medutim, idu¢i rad objavljen 1909. godine ne spominje dobro uredene skupove,

ve¢ samo dio o kona¢nim skupovima i aritmetici.

Prihvacanje aksiomatizacije

Vecina aksioma prihvaéena je od strane matematicke zajednice gotovo odmah kao neproblema-
ti¢na. Potencijalno problemati¢ni aksiomi su aksiom izbora, aksiom beskonacnosti 1 aksiom se-
paracije. Ve¢ smo spomenuli da se Zermelo na zadovoljavajuci nain obracunao s kritikama na
racun aksiom izbora. Aksiom beskonacnosti svoje opravdanje nalazi u Cinjenici da se bez njega
ne moZe razviti zadovoljavajuca aritmetika. Ovdje vrijedi naglasiti da iako je Zermelov aksiom
beskonacnosti epistemoloski jednak Russelovom, ontoloski se oni uvelike razlikuju. Zermelo
aksiom beskonacnosti uvodi u strogo matematickom kontekstu, kao dio formalne matematicke
teorije, Sto je svakako opravdano. S druge strane, Russell aksiom beskonacnosti uvodi u svijet
op¢ih logickih principa, a tamo mu sasvim sigurno nije mjesto. Kod aksioma separacije jedino
pitanje je moze li ga se Koristiti bez bojazni od pojave paradoksa. Zermelo je pokazao da je to
istina zbog toga $to se pomocu njega ,,separiraju’” objekti iz ve¢ postojeéih skupova pa se na taj
nacin ne mogu definirati problemati¢ni skupovi poput skupa svih skupova, skupa svih ordinal-
nih brojeva 1 skupa svih kardinalnih brojeva. U izvjesnom smislu je Zermelova aksiomatizacija
sli¢na Russellovoj teoriji ogranicenja veli€ina, no nije joj istovjetna, Sto se ¢esto pogresno tu-
maci. Skupovni paradoksi se tako onemogucuju separacijom, a ostali paradoksi nekom vrstom
rudimentarne distinkcije izmedu sintakse 1 semantike, koja se pojavljuje u pojmu definitnosti
propozicijske funkcije. Definicija definitnosti je pomalo nejasna. Svojstvo je definitno ako
»lrelacija ‘biti element’], zajedno s aksiomima i univerzalnim zakonima logike, odreduju bez
proizvoljnosti vrijedi li [svojstvo] ili ne” [60]. Glavna nepreciznost je u tome Sto Zermelo nije
precizirao $to su to ,,univerzalni valjani zakoni logike” koji stoje u pozadini definicije. Ipak,
ona se lako moZe razumjeti bez velikih poteskoca jednostavno kao izraz koji je dobiven poj-
movima logike, zajedno s dvomjesnim relacijskim simbolom ,,biti element”. Kasniji autori ¢e
puno preciznije i bolje objasniti Zermelovu definitnost.

Zermelo je teoriji skupova aksiomatizacijom u duhu Hilbertove S$kole podario snazne, iako
skromnije temelje od Whitehead—Russellovih. Ve¢ ¢e se od 1920.-ih godina Zermelova ak-

siomatizacija poceti smatrati standardnom, dok u konacnici nije odnijela premocnu pobjedu
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1960.-ih godina (u nesto izmijenjenom obliku). Iako na trenutke izgleda proizvoljna, $to na
neki nacin i je istina, aksiomatizacija je rezultat duboke i detaljne analize Cantorovog i De-
dekindovog matematickog djelovanja. Njome je, zajedno s dokazom teorema dobrog uredaja,

postignuto jedinstvo teorije skupova.

A.3.3. Ostali doprinosi

Paralelno istraZivanjima Whiteheada, Russella i Zermela, nastavila su se istraZivanja toCkastih i
transfinitnih skupova, a sve vise paZnje dobivao je aksiom izbora. Dotadasnje rezultate u teoriji
tockastih skupova nastojalo se dodatno poopciti. U tim nastojanjima najdalje je doSla Fran-
cuska $kola predvodenja Emileom Borelom, René-Louisom Baireom i Henriem Lebesgueom.
Francuska Skola ponajvise se bavila teorijom mjere i teorijom integracije, a postavila je temelje
deskriptivnoj teoriji skupova, koju ée kasnije formulirati Nikolaj Luzin.

Istrazivanja aksioma izbora najvise su bila usmjerena na proucavanje njegovih (patoloskih)
posljedica. Primjerice, postojanje Vitalijevog skupa (skupa koji nije Lebesgue izmjeriv) ili
skupa realnih brojeva bez savrSenih podskupova. U prethodnoj tocki ve¢ smo vidjeli da je
aksiom izbora odigrao veliku ulogu u Zermelovom dokazu teorema o dobrom uredaju 1 aksi-
omatizaciji.

Proucavanje transfinitnosti u Cantorovom duhu nastavio je Felix Hausdorff. Dodatno je raz-
radio prijasnje Cantorove ideje i doprinio dubljem razumijevanju transfinitnosti. Uveo je nove
pojmove poput kofinalnosti 1 velikih kardinalnih brojeva, a prvi je formulirao opéu hipotezu
kontinuuma. Njegov veliki doprinos je i u pedagoskom podrucju jer 1914. godine izdaje utje-
cajni udzbenik Grundziige der Mengelehre*’ u kojem uvodi osnove teorije skupova i topologije.
Sli¢no Dedekindu, Hausdorff nastoji matematicke koncepte svesti iskljucivo na skupove. U isto
vrijeme kada i Wiener, definira uredene parove pomocu skupova. Uredeni par skupova x iy je
definiran kao (x,y) = {{x,1},{y,2}}, gdje su 1 i 2 razli¢iti od x i y. Pomocu uredenih parova
je definirao funkcije kao skupove uredenih parova 1 time po prvi puta sveo koncept funkcije u

potpunosti na skupove [19].

2THrv. Osnove teorije skupova.
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A.4. POSLIJERATNI PERIOD (1920. - 1930.)

Period poslije Prvog svjetskog rata obiljeZen je intenzivhom raspravom o osnovama matema-
tike. Pojavljuju se razni sistemi, buduéi da dva glavna, Principia i Zermelova aksiomatika,
nisu u potpunosti zadovoljili stroge potrebe za stabilnim temeljima. Medutim, zbog detaljnog i
preciznog prikaza, teorija tipova Principije prihvadala se u pocetku kao sigurniji okvir za for-
malizaciju matematickih teorije. Sto se ti¢e pristupa logi¢kom utemeljenju matematike, javljaju
se Cetiri razlicita koncepta: logicisticki, algebraisticki, formalisticki i intuicionisticki [19].

Logicisticki koncept prati tradiciju Fregea i u temeljima je logicke teorije Principie. Kao
Sto smo vel vidjeli, logicisti¢ki koncept ima za cilj formulirati sveobuhvatnu logicku teoriju,
unutar koje ¢e biti moguce razviti cjelokupnu matematiku. Logika djeluje u fiksno odredenoj
domeni,”® s fiksno zadanim pravilima, a predmet proucavanja su joj najopéenitije mogude istine
o toj domeni. Takva logika prirodno postaje ono Sto bismo danas nazivali logikom viSeg reda.
Nadalje, strogom formalizacijom nastoji se posti¢i da svaki korak u dokazu bude jasno naznacen
te da se istovremeno onemoguci pojava ,,stranih” primjesa u sustav. Posljedica toga je da sve
Sto se moZe reéi, mora se moci reéi iskljucivo unutar te unaprijed zadane domene. Zato nije
moguce logicki svijet sagledati ,,izvana”; ne postoji pojam metateorije.

Znatno drugaciji, algebraisticki pristup, poc¢inje s Booleom i nadograden je radovima Sc-
hrodera. Za razliku od logicistickog pristupa, u algebraistickom ne postoji ni fiksna domena
ni formalna pravila dokazivanja. Glavna metoda proucavanja je odredivanje ponaSanja neke
tvrdnje u raznim domenama. lako algebraisti¢ki pristup ima svoje prednosti, u znatno je sla-
bijoj poziciji od logicistickog. Najvazniji rezultat je Lowenheimov dokaz iz 1915. godine da
je svaka ispunjiva formula ispunjiva u prebrojivoj domeni. Nesto kasnije e taj teorem Skolem
uobliiti u danas poznatiji Lowenheim—Skolemov teorem. Mozda najbolji prikaz razlika iz-
medu logicista i algebraista izloZen je u [32]: za koncept metamatematike logicistima nedostaje
,meta” dio, a algebraistima ,,matematika” dio.

Formalisticki pristup zastupa Hilbert 1 njegova Skola, a u duhu te $kole Zermelo je predstavio
svoju aksiomatizaciju. Formalisti se nalaze negdje na pola puta izmedu logicista i algebraista,
premda su puno bliZi prvima. Njihov cilj je matematicke teorije opisati odgovaraju¢im formal-
nim sistemima. Ti formalni sistemi moraju imati strogo odreden jezik, pravila izvoda i kolekcije

aksioma. Jedini nacin opravdanja formalnog sistema moZze se posti¢i dokazom njihove konzis-

287.a Fregea su to objekti i funkcije, a za Russella individualni objekti i propozicijske funkcije.
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tentnosti, tj. dokazom da u njima nije moguce dokazati kontradikciju. Time su odredene i glavne
postavke Hilbertovog programa koji za cilj ima pokazati da su formalni sistemi za aritmetiku,
analizu 1 teoriju skupova konzistentni. Formalisti se razlikuju od logicista po tome Sto za njih
logicka teorija ne sadrZi samo jedan sveobuhvatni formalni sistem, ve¢ mnogo njih, ovisno o
potrebi. Zanimljivo je da koriste iste ideje koje je pola stoljeca ranije iznio Frege u [24], iako se
njihovi pristupi epistemoloski razlikuju.

Uobli¢en u pravu filozofiju matematike tek 1920.-ih, intuicionizam je zapravo samo novi
naziv za otprije poznata stajaliSta o matematici. Njegove ideje promovirali su Kronecker, Po-
incaré, Francuska Skola, a dva najvaznija kasnija predstavnika su Weyl i Brouwer. Po intuici-
onistickoj filozofiji, matematika je kreacija ljudskog uma koja se nalazi iskljucivo u ljudskom
umu. Ne postoji matematicki objekt ako ga nije moguce konstruirati. Buduci da nije moguce
eksplicitno konstruirati beskona¢no mnogo objekata, zakljuCuje se da nije moguce postojanje
(aktualno) beskonac¢nih skupova. Dakle, intuicionizam odbacuje aktualnu beskonacnost, a uz
to odbacuje 1 logicke principe iskljuCenja tre€ega i dvostruke negacije.

Moderna logika proizasla je spajanjem logicisticke, algebraisti¢ke i formalisticke koncep-
cije logike, nadogradene metalogickim pristupom. Logicisti su zasluZni za razvoj sintakse,
algebraisti za razvoj semantike, formalisti objedinjuju i preciziraju koncepcije logicista i alge-
braista, a za metalogicki pristup najzasluzniji su Skolem, Godel 1 Hilbertova Skola [19]. Klju¢nu
ulogu je takoder igralo prihvacanje logike prvog reda kao glavne logike.

Pocetkom 1920.-ih logika prvog reda daleko je od danasnje opéeprihvacenosti. Ona se sva-
kako pojavljuje u radovima mnogih matematicara, primjerice ¢lanova Hilbertove Skole, ali ne
promatra je se kao jedinu ,,pravu” logiku, ve¢ kao pogodni alat. NajvaZnija osoba koja zastupa
njezino koristenje je norveski matematicar Thoralf Skolem. U pocetku koristi Schroderovu
notaciju, ali se ubrzo okrece izrazima logike prvog reda. Pomocu nje proSiruje prijasnji Lowen-
heimov teorem [54] te dolazi do Skolemovog paradoksa.”® Smatrao je da logika prvog reda
prirodno proizlazi iz aksiomatizacija matematickih teorija te je pomocu nje rijesio problem de-
finitnosti u Zermelovoj aksiomatizaciji: svojstvo je definitno ako se moZe prikazati formulom
prvog reda u jeziku teorije skupova. U tom trenutku, Skolem je jedini koji ozbiljno razmatra

mogucnost formalizacije matematickih teorija iskljucivo koristeci logiku prvog reda.

21z Lowenheim—Skolemovog teorema slijedi da svaka konzistentna teorija ima prebrojivi model. To znaci da
ako je Zermelova aksiomatizacija konzistentna, onda i ona ima prebrojivi model. To je naizgled kontradikcija s
¢injenicom da se u Zermelovoj aksiomatizaciji moZe dokazati postojanje neprebrojivih skupova. Paradoks nestaje

kada se pojmovi prebrojivosti i neprebrojivosti promatraju unutar samog modela, a ne opcenito.
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A.4.1. Teorija tipova kao osnova formalizacije matematiCkih teorija

Uz sve svoje probleme, Principia Mathematica izvrSila je veliki utjecaj na poimanje logike. Te-
orija tipova, ako se ne promatra kao temelj cjelokupne logike, zadovoljavajuci je logicki okvir
za formalizacije matematickih teorija. Medutim, zbog prevelike ambicioznosti Whiteheadovog
1 Russellovog projekta, teorija tipova Principie vrlo je komplicirana. Dakle, da bi postala ko-
risno orude, potrebno ju je znatno pojednostaviti. Jednostavna teorija tipova u suvremenom
smislu pojavljuje se pocetkom 1930.-ih godina u radovima Tarskoga i Godela, ali moguce je

sve teorije tipova koje nisu ramificirane nazivati ,,jednostavnima”.

Ramsyeva teorija tipova

Prva dva pojednostavljenja ponudili su poljski matematic¢ar Leon Chwistek i britanski matema-
tiCar Frank Ramsey. Chwistek je svoju teoriju tipova prvi puta predstavio 1921. godine, ali ona
nije izvrSila preveliki utjecaj. Puno vaZzniji prikaz varijante jednostavne teorije tipova ponudio
je Ramsey 1926. godine u ¢lanku The Foundation of Mathematics [49]. Analizirajuéi Princi-
piu, Ramsey uocava tri glavna problema: uvodenje hijerarhije redova, interpretaciju aksioma
beskonacnosti 1 formulaciju aksioma multiplikativnosti.

Uvodenjem hijerarhije redova u teoriju Whitehead i Russell nastoje zadovoljiti princip po-
ro¢ne cirkularnosti, koji je nuZan za otklanjanje nekih paradoksa. Ramsey potrebu za principom
porocne cirkularnosti, a samim time i za redovima, pokazuje nepotrebnom tako Sto razdvaja pa-
radokse u dvije grupe. Prvu grupu paradoksa Cine oni koji ovise o logickoj i matematickoj
formulaciji teorije (Russellov, Burali-Fortijev i Cantorov), a drugu grupu paradoksa Cine oni
koji ovise o nekom ,,psiholoSkom” pojmu poput znaCenja, definiranja, imenovanja i sli¢no.
Kasnija terminologija paradokse prve grupe naziva logickim paradoksima, a paradokse druge
grupe semantickim paradoksima. Logicki paradoksi su sprijeCeni samom teorijom, a seman-
ticki paradoksi time Sto ih se u teoriji ne moZe ni iskazati. Ovdje vrijedi naglasiti da, iako
postoje odredene naznake takvog shvacanja, Ramsey ipak jo§ ne radi razliku izmedu sintakse i
semantike.

Sama Ramseyeva teorija tipova vrlo je sli¢na teoriji tipova Principie, osim u dva vrlo bitna
segmenta. Prvi smo ve¢ spomenuli, a to je izbacivanje komplicirane teorije redova, a drugi je
zamjena intencionalnih objekata ekstenzionalnima. Prestaje promatrati propozicijske funkcije
(kao intencionalne objekte), ve¢ promatra njihove ekstenzije. Time se znacajno otklanja od lo-

gicisti¢ke tradicije, a na to je bio prisiljen kako bi rijeSio preostala dva problema Principie (s
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aksiomom beskonacnosti i multiplikativnosti). Time je Ramsey postavio temelje za pribliZava-
nje teorije tipova teoriji skupova i donekle ju oslobodio nepotrebnih, i ¢esto pogubnih, strogih

filozofskih uvjeta.

Konacni oblik teorije tipova

Uz ve¢ spomenuta, iznesena su mnoga razna poboljsanja teorije tipova, od kojih vrijedi spome-
nuti Carnapovo. No teorija tipova svoj konacni oblik dobiva radovima Kurta Godela i Alfreda
Tarskog pocetkom 1930.-ih. Tarski svoju verziju prezentira u radu o konceptu istine [57], a
Godel u svom slavnom radu o neodlu¢ivim propozicijama [31]. Iako su njihove teorije tipova
gotovo identi¢ne, Godelova je nesSto jednostavnija te ja postala standardni prikaz teorije tipova,
uz poneke sitne promjene u notaciji.

Godelov glavni rezultat rada je prvi teorem nepotpunosti, pri ¢emu je teorija tipova osnova
formalnog sistema u kojem se teorem dokazuje. Jezik sistema se sastoji od logickih veznika — i
V, univerzalnog kvantifikatora V, simbola 0, funkcije sljedbenik f te zagrada (i ). Varijable su
stratificirane hijerarhijom tipova pa tako x; oznacava varijablu x tipa 1, x tipa 2, itd. Opcenito,
x; oznacava varijablu x tipa i za svaki prirodni broj i. Formule se definiraju rekurzivno: atomarna
formula je formula oblika x;1(x;), pri ¢emu to zapravo moZemo u modernoj notaciji zapisati
kao x; € x;;1. Nadalje, ako su a i b formule, onda su —a, a \V b i Vxa takoder formule.

Aksiomi Godelovog sistema rasporedeni su u pet grupa. Prvu grupu Cine Peanovi aksiomi,
a drugu i tre¢u grupu &ine opéeniti logi¢ki aksiomi, koji rekapituliraju logiku Principie. Cetvrtu

grupu aksioma ¢ini aksiom komprehenzije
i 1Vxi(Xi € yiy1 <> a),
za svaki tip i, gdje je a formula teorije. Petu grupu aksioma ¢ini aksiom ekstenzionalnosti
Vi (X; € Xig1 €3 X; € Yiv1) = Xit1 = Yig1,

takoder za svaki tip i. Uvodenjem aksioma Godel zavrSava prezentaciju formalnog sistema te
nastavlja unutar njega razvijati potrebnu aparaturu za dokaz teorema nepotpunosti. Budu¢i da
mu nije potreban, ne uvodi aksiom beskonacnosti (za razliku od Tarskog), ali ni aksiom izbora.

Konzistentnost teorije tipova dokazali su nezavisno jedan od drugoga Tarski, Gentzen i
Beth [5,27, 56], a konzistentnost ramificirane teorije tipova dokazao je Fitch [20]. Paradok-
salno, unato¢ tome $to su se dokazi konzistentnosti pojavili neSto kasnije, ubrzo nakon Gode-

love (1 Tarskijeve) formulacije teorije tipova zapocCinje i njen odlazak na margine. TeSko je
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tocno odrediti razloge takvog preokreta, ali stavljanje teZiSta viSe na logiku prvog reda kao naj-
boljeg okvira za formalne sisteme i odbacivanje teorije tipova od strane samog Godela i Tarskog

zasigurno su doprinijeli takvom ishodu.

A.4.2. Zermelo—Fraenkelova teorija skupova

Zermelova aksiomatizacija od svog nastanka promatrana je iskljucivo kao matematicka teorija.
Iako je uspjesSno rijeSila probleme paradoksa i sacuvala dovoljno Dedekindove i Cantorove te-
orije, nije bilo bas potpuno jasno da ona moZe posluziti kao temeljna teorija matematike. Zbog
toga je bila manje popularna od teorije tipova, ali 1 od naivne teorije skupova. Svoj dominantni
status stekla je kombinacijom doprinosa Fraenkela, Von Neumanna i samog Zermela, ali i do-

datnim razvojem matematicke logike te reformulacijom u logici prvog reda.

Abraham Fraenkel

Vaznost Abrahama Fraenkela za teoriju skupova nije toliko u originalnim doprinosima, koliko
u njenom Sirenju. Teoriju skupova pocinje proucavati 1922. godine, kada objavljuje dva rada na
tu temu. Proucavanjem Zermelove aksiomatizacije dolazi do spoznaje da se neki aksiomi mogu
dodatno pojednostaviti, a predlaze 1 uvodenje novog: aksioma zamjene. Razlog za uvodenje
aksioma zamjene nalazi u Cinjenici da se u originalnoj Zermelovoj teoriji ne moZe dokazati
postojanje nekih vaznih skupova, primjerice X [22].° Fraenkel aksiom zamjene preciznije
formulira u svojim kasnijim radovima, ali smatra da je tvrdnja aksioma prejaka, stoga ga ne
uvrStava u aksiome teorije skupova. Takoder predlaze da se iz Zermelove teorije izbace atomi i
da se teorija ogranici isklju¢ivo na skupove [22].

MozZda najvazniji Fraenkelov doprinos je dokaz nezavisnosti aksioma izbora od ostalih Zer-
melovih aksioma. Za potrebe tog dokaza, Fraenkel je precizirao i poboljSao shvacanje pojma
definitnosti [23]. Uvodi specijalnu vrstu funkcije, koja rekurzivno definira odgovarajuca svoj-
stva: ,,objekt @(x) nastaje iz (‘varijable’) objekta x koji [denotira] element nekog skupa, ...,
propisanom primjenom (samo kona¢no mnogo puta) aksioma II-VI.” Iako je svojom novom
funkcijom Fraenkel unaprijedio shvacanje Zermelovog pojma svojstva, sama definicija nije na-
roCito precizna. U kasnijim radovima nastoji svoju funkciju bolje definirati, a konacnu definiciju
prezentira u radu iz 1926. godine. Ta definicija ipak se pokazuje manjkavom, Sto izlazi na vi-

djelo nesto kasnije, zbog Skolemovog dokaza da se svaka formula logike prvog reda u jeziku

30Paralelno Fraenkelu, isto je otkrio i Skolem.
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teorije skupova ne moze prikazati kao Fraenkelova funkcija.

John von Neumann

Roden u Budimpesti kao Janos Lajos Neumann, ovaj madarski matematicar jedan je od najbri-
ljantnijih znanstvenika svih vremena. Vjerojatno posljednji homo universalis, ostavio je traga u
svemu ¢ime se bavio. Teoriju skupova pocinje proucavati veoma rano, a na toj temi je i doktori-
rao. Za svoje potrebe uveo je vlastitu aksiomatizaciju [46].3! ZasluZan je za moderne definicije
ordinalnih®? brojeva te razne rezultate vezane uz njih. Primjerice, pokazao je da se svakom
dobro uredenom skupu moZe jednoznacno pridruziti neki ordinalni broj [47].

Ordinalne brojeve prvo je prikazao u naivnoj teoriji skupova, a zatim u svojoj aksiomatiza-
ciji [45]. Kardinalni broj definira kao ordinalni broj koji nije ekvipotentan ni sa jednim svojim
elementom. Za preciznu definiciju ordinalnih (i kardinalnih) brojeva potreban mu je aksiom za-
mjene, koji naziva Fraenkelovim aksiomom te ga, za razliku od Fraenkela, nije smatrao proble-
matiénim. Aksiom zamjene iskazuje pomocu Fraenkelove funkcije, ali uo¢ava da Fraenkelova
definicija iz 1926. godine nije zadovoljavajué¢a. Naime, tada je moguce aksiom zamjene doka-
zati pomocu ostalih aksioma. Zbog toga je von Neumann napravio odredene promjene kako
bi aksiom zamjene bio neovisan od ostalih aksioma. Pomocu poboljSane Fraenkelove funkcije
takoder je iskazao 1 dokazao teorem transfinitne rekurzije.

Od ostalih vaznih doprinosa vrijedi naglasiti da je prvi formulirao aksiom dobre utemelje-
nosti, ali on mu je viSe sluzio kao pomo¢ u istraZivanju metateorije njegove aksiomatizacije.
Medutim, koristeéi aksiom dobre utemeljenosti uvodi u teoriju skupova pojam koji je danas
neraskidivo povezan s njome: kumulativnu hijerarhiju.

Doprinosi von Neumanna ipak se trebaju uzeti s odredenom rezervom. Iako se gotovo
svi rezultati mogu s lako¢om prenijeti u Zermelovu teoriju, veliku vecinu von Neumannovih

rezultata neovisno od njega otkrio je sam Zermelo.

Ernst Zermelo

Nakon kratke stanke, Zermelo pocinje ponovno objavljivati kasnih 1920.-ih godina, a najvaz-

niji rad u tom periodu je Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche. Neue Untersuchungen iiber

31'Von Neumannovu aksiomatizaciju dodatno su pobolj$ali Bernays i Godel i postala je poznata pod akronimom

NBG (von Neuman, Bernays, Godel). Vise o teoriji NBG mozZe se pronaci u [4].
32Danas poznatih kao von Neumannovi ordinalni brojevi.
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die Grundlagen der Mengenlehre®® objavljen 1930. godine. U tom radu se bavi prou¢avanjem
modela** ,,‘opéih’ aksioma teorije skupova” [63] s jo§ jednim dodatnim aksiomom. Zermelo te
opce aksiome naziva Zermelo-Fraenkelovi aksiomi, koji nisu niSta drugo nego originalni Zer-
melovi aksiomi s Fraenkelovim aksiomom zamjene. Dodatni aksiom je aksiom dobre utemelje-
nosti. Time je Zermelo vrlo blizu moderne formulacije Zermelo-Fraenkelove teorije skupova.
Razlika je u tome Sto je svoju teoriju formalizirao u logici drugog reda, a i dalje dopusta posto-
janje atoma.

Posljedica uvodenja aksioma dobre utemeljenosti je da se svaki model teorije moze podijeliti
u ,slojeve”, §to znaci da se svaki model moZe promatrati kao kumulativna hijerarhija. Svaki
novi ,,sloj” sadrzi sve skupove iz prijasnjeg ,,sloja”. Zanimljivo je da Zermelo uvodenje aksioma
ne opravdava nekom platonistickom vizijom skupova razlomljenih u slojeve (iterativni koncept
skupa), ve¢ obrnuto, postojanje slojeva i kumulativne hijerarhije shvaca kao posljedicu aksioma.

Zermelo proucavanje modela teorije temelji na karakterizaciji svakog modela s dva broja:
kardinalitetu ,,baze” 1 ,,karakteristike”. Kardinalitet baze modela je kardinalitet ,,totaliteta svih
[atoma modela]”, a karakteristika modela je ,,ordinalni tip svih ordinalnih brojeva [modela]”.
Time se teorija skupova moZze prikazati kao beskonac¢ni niz razli¢itih modela. Na taj nacin se
dobiva ,,zadovoljavajuce razjasnjenje” paradoksa, jer neki objekt ne mora biti skup u jednom
modelu, ali je skup u nekom drugom.

Zermelo naglasava da postojanje modela slijedi iz pretpostavke konzistentnosti aksioma, $to
nece posebno dokazivati. Dakle, njegovi rezultati su valjani pod pretpostavkom konzistentnosti
Zermelo-Fraenkelove teorije skupova. Za kraj spomenimo da Zermelo aksiomatizaciju teorije
skupova ne temelji na ideji o ogranicenju velicina. To postaje prevladavajue shvacanje tek

kada se Zermelo—Fraenkelova teorija skupova formalizirala u logici prvog reda.

3Hrv. O graniénim brojevima i domeni skupova: nova istraZivanja o osnovama teorije skupova. Engleski

prijevod u [63].
34Zermelo ih naziva domenama.
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A.5. MODERNA ZERMELO—-FRAENKELOVA I

QUINEOVA TEORIJA

Zermelo-Fraenkelova teorija skupova svoj konac¢ni oblik dobiva ranih 1930.-ih godina, nakon
Sto se logika prvog reda prihvaca kao dominatni logicki temelj formalizacije matematickih te-
orija. Uspjeh logike prvog reda moZemo traziti u utjecajnim radovima Hilbertove Skole (u
sklopu Hilbertovog programa), Godela,® Bernaysa, Quinea i Tarskog. Potrebe aksiomatiza-
cije, Hilbertovog programa i odredeni metalogicki rezultati nuZni su preduvjeti za prihvaéanje
logike prvog reda kao najpogodnije logike za formalizaciju matematike [19].

Ovime zavrSavamo povijesni prikaz teorije skupova. Zermelo—Fraenkelova teorija nastavila
se razvijati kao dominantna teorija skupova i nemoguce je ukratko prikazati sve njene vazne
rezultate. Ipak spomenimo da je problem hipoteze kontinuuma rijeSen na pomalo iznenadu-
juci nacin. Godel 1939. godine pokazuje da je mogude, pod pretpostavkom konzistentnosti
Zermelo—Fraenkelove teorije skupova, konstruirati model u kojem je hipoteza kontinuuma isti-
nita [29,30]. S druge strane, Paul Cohen je otkrio potpuno novu metodu konstrukcije modela,
poznatu pod nazivom metoda forcinga [1,11], pomocu koje je dokazao da se mozZe konstru-
irati model Zermelo—Fraenkelove teorije u kojem ne vrijedi hipoteza kontinuuma. To znaci da
se hipoteza kontinuuma ili njena negacija moze dodati kao novi aksiom Zermelo—Fraenkelove
teorije, a dobivena teorija je tada konzistentna ukoliko je konzistentna pocetna teorija.

Quine je svoju teoriju prikazao 1937. godine u [48], a njenu povijest neCemo prikazati na

ovom mjestu jer je veéina vaznih povijesnih momenata dio matematickog dijela ove disertacije.

3 Veliku vaznost ima Godelov rezultat da je svaka logika reda viseg od logike prvog reda nuzno nepotpuna [31].
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