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Uvod

Prije 107 godina dva su se matematicara, Soichi Kakeya i Abram Besicovitch, neovisno
jedan o drugome bavili s dva vrlo slicna problema. Dok je iz Japana poteklo pitanje o mini-
malnoj povrsini lika unutar kojeg se za puni kut neprekidno moze zaokrenuti jedini¢na igla,
u Rusiji je u to vrijeme konstruiran skup koji je uz male izmjene, osim $to je predstavljao
rjeSenje prethodnog problema, dokazao da povrSina takvog skupa moZze biti proizvoljno
mala. U narednim desetljeima je ova tema zanimala mnoge matematicare te su iz njihovih
istrazivanja proizisli novi zakljucci i primjene u ne toliko bliskim podrucjima matematike
poput harmonijske analize 1 kombinatorike. Cilj ovog diplomskog rada je pruZiti povi-
jesni pregled ovoga problema te dokazati da je povrSina takvog skupa zaista proizvoljno
mala. Rad je organiziran u dva dijela. U prvom dijelu dan je povijesni pregled Kakeyinog
problema okretanja igle, a zatim u drugom dijelu slijedi konstrukcija takvog skupa, skupa
proizvoljno male povrSine (uz potpuni dokaz), a svaki je korak potkrijepljen s mnogo slika.






Poglavlje 1

Povijest problema

Japanski matematicar Soichi Kakeya se 1917. godine zapitao: Koja je najmanja povrsina
potrebna da bi se jedinicna igla u ravnini neprekidno zaokrenula za puni kut?

Kada bismo jedini¢nu iglu na ravnoj povrsini zaokrenuli za puni kut to bismo najlakse
mogli napraviti unutar kruga jedini¢nog promjera, odnosno polumjera jednakog polovini
duljine jedini¢ne igle. No, Kakeyu je zanimala najmanja takva povrSina pa je pretpostavio
da bi odgovarajuca povrsina bila povrSina jednakostrani¢nog trokuta jedini¢ne visine. Kada
bi se pak dozvolila nekonveksnost, Kakeyina pretpostavka bila je da se radi o povrSini
hipocikloide s tri vrha. Matematicar Julius Pal je 1921. godine dokazao da, u konveksnom
slucaju, upravo povrsina jednakostrani¢nog trokuta jedini¢ne visine predstavlja najmanju
povrsinu u kojoj se jedini¢na igla moZe neprekidno zaokrenuti za puni kut, kako je Kakeya
1 pretpostavio. MoZemo li pronaci neki nekonveksni lik u kojem je moguce neprekidno
zaokrenuti iglu za puni kut, a koji bi imao manju povrSinu od povrSine hipocikloide s tri
vrha?

Iste se godine, 1917., matematiCar Abram Besicovitch bavio pitanjima vezanima za
integraciju. Dvije godine kasnije Besicovitch je konstruirao skup povrsine 0 koji sadrzi
jedini¢nu duZinu u svim smjerovima. Takav se skup po njemu naziva Besicovitchev skup.
Njegov je rad objavljen u Rusiji, ali zbog tadasnje politicke situacije nije bio Sire dostupan.
Ta je konstrukcija ponovno objavljena 1928. u Mathematische Zeitschrift. Nakon §to je
Besicovitch 1924. napustio Rusiju 1 kada se upoznao sa slicnim problemom, Kakeyinim
problemom okretanja igle, uo€io je da je trazeno rjeSnje mala modifikacija skupa kojeg je
on ve¢ bio konstruirao. Tada je pokazao i da povrSina mora biti pozitivna, ali moZe biti
proizvoljno mala, a to je rjeSenje objavljeno 1928. Upravo se takav skup u kojem se igla
neprekidno moze zaokrenuti za puni kut zove Kakeya skup. No, ne postoji skup povrsine
nula u kojem se jedini¢na duZina moZe zaokrenuti za puni kut.

Val Alphen je 1941. pokazao da Kakeya skupovi mogu imati proizvoljno malu povrsinu
1 postoje unutar kruga radijusa 2 + € gdje je € proizvoljan pozitivan broj [2]. Na problemu
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4 POGLAVLIJE 1. POVIJEST PROBLEMA

su radili, neovisno jedan o drugome, Bloom i Schoenberg, koji su pronasli jednostavno po-
vezane Kakeya skupove s povr§inom koja se priblizava Bloom-Schoenbergovom broju. Ta
je povrsina bila manja od povrSine hipocikloide s tri vrha i tada je Schoenberg pretpostavio
da se manja povrSina ne moZe pronaci. Postoji viSe nacina kako konstruirati Besicovit-
chev skup. Vecina se sluZzi idejom podjele trokuta na mnogo manjih trokuta koji se zatim
preklapaju te, kako broj podjela ide u beskonacnost, u ravnini dobivamo Besicovitchev
skup [6]. Besicovitchevu vrlo kompliciranu konstrukciju pojednostavio je Perron pomocu
“Perronovih stabala” (eng. Perron trees), a kasnije i Schoenberg. Primjer konstrukcije
Besicovitchevog skupa bez trokuta dao je Kahane, koji je konstruirao Besicovitchev skup
pomocu Cantorovog skupa. Cunningham je 1971. konstruirao jednostavno povezan Ka-
keya skup proizvoljno male povrSine.

Kakeya skupovi koriste se za konstrukciju kontraprimjera u harmonijskoj analizi. Fef-
ferman je iskoristio Besicovitcheve skupove 1971. kako bi konstruirao kontraprimjer za
problem povezan s Fourierovim redovima [6].

Kakeyin problem moZe se razmatrati i u opCenitim prostorima. Dokazano je i da postoje
Kakeya skupovi proizvoljno male povrSine u sferi. Rotacija se umjesto ravnine dogada na
povrsini jedinine sfere, a luk velike kruZnice sluzi kao zamjena za iglu [7].

Davies je pokazao da, iako Besicovitchevi skupovi imaju povrSinu nula, ti skupovi
nuzno imaju Hausdorffovu dimenziju 2 [9]. MoZemo li analogno znati i za viSe dimen-
zije? Upravo se pretpostavka da Besicovitchev skup ima Hausdorffovu dimenziju n u R”
naziva Kakeyina slutnja (eng. Kakeya conjecture) 1 ona je joS uvijek otvoreni problem u
matematici.

Kakeyina slutnja ima i svoj analogon u konacnim poljima kojeg je 1999. pretpostavio
Thomas Wolff, a 2008. dokazao Zeev Dvir.

Jos jedna primjena Kakeya skupova u harmonijskoj analizi je i Bochner—Riesz slutnja.
Kada bi se mogao konstruirati Besicovitchev skup u R" Hausdorffove dimenzije manje od
n, onda bi Feffermanova konstrukcija posluZzila kao kontraprimjer i za tu slutnju. [6]

Kakeya skupovi povezani su i s parcijalnim diferencijalnim jednadZbama, tocnije, s
valnom jednadzbom, kombinatorikom, harmonijskom analizom i teorijom brojeva.



Poglavlje 2

Matematicki pregled Kakeyinog
problema

2.1 Primjeri Kakeya skupova

Krug

Na slikama 2.1-2.4 prikazano je neprekidno zakretanje jedini¢ne igle za puni kut unutar
kruga.
Povrsina kruga promjera duljine 1 je

1\ b4
P=|- = — ~ (.785398.
[5) =3
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Slika 2.1 Slika 2.2

Slika 2.3 Slika 2.4
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Trokut sa zakrivljenim stranicama

Neprekidno zakretanje igle unutar trokuta sa zakrivljenim stranicama prikazano je na sli-
kama 2.5-2.10.

Trokut sa zakrivljenim stranicama moZemo Kkonstruirati spajajuci tri kruzna isjecka s
veli¢inom pripadnog sredi$njeg kuta od 60° 1 jedini¢nim polumjerom.

Povrsina svakog kruznog isjecka je

12-7-60° o

Pi=—— "%

i=1,2,3,

a povrsina jednakostrani¢nog trokuta kojeg tvore jedini¢ni polumjeri iznosi

V3

Pirokuta = .

4

Dakle, povrsina u kojoj se jedini¢na igla zaokrenula za puni kut je

n V3) V3

Slika 2.5 Slika 2.6
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Slika 2.7 Slika 2.8

Slika 2.9 Slika 2.10
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Jednakostranicni trokut s jedinicnom visinom

Slike 2.11-2.19 prikazuju da je neprekidno zakretanje jedini¢ne igle za puni kut u ravnini
moguce unutar jednakostranicnog trokuta jedini¢ne visine. PovrSina jednakostrani¢nog
trokuta jedini¢ne visine je

2

Slika 2.11 Slika 2.12

Slika 2.13 Slika 2.14
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Slika 2.15 Slika 2.16

Slika 2.17 Slika 2.18

Slika 2.19
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Hipocikloida s tri vrha
Na slikama 2.20-2.25 prikazano je neprekidno zakretanje jedini¢ne igle za puni kut u rav-

nini unutar povrsine hipocikloide s tri vrha. PovrSina hipocikloide s tri vrha je

P =-~0.392699.

ool N

Y
v

Slika 2.20 Slika 2.21

-
N

Slika 2.22 Slika 2.23

N
7

Slika 2.24 Slika 2.25
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2.2 Konstrukcija Besicovitchevog skupa

U nastavku ¢e biti prikazano kako konstriurati rjeSenje na Kakeyino pitanje kao Sto je
ucinjeno u [7] pomocu Perronovih stabala. Za to e biti potrebna lema koja slijedi.

Lema 1. Neka je T trokut s visinom v i osnovicom duljine 2b. Podijelimo trokut T na
na dva trokuta, Ty, T» s osnovicom duljine b, vidjeti sliku 2.26. Pomaknemo trokute T i
T, duz osnovice u suprotnim smjerovima tako da je duljina preklopljenih dijelova jednaka
2(1 — a)b, gdje je % < a < 1, vidjeti sliku 2.27. Tada je povrsina novog lika S koji je
sastavljen od malih trokuta A,, A, i trokuta T’

P(S) = (@* + 2(1 — @)»)P(T).

Tl T2

b b
Slika 2.26

Dokaz. Duljina osnovice trokuta 7’ je

2b(1 — @) +2(b - 2b(1 — @) = 2b — 2ba — 4b + 4ba = 2ba.

Trokuti 77 1 T su sli¢ni po KK teoremu o sli¢nosti s koeficijentom sli¢nosti 22}’—; =a.
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—_—

2b(1 — «@)
Slika 2.27

Stoga je povrsina trokuta 7"
P(T") = &*P(T).

Lik § sastavljen je od trokuta 7’ 1 dva trokuta iznad trokuta 7’. Podijelimo ta dva trokuta
konstruirajuéi paralelu s osnovicom trokuta 7’ na trokute A, B, C, D. Visina trokuta 7" je
av, a visina trokuta A1 C je v — av = v(1 — @). Trokuti A i D su sli¢ni trokutu 7, po KK
teoremu o sli¢nosti s koeficijentom sli¢nosti

v(l —a)
. =

l1-«a

Analogno, trokuti B 1 C su sli¢ni trokutu 7 s koeficijentom sli¢nosti @ = 1 -a. UoCimo

sada da je duljina osnovica trokuta A, B, C, D jednaka (1 — a)b pa prema SKS teoremu o
sukladnosti vrijedi
A=D 1 B=C.

Slijedi,
P(A) = P(D) = (1 - )*P(T)) = %(1 —a)*P(T)
P(B) = P(C) = (1 — @)*P(T,) = %(1 —a)’P(T).

Stoga je povrSina lika S nastalog pomakom trokuta 7'y i T, duz osnovice trokuta 7 jednaka
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P(S) = P(A) + P(B) + P(C) + P(D) + P(T")
=2(1 —@)*P(T) + &*P(T) (2.1)
= (&’ +2b(1 — a))P(T)
m|
Pomocu postupka opisanog u Lemi 1, podijelimo osnovicu trokuta 7 jedini¢ne visine

na 2" jednakih duzina. Krajnje tocke svakih od 2" duZina spojimo s vrhom trokouta 7 te
smo dobili 2" trokuta koje ¢emo oznaciti s Ty, T», ...,T, vidjeti sliku 2.28.

Slika 2.28: Podjela trokuta jedini¢ne visine na 2" trokuta

Susjedne trokute To;_; i To; (1 < i < 2"!) preklopimo na nadin opisan u Lemi 1. Na
taj nadin dobivamo lik S}, vidjeti sliku 2.29, sastavljen od unutarnjeg trokuta kojeg ¢emo
oznaciti s T; te dva mala trokuta iznad trokuta 7;. Sada prema Lemi 1 slijedi

P(S}) = (@ +2(1 = @) )P(Tyi-y U Toy).

Likove S; (1 < i < 2" ') mozemo pomaknuti jedan do drugoga zato $to je stranica
trokuta 75, paralelna i1 jednake duljine kao suprotna stranica trokuta 75; 1 primijetiti da
trokuti 7 (1 < i < 2"2) &ine trokut sli¢an trokutu 7 koji ¢emo nazvati T'. Dakle, P(T"') =

a*P(T) i zbog preklapanja S| (1 <i<2"")je

2/1—1

Z P(S)) < (@ +2(1 — aP)P(T).
i=1

Zatim susjedne likove ). |, S). (1 < i < 2"7?) preklopimo i dobivamo likove S?, s unu-
tarnjim trokutom 77, vidjeti sliku 2.30. Kada pomaknemo likove S? jedan do drugoga,
unutarnji trokuti 77 tvore trokut sli¢an trokutu 7' koji éemo nazvati 7.
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/
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\

Slika 2.29: Lik S} Slika 2.30: Lik S?

Dakle, P(T?) = o*P(T") = &*P(T). Sada je

2n—2

> UPSH < (@ +2(1 - @) + 21 - a)Y’a?)P(T).

i=1

Ako nastavimo s opisanim procesom preklapanja, u n-tom koraku dobivamo jedan lik § za

¢iju povrsinu vrijedi
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P(S) < &®P(T) +2(1 —a)*(1 + & + ... + & HP(T)
<a®P(T)+2(1 — @)’ (1 +*+ ... +a® 2+ .)P(T)

C2(1-a)
= (cxz + 1_—&2) P(T)

<@ +2(1 -a)P(T)

(2.2)

Sada ¢emo dokazati da povrSina skupa S moZze biti proizvoljno mala kao u [3]. Neka

jee>0.Nekajel —a < £, 5 <ao<linckajea™ <5.

P(S) < (@®n+2(1 —a))P(T)
€ €
< (E + E)P(T) (2.3)
=eP(T)

Dakle,
P(S) < eP(T).

Kako je € bio proizvoljno mali, slijedi da je 1 povrSina lika S proizvoljno mala. Na slikama
2.31, 2.32, 2.33, 2.34 prikazana je konstrukcija za n = 3 od pocetnog jednakostrani¢nog
trokuta jedini¢ne visine.
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Slika 2.31: Podjela trokuta na 2* trokuta

Slika 2.32: Likovi §1, §1, 81,81

17
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Slika 2.33: Likovi $2 1 §2

W

Y

!

1l

\
N

Slika 2.34: Lik §
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Jos jedan nacin konstrukcije Besicovitchevog skupa pomocu trokuta

Osim dijeljenja osnovice trokuta jedini¢ne visine na jednake dijelove, prikazat ¢emo jo$
jedan nacin konstrukcije Besicovitchevog skupa pomocu trokuta. U ovom slucaju dijelit
¢emo kut pri vrhu trokuta na dva jednaka dijela kao Sto je u€injeno u [7]. Neka je T trokut
s kutom pri vrhu 6 1 osnovicom duljine b. Simetralom kuta 6 trokuta 7" podijelimo trokut
T na dva trokuta, A, By (2.35).

Slika 2.35

Pomicemo trokute A;; i By; u suprotnim smjerovima duz osnovice trokuta 7" tako da se
preklope za (1 — )b, gdje je 0 < a < 1. Neka je a;; vrh trokuta A, pri kutu g i neka je je
by, vrh trokuta By pri kutu g Preklapanjem je nastao lik S| sadrzan od trokuta 7’ slicnom
trokutu 7' (po KK teoremu o sli¢nosti), vidjeti sliku 2.36.

Produzimo preko vrha a;; trkouta A, tako da je udaljenost tocaka a, ay, i tocke ay;
jednaka 1. Povucemo paralele sa simetralom kuta trokuta A;; kroz tocke ay; i a,. Na taj
nacin smo dobili trokute A; 1 Ay, vidjeti sliku 2.37.

Primijenimo li analogni postupak na trokut B;; dobivamo trokute B;; i By,.

Uocimo da su trokuti A,;, Ay, By, By, jednakokracni trokuti s krakovima duljine 1 i

kutom 7 — g izmedu njih. Dakle,

Az = Ap = By = By

Uocimo i da su kutovi uz osnovice trokuta A,;, Ay, Bay, By, sukladni i jednaki j‘{. U svakom
sljede¢em koraku broj trokuta ¢e se udvostruciti, a kut pri vrhu smanjivat ¢e se dva puta.
Na slici 2.38 prikazan je lik koji nastaje za n = 3. Dakle, u n-tom koraku, nastat e 2"
trokuta s kutom 2% pri vrhu. Na opisani nacin dobivamo lik koji nalikuje stablu. Oznac¢imo
taj lik sa S, anjegovu povrSinu s P(S ). Oznacimo skup svih nastalih trokuta u i-tom koraku
S,i=2,..,n.

PovrSina lika S je jednaka zbroju povrSine lika S 1 povrSina trokuta nastalih u svakom
koraku, tj.



POGLAVLIE 2. MATEMATICKI PREGLED KAKEYINOG PROBLEMA

T/

(1—a)b

Slika 2.36

Slika 2.37

P(S) = P(S)) + Z P(S)).

i=2

Uoc¢imo da je P(S ;) konstantna i da je P(S;) < 2’(2%) =20,i=2,..,n.
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Slika 2.38

Dakle,

P(S) = P(S)) + ZP(Si) <P(S)+ Zze = P(S,) +2(n - 1)6.

i=2 i=2

Neka je C vrh pri kutu % takav da je udaljenost v to¢ke C i njezine ortogonalne pro-
jekcije E na osnovicu stabla unutar stabla. Produzimo stranicu duljine 1 ¢ija je C jedna od
krajnjih tocaka do osnovice stabla te ozna¢imo kut pod kojim se sijeku @, a tocku sjeciSta
tockom D, vidjeti sliku 2.39.

Sadaje d(C,D) = a+ (n— 1), a > 0. Promotrimo pravokutni trokut CDE. Sada je

) v
sin@g = ——.
n—1+a
Slijedi

v=(m-1+a)sina.
Sada moZemo proporcionalno sabiti cijelo stablo tako da v sada postaje v' 1 vrijedi v/ = 1.
Dakle, dobili smo skup S’ visine 1 slican skupu S .
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(01

D E
Slika 2.39
Tada je
Py Vv 1
PS) v [(n—-1+a)sina]?
Slijedi

P(S) < P(S1)+2n-1)0

PS") = [(n—1+a)sinal ~ [(n-1+a)sinal®
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po PED+2m-10 P(S1) +2n0 - 26
nooo [(n—1+a)sina]> o 2+ 1 +a?—2n—2a+2an)sin’ @
. n(28L 129 — 20)
oo p(n 4+ Ly €24 24 2g)sin’ @
_ LTI - (2.4)
:'}I—’T"(n+%+“72—2+27“+2a)sin2a
20

(o¢]

=0

Tada je
PSS’y >0 kada n— o

Dakle, povrSina lika S mozZe biti po volji malena.



24 POGLAVLIE 2. MATEMATICKI PREGLED KAKEYINOG PROBLEMA

Zaokretanje igle u Besicovitchevom skupu

PokuSavajuéi zaokrenuti iglu, prikazano na slikama 2.40, 2.41, 2.42 moZemo primijetiti da
je u svakom koraku potreban “skok’ kako bi iglu premjestili paralelno. Primjenom Palovog
trika moc¢i ¢emo iglu zakrenuti bez ikakvih “skokova”, tj. neprekidno.

Slika 2.40

Slika 2.41
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Slika 2.42
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2.3 Konstrukcija Kakeya skupa

Promotrimo sliku 2.44. Kako bismo izbjegli “skok™ pri zaokretanju igle posluZzit ¢e nam
sljedeca lema, a dokaz slijedi kao u [7]. Putanja igle prikazana je na slikama 2.45-2.50.

Lema 2. Neka su ly, I, paralelni pravci. Za svaki € > 0 postoji kompaktni skup E takav da
vrijedi P(E) < €, u kojem se jedinicna duZina moZze neprekidno pomaknuti od 1, do 1,.

Dokaz. Neka su X; € [} i X, € [, krajnje toCke duzine XX, i neka je X| ortogonalna
projekcija tocke X na pravac [, vidjeti sliku 2.43.

X4

?\\9 h
E T~
[ ;\= lo

1 X2

Slika 2.43

OznaCimo s d udaljenost izmedu /; i [, s d’ udaljenost izmedu X] 1 X, te kut izmedu
XX, il, 1, s 6. Uotimo da u pravokutnom trokutu X|X,X; vrijedi tgf = % iz Cega slijedi
d = t{;LO' Ako odaberemo tocke X;, X, tako da su jako daleko jedna od druge, kut  moze
biti proizvoljno mali pa za svaki € > 0 vrijedi d’ = tgﬁ. Dakle, § = tg™' £ < 7e. Neka je
M povrsina koju jedini¢na duZina napravi pomicuci se po pravcima [y, /. Ta je povrSina
jednaka 0. Neka su S, S, kruzni isjecci izmedu duZine XX, i pravaca [, [, jedini¢nog
polumjera. Povrsina svakog kruznog isjecka S|, S, manja je od £. Neka je E = MUS US,.
Sada slijedi

P(EY<=-+=-=¢€.

N m
N m

Dakle, P(E) < e.



2.3. KONSTRUKCIJA KAKEYA SKUPA

Slika 2.44

Slika 2.45

Slika 2.46
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\

Slika 2.47

\

Slika 2.48

\

Slika 2.49

\

Slika 2.50
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Sada mozemo dokazati da je povrSina Kakeya skupa proizvoljno mala kao u [5].
Teorem 1. Neka je € > 0. Tada postoji Kakeya skup K takav da je P(K) < €.

Dokaz. Konstruiramo Besicovitchev skup tako da dijelimo jednakostrani¢ni trokut 7" na

2" trokuta te njihovim preslagivanjem dobivamo skup S proizvoljno male povrSine, t.
P(S) < 5. Primjenjujuci Lemu 2 moZemo skupu § dodati skup A;, 1 < i < 2" -1,
takav da je P(A;) = WE"—I)’ u kojem se jedini¢na duZina moZe neprekidno kretati unutar

S. Tada dobivamo skup K; = F U (UL A)) tako da P(K}) < & + 5 = £. Dakle, dobili
smo skup K; povrSine manje od £ u kojem se jedini¢na duZina moze zaokrenuti za kut
5+ Rotacijom skupa K; za kutove % i 23—” u negativnom smjeru dobivamo skupove K, i Kj.
Opet pomoc¢u leme mozZemo dodati skupove A}, A}, A} povrSina manjih od ¢ unutar kojih
mozemo zaokrenuti jediniénu duzinu iz K; u K5, 1z K, u K311z K5 u K;. Neka je K skup

takavda K = K; UK, U K3 UA] UA, UA/. Tada je

€ € € € €
P(K)<6+6+6+8+6+

Dakle, P(K) < €. |

= €.

Nl m

Dakle, uvjerili smo se da za proizvoljni € > 0 postoji skup u ravnini u kojem se ne-
prekidno moZe zaokrenuti igla za puni kut povrSine najviSe €. Vrijedi li to1 za € = 07
U nastavku slijedi dokaz kao u [10] da skup u kojem se neprekidno moZe zaokrenuti igla
mora imati pozitivnu povrsinu.

Dokaz. Neka je skup E C R? skup u kojem se jedini¢na duZina moZe neprekidno zaokre-
nuti za puni kut. Tada postoji neprekidno preslikavanje [ : ¢t — I(t), od t € [0,1] do
jedini¢ih duZina [(f) C E. Svaku takvu duZinu moZemo parametrizirati na nacin

1(t) = {(x(t) + scos w(t), y(t) + ssinw(t)) : —0.5 < 5 < 0.5},

gdje su x,y,w : [0,1] — R neprekidne funkcije. Znamo da su u kompaktnom skupu sve
neprekidne funkcije uniformno neprekidne pa postoji € > 0 tako da

x(0) — x(@)], [y(@) — y(&')], lw(®) — w ()] < 0.001,

vrijedi kad god da su ¢,¢" € [0, 1] takvi da je |t — /| < €. Uo¢imo da w(¢) ne moZe biti kons-
tantna funkcija od ¢ jer inace igla ne bi mogla rotirati. Dakle, moraju postojati ty, #; € [0, 1]
s lto — 1] < €1 w(ty) # w(t)). Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je 7y < #; 1
x(ty) = ¥(tp) = w(ty) = 0. Neka je a bilo koji realni broj izmedu —0.4 1 0.4. Uo¢imo da za
bilo koji 7y < t < t; pravac x = a sijeCe duzinu I(¢) u tocki (a, y,(?)) koja stoga mora pri-
padati skupu E. Uocimo da y,(#) varira neprekidno u . Prema Bolzano-Weierstrassovom
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teoremu zakljuCujemo da interval izmedu (a, y,(%)) 1 (a, y,(t;)) pripada skupu E. Ako po-
gledamo unije za a izmedu —0.4 i 0.4, skup E sadrZi netrivijalni krivocrtni trapez. Dakle,
skup u kojem se jedini¢na duzina moze neprekidno zarotirati za puni kut mora imati pozi-
tivnu povrsinu. O

U nastavku slijede ilustracije zakretanja igle za 60°.
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Neprekidno zakretanje igle za 60°

Slika 2.51 Slika 2.52

Slika 2.53 Slika 2.54
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Slika 2.55 Slika 2.56
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/

Slika 2.69 Slika 2.70




36 POGLAVLIE 2. MATEMATICKI PREGLED KAKEYINOG PROBLEMA

Slika 2.71 Slika 2.72

y

Slika 2.73 Slika 2.74




2.3. KONSTRUKCIJA KAKEYA SKUPA 37

A

Slika 2.75 Slika 2.76
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/ v
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Slika 2.83 Slika 2.84
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Sazetak

Ovaj diplomski rad bavi se Kakeyinim problemom okretanja igle. Rad pocinje opisom
povijesnog razvoja problema. Navedeni su i sa slikama potkrijepljeni primjeri Kakeya
skupova, tj. likova unutar kojih se jedini¢na igla neprekidno moZe zaokrenuti za puni
kut. Slijedi konstrukcija Besicovitchevog skupa na dva nacina pomocu trokuta te dokaz da
povrSina takvog skupa moze biti proizvoljno mala. Zatim se konstruira Kakeya skup, do-
kazuje se da povrSina takvog skupa moZe biti proizvoljno mala i pozitivna te se komentira
moZe li skup u kojem se za puni kut moze zaokrenuti igla imati povrSinu nula. Na kraju
rada pomocu slika se prikazuje zakretanje igle za 60°.






Summary

This thesis deals with Kakeya’s needle problem. The paper begins by describing the histo-
rical development of the problem. Examples of Kakeya sets, i.e. figures in which a single
needle can be continuously rotated through a full angle, are given and illustrated with pic-
tures. Next, the construction of the Besicovitch set in two ways using triangles and the
proof that the area of such a set can be arbitrary small is given. Then the Kakeya set is
constructed, it is proved that the area of such a set can be arbitrarily small and positive and
it is commented on whether a region in which the needle can be rotated for a full angle can
have zero area. At the end of the thesis it is illustrated how the needle rotates by 60°.
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