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Uvod

Srce je sr¢ani miSi¢ koji pumpa krv u ostatak ljudskog tijela, no krv koju pumpa ne koristi
za svoj rad. Zbog toga postoje dvije krvne Zile koje zovemo koronarne arterije zaduZene
za opskrbljivanje srca krvlju i kisikom. One omogucuju normalan rad srca. Kroz Zivot, u
koronarnim arterijama nakupljaju se koli¢ine kolesterola i drugih masnih nakupina, koje
zajedno nazivamo aterosklerotski plak ili ater. Visok krvni tlak, kolesterol, dijabetes,
pretilost, slabija fizicka aktivnost i puSenje neki su od ¢imbenika koji mogu uzrokovati
povecanje koli¢ine plaka. Prevelike koli¢ine plaka mogu izazvati suzenje, odnosno za-
debljanje koronarne arterije (ateroskleroza). Ateroskleroza je glavni uzrok koronarne ar-
terijske bolesti (CAD), a koronarna arterijska bolest angine i sr¢anog udara. Sr€ani udar
trajno oStecuje srce, a moze doci i do sréanog zastoja, koji moze biti smrtonosan ako se
pacijentu brzo ne pruzi lijeCnicka pomo¢. Koronarna arterijska bolest najcesci je uzrok
obolijevanja i smrti u SAD-u, a u svijetu je treca bolest po broju umrlih, sa 17.8 milijuna
mrtvih godiSnje. Ako se radi o blazem slucaju koronarne arterijske bolesti, lijeCnik moze
savjetovati promjenu stila Zivota, prepisati lijek za sniZavanje razine kolesterola ili lijek za
krvni tlak. Ako se radi o ozbiljnijem slu¢aju, odnosno ako su koronarne arterije zadebljane
u vecoj mjeri, lije¢nici mogu uciniti operaciju premosnice (by-pass) ili angioplastiku. Za
vrijeme operacije premosnice, lijecnik uzima dio zdrave arterije ili vene s drugog dijela
tijela i Siva jedan kraj te zdrave Zile na aortu, glavnu Zilu koja odvodi krv iz srca do os-
tatka tijela. Drugi kraj zdrave Zile Siva se na zadebljanu koronarnu arteriju nakon mjesta
zadebljanja. Na taj nacin zaobilazi se zadebljani dio koronarne arterije i krv uspjesno
teCe do srca. Drugi nacin kako treirati koronarnu arterijsku bolest, odnosno aterosklerozu,
jest angioplastika, zahvat gdje se na mjesto zadebljanja u koronarnoj arteriji usaduje stent,
cjevCica od metalne mrezice.

Tema ovog rada bit ¢e upravo jedna vrsta stenta koji se ugraduje u koronarne arterije a
dizajn mu je nalik Cypher stentu. Prvo se opisuje njegova struktura, njegovo modeliranje te
zatim koriste¢i teoriju linearizirane elasti¢nosti i metodu konacnih elemenata optimizacija
parametara Cypher stenta kako bismo povecali radijalnu ¢vrstou ovog stenta te ga ucinili
podatljivim na savijanje.






Poglavlje 1

Stent

Stent je metalna mreZasta cjevCica kojoj je svrha ukloniti suZenje krvnih Zila. Stent se moze
ugraditi na viSe mjesta u ljudskom tijelu, no ovaj rad fokusiran je na koronarne stentove
koji se usaduju u koronarne arterije.

Slika 1.1: Izgled i veli¢ina stenta

Perkutana koronarna intervencija

Koronarni stent usaduje se u ljudsko tijelo postupkom perkutane koronarne intervencije
(PCI). Lije¢nik prvo postavlja fleksibilnu cjevcicu (kateter) u arteriju u natkoljenici (pre-
poni) ili u zapeScu, kateter se provodi do srca, a zatim do suZene koronarne arterije. Nakon
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toga slijedi balon angioplastika. Na vrhu katetera nalazi se ispuhani balon, koji se napuse
kada kateter dode na mjesto suZenja te tako proSiruje arteriju. Balon se ispuhuje i uklanja
(Slika 1.2).

Nakon balon angioplastike slijedi ugradnja stenta, odnosno stent angioplastika. Balon
s ugradenim stentom dovodi se u podrucje zadebljanja, koje smo prethodnim balonom veé
u odredenoj mjeri rasirili. Sada se napuhuje ovaj drugi balon i pocinje se Siriti. Kako se
on §iri, tako se $iri 1 stent na balonu. To Sirenje i pritisak stenta na stijenku arterije utiskuje
stent ¢vrsto uz stijenku arterije gdje je bilo zadebljanje. Balon se zadrZi napunjen oko 20
sekundi, potom se ispuhuje i uklanja. Stent ostaje na mjestu zadebljanja i sprecava ponovno
zadebljanje koronarne arterije (Slika 1.3).

Slika 1.2: Balon angioplastika, proSirenje zadebljenja balonom



Slika 1.4: Perkutana koronarna intervencija, podjela

Povijest stenta

Charles Dotter bio je americki znanstvenik koji je osmislio i predlozio balon angioplastiku,
odnosno koriStenje katetera i balona kako bi se arterija prosirila iznutra. No, vaskularni
kirurzi u SAD-u nisu prihvatili njegovu ideju o angioplastici, ve¢ je Andreas Griintzig,
njemacki angiolog i kardiolog, 1977. godine izveo prvu balon angioplastiku na Zivu¢em
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pacijentu. O vaznosti ovog izuma govori i ¢injenica da su Griintzig i Dotter nominirani za
Nobelovu nagradu za fiziologiju ili medicinu 1978. godine. Koju godinu kasnije, znans-
tvenici dolaze na ideju stent angioplastike. Prvi stentovi dizajnirani su krajem 80-ih godina
proslog stoljeca paralelno u SAD-u i Europi. Ulrich Sigwart osmislio je koncept endolumi-
nalnog stentiranja, Sto je znacilo da se stent umece kroz mali rez ili prirodni otvor tijela, bez
pravljenja velikih rezova. Prvo usadivanje koronarnog stenta u pacijenta dogodilo se 1986.
godine u Toulouseu, Francuska, pod vodstvom doktora Jacquesa Puela. Grupa znanstve-
nika pod vodstvom Puela i Sigwarta dizajnira stent Wallstent. U isto vrijeme, u SAD-u
Julio Palmaz razvija prvi stent koji se proSiruje balonom u razdoblju izmedu 1978. godine
1 1985. godine te patentira svoj izum. Dvije godine kasnije, 1987. godine, zajedno s Ric-
hardom Schatzom, Palmaz usaduje njihov prvi koronarni stent pod nazivom Palmaz-Schatz
u pacijenta.

Vrste i svojstva stentova

Danasnje stentove mozemo podijeliti u dvije velike grupe, a to su BMS (eng. bare-metal
stent) 1 DES (eng. drug-eluting stent).

BMS, odnosno metalni stentovi, bili su prvi stentovi ikada dizajnirani. Prva generacija
BMS-a ukljucivala je stentove napravljene od nehrdajuceg Celika 316L, dok su u drugoj
generaciji BMS stentovi pravljeni od legure kobalta i kroma. BMS stent smanjio je stope
restenoze, odnosno ponovnog suzavanja Zzile, u usporedbi s obicnom balon angioplasti-
kom, no 1 dalje moze do¢i do komplikacija. Jedna od c¢eS¢ih komplikacija je stvaranje
krvnih ugrusaka u stentu, odnosno tromboza. Naime, prvih par tjedana dok je stent svjeze
postavljen, dolazi do direktnog kontakta krvi i metala, koji ako se ne kontrolira uzimanjem
propisane terapije protiv ugrusaka moZe dovesti do stvaranja krvnih ugruSaka u stentu.
Druga Cesta komplikacija je upravo restenoza, do koje dolazi ako krvna Zila reagira na
stent na nacin da krvno tkivo Zile krene rasti preko stenta i tako s vremenom stent izgubi
svoju ulogu. BMS stentovi se i dalje koriste, iako s razli¢itim poboljSanim znacajkama.



Slika 1.5: Primjer BMS stenta

Druga vrsta stenta je DES stent, razvijen oko 2002.godine s glavnim ciljem smanjenja
stope restenoze. Radi se o metalnim stentovima koji postepeno otpustaju lijek. Takvi
stentovi, osim metalnog, imaju i polimerni dio koji sadrZi lijek kojemu je uloga sprijeciti
pretjeran rast stanica unutarnjeg sloja krvne Zile kako ne bi doSlo do restenoze. Jedna
od mana ovog stenta je Sto i dalje postoji rizik od tromboze. Naime, nakon $to se premaz
lijeka na povrsini stenta razgradi, ostaje metalna struktura u tijelu koja moze izazvati upalne
reakcije 1 dovesti do tromboze.
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Drug loaded
polymeric matrix

Stent strut

Slika 1.6: Struktura DES stenta

Osim ove dvije velike grupe stentova, treba spomenuti 1 biorazgradive stentove. Oni
su zapravo podvrsta DES stentova, no njihova mreZica je biorazgradiva i tijelo je apsor-
bira nakon odredenog vremena. No, ovi stentovi imaju nedostatke poput slabe mehanicke
izdrzljivosti i visoke elasti¢nosti.

Cypher stent

Na kraju ovog poglavlja recimo jo§ par stvari o stentu kojim se bavimo u nastavku rada.
Cypher stent prvi je DES koji na americko trziSte postavlja Cordis Corporation 2003. go-
dine. Stent sadrZi lijek sirolimus i njegova primarna uloga je sprijeciti restenozu. Cypher
se pravi od nehrdajuceg Celika 316L, a sastoji se od 8 zig-zag prstena, spojenih zavojitim
Sipkama. Debljina strukture stenta je 1.4 - 10~'mm.



Slika 1.7: Cypher stent

Slika 1.8: Cypher stent






Poglavlje 2

Teorija elasticnosti

2.1 Osnovni pojmovi

Q C R? oznakava ogranien, otvoren i povezan skup, a njegov zatvara& Q nazivamo refe-
rentna konfiguracija. Ona reprezentira volumen prije deformacije koji nazivamo tijelo.

¢ : Q — R3 nazivamo deformacija ako je injektivna (osim mozda na 6Q), dovoljno
glatka 1 det(Vp(x)) > 0, za svaki x € Q.

Vo(x) = (01¢(x) 0,¢(X) 05¢(x)) je matrica deformacije. Zahtjev det(Veo(x)) > 0,Vx €
Q znaci da vektori 0,¢(Xx), 0,¢(X), d3¢(x) Cine desnu bazu, odnosno da je ¢ lokalno inver-
tibilno preslikavanje koje cuva orijentaciju. Izmedu ostalog to znaci da ne moZemo kom-
primirati pozitivni volumen u 0.

Funkciju u(x) = ¢(x) — x, gdje je u : Q — R? nazivamo pomak, odnosno vektor
pomaka.

F(x) = Vp(x) = I + Vu(x) (2.1)

oznatava gradijent deformacije, a ¢(Q) deformiranu konfiguraciju. U nastavku rada koristit
¢e se oznaka x¥ = ¢(x) € ¢(Q).

11
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Slika 2.1: Referentna i deformirana konfiguracija

Definicija 2.1.1. Deformacija ¢ je kruta ako je ||p(x) — ¢(¥)|| = |IXx - yI|, X,y € Q.
Vrijedi naredni teorem.

Teorem 2.1.2.

Deformacija je kruta < ¢ = Rx+b (2.2)

— Vp(x)=R (2.3)

— Vo(x)"Veo(x) = LR € SO(3),b € R®. (2.4)

Dokaz. Pogledati u [2]. O

2.2 Mjera deformacije

Neka je dana kruta deformacija ¢. Zbog (2.4) vrijedi Vo(X) " Vo(x) = I, odnosno Vo(x) " Vip(x)—
I = 0. Definiramo tenzor

1 1 1
E = E(Vgo(x)TVgo(x) -D= E(FTF -D= E(VuT + Vu + Vu'Vu). (2.5)
Zbog toga ¢e nam on biti mjera krutosti deformacije. E zovemo konacni tenzor deforma-
cije, a
C = V¢V,

(desni) Cauchy-Greenov tenzor deformacije. Uo¢imo da vrijedi C = 2E + L.
Pomocu Teorema 2.1.2 lako dolazimo do sljedecih ekvivalencija:

¢ je kruta deformacija < Ve(x) = const. & E =0.
Pojam krutosti analogno definiramo za pomak:

u je kruti pomak < Vu(x) = const. & E =0. (2.6)
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Kada je Vu malen, onda je |[Vu' Vu|| maleno u odnosu na ||Vu|| pa moZemo zanemariti ¢lan
Vu"Vu iz (2.5). Uvodimo infinitezimalni tenzor deformacije e(u), dan sa

e(u) = %(VuT + Vu). (2.7)

Definicija 2.2.1. u je infinitezimalni kruti pomak i pripadna deformacija se naziva infini-
tezimalna kruta deformacija ako je Vu(x) = const. & e(u) = 0.

Teorem 2.2.2. u : Q — R? je infinitezimalni kruti pomak < Vu+ Vu" = 0.

Za proizvoljni infinitezimalni kruti pomak u koriste¢i prethodni teorem, mozemo za-
kljuciti da je Vu antisimetri¢na matrica. Konkretnije, stavimo da je Vu =: A, gdje je A
antisimetri¢na matrica.

Nadalje, znamo da je onda vektor pomaka oblika

ux) = Ax+b, b e R3.

Zbog njene antisimetri¢nosti, matricu A moZemo zapisati u formatu

0 —das a
A=]|as 0 -a.
—d) aq 0

T . .o . . . . .o .
Vektor a = [a1 a, a3] nazivamo aksijalni vektor matrice A i za njega vrijedi
Ax=axx,x € Q.

U ovom slucaju, jer smo definirali A = Vu, znamo da je vektor a oblika:

1 82143 - 03142
a=— (931/!1 —011/13 .

2 81142 — (’)zul

Time smo dokazali sljede¢i korolar.

Korolar 2.2.3. u je infinitezimalni kruti pomak <= postoje a,b € R? takvi da je
ux)=axx+b,xe Q.

2.3 JednadZbe ravnoteZe u deformiranoj i referentnoj
konfiguraciji

¢ : Q¢ — R3 je (volumna) gustoéa vanjske volumne sile, pa fPf“’dx‘/’, gdje je P C QF,
predstavlja vanjsku volumnu silu. Na sli¢an nalin definiramo g* : I'Y — R3, gdje je
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I¥ c I¥ = 9Q skup pozitivne mjere. g* je (plosna) gustoca vanjske kontaktne sile.
fA gda?, gdje je A c T?, predstavlja vanjsku kontaktnu silu.

Aksiom 1 (Euler - Cauchy). Postoji vektorsko polje t* : Q¢ xS?* — R3, gdje je S? jedinicna
sfera u R, tako da vrijedi:

1. t9(x¥,n%) = g?(x¥), x¥ € I'Y, n* je jedini¢na vanjska normala.

2. Zakon ravnoteZe:
VA¥ C Q¢ otvoren i povezan skup vrijedi

f t*(x*,n*)da” + f f*(x*)dx? = 0. (2.8)
0A¥ ¢

A

3. Zakon momenta ravnoteZe:
VA? C Q¥ otvoren i povezan skup vrijedi

f x¥ X tY(x?,n%)da? + f x? x f(x¥)dx? = 0. (2.9)
Pre A¥

Napomena 2.3.1. t¥ iz prethodnog aksioma zove se Cauchyjev vektor naprezanja.

Teorem 2.3.2 (Cauchy). Neka su t¢ : Q¢ x S — R ¥ : Q¢ - R3. Tada postoji
T : Q¢ — M3(R) koji zovemo Cauchyjev tenzor naprezanja, tako da vrijedi :

t9(x¢,n¥) = T*(x*)n’, x* € Q¢,n* € S2. (2.10)
Dokaz. Vidjeti [2] O

Koristeci prethodni teorem, zakon ravnoteZe sada glasi:

f T?(x*)n’da’ + f £2(x?)dx? = 0. (2.11)
0AY¥ A¢¥

KoriStenjem teorema o divergenciji

f Tnda = f divTdx, (2.12)
0A A

te zbog proizvoljnosti domene dobivamo diferencijalni oblik zakona ravnoteze:
divI?+f =0 u Q*. (2.13)

Jednadzbu (2.13) jos nazivamo i jednadZba ravnoteZe u Eulerovoj formulaciji.
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Koristeci zakon momenta ravnoteZe i jednadZbu ravnoteZe u Eulerovoj formulaciji, do-
lazimo do zakljucka
(T*)" =T u Q. (2.14)

U konacnici dolazimo do diferencijalne formulacije jednadZbe ravnoteze u deformiranoj
konfiguraciji:
divI?+f* =0 u Q°,
(T)"=TY u QF, (2.15)
Tn’ =g* na TIY.
MnozZenjem (2.15); dovoljno glatkom test funkcijom 6¥ za koju vrijedi 9“’|r§ = 0, gdje je
I} =00\ TI¥, dobivamo:

f divT? - 6°dx” + f f¥.07dx? = 0. (2.16)
oQ¥

Q¢
KoriStenjem teorema o divergenciji (2.12) i Cinjenice:
div(T8) = (divT ") -0+ T : V6, (2.17)
gdje operator : predstavlja Frobeniusov produkt matrica, definiran kao:

A:B=t(A"B) = Z AyBi;, (2.18)
i.j
dolazimo do slabe, odnosno varijacijske formulacije jednadZzbe ravnoteze u deformiranoj
konfiguraciji:

f TY : V¢6¥dx? = f g’ - 0%da” + f - ¢°dx?, ¢ td. @l =0.  (2.19)
Qv rY Qe

Teorem 2.3.3. Rubna zadaca

dvT? +1° =0 u Q°,

(2.20)
T’n=g* na IY,

formalno je ekvivalentna slaboj formulaciji (2.19)
Dokaz. Vidjeti [2] O

Vratimo se sada na referentnu konfiguraciju i iskazimo varijacijsku, odnosno slabu
formulaciju jednadZbe gibanja:

fT : VOdx = f g-0da + ff - 6dx, t.d. 6 dovoljno glatka i f|r, = 0, (2.21)
Q r Q
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gdje su:
T(x) := (detVo(x))T?(x*)Ve(x)"", x* = ¢(x) € Q, (2.22)
f(x) = (detVox)f*(x¥), x* = ¢(x) € Q% (2.23)
g(x) := detVo(x)|[Ve(x)" 'nllg?(x¥), x* = p(x) € T7. (2.24)

T nazivamo 1. Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja. Za razliku od T¥, T nije simetrican,
no vrijedi:
Vo) (T(x))" = T(x)(Ve(x)) ', (2.25)

odnosno ako definiramo tenzor
X(x) = Vo(x) ' T(x), (2.26)

za njega vrijedi da je simetrian. Tenzor X nazivamo 2. Piola -Kirchhoffov tenzor napre-
zanja. Uocimo da iz (2.26) vrijedi

T(x) = Vo(X)E(X). (2.27)

Diferencijalna formulacija u referentnoj konfiguraciji glasi:

divT +f=0 u Q, (2.28)
Vo(T)" =T(Vp)" u Q, (2.29)
Tn=g na I}, (2.30)

odnosno koristeéi (2.27)

—div(VeX)=f u Q,
Y=Y u Q,
VeXn=g na T,.

Zapisano u terminima pomaka koristeci (2.1) dobivamo
—div(I+Vu)X)=f u Q,
A+Vu)(T)"' =TA+Vu)" u Q,
I+VuwEXn=g na T.
2.4 Teorija linearizirane elastiCnosti

Pretpostavke su:
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Promatrani materijal je homogen i izotropan(ima jednaka elasti¢na svojstva u svim
smjerovima),

Referentna konfiguracija je prirodna konfiguracija,

¢p = id (funkcija koja zadaje Dirichletov rubni uvjet na I'y),

Sile su ’dead load”(gustoce sila na referentnoj konfiguraciji ne ovise o deformaciji
®)-

Uz gornje pretpostavke, koriste¢i Teorem 3.6-2. iz [2], za 2. Piola-Kirchhoffov tenzor X(x)
vrijedi
T(x) = £(x, Vo(x)) = E(x, Vo(x) Ve(x)) = £(x, C) = £(x,1 + 2E). (2.31)

Y. zovemo funkcijom odziva za X.
Stacionarna zadac¢a u terminima pomaka glasi

—div[I + Vo)EI + 2E))| =f u Q, (2.32)
I+Va)EI+2Eu)n=¢g na I, (2.33)
u=0 na T, (2.34)
gdje je
31+ 2E) = A(E)I + 2uE + o(|[E|). (2.35)
Oznacimo .
_[AW)] _ [~div[T + VWET + 2E(v))]
A = [B(V)] N [ I+ VV)E + 2E(v))n (2.36)

A zovemo operator nelinearne elasti¢nosti. Zelimo ga aproksimirati u okolini 0. Znamo
da je A(0) = 0 jer mu je referentna konfiguracija prirodna. Nadalje, pretpostavimo i da je
diferencijabilan u Fréchetovom smislu i da vrijedi Taylorov razvoj

AW) = A0) + A (0)V + o(||v]]). (2.37)
Zelimo aproksimirati A(v), pa pogledajmo prvo A(v) — A(0):

AY) = A(0) = —div[(I + VV)ET + 2E(V))]
= —div[(I + VV)AEW)I + 2uE(W) + o(JEW)|))]
= —div[(I + Vv)(Atr(e(v) + o(||VI)I + 2u(e(v) + o(|[VI])) + o(lIvID)]
= —=div[(I + Vv)(atr(e(v)I + 2u(e(v)) + o(||v|)]
= —div(Atr(e(v)I + 2u(e(v))) + o(|[vl),
B(v) — B(0) = (Atr(e(v)I + 2ue(v)n + o(|[v]]).
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Uz oznaku
Ce = Atr(e)l + 2ue, e € Sym(3), (2.38)
dobivamo zadacu linearizirane elasti¢nosti u diferencijalnom obliku:
—divT =f u Q, (2.39)
Tn=g na I, (2.40)
u=0 na I, (2.41)
T=Ceu) u Q. (2.42)

Napomena 2.4.1. (2.39), (2.40) dolaze od jednadZbe ravnoteZe, (2.41) je Dirichletov rubni
uvjet, a (2.42) je zakon ponasanja.

2.5 Slaba formulacija

JednadZbu (2.39) mnoZimo sa proizvoljnom dovoljno glatkom funkcijom v koja zadovo-

ljava (2.41) te dobivamo
- f divT - vdx = ff - vdx. (2.43)
Q Q

Koristec¢i (2.17) lijeva strana postaje:

—fdivT-vdX:fT:Vvdx—fdiv(TTv)dx
o Q Q
Qéz)fT:Vvdx—f T'v - nda
Q 90
:fT:VvdX—an-Vda
Q ry
Qio)fT:Vvdx—fg-vda.
Q r,

Nadalje, jer je T simetrian i zbog definicije e(v), slijedi da je

T:Vv=T:e),

fT:e(v)dx—f g-va’a:ff-vdx, (2.44)
Q I Q

fT ce(v)dx = f g-vda+ ff -vdx, VE V= {HI(Q;R3);V|FO = 0}. (2.45)
Q r Q

pa sada (2.43) postaje

odnosno
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Dakle, dosli smo do zadace linearizirane elastiCnosti:
Naéi ueV td. f Ce(u) : e(V)dx = f f-vdx + f g-vda,¥veV.  (2.46)
Q Q I

Ako lijevu stranu prethodne jednakosti ozna¢imo sa B(u, v), a desnu sa L(v), zadaca
(2.45) glasi: _ _
Na¢i uevV td B@u,v)=L(Vv),veV. (2.47)

Vidimo da u : Q — R? koji zadovoljava (2.39)-(2.42) ujedno zadovoljava i (2.47). MozZe
se pokazati da vrijedi i obrat, ako pretpostavimo da je u dovoljno glatko.

2.6 Problem cCiste trakcije (eng. pure traction problem)

Uoc¢imo kako u zadaci linearizirane elasti¢nosti (2.46) postoji neki dio granice Iy povrSine
strogo vece od 0 na kojem smo zadavali Dirichletov rubni uvjet. To nam je u fizikalnom
smislu znacilo da je naSe tijelo ucvrs¢eno na tom dijelu. Problem ciste trakcije znaci da je
I’y = 0, odnosno I'; = 9Q. Fizikalno to znaci da tijelo nije nigdje u¢vrséeno.

ZapiSimo zadacu linearizirane elasticnosti na novom prostoru rjesenja:

NaéiueH‘(Q;R3)t.d.fCe(u):e(v)dx=ff-vdx+f g - vda, Yv e H'(Q; RY).
Q Q 0!

Q
(2.48)
Zav=axx+b, a,b € R3, po Korolaru 2.2.3 slijedi da je e(v) = 0, pa (2.48) postaje:

0:ff-(a><x+b)dx+f g-(axx+b)da, abeR’,
Q 0Q

0zfa~(x><f)+f~bdx+f a-(xxg)+g-bda, abeR’,
Q 0Q
U

O:a-(fxxfdx+f xxgda),aeR3&0:b-(ffdx+f gda),b€R3.
Q 0Q Q oQ

Zbog proizvoljnosti vektora a i b dobivamo:

O:fxxfdx+f X X gda, (2.49)

Q oQ

O:ffa’x+f gda. (2.50)
Q Q

Napomena 2.6.1. (2.49) nam govori da ukupni vanjski moment mora biti 0, dok (2.50)
govori da ukupna vanjska sila mora biti 0.
(2.49) i (2.50) su nuzni uvjeti za egzistenciju rjesenja ravnoteZe.
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Ako je u € H'(Q;R?) rjeSenje slabe formulacije, onda je i u+axx+b,a,b eR?
takoder rjeSenje. Zaista,

1
e(u+a><x+b):5(V(u+a><x+b)+V(u+a><x+b)T)

1
:E(Vu+V(a><x+b)+VuT+V(a><x+b)T)
=e(u)+e(@axx+b)

223
@23 e(u).
Dakle, imamo nejedinstvenost rjeSenja na H'(Q; R*) do na infinitezimalni kruti pomak.

Napomena 2.6.2. Za simulacije koje ukljucuju samo stent prirodno je stent modelirati
zadacom ciste trakcije jer bi bilo koji rubni uvjet Dirichletovog tipa na nekom dijelu gra-
nice pokvario simetrije koje prirodno postoje kod stenta.

2.7 Apstraktni rezultat egzistencije i jedinstvenosti

Teorem 2.7.1. Neka je V Banachov prostor s normom || - ||, L : V — R neprekidan
linearan funkcional na V, te B : V x V — R neprekidna, bilinearna forma koja je V-
elipticna, tj.

A > 0 takav da ¥ v € V vrijedi B(v,v) > BIVI[3,.

Tada zadaca
Naéi uweV td Buv)=LWV),v eV,

ima jedinstveno rjesenje.
Dokaz. Pogledatiu [1]. O

Napomena 2.7.2. Ako je bilinearna forma iz prethodnog teorema simetricna, onda rjesenje
koje nam daje prethodni teorem je ujedno i jedinstveno rjesenje minimizacijske zadace:

Nac¢i nweV td Ju)= ian/j(v), gdje je
%S

) (2.51)
J:VoR, Jv)= EB(V, v) — L(v).

Napomena 2.7.3. Teorem 2.7.1 uz prethodnu napomenu zove se Lax-Milgramova lema.
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2.8 Egzistencija i jedinstvenost rjesenja pure traction
problema

Pokazali smo da na H'(Q; R?) imamo nejedinstvenost rjeSenja problema Ciste trakcije do
na infinitezimalni kruti pomak. Zato ozna¢imo s

P={axx+b,abeR’, (2.52)
prostor infinitezimalnih krutih pomaka i definiramo
V={ueH'QR: (waxx+b)qap =0, a,be R}, (2.53)
s pripadajuéom normom
V2, = IV ) = VB ) + 19VIR 0 V € V.

PokuSajmo pomocu Lax-Milgramove leme, tj. Teorema 2.7.1 pokazati egzistenciju i je-
dinstvenost rjeSenja zadace (2.48). Uzmimo proizvoljnu u € V.

O = (ll, axXXx+ b>L2(Q;R3)’

:fu-(axx+b)dx, a,be R
Q

Zbog proizvoljnosti od a, uzmimo a = 0. Tada dobivamo

Ozfu-bdx,
Q
:b-fudx.
Q

O:fudx. (2.54)
Q

Zbog proizvoljnosti od b dobivamo

Nadalje, ako uzmemo b = 0, dobivamo

O:fu-(axx)dx,
Q

:fa-(xxu)dx, ae R
Q
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Opet, zbog proizvoljnosti od a dolazimo do zakljucka

0= fx X udx. (2.55)
Q
Pokazali smo

(T/g{ueHl(Q;R3):fudx:0 &fxxudx:ﬂ},
Q

Q

a druga inkluzija se lako provjeri. Dakle, vrijedi

V={ueHQ;RY: f fx X udx = (2.56)
Q

Provjerimo vrijede li pretpostavke Lax-Milgramove leme:

e V Banachov prostor
1 .3 2
(H (Q7R )’ ” : ||HI(Q;R3)) — _
zatvoren potprostor od H'(Q; R?), pa po [4] vrijedi da je i V Banachov. Da je V
potprostor od H'(Q; R?) je trivijalno, pokaZimo zatvorenost. Definirajmo operator
L:H(QR} - R?sa

je Soboljevljev prostor pa je Banachov. Pokazimo da je Vv

L :[ fgudx

fgxxudx ’

Kako je Ker(L) = L7H0} = YV, dovoljno je pokazati da je L neprekidan operator kako
bi V bio zatvoren.

L) = |

< Ml < lallizg) < kg g),

‘fudx
fxxudx
Q

Dakle, [L(w)| < (1 + O)llullggq), ¢ime smo pokazali neprekidnost operatora L, pa

fIIXII lax)lldx < Cllulliz ) < Cllully ).

samim time 1 zatvorenost od V.



2.8. EGZISTENCIJA 1 JEDINSTVENOST RIESENJA PURE TRACTION PROBLEM2S

o [
Definirali smo £(v) = fQ f-vdx + fan g-vda,v e V.

Linearnost je ocita. Pokazimo neprekidnost linearnog funkcionala, koriste¢i redom
nejednakost trokuta, Cauchy-Schwarz-Bunjakovski nejednakost te teorem o tragu

([2D):
|£(v)|:|ff-vdx+f g - vdal,
Q IQ

S|ff-vdx|+|f g - vdal,
Q o)

< Ifllz@)lvizg) + lIgllzoe) Vi),
< Bl @) lvIlar @) + Cligla @)l VIl @)
= (Il + Cligla @)lIVIla @)-

e B

Definirali smo $B(u, v) = fQCe (w) :e(v)dx, u,ve V.

Ovdje je netrivijalno pokazati da je forma neprekidna i V -elipti¢na. Pokazimo prvo
neprekidnost.

|B(u, v)| =

fCe (u) : e(v)dx
Q

(238)

b

)

f Atr(e(u))I : e(v) + 2ue(u) : e(v)dx
Q

f Atr(e(u))tr(e(v)) + 2ue(u) : e(v)dx|,
Q

< |A] - [ltr(e(w))llr2(q) - lItr(e(V))llr2q) + 2ulle()llr2q) - eVl q)-
Jer je

tr(e(u)))* = (e(w);; + e(w),, + e(w)z3)’,
< 3(e(w)7, + e(n)3, + e(u)3,),
< 3e(u) : e(u),

integriranjem po €2 i korjenovanjem dobivamo

lltr(e(w)|lr2 ) < ‘/§||e(u)||L2(Q)- (2.57)
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Sada imamo
1B(u, v)| < (V3] + 2p) - lle(w|lr2q) - le(W)llr2()- (2.58)

Nadalje, iz
e(u) : e(u) = e(w)7, + e(u)3, + e(u)s; + 2e(w)}, + 2e(u);; + 2e(u)s;,
= (01u))” + (Brw)” + (F3u3)” + %((a]u2 +0u;)” + (01u3 + d3u;)” + (Grus + F3wr)°),
< @)’ + () + (B3u3)°+
%(2(5&2)2 +2(0w)” + 2(0113)” + 2(93u1)” + 2(0,u3)” + 2(B5wp)),
=Vu: Vu,

integriranjem i korjenovanjem dobivamo
lle(wllr2q) < [IVulli2gq). (2.59)
Sada (2.58) postaje
|B(u, v)| < (\/§|/1|+2,U)'||V“||L2(Q)'||VV||L2(Q) < (‘/§|/1|+2/1)'||u||H1(Q)'||V||H1(Q)- (2.60)
Da bi pokazali elipti¢nost, prvo koristimo sljedecu lemu.

Lema 2.8.1. Tenzor C, definiran s Ce = Atr(e)l + 2ue, e € Sym(3), je pozitivho
definitan tenzor.

Dokaz. Pogledati u [2]. O
Uocimo da je sada

B(v,v) = f Ce(v) : e(v)dx,
Q

2.8.1

> : fg Bce(v) : e(v)dx,
= BelleMIl gz v € V.
Sada vidimo da je za (T/-eliptiénost dovoljno pokazati da postoji C > 0 t.d.
1eVI 2050 = CIVIZ, = ClIVIGy ey YV EV.

Kako bismo pokazali ovu nejednakost, koristimo sljedeca dva teorema.
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Teorem 2.8.2 (Kornova nejednakost 1). Neka je Q C R? otvoren, povezan skup s
Lipschitzovim rubom. Tada postoji konstanta C > 0 takva da vrijedi

”V”H'(Q;R3) < C(llvlliZ(Q;R3) + ”e(v)”i‘Z(Q;RS))%’ \AS HI(Q’ R3) (261)
Dokaz. [2] O

Izmedu ostaloga, u dokazu teorema pokazuje se da je preslikavanje

2 2 i (0. w3
Vi (”V”LZ(Q;R3) + ”e(V)HLZ(Q;RS))z, AAS H (Q’R )a

norma. Oznacimo ju s
1
”VH* = (”V”iz(Q;R3) + ||e(v)||iZ(Q;R3))2’ \&S HI(Q9 R3) (262)

Teorem 2.8.3 (Kornova nejednakost 2). Neka je Q C R? otvoren, povezan skup s
Lipschitzovim rubom. Tada postoje konstante Cy,C, > 0 takve da vrijedi

Cillvlla @r3) < lleMlzqrsy < CollVilm sy,  VEV,

2

odnosno Vv +— |[e(V)|l2rs), V € V je norma ekvivalentna normi ||V||H1(Q_R3).

Dokaz. Prvo dokazimo da je preslikavanje v+ |le(V)|| 2qr3), V € YV zaista norma
na V.

Pozitivnost, pozitivha homogenost, subaditivnost(nejednakost trokuta) trivijalno vri-
jede. Pokazimo strogost norme, tj. [|e(V)llL2qr3) = 0 & v=0. Akojev=0,
vrijedi da je Vv = 0, pa samim time i ||e(V)| 2q.r3) = 0. Ako je [|e(V)|| 2 q:r3) = 0, sli-
jedi e(v) = 0 gotovo svuda, dakle v pripada prostoru infinitezimalnih krutih pomaka,
tj. prostoru P. No pretpostavka je da je v € V, tj. da je okomit na infinitezimalne
krute pomake. Dakle, mora biti v = 0.

PokaZimo da vrijedi tvrdnja
AC >0) Cilvllary < lleMWllLzqrs, v € ;‘} (2.63)
Za v = 0 tvrdnja vrijedi. U slu€aju da je v # 0, pretpostavimo suprotno, odnosno
(VCi>0@Awe, € V) Cillwe, iz > leWellzqaz- (2.64)
Podijelimo tu nejednakost sa ||[W¢, ||y o3 pa dobivamo

(¥ C1 > 0)@ve, € VYIve llwazn =1 C1 > lletve)lxazs)- (2.65)
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Uzmimoniz C,, = %, n € N, za koji zbog (2.65) postoji odgovarajuéi niz (v,),en € Vv
td. |[Villmry = 11 % > |le(vllLzrsy, n € N. Koristeci Rellich-Kondrachov
teorem o kompaktnosti ulaganja prostora H'(€; R?) u L2(Q; R?) zaklju¢ujemo da je
(Va)ner kompaktan u L2(Q; R?). Dakle postoji podniz (v, ),ax koji je konvergentan u

L2(Q; R?), odnosno postoji v € L2(Q; R?) tako da

v, — V. (2.66)

Pn

Zbog izbora niza (C,),, znamo da vrijedi 1
e(v,) — 0 uL*QR). (2.67)

Ove dvije konvergencije nam daju da je (v,,), Cauchyjev niz u normi || - ||, zbog
definicije norme (2.62). Nadalje, koriste¢i Teorem 2.8.2 zakljucujemo da je (v,,),
Cauchyjev i u normi || - || :r3)- Zbog potpunosti od H'(Q; R?), slijedi da je (v,,)x
konvergentan, tj. postoji v € H'(Q; R?) t.d. v,, — v u H'(Q;R?), pa posebno onda
konvergira i u L2(Q; R?). No, zbog (2.66) i jedinstvenosti limesa mora biti v = V.

Dakle, v,, — vu H'!(Q;R?), pa po definiciji od e zaklju¢ujemo ev,) — eV)u
L?(Q;R?). Sada zbog (2.67) i jedinstvenosti limesa zaklju¢ujemo e(v) = 0. Dakle,
dobili smo da je v infinitezimalni kruti pomak, odnosno v € P. S druge strane, znamo
daje (v,,), € Vidaje V zatvoren, pa mora biti v € V, pa opet zakljuCujemo v = 0.

Sada imamo v,, — 0 u H'(Q; R?), odnosno ||v,, — 0|l q:r3) = 1 — 0, dakle dosli
smo do kontradikcije s (2.64).

Druga nejednakost koju tvrdimo u teoremu, tj.
3c,>0) ||e(V)||L2(Q;R3) < ColIVll r3y, v € (T/, (2.68)

Jje zapravo ve¢ pokazana pri dokazivanju neprekidnosti forme 8 (2.59). O

Dakle, pretpostavke Lax-Milgramove leme su zadovoljene. Sumiramo rezultat u na-

rednom teoremu.

Teorem 2.8.4 (Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja pure traction zadaée). Neka je Q C R
otvoren, povezan skup s Lipschitzovim rubom, A, u > 0, £ € L*(Q;R?), g € L*(0; RY).
Tada postoji jedinstvenu € V t.d.

Bu,v) = L(v),vVEe ;1;',

gdje su

B(u,v) = fCe () : e(v)dx,
Q

L(V):ff-vdx+f g-vda, wvew.
Q P



Poglavlje 3

Konstrukcija 3D modela Cypher stenta

3.1 Vizualizacija Cypher stenta

Geometrija Cypher stenta preuzeta je iz [3]. Geometrija je implementirana u programima
Gmsh 1 FreeFem++. Gmsh je generator mreZe konacnih elemenata, a FreeFem++ je pro-
gramski jezik 1 softver usmjeren na rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi meto-
dom konacnih elemenata. U ovom radu, Gmsh je koriSten za konstrukciju Stapova koji ¢ine
zig-zag prstene od kojih se Cypher stent sastoji (Slika 3.1, Slika 3.2), kao i za konstrukciju
zavojitih dijelova stenta (Slika 3.3, Slika 3.4).

L

Slika 3.1: Konstrukcija Stapa koji Cini stent u Gmsh-u

27
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Slika 3.2: Mreza konacnih elemenata na Stapu

Lux

Slika 3.3: Konstrukcija jednog zavojitog dijela koji ¢ini stent u Gmsh-u
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Slika 3.4: Mreza konac¢nih elemenata na zavojitom dijelu

Nakon $to imamo osnovne dijelove koji ¢ine Cypher stent, u FreeFem++-u ih povezu-
jemo 1 pravimo resetku (Slika 3.5). Nakon toga "zamotamo” reSetku oko x osi koriStenjem
preslikavanja koje uvodi cilindri¢ne koordinate, te dobivamo 3D geometriju stenta, koji
zatim centriramo po X, y i z osi (Slika 3.6).

Slika 3.5: Resetka
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3.2 Zadaca linearizirane elasticnosti na Cypher stentu

POGLAVLIJE 3. KONSTRUKCIJA 3D MODELA CYPHER STENTA
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Slika 3.6: Konacna geometrija Cypher stenta

Vazno je uociti kako se u slucaju stenta radi o problemu Ciste trakcije, odnosno stent nije
nigdje ucvrscen, na njega djeluje samo sila tlaka. Sada mozemo zapisati zadacu linearizi-
rane elasti¢nosti u diferencijalnom obliku ((2.39)-(2.42)):

gdje je

—divT =f u Q,
Tn=g na I,
T=Ce(n) u Q,

Ce = Atr(e)l + 2ue, e € Sym(3),

(3.1
(3.2)
(3.3)

(3.4)

a 'y = 0Q povrSina na kojoj sila tlaka, odnosno sila g djeluje. Konstante A i u odreduju
se iz Youngovog modula elasti¢nosti E, koji reprezentira krutost elastinog tijela, te iz
Poissonovog omjera v, koji reprezentira kompresibilnost elasti¢nog tijela.
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Pokazali smo da slaba formulacija ove zadace glasi:

NadéiueV td.

fCe(u):e(v)dx:ff-vdHfg-vda,Vveq? (3.5)
Q Q I

Ova formulacija, kao i potrebni koeficijenti A, u i sila g implementirani su u [3] u
FreeFem++-u. Za volumnu silu uzimamo f = 0, dok je sila tlaka koja je originalno pred-
stavljala silu kojom Zila pritiS€e stent zamijenjena silom tlaka koja djeluje iznutra na unu-
tarnji dio plaSta stenta.

//IMPLEMENTACIJA PURE TRACTION ZADACE
solve zadaca(ul, u2, u3, vl, v2, v3) =

int3d(stent) ( lambda*divergencija(ul,u2,u3)*divergencija(vl,v2,v3)
+2*mi*( dx(ul)*dx(vl) + dy(u2)*dy(v2) + dz(u3)*dz(v3) )
+(mi/2) *( (dy (ul)+dx(u2)) *(dy(v1)+dx(v2))
+(dz(ul)+dx(u3))*(dz(vl)+dx(v3))
+(dz(u2)+dy(u3))*(dz(v2)+dy(v3))
)
)
-int2d(stent,1) ( press*(N.y*v2 + N.z*v3) );






Poglavlje 4

Analiza 1 kalibriranje

4.1 Opis problema

Sada kada smo definirali geometriju Cypher stenta i implementirali pure traction zadacu,
opi$imo detaljnije problem.

Ideja ovog rada je minimizirati prilagodljivost, podatljivost(eng. compliance) stenta u
ovisnosti o parametrima thickness i stickx, gdje thickness predstavlja debljinu zavojitih
dijelova stenta, a stickx predstavlja debljinu jednog Stapa u zig-zag dijelu stenta po x-osi.

Slika 4.1: thickness i stickx parametri

Compliance je svojstvo tijela da se prilagodi elasticnim promjenama ili promjeni volu-
mena pod utjecajem vanjske sile. Ono je suprotno svojstvu krutosti, odnosno $to je podatlji-
vost manja, tijelo je kruce. Kako Zelimo dobiti radijalno najkruc¢i mogudi stent, minimizirat
¢emo compliance. Minimizacija podatljivosti implicirala bi da uzmemo S$to deblje bridove,

33
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pa optimizacijski problem nije dobro postavljen. Stoga postavljamo dodatni uvjet da je
ukupni volumen stenta konstantan, a variramo vrijednosti parametara thickness i stickx.
Po dostupnim mjerenjima, thickness iznosi tre¢inu debljine stenta u smjeru z-osi, od-
nosno tre¢inu parametra thick_stent = 1.4-107* , dakle 4.67 - 10, pa ¢emo varirati vrijed-
nosti thickness parametra od 3- 107> do 7- 10> . Nakon $to odredimo thickness, vrijednost
parametra stickx racunamo koristeci Cinjenicu da je volumen stenta konstanta.
Ovisno o ta dva parametra promatrat ¢emo podatljivost stenta u oznaci C, gdje je

C(thickness, stickx) = f g - u(thickness, stickx)da, “4.1)

Iy

au(thickness, stickx) je rjeSenje varijacijske formulacije (3.5) za odredene parametre thickness
1 stickx.

Dakle, zadaca je rjeSavana na naCin da se iterirajuci po vrijednostima parametra thickness
odredi stickx kako bi se konstruirali osnovni dijelovi stenta 1 mreza kona¢nih elemenata u
Gmsh-u, zatim se u FreeFem++-u svi dijelovi stenta spajaju u stent i nakon toga rjeSava
slaba formulacija.

Napomena 4.1.1. Compliance takoder definiramo i za krvne Zile. Konkretno za arterije,
compliance je definiran kao promjena volumena arterijske krvi po promjeni u arterijskom
krvnom tlaku. Odnosno, Sto krvna Zila ima veéi compliance, to se vise moZe prosiriti
kako bi primila krv bez povecanja otpora ili krvnog tlaka. Zanimljiva Cinjenica je da je
compliance kod vena oko 30 puta veci nego kod arterija. Iz svega navedenog, vidimo
da ima smisla promatrati compliance i za stent, no kod stenta ne Zelimo maksimizirati
compliance, jer bi tako dobili stent koji ne moZe podnijeti silu Zile koja na njega djeluje.

4.2 Optimizacija parametra thickness

RijeSimo pure traction problem za vrijednosti parametra thickness u intervalu od 3 - 107
do 7 - 1073 s 50 tocaka diskretizacije i opcijama mreZe

opcije_stapovi= ’'geo -3 -format mesh -clmin 9e-5 -clmax le-4’;
opcije_sinus = ’geo -3 -format mesh -clmin 3e-5 -clmax 4e-5";

gdje vrijednosti nakon -clmin oznacavaju minimalnu veli¢inu elemenata mreze, a vrijed-
nosti nakon -clmax oznacavaju maksimalnu veli¢inu elemenata mreZze kod Stapova i kod
zavojitih dijelova stenta. Napomenimo kako su ovo “najfinije” opcije mreZe za koje je u
FreeFem++-u varijacijska zadaca rjeSiva, zbog ograni¢enja na rjeSava¢ umfpack linearnog
sustava.

Pogledajmo kako izgleda stent nakon Sto sila tlaka koju smo zadali djeluje na njega.
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Nedeformirani stent Deformirani stent
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Slika 4.2: Usporedba deformiranog i nedeformiranog stenta u xy-ravnini

Nedeformirani stent Deformirani stent
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Slika 4.3: Usporedba deformiranog i nedeformiranog stenta u xz-ravnini
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Nedeformirani stent Deformirani stent
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Slika 4.4: Usporedba deformiranog i nedeformiranog stenta u yz-ravnini

Nedeformirani stent Deformirani stent
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Slika 4.5: Usporedba deformiranog i nedeformiranog stenta u xy-ravnini, sila tlaka
povecana 5 puta
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Nedeformirani stent Deformirani stent
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Slika 4.6: Usporedba deformiranog i nedeformiranog stenta u xz-ravnini, sila tlaka
poveéana 5 puta

Nedeformirani stent Deformirani stent

Slika 4.7: Usporedba deformiranog i nedeformiranog stenta u yz-ravnini, sila tlaka
povecana 5 puta

Promotrimo i sljedece grafove koji prikazuju ovisnost:
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e Parametra compliance o parametru thickness
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Slika 4.8: Compliance i thickness

Primjecujemo kako je ponaSanje compliance-a proporcionalno sa vrijednostima pa-
rametra thickness.

e L2 norme rjeSenja o parametru thickness
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Slika 4.9: L? norma rjeSenja i thickness

e L? norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.10: L? norma naprezanja i thickness

e Maksimalnog radijalnog pomaka o parametru thickness
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Slika 4.11: Maksimalni radijalni pomak rjeSenja i thickness

e Maksimalnog longitudinalnog pomaka o parametru thickness

41
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Slika 4.12: Maksimalni longitudinalni pomak rjeSenja i thickness

e Maksimalne euklidske norme naprezanja o parametru thickness



4.2. OPTIMIZACIJA PARAMETRA THICKNESS

45 %100
3 r # ‘I_
Roo 7 |
R ' |
[i5) | I I | |
= ' |‘I II |
ﬁ 25 | 1] || | o
o ottt o
g ok Vo
B g ||| |
= I o
=\'.|J 2 "I lll‘ |\ |‘
x = I | T
E " ||‘I \!) llelu‘
® ood \ Beg PO d
f 'f \3&:99@}{ o f
f H'\ )
15 [7 - \ ¢ 7
P égoo/[
BP0 50 /
3] 9%&3@3@%
3 D 4 4.5 5 5h 6 6.5 7
sinus thickness %105

Slika 4.13: Maksimalna euklidska norma naprezanja i thickness

e Maksimalne sup-norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.14: Maksimalna sup-norma naprezanja i thickness

Tenzor naprezanja s velikom normom

Pogledajmo primjer jednog tenzora naprezanja s velikom sup-normom naprezanja i nje-
gove komponente Ce(u);j,i, j = 1,2,3 , na primjer za thickness = 6.4286 - 1073, Slike
4.15, 4.16 1 4.17 pokazuju kako te funkcije poprimaju male vrijednosti na stentu, osim na
dijelovima gdje se spajaju zavojiti dio i Stapovi i na dijelovima gdje se spajaju Stapovi.
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Slika 4.15: Vrijednosti funkcije Ce(u), za thickness = 6.4286 - 107

Slika 4.16: Vrijednosti funkcije Ce(u),, za thickness = 6.4286 - 107
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Slika 4.17: Vrijednosti funkcije Ce(u)s3 za thickness = 6.4286 - 107

Usporedba rjeSenja s minimalnom i maksimalnom sup-normom naprezanja

Uz trenutne (najfinije) opcije meshiranja, iz Slike 4.14 vidimo da je za thickness = 6.91 -
107> sup-norma naprezanja maksimalna, a za thickness = 3.97-107> sup-norma naprezanja
je minimalna. Promotrimo pomake po x-osi (prve komponente rjesSenja).
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Slika 4.18: Vrijednost funkcija u,

Stent s maksimalnom sup-normom naprezanja se skuplja po x-osi, a za stent s mini-
malnom sup-normom naprezanja mozemo zakljuciti isto, ali u manjoj mjeri.
Usporedba rjeSenja s minimalnom i maksimalnom compliance vrijednosti

Sa Slike 4.8 vidimo da za thickness = 3.16237 - 10~ compliance ima najmanju vrijednost,
dok za thickness = 7 - 107> ima najvecu vrijednost. Promotrimo :

e norme pomaka s najmanjom i najveCom compliance vrijednosti
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Minimalan compliance Maksimalan compliance

32804
[ 0.00025
©
: 2
&

e prve komponente rjeSenja, tj. u; (pomak po x-osi)

Minimalan compliance 16 Maksimalan compliance i
® 905 +2e5
) -0

Ovdje vidimo kako rjeSenje s minimalnom compliance vrijednosti stenta u prvoj
komponenti ima vrijednosti oko 0, dok se kod stenta s maksimalnom compliance
vrijednosti dogada odredeno stiskanje, skracivanje po x-osi.



4.2. OPTIMIZACIJA PARAMETRA THICKNESS 49

Optimizacija parametra thickness s drugim opcijama meshiranja

Ako uzmemo nesto “manje fini” mesh koji je generiran opcijama :

opcije_stapovi= ’'geo -3 -format mesh -clmin le-4 -clmax 5e-4’;
opcije_sinus = ’geo -3 -format mesh -clmin 3e-5 -clmax 5e-5’;

dobivamo sljedece grafove koji prikazuju ovisnost :

e Parametra compliance o parametru thickness
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Slika 4.19: Compliance 1 thickness

Uocavamo kako se compliance ponaSa jednako i s manje finijim opcijama meshira-
nja.

e [? norme rjeSenja o parametru thickness
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Slika 4.20: L? norma rjeSenja i thickness

e L? norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.21: L? norma naprezanja i thickness

Opet su ponasanja dosta sli¢na, ovdje uocavamo vise skokova. §to je i ocekivano.

e Maksimalnog radijalnog pomaka o parametru thickness
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Slika 4.22: Maksimalni radijalni pomak rjeSenja i thickness

Maksimalni radijalni pomak ima sli¢no ponaSanje, donja granica je jednaka za obje
opcije meshiranja, dok se gornja granica u ovom slucaju povecala.

e Maksimalnog longitudinalnog pomaka o parametru thickness
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Slika 4.23: Maksimalni longitudinalni pomak rjeSenja i thickness

e Maksimalne euklidske norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.24: Maksimalna euklidska norma naprezanja i thickness

MoZemo uociti kako prikazani graf ovisnosti sadrZi puno manje skokova nego Sto
sto smo dobili s finijim opcijama meshiranja. Takoder se gornja granica smanjila.

e Maksimalne sup-norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.25: Maksimalna sup-norma naprezanja i thickness

MoZemo zakljuciti da smo zapravo za manje “fine” opcije meshiranja dobili "finije”
grafove ovisnosti, no da i dalje ima odredenih skokova i nepravilnosti.

4.3 Optimizacija parametra thickness za bending
problem

Umjesto sile tlaka, promatrat ¢emo slucaj kada na stent djeluje bending sila u smjeru y-osi.
Odnosno, u varijacijskoj zadaci (3.5) sila g sada postaje

2
xmax
g(x,y,2) = (0,8(x,y,2),0), t.d. g(x,y,2) = k- (x ) ) ’ 4.2)

gdje je k konstanta, a x,,, iznos najvecCe vrijednosti x koordinate koju tocke na stentu
postizu.

U naSem slucaju uzet ¢emo da je k = 10'° i rjesit ¢emo bending problem za krupnije
opcije meshiranja, gdje thickness variramo u istim granicama kao 1 prije.

Implementacija ove bending zadace u FreeFem++-u glasi:
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//BENDING PROBLEM

// Macro

real sqrt2 = sqrt(2.);

macro epsilon(ul, u2, u3) [
dx (ul),
dy (u2),
dz (u3),
(dz(u2) + dy(u3))/sqrt2,
(dz(ul) + dx(u3))/sqrt2,
(dy(ul) + dx(u2))/sqrt2

]

macro div(ul, u2, u3) (dx(ul) + dy(u2) + dz(u3))

// Problem

varf Lame ([ul, u2, u3], [vl, v2,

= int3d(stent) (

lambda*div(ul, u2, u3)*div(vl, v2, v3)

+ 2.*mi*( epsilon(ul, u2,

)

varf Nadopunal ([ul,u2,u3], [vl,v2,v3])

= int3d(stent) (1*vl);

varf Nadopuna2 ([ul,u2,u3], [vl,v2,v3])

= int3d(stent) (1*v2);

varf Nadopuna3 ([ul,u2,u3], [vl,v2,v3])

= int3d(stent) (1*v3);

varf Nadopuna4 ([ul,u2,u3], [vl,v2,v3])

= int3d(stent) (z*v2-y*v3);

varf Nadopuna5 ([ul,u2,u3], [vl,v2,v3])

= int3d(stent) (x*v3-z*vl);

varf Nadopuna6 ([ul,u2,u3], [vl,v2,v3])

= int3d(stent) (x*v2-y*vl);

*epsilon(vl,

varf desnaStrana ([ul,u2,u3], [vl,v2,v3]) =
int2d(stent,1) ((k*(x-(xmax/2)) "2)*v2 );

matrix AA = Lame(Rh, Rh);

real[int] BB1 = Nadopunal(®, Rh);
real[int] BB2 = Nadopuna2(®, Rh);
real[int] BB3 = Nadopuna3(®, Rh);
real[int] BB4 = Nadopuna4(®, Rh);
real[int] BB5 = Nadopuna5(®, Rh);

v2,
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v3) )
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real[int] BB6 = Nadopuna6(®, Rh);
matrix AAA = [

[AA, BB1, BB2, BB3, BB4, BB5, BB6],
[BB1’, O, O, O, O, 0O, 0],
[BB2’, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
[BB3’, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
[BB4’, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
[BB5’, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
[BB6’, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

i

set (AAA, solver=sparsesolver);

real[int] bl1(1);

b1=0;

real[int] RHSvec® = desnaStrana(®,Rh);
real[int] RHSvec = [RHSvec®,bl,bl,bl,bl,bl,bl];

real[int] vektorRj = AAA"-1*RHSvec;
ul[]=vektorRj(0:Rh.ndof);

real compliance = int2d(stent,1) ((k*(x-(xmax/2)) "2)*u2 );

Za razliku od dosada$nje implementacije pure traction, ova zadaca je implementirana
u FreeFem++-u na nacin da Koristi varijable tipa varf(eng. variational form), te na taj
nacin mozemo zadati viSe uvjeta za koje Zelimo da vrijede pri rjeSavanju zadace. Varijabla
Lame tipa varf predstavlja lijevu stranu zadace (3.5), odnosno fQ Ce(u) : e(v)dx. Varijable
Nadopunal-Nadopuna6 predstavljaju uvjet da testna funkcija v = (vy, v, v3) zadovoljava

fvdxz() &fxxvdx:(),
Q Q

odnosno radi se 0 nametanju uvjeta i1z prostora V kroz mjeSovitu formulaciju 1 Lagrange-
ove multiplikatore.

U priloZenom isjeCku koda kod raCunanja compliance vrijednosti u2 je 2. komponenta
rjeSenja bending zadace. Varijabla desnaStrana je upravo desna strana (3.5).

Napomenimo kako Zelimo da je stent Sto kruéi pri djelovanju radijalne sile, dakle da
ima minimalni compliance, te da je Sto savitljiviji pri djelovanju bending sile, odnosno sile
savijanja, kako bi se prilagodio zakrivljenim Zilama. Dakle, sada Zelimo da je compliance
Sto vecdi.

Promotrimo ponovno grafove ovisnosti, ali kao Sto ¢e biti vidljivo sa grafova koji sli-
jede, zadaca nije uspjesno rijeSena za sve vrijednosti parametara thickness, stoga ¢e na
grafovima neke vrijednosti biti jednake 0. Razlog tomu su vjerojatno problemi s automat-
skim meshiranjem.
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e Ovisnost parametra compliance o parametru thickness
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Slika 4.26: Compliance i thickness

Ovdje uocavamo kako je compliance maksimalan za minimalnu vrijednost thickenss
parametra, dok je u slucaju gdje je sila g bila tlak compliance imao suprotno ponaSanje,
odnosno rastao je kako raste i thickness.

e Ovisnost L? norme rjeSenja o parametru thickness
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Slika 4.27: L? norma rjeSenja i thickness

L? norma rjeenja ima vrlo sli¢no ponasanje kao compliance, $to ima smisla s defi-
nicijom podatljivosti.

e Ovisnost L? norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.28: L? norma naprezanja i thickness

e Ovisnost maksimalnog radijalnog pomaka o parametru thickness
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Slika 4.29: Maksimalni radijalni pomak rjeSenja i thickness

e Ovisnost maksimalnog longitudinalnog pomaka o parametru thickness



62

POGLAVLIJE 4. ANALIZA I KALIBRIRANJE

N
no n

maxlongpomak
—
3y

05

0

3.5 4

45 5 ]
sinus thickness

Slika 4.30: Maksimalni longitudinalni pomak rjeSenja i thickness

e Ovisnost maksimalne euklidske norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.31: Maksimalna euklidska norma naprezanja i thickness

e Ovisnost maksimalne sup-norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.32: Maksimalna sup-norma naprezanja i thickness

Pogledajmo kako bending sila djeluje na stent (k = 10'°).
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Nedeformirani stent Deformirani stent, k=110
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Slika 4.33: Nedeformirani i deformirani stent u xy- ravnini, thickness = 5.53061 - 107>

Nedeformirani stent Deformirani stent, k=1e10
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Slika 4.34: Nedeformirani i deformirani stent u xz- ravnini, thickness = 5.53061 - 107>
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Nedeformirani stent Deformirani stent, k=1e10

Slika 4.35: Nedeformirani i deformirani stent u yz- ravnini, thickness = 5.53061 - 10>

Nadalje, usporedimo rjeSenja s maksimalnom i minimalnom podatljivo$¢u za k = 10°.

thickness = 710~ thickness = 3-107°

Slika 4.36: Deformirani stentovi u xy-ravnini
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Slika 4.37: Deformirani stentovi u xz-ravnini

thickness = 7-107° thickness = 3-107°

Slika 4.38: Deformirani stentovi u yz-ravnini

Vidimo da je stent koji ima minimalnu podatljivost (lijevi stent na slikama 4.36, 4.37,
4.38) krudi, u smislu da ga je bending sila manje savila nego stent s minimalnom podat-
ljivos¢u (desni stent na slikama).

Pogledajmo i §to moZemo reci o naprezanju.
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Slika 4.39: iznos komponente Ce(u);;

Vidimo da se stentovi sa najvecom (desni stent) i najmanjom (lijevi stent) sup-normom
naprezanja razlikuju u komponenti Ce(u),; na zavojitom dijelu stenta.

Slika 4.40: iznos komponente Ce(u)y,
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Takoder, na mjestu spajanja zavojith dijelova stenta i Stapova komponente tenzora na-
prezanja postiZu netrivijalne vrijednosti, te ponovno stent s najveCom sup-normom napre-
zanja postiZze veée vrijednosti, Sto je i oekivano. Isti zakljucci vrijede i za ostale kompo-
nente tenzora naprezanja.

Rjesavanje bending zadace s grubljom mrezom

Zbog poteskoca rjeSavanje zadace u FreeFem++-u izaberimo joS$ krupnije opcije meshira-
nja:

opcije_stapovi = ’geo -3 -format mesh -clmin 5e-4 -clmax 6e-4’;
opcije_sinus = ’geo -3 -format mesh -clmin 5e-5 -clmax 6e-5’;

Kada iteriramo po diskretnim vrijednostima thickness parametra kao i prije, za svaku
vrijednost parametra FreeFem++ uspijeva rijeSiti bending problem.
Promotrimo grafove ovisnosti.

e Ovisnost parametra compliance o parametru thickness
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Slika 4.41: Compliance i thickness
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PoSto nam je od interesa promatrati stent s najveCom podatljivosti, vidimo da nam
najvise odgovara thickness = 3 - 107,

e Ovisnost L? norme rjeSenja o parametru thickness
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Slika 4.42: L? norma rjeSenja i thickness

e Ovisnost L? norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.43: L? norma naprezanja i thickness

e Ovisnost maksimalnog radijalnog pomaka o parametru thickness

71
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Slika 4.44: Maksimalni radijalni pomak rjeSenja i thickness

e Ovisnost maksimalnog longitudinalnog pomaka o parametru thickness
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Slika 4.45: Maksimalni longitudinalni pomak rjeSenja i thickness

e Ovisnost maksimalne euklidske norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.46: Maksimalna euklidska norma naprezanja i thickness

Norma se ne ponasa monotono, a neke od to¢aka u kojima mijenja monotonost su
upravo vrijednosti parametra thickness za koje FreeFem++ nije uspio rijesiti zadacu
s finijim opcijama meshiranja. UoCavamo odredeni rast norme naprezanja za vrijed-
nosti thickness-a oko 6.5 - 107, dok je s prethodnim opcijama meshiranja taj rast
uodljiv za vrijednosti thickness parametra oko 5.3 - 107>,

¢ Ovisnost maksimalne sup-norme naprezanja o parametru thickness
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Slika 4.47: Maksimalna sup-norma naprezanja i thickness

Obje norme tenzora naprezanja postizu najveéu vrijednost za thickness = 3 - 107,
Sto je oCekivano jer je za isti taj parametar i compliance najveci.

Promotrimo deformirane stentove s najve¢om i najmanjom podatljivos¢u za nesto ma-

nji k. Stavimo k = 5 - 10% jer za k = 10'" dolazi do velikih deformacija u stentu s
maksimalnom podatljivoscu.
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thickness=7-10> thickness=3-107°

Slika 4.48: Deformirani stentovi u xy-ravnini

Slika 4.49: Uvecéani dio oko polovine deformiranog stenta po x-osi za thickness = 3 - 107>

Uocimo kako se kod stenta s maksimalnom podatljivo$¢u po polovini x-osi skoro doti¢u
zavojiti dijelovi stenta.
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thickness=7-10"°

thickness=3-10>

Slika 4.50: Deformirani stentovi u xz-ravnini

thickness=7-10"2 thickness=3 103

Slika 4.51: Deformirani stentovi u yz-ravnini

Pogledajmo $to moZemo reéi o tenzoru naprezanja za stent s maksimalnom podat-
ljivoséu.
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Slika 4.52: Vrijednosti komponente Ce(u),3 za thickness = 3 - 107>

Tenzor naprezanja postiZze najveée vrijednosti na mjestima gdje se spajaju Stapovi i
zavojiti dijelovi stenta i na zavojitim dijelovima stenta. Takoder uo¢imo da su vrijednosti
komponente tenzora to vece kako se priblizavamo srediStu stenta po x-osi.
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Sazetak

U ovom radu detaljnije smo objasnili ulogu stenta u medicini. Pri tome je posebna paZnja
posveéena Cypher stentu. Zatim smo s matematicke strane opisali zadacu koja opisuje
deformaciju 1 pomak stenta pri djelovanju sila, pri c¢emu stent nije nigdje ucvrséen (pure
traction zadaca). Pokazali smo na kojem prostoru funkcija rjeSenje problema postojiida je
jedinstveno. Kona¢no smo implementirali geometriju Cypher stenta i pure traction zadau
kada na stent djeluje sila tlaka iznutra te kada na njega djeluje bending sila koja ga savija.
Pri tim zadacama posebno smo promatrali podatljivost (eng. compliance) stenta s ciljem
da to svojstvo minimiziramo kada na stent djeluje sila tlaka, odnosno da ga maksimiziramo
kada na stent djeluje bending sila.






Summary

In this work, we have elaborated on the role of stents in medicine, with particular emphasis
on the Cypher stent. Then, from a mathematical perspective, we described a task that
would accurately depict the deformation and displacement of the stent under the influence
of force, with the stent remaining unyielding (pure traction problem). We demonstrated
the space of functions where a solution exist and be unique. Finally, we implemented
the geometry of the Cypher stent and the pure traction task when the stent is subjected
to internal pressure force and bending force that bends it. In these tasks, we specifically
observed the compliance of the stent in order to minimize this property when pressure force
acts on it and maximize it when bending force acts on it.
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