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UVOD

Geometrija je matematicka disciplina koju su proucavale 1 implementirale prve
civilizacije. Razvijala se prakti¢nom primjenom u svakodnevici, gdje je pruzala odgovore
na razlicita pitanja s kojima su se ljudi susretali. Poucavanje geometrije ¢esto je slozenije
od poucavanja drugih matematickih disciplina, §to je u proSlosti nerijetko rezultiralo
nedovoljnom zastupljenos¢éu geometrijskog sadrzaja u nastavi. Galileo Galilei je rekao:
,» 1 ko razumije geometriju posjeduje mo¢ razumijevanja svijeta.*, Sto ukazuje na njezinu
iznimnu vaznost. Danas je geometrija integralni dio obrazovanja ve¢ od prvog razreda
osnovne Skole. Kod uc¢enika je potrebno razvijati dva koherentna nacina geometrijskog
razmi$ljanja. Prvi nacdin je prostorno razmisljanje, odnosno promisljanje o obliku i

prostoru, a drugi je razmi$ljanje o kvantitativnim, tj. mjerivim obiljezjima oblika.

Nizozemski brac¢ni par van Hiele bavio se razinama razvoja geometrijskog
misljenja 1 njihovim karakteristikama. Cilj ovog diplomskog rada je prikazati izgradnju
koncepata duljine 1 povrsSine tijekom osnovnoskolskog i srednjoSkolskog obrazovanja
kroz prizmu van Hiele teorijskog modela razvoja geometrijskog misljenja i ilustrirati je
primjerima prikladnih ucenickih aktivnosti kojima se poti¢e njihov napredak iz nize u

sljedecu visu van Hiele razinu.

U prvom poglavlju fokus je na formaliziranom matematickom opisu koncepata
duljine 1 povrsine. Drugo poglavlje posveceno je detaljnoj analizi van Hiele modela
razvoja geometrijskog misljenja. Ovaj teorijski okvir pruZza uvid u proces razvoja
geometrijskog misljenja kod ucenika. Trece poglavlje usredotoceno je na integraciju

koncepata duljine i povrsine u nacionalnom matematickom kurikulumu u Hrvatskoj. U
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Cetvrtom 1 petom poglavlju predstavljen je niz aktivnosti primjenjivih za poucavanje
koncepata duljine i povrsine na razli¢itim van Hiele razinama . Sesto poglavlje usmjereno
je na analizu zadataka TIMSS 1 PISA istrazivanja te natjecanja Matematicki klokan
vezanih uz koncepte duljine i povrsine, tj. analizu razine van Hiele modela koju zahtijeva

pojedini zadatak.



1. MATEMATICKI POJMOVI DULJINE I POVRSINE

Pojmovi duljine, udaljenosti i povrsine koji se uobic¢ajeno koriste u svakodnevnom
zivotu 1 Skolskoj matematici, u matemati¢kim su teorijama formalizirani i generalizirani
u apstraktne pojmove norme i metrike. U ovom ¢emo poglavlju definirati ove pojmove i

ilustrirati ih primjerima.
1.1. Pojam duljine

Zapoc¢injemo pojmovima norme 1 metrike na realnom vektorskom prostoru.
Definicija 1.1.1.  Norma na realnom vektorskom prostoru X je preslikavanje

I - |l: X = R sa sljede¢im svojstvima:

(N1) llx]| = 0, za svako x € X, (nenegativnost)

(N2) x|l =0 x =0, (pozitivna definitnost)

(N3) llx + yIl < llx]| + ||y, za svaki izbor x,y € X, (nejednakost trokuta)

(N4) llax|| = |a|||x||, za svaki izbor x € X i @ € R. (homogenost)
Uredeni par (X, || - ||) naziva se normirani prostor.

Primjer norme na vektorskom prostoru R" je tzv. p-norma. Opcenito, za svaki

1
realni broj p, p >0, definiramo [lx|[, = (Ix1|P + [x2|? + -« + |x,|P)?, za

x = (X1,X2, ..., Xp) € R™ Funkciju || - ||,: R* - R nazivamo p — normom na R"™. Jo§



jedan vazan primjer norme na R" je oo —norma, max-norma ili Cebisevljeva-norma

definirana na sljedec¢i nacin:
Xl = maxpeqs,..nylxxl, x € R™.

U primjeni su najvazniji sluc¢ajevi p = 1 i 2 spomenute p —norme na realnom

vektorskom prostoru R™:

1.1 —norma [lx|l; = [x1] + [xz| + - + |xnl,

2. 2 —norma ||x||, = \/lelz + |22 4+ -+ x| 2.

1-norma naziva se jo§ i Manhattan-norma' ili Taxicab-norma, a 2 —norma poznata je i

kao euklidska norma. ([1], [2])
Primjer 1.1.1. KruZnica u R? (u ravnini) u razli¢itim normama

Euklidska norma na vektorskom prostoru R? predstavlja duljinu duzine ¢ije su
krajnje tocke (0,0) i (x,y), tj. |G, |, = m . Znamo da je kruznica skup svih
tocaka ravnine jednako udaljenih od neke Cvrste tocke (sredista kruznice) te ravnine, no
njen oblik ovisit ¢ o normi u kojoj raCunamo. Primjerice, u
1 —normi, tj. ||(x, ¥)|l; = |x| + |y|, graf relacije |x| + |y| = 1 je kvadrat sa sredistem u
ishodiStu koordinatnog sustava, s vrhovima na koordinatnim osima te dijagonalom
duljine 2. Drugim rije€ima, kruznica s obzirom na 1 — normu ima oblik kvadrata sa

srediStem u ishodiStu koordinatnog sustava, i s vrhovima na koordinatnim osima

(Slika 1.1.1.).

Slika 1.1. 1. Jedinicna kruznica u 1-normi u ravnini

! Razlog tomu je organizacija prometa na Manhattanu. Naime, on je organiziran pravokutnom mrezom
avenija i ulica, a ovom normom se opisuju udaljenosti u tako organiziranom prometnom sustavu.
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Za razliku od 1 — norme u kojoj je veza linearna, u 2 — normi veza je kvadratna,
tj. vrijedi sljedeca relacija x? + y? = 1%. Kvadratna relacija je uzro¢nik zakrivljenosti,
stoga je graficki prikaz ove relacije kruznica sa srediStem u ishodistu koordinatnog

sustava radijusa 1 kao na Slici 1.1.2. (lijevo). Na Slici 1.1.2. (desno) je oblik kruznice u

1 . 1 1 1
- — normi, tj. za x|z + |ylz = |1]=.

Slika 1.1. 2. Jedinicna kruznica u 2 — normi (lijevo) i u

1 : .
> - normi (desno) u ravnini

KruZznica s obzirom na 3 — normu ima oblik kao na Slici 1.1.3. (lijevo), tj. za

|x|® + |y|® = |1]® poprima oblik ,kvadrata“ sa zaobljenim vrhovima, a oblik koji

1 1 1
poprima u % —normi, tj. za |x|3 + |y|3 = |1|3, nalazi se na Slici 1.1.3.(desno).

Slika 1.1. 3. Jedinicna kruznica u 3 - normi (lijevo) i u

1 . .
3 - normi (desno) u ravnini



Kruznica s obzirom na oo — normu nalazi se na Slici 1.1.4.

-1

[

Slika 1.1. 4. Jedinicna kruznica u o - normi u ravnini
Primjer 1.1.2. Sfera u R3 (u prostoru) u razli¢itim normama

Euklidska norma na vektorskom prostoru R predstavlja duljinu duZine ¢ije su
krajnje tocke (0,0,0) i (x,y,2), . [|(x,y,2)|l, = Vx? + y? + z2.

Znamo da je sfera skup svih tocaka u prostoru jednako udaljenih od neke Cvrste
tocke (sredista sfere). Oblik jedini¢ne sfere ovisi 0 normi u kojoj racunamo. Na primjer,
jedini¢ne sfere u prostoru u 1 — normi, tj. za |x| + |y| + |z| =1, 2— normi, tj. za

1 1 1 1
x?+y2+2z2=12 % — normi, tj. za |x|z2+ |y|z+ |z|z =|1|z, 3 — normi, tj. za

.1 .. 1 1 1 1 .

|2+ |yI1® + |z|]® = |13, 5 —normi, tj. za |x[3 + |y[3 + |z[3 = |1]3, nalaze se na Slici
.. .. 1

1.1.5. redom, slijeva nadesno. Uo¢imo da su 1 — norma, 2 — norma, 5 — horma, 3 —norma

1 § — norma specijalni slucajevip —normezap = 1,p=2,p = %, p=3tep = %



X= ""-- y X * ~-
- 'k,r . + I"
Slika 1.1. 5. Jedinicna sfera u 1 - normi, 2 - normi, 5 - normi,

.. 1 .
3 —normi i g - normnii MpVOStOVM

Uvodenje p — normi omoguc¢ava racunanje udaljenosti izmedu dviju to¢aka na
razliite nacine. Opcenito, udaljenost izmedu dviju tocaka nekog skupa definira se na

sljedeci nacin:
Definicija 1.1.2.  Neka je X # @ neprazan skup i d: X X X — R preslikavanje sa

Kartezijevog produkta X X X u skup realnih brojeva R za koje vrijedi:

(MI) d(x,y) =0, (nenegativnost)

(M2) dlx,y) =0 x=y, (pozitivna definitnost)
(M3) d(x,y) = d(y,x), (simetri¢nost)

(M4) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), (nejednakost trokuta)

za svaki izbor x,y,z € X. Kazemo da je d funkcija udaljenosti ili razdaljinska funkcija,

odnosno metrika na skupu X. Tada uredeni par (X, d) nazivamo metri¢ki prostor. ([9])



Uo¢imo da je norma definirana na vektorskom prostoru, a metrika na
proizvoljnom nepraznom skupu. Takoder, svaki normirani prostor postaje na prirodan
nacin metri¢ki prostor, tj. vrijedi da norma inducira metriku. To nam govori sljedeci

teorem:

Teorem 1.1.1. Neka je (X, || - ||) normirani prostor. Tada je sa d(x,y) = ||x — y|| dana

metrika na X, za sve x,y € X.
Dokaz.

Iz svojstava norme je o€ito da su za preslikavanje d ispunjena svojstva nenegativnosti,
pozitivne definitnosti 1 simetri¢nosti. Naime, d(x,y) = |lx —y| = 0. Nadalje,
d(x,y) = ||lx — y|| = 0 ako i samo ako je x —y = 0, tj. x = y. Iz svojstva homogenosti
slijedi: d(x,y) = llx =yl = l=-(=x+ Nl = [-1 - [[-=x + ¥yl = lly = x|l = d(¥,x), 4.

vrijedi simetri¢nost. Nejednakost trokuta se takoder lako dokaze:
dx,y) =llx=yll=llx =2+ =Ml < llx =zl + llz = yll = d(x,2) + d(y, 2).

|
1.2. Aksiomi euklidske geometrije

U skolskoj matematici pojmovi norme i metrike pojavljuju se u euklidskoj
geometriji ravnine i prostora. Euklidska ravnina (ili samo ravnina) je skup M cije
elemente zovemo toCkama, a neke istaknute podskupove pravcima. Slicno, euklidski
prostor (ili samo prostor) je skup M5 ¢ije elemente zovemo tockama, a neke istaknute
podskupove pravcima i ravninama. Spomenuti objekti zadovoljavaju odredene aksiome?

koje ¢emo navesti u ovom poglavlju. ([16], [17])

Aksiom 1.2.1. Aksiomi incidencije ili pripadanja

(I1)  Za svake dvije razlicite tocke A, B € M postoji jedinstveni pravac iz M kojemu
one pripadaju, tj. koji prolazi tim to¢kama. Kaze se jo§ da su tocke A i B incidentne
s tim pravcem, a oznaka toga pravca je AB.

(I2)  Svakom pravcu pripadaju barem tri razlicite tocke.

(I3)  Postoje tri nekolinearne tocke, tj. takve tri tocke koje ne pripadaju jednom te istom

pravcu. Tocke koje pripadaju istom pravcu zovu se kolinearne tocke.

2 Dolazi od greke rijedi aksios, §to znadi temeljno nacelo &ija se valjanost i istinitost prihvaca bez
dokazivanja.
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Aksiom 1.2.2. Aksiomi uredaja ili poretka

(Ul) Na svakom pravcu ravnine postoje to¢no dva medusobno suprotna linearna
uredaja.

(U2) (Paschov aksiom) Ako neki pravac sijeCe jednu stranicu trokuta i ne prolazi niti

jednim vrhom toga trokuta, onda on sijece jo§ barem jednu njegovu stranicu

(Slika 1.2.1.).

A / B
Slika 1.2. 1. Paschov aksiom

Aksiom Ul omogucava definiciju relacije ,,biti izmedu®, a time i definiciju duZine.
Naime, ako su A 1 B dvije razlicite tocke ravnine, onda prema navedenom aksiomu slijedi
postojanje jedinstvenog pravca kojemu one pripadaju. Za tocku T toga pravca kazemo da
se nalazi izmedu toCaka A 1 B ako vrijedirelacijaA < T < Bilirelacijad = T = B. Skup
svih to¢aka pravca AB koje se nalaze izmedu toaka A 1 B nazivamo duZinom 1

oznacavamo sa AB, a tocke A 1 B krajevima te duZine.

Aksiomi metrike ve¢ su navedeni u Definiciji 1.1.2. Podsjetimo se, to su sljedeci

aksiomi: nenegativnost, pozitivna definitnost, simetri¢nost te nejednakost trokuta.

Navedimo sada nekoliko primjera metrike. Broj d(4, B) nazivamo duljinom
duzine AB ili udaljenost to¢aka A i B, tj. duljina duZine je metrika. Nejednakost trokuta
sada mozemo izreci 1 ovako: Zbroj duljina dviju stranica trokuta uvijek je ve¢i od duljine
treCe stranice. Za svaki polupravac (Ou) s vrhom u O i za svaki realni broj

x > 0 postoji (jedinstvena) tocka T na tom polupravcu takva da je d(0,T) = x.

Slijedi jo$ jedan primjer metrike. Neka je X # @ neprazan skup. Na tom skupu

1, x#y

0, x=y To je tzv. diskretna metrika. ([9], [16])

definiramo udaljenost sa d(x,y) = {



Nadalje, pojam udaljenosti otvara put definiranju izometrije ravnine:

Definicija 1.2.1.  Preslikavanje f: M — M je izometrija ravnine M ako vrijedi

d(f(A),f(B)) = d(A, B) za svaki izbor A,B € M.

Aksiom 1.2.3. Aksiomi simetrije

(SD)

(82)

Za svaki pravac p € M postoji jedinstvena izometrija s,: M — M razli¢ita od
identitete, za koju s, (T) =T, zasvako T € p. Ta se izometrija zove osna simetrija
obzirom na pravac p, a pravac p se zove os simetrije.

Za svaki par (O, Oy) polupravaca s vcthom u O postoji barem jedan pravac p takav

da je s,(0x) = 0,.

U prostoru, to¢ke i pravci, osim Sto zadovoljavaju ranije navedene aksiome

planimetrije (geometrije ravnine), zadovoljavaju sljedece:

Aksiom 1.2.4. Aksiomi stereometrije (geometrije prostora)

(A1)

(A2)

(A3)

(A4)
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Za svaku ravninu T C M5 postoje tocke prostora koje joj pripadaju i koje joj ne
pripadaju, stoga je m pravi podskup prostora M5. Ako tocke pripadaju ravnini 7,
onda kazemo da je m incidentna s tim to¢kama, a ako neka tocka ne pripada ravnini
m, onda kazemo da ta tocka nije incidentna s ravninom .

Ako dvije razlicite ravnine imaju zajednicku toc¢ku, onda one imaju zajednicki 1
Citav pravac. Dakle, taj pravac je presjecnica tih ravnina.

Ako dva razli¢ita pravca imaju zajednic¢ku tocku, onda postoji jedna i samo jedna
ravnina koja sadrzi te pravce. Tada je ta ravnina odredena tim pravcima.

Postoji funkcija d: M3 X M; — R takva da je:
1. d(A,B) = 0, za svaki izbor A,B € M5,d(A,B) =0 <& A =B,
2. d(A,B) = d(B, A), za svaki izbor A,B € M,

3. d(A,B) <d(A,C)+d(C,B), za svaki izbor A,B,C € M5 i pri tome znak

jednakosti vrijedi ako i samo ako je C € AB.



Uocimo da je potrebno preformulirati prvi i tre¢i aksiom incidencije. Naime, iz
tvrdnje da kroz svake dvije razlicite tocke ravnine prolazi jedinstven pravac ne slijedi
istinitost za svake dvije razlicite toCke prostora. Sli¢no je i s treCim aksiomom, stoga te

aksiome izri¢emo ovako:

(I1) Kroz svake dvije razlicite toCke prostora prolazi jedan i samo jedan pravac.

(I3) Za svaki pravac postoje tocke koje mu pripadaju i koje mu ne pripadaju. ([17])
1.3. Duljina luka krivulje

U srednjoSkolskoj matematici polazi se od intuitivno jasnih pojmova krivulje u
ravnini te luka krivulje. U svrhu definiranja pojma krivulje prvo definirajmo pojam

homeomorfizma.

Definicija 1.3.1. Neka je M ravnina. KaZzemo da su skupovi S,§" € M homeomorfni
ako postoji bijekcija f: S — S’ takva da su f i ! neprekidne. Funkciju f nazivamo

homeomorfizam.

Jednostavna krivulja je homeomorfna slika segmenta. Opcenito, krivulja je unija
jednostavnih krivulja. Dio krivulje izmedu njene dvije tocke nazivamo lukom krivulje. U
nastavku slijedi intuitivni, odnosno neformalni pristup duljini luka krivulje, tj. duljini

grafa funkcije.

Promotrimo Sliku 1.3.1. Neka je f:[a, b] = R neprekidna funkcija na [a, b] i
derivabilna na (a, b). Tada je ona i ograni¢ena na [a, b] pa ima smisla promatrati duljinu
njenog grafa, d(l}). Tu duljinu odredit ¢emo tako da graf aproksimiramo poligonalnom
linjjom T T4T,..T,, pri Cemu je neENa=x<x <x,<--<x,=b 1

Ti(xi,f(xi)),i =012, ..,n.
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Slika 1.3. 1. Rektifikacija® luka krivulje

Sto je vise todaka T; duZ cijelog grafa, to poligonalna linija bolje aproksimira graf, a njena

duljina duljinu grafa, d(T}). Dakle, za Ax; = x;1; — x; = 0 zan — 00 imamo:

A(Ty) = lim > |TTeral = lim > ey =502 + ( Ciern) — /()2
i=0 i=0

§<f<xi+1) - f(x»)zg

ey

n—

= lim Z
n—-o0o :

1=

b
=f 14 [f'(0)]? dx.

[f' ol

Dakle, duljinu krivulje aproksimiramo kao povrSinu ispod grafa druge funkcije, tj.

funkcije zadane pravilom pridruZivanja /1 + [f'(x)]? na istom segmentu.

1.4. Pojam povrSine

U ovom ¢emo odjeljku definirati pojam povrSine mnogokuta kao funkciju koja
svakom mnogokutu pridruzuje ,,mjeru povrsine*“. U §koli se mnogokut ¢esto definira kao
dio ravnine omeden kona¢nim brojem duZina koje se nadovezuju jedna na drugu (na kraj

jedne duzine nadovezuje se pocetak druge duzine). Unija kona¢no mnogo takvih duzina

3PotjeCe od latinskog izraza rectificatio, koji dolazi od glagola rectificare, §to znali ,ispraviti ili
»popraviti“. U kontekstu matematike, znaci izratunavanje duljine krivulje ili njezina luka, tj. ,,ispravljanje*
ili ,,izravnavanje* krivulje u svrhu lakSeg mjerenja i analiziranja.

12



naziva se poligonalna linija. Prema tome, mnogokut se jo§ naziva poligon. Primjer

poligona nalazi se na Slici 1.4.1.

M, M,

Slika 1.4. 1. Primjer mnogokuta (poligona)

Definicija 1.4.1. Neka je P skup svih poligona u ravnini (ukljuc¢ujuéi @). Povrsina
(plostina) p na skupu P je funkcija p: P — R sa sljede¢im svojstvima (aksiomima):
(P1) p(IT) = 0, zasvako Il € P, (aksiom pozitivnosti)

(P2) p(Il, + I1,) = p(Il,) + p(Il,), za svaki izbor I}, I1, € P,
(aksiom aditivnosti)
(P3) Ako je I1; = II, onda je p(Il;) = p(I1,), za svaki izbor I1;,II, € P,
(aksiom invarijantnosti)
(P4) Postoji barem jedan kvadrat K sa stranicom 1 takav da je p(K) = 1.

(aksiom normiranosti)
Broj p(IT) zovemo povrsina poligona II.

Definicija 1.4.2. Neka je M ravnina. Za skup to¢aka S € M kazemo da je izmjeriv,
ako za svako &€ > 0postoje poligoni IT i II' takvi da vrijedi IS SCII' i
p(1") —p(D <e.

Poligon IT je upisan skupu S, a poligon II' je opisan skupu S. Prema tome,
prethodnu definiciju moZemo izre¢i 1 ovako: Skup tocaka je izmjeriv ako se razlika
povrsina tom skupu opisanog i upisanog poligona moze u€initi po volji malom. Nadalje,
neka je U(S) skup svih poligona upisanih skupu S, a O(S) skup svih poligona opisanih
skupu S. Tada je unutarnja povrsina od S py(S) = sup {p(ID|I1 € U(S)}, a vanjska
povrS§ina od S je pp(S) = inf{p(ID)|I1 € 0(S)}. OCito vrijedi py(S) < pp(S). Ako

vrijedi jednakost py(S) = pp(S), onda kazemo da je skup S izmjeriv u Jordanovom
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smislu i da je njegova povrsina u Jordanovom smislu jednaka p(S) = py(S) = pp(S).

Mjeru ili povr$inu definiramo na izmjerivim skupovima. ([16])

Za odredivanje povrsine korisna je metoda tzv. Cavalierijev princip za ravninu.
Naime, talijanski geometar Bonaventura Cavalieri otkrio je da ako dva izmjeriva skupa u
ravnini S; 1S, imaju svojstvo da postoji pravac p, takav da sve paralele sa p sijeku S; i
S, u dvije jednake duzine, onda su im povrSine jednake. Intuitivno, ako figuru u ravnini
zamislimo kao da je sastavljena od uskih pravokutnih traka male visine ¢ije su baze
duzine koje sijeku figuru i paralelne su, onda povrSina same figure priblizno odgovara

zbroju povrsina tih pravokutnika (Slika 1.4.2.).

Slika 1.4. 2. Aproksimacija povrsine figure pravokutnicima

Ova aproksimacija postaje preciznija Sto su trake uze, odnosno $to su visine pravokutnika
manje. Primijenimo li ovaj koncept na dvije figure, primje¢ujemo da na svakoj razini
imamo jednake pravokutnike, jer su im visine jednake po konstrukciji, a baze su jednake
prema pretpostavci. U tom slucaju, povrSine ,,stepenastih® figura su jednake, a one su

priblizno jednake 1 povrSinama zadanih figura (Slika 1.4.3.).

—_— e e - .q._+_°'_ _____

B TSNS L - C _::»—+|7¢eD— -

SR REEPVEED Sy S N
E F E F

Slika 1.4. 3. Cavalierijev princip za ravninu
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U pocetcima matematicke analize promatra se problem racunanja povrSine
podrucja R omedenog grafovima dviju neprekidnih funkcija f, g: [a, b] = R, pri ¢emu je

f(x) < g(x) za svako x iz segmenta [a, b], tj. skupa
R={(x,y) ER*la<x<bhf(x)<y<g}
Primjer takvog podrucja R vidimo na Slici 1.4.4., a njegova povrsina dana je formulom s

odredenim integralom: p(R) = ff[g(x) — f(x)]dx. Ovdje je nuzno ukazati na

Jordanovu mjeru da bi se dobio uvid na kakvu povrSinu se misli.

Y

>

£ (el e g el . S i Yot s

Slika 1.4. 4. Povrsina podrucja omedenog grafovima dviju neprekidnih funkcija

Dokazimo sluc¢aj kada je R podrucje omedeno pravcima x = a, x = b, osi apscisa
te grafom jedne neprekidne funkcije f:[a,b] = R, f(x) = 0 za svako x iz intervala
[a,b],tj.zaR = {(x,y) ER?la <x < b, 0 <y < f(x)}. Kazemo jos da se podrucje R
nalazi ,,ispod* grafa funkcije f.

Dokaz.

Uzmimo niz toCaka a =xy <x; <x, <+ <x, =b kao u definiciji odredenog
integrala. Neka je Ax; = x; — x;_1 duljina i-tog podsegmenta, m; najmanja vrijednost
funkcije f za x iz segmenta [x;_;, X;] te M; najveca vrijednost funkcije f za x na

spomenutom segmentu.
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M1 ---------
I's
m1 ---------
Ax Ax; A
1sz Axs # ALy _qf e L
0 A=2Xg Xy Xz X3 Xj—1Xj Xp_pXp_1Xn=b

Slika 1.4. 5. Povrsina ,,ispod *“ grafa neprekidne funkcije

Tada je Y-, m;Ax; zbroj povrSina ,,upisanih® pravokutnika (plavih na Slici 1.4.5.), a
. M;Ax; zbroj povrSina ,,opisanih“ pravokutnika (crvenih na Slici 1.4.5.). Nadalje,

vrijedi
b
Z?zl miAxi < fa f(X)dX < Z?:l Ml'AXi.

Za neprekidnu funkciju f, razlika zbroja povrsina opisanih i upisanih pravokutnika moze
se uciniti proizvoljno malom za dovoljno male duljine podsegmenata Ax;. Prema tome,
za svako &€>0 postoji niz a=xy<x;<x,<--<x,=>b takav da je

o MiAx; — Y miAx; < e. Prva suma je povrSina poligona I1' opisanog oko R,
p(I1"), a druga suma je povrsina poligona IT upisanog u R, p(Il). Zaklju¢ujemo da je R
izmjeriv i da je py(R) = pp(R). Budu¢i da je integral gornja meda za brojeve p(II),

odnosno donja meda za brojeve p(Il") vrijede relacije py(R) < f; f(x)dx 1

[y FGdx < po(R). 1z pu(R) = po(R) = p(R), slijedi da je p(R) = J, f(x)dx, §to je

1 trebalo pokazati.
|

Slucaj kada je R omeden grafovima dviju neprekidnih funkcija je jednostavno
proSirenje upravo opisanog slucaja. Treba obratiti paznju na to da se povrSina nekog

podruc¢ja ne definira kao odredeni integral jer ona ne ovisi o poloZaju s obzirom na
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koordinatne osi, nego isklju¢ivo o svojoj veli¢ini 1 obliku. Matematicki preciznije,

povrsina mora biti invarijantna obzirom na izometrije ravnine, $to nije nuzno ispunjeno u

,,definiciji povrSine kao odredenog integrala. Naime, neko se podru¢je moze na
b

beskona¢no mnogo nacina opisati kao podru¢je omedeno grafovima neprekidnih funkcija

pa bi unutar te teorije trebalo dokazati da taj integral ne ovisi o polozaju podrucja obzirom

na koordinatni sustav. Jordanova mjera ili povrSina se u smislu integrala definira kao
p(S) = [f; xs(x) dx dy, gdje je xs karakteristitna funkcija skupa S (. xs(x) = 1 za
x€S, ys=0zax¢&S$S), all OS5 je pravokutnik, ako ovaj integral (u Riemannovom

smislu) postoji. ([16])

Za racunanje povrSine pomocu integralnog racuna korisna je ve¢ spomenuta

metoda Cavalierijev princip?.

4 Osim za likove, ova metoda je primjenjiva i za tijela. Ideja je zakljucivanje o jednakosti ili odnosu
volumena dvaju tijela na temelju jednakosti njihovih presjeka s paralelnim ravninama. Detaljnije o
Cavalierijevom principu za volumen dostupno je u [16].
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2. VAN HIELE MODEL RAZVOJA GEOMETRIJISKOG
MISLJENJA

Iskustva nastavnika matematike u Skolama ukazuju na poteskoce u ucenju
geometrije. Ucenici €esto znaju prepoznati o kojem se geometrijskom obliku radi, ali
ga ne znaju precizno definirati. Primjerice, Je li paralelogram istovremeno i trapez ili
je obrnuto?, Jesu li geometrijski oblici slicni ili sukladni? - pitanja su koja zbunjuju
ucenike. U srednjim Skolama javljaju se problemi u izvodenju formalnih dokaza. U
ovom ¢emo poglavlju opisati uzroke ovakvih poteskoca te kako sprijeciti njihov

nastanak.

Nizozemski nastavnici Pierre van Hiele 1 njegova supruga Dina van Hiele-
Geldof vjerovali su da srednja Skola zahtijeva zakljucivanje, odnosno misljenje na
relativno visokoj razini i da ucenici nisu imali dovoljno iskustva u zakljucivanju na
prethodnoj, nizoj razini. Njihov istrazivacki rad usredotocio se na razine misljenja u
geometriji te na upute za pomo¢ uc¢enicima da prijedu s nize razine na visu. Godine
1957. bra¢ni par van Hiele zavrSio je doktorske disertacije o razinama misljenja u
ucenju geometrije. Dina se bavila didaktickim eksperimentom usmjerenim na
podizanje razine miSljenja ucenika, dok je Pierre formulirao strukturu razina misljenja
1 nacela osmisljenih kao pomo¢ u€enicima da steknu bolji uvid u geometriju. Prema
van Hieleovom modelu, u€enik prolazi pet razina geometrijskog misljenja, pri cemu
svaka razina donosi nova znanja koja je nemoguce usvojiti bez znanja s prethodne

razine. Te su razine neovisne o dobi ucenika, tj. moguce je da se ucenici cetvrtog i
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Sestog razreda osnovne Skole nalaze na istoj razini geometrijskog misljenja, ali i na

razli¢itim razinama. ([7])

Van Hieleovi su primijetili diskontinuiranost, tj. necjelovitost procesa ucenja,
odnosno postojanje skokova na krivulji ucenja koji ukazuju na neusvojenost razina.
Primijetili su da se u odredenim dijelovima cjeline proces ucenja zaustavlja, a kasnije
nastavlja sam od sebe kao da su ucenici dorasli tom sadrzaju. Dosli su do odredenih
opazanja o op¢oj prirodi razina misljenja i njthovom odnosu prema poucavanju. Pierre
van Hiele je primijetio da se na svakoj razini eksplicitno pojavljuje ono §to je bilo
implicitno na prethodnoj razini. Na razini 0, likovi su zapravo odredeni svojim
svojstvima, ali osoba na 0. razini nije svjesna tih svojstava. Pierre tvrdi da su razine
karakterizirane divergentno$¢u u objektima misljenja. Primjerice, na razini 0, objekt
miSljenja su geometrijski oblici. Ucenik identificira, imenuje, usporeduje
geometrijske oblike (npr. krugove, trokute, kutove, ...) prema njihovom izgledu. Na
razini 1, ucenik analizira geometrijske oblike (iz razine 0) u pogledu njihovih
komponenti i odnosa medu komponentama te ih svrstava u razrede. Dakle, objekt
misljenja na prvoj razini su klase oblika. Potom ucenik empirijski otkriva svojstva
klase oblika (npr. preklapanjem, mjerenjem, upotrebom dijagrama i sl.), pa na razini
2, ta svojstva postaju objekt misljenja. U€enik logicki povezuje prethodno otkrivena
svojstva davanjem neformalnih argumenata. Na razini 3, odnosi medu svojstvima
postaju objekt misljenja. Ucenik deduktivno dokazuje teoreme 1 uspostavlja
medusobne odnose medu mrezama teorema, a na razini 4, objekt miSljenja su
deduktivni aksiomatski sustavi geometrije. Ucenik uspostavlja teoreme u razliitim
aksiomatskim sustavima i usporeduje te sustave. ([7]) Razine geometrijskog misljenja

prema van Hieleovoj teoriji nalaze se u Tablici 2.1.

Pierre van Hiele takoder istiCe da svaka razina ima svoje jezi¢ne simbole i
vlastiti sustav odnosa kojim su ti simboli povezani. Struktura jezika glavni je faktor u
napredovanju van Hieleovim razinama, pocevsi od konkretnih struktura (razina 0),
preko vizualnih geometrijskih struktura (razine 1 - 2), do apstraktnih struktura (razine
3 -4). Naime, par van Hiele je primijetio da mnogi neuspjesi u poucavanju geometrije
proizlaze iz jezi¢ne barijere, odnosno nastavnikove uporabe jezika viSe razine nego
Sto ga ucenik razumije. Prijelaz s nize razine na viSu ovisniji je o iskustvu s
poucavanjem nego o dobi ili bioloskoj zrelosti. Moguce je da odredene metode

poucavanja ne dopustaju postizanje visih razina, tj. da misljenja na viSim razinama



ostaju nedostupna uceniku. Van Hieleovi istiu da je ucenicima mogucée predstaviti
materijal iznad njihove stvarne razine. Na primjer, ,serviraju im se svojstva
geometrijskog oblika koja memoriraju umjesto da ih sami otkriju (razina 1), ili samo
kopiraju dokaz umjesto da ga sami izvedu ili ga barem samostalno argumentiraju (razina

2). To rezultira nedostupnoséu vise razine. ([7])

Tablica 2. 1. Razine geometrijskog misljenja prema van Hieleu ([6])

. PROIZVOD
RAZINA OBJEKT MISLJENJA »
MISLJENJA
oblici 1 njihov izgled klase ili grupe oblika

0. | VIZUALIZACIJA

(¢emu su nalik) koji ,,izgledaju sli¢no*

klase oblika (umjesto ‘ o
svojstva geometrijskih

oblika

1. ANALIZA pojedinacnih oblika s

razine 0)

odnosi medu
NEFORMALNA svojstva geometrijskih
2. svojstvima
DEDUKCIJA oblika
geometrijskih oblika

3. DEDUKCIJA

odnosi medu
svojstvima

geometrijskih oblika

deduktivni aksiomatski
sustavi geometrije

(ravnine 1 prostora)

4. STROGOST

deduktivni aksiomatski

sustavi geometrije

usporedba razlicitih
aksiomatskih sustava
geometrije (euklidske i
neeuklidske

geometrije)
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Prema Pierre van Hieleu, napredak s niZe razine na visu ukljucuje pet faza:
informiranje, usmjereno vodenje, objasnjavanje, slobodno usmjeravanje i integriranje.

Opis faza nalazi se u Tablici 2.2. ([7])

Tablica 2. 2. Faze za napredovanje razinama geometrijskog misljenja prema van Hieleu

FAZA OPIS FAZE

Ucenik se upoznaje s materijalom putem dijaloga s
Informiranje nastavnikom (npr. analizira primjere i

kontraprimjere).

Ucenik samostalno realizira radnju u svrhu
Usmjereno vodenje otkrivanja svojstava 1 odnosa medu objektima (npr.

preklapa objekte, mjeri, trazi simetrije, ...).

Ucenik svojim rije¢ima tumaci ono do ¢ega je
samostalno dosao, a nastavnik ga usmjerava da
Objasnjavanje pomocu matematickih terminima opisuje uocene
odnose 1 svojstva (npr. izrazava ideje o svojstvima

,hovog oblika).

Slobodno usmjeravanje | Ucenik primjenjuje nauceno u rjeSavanju problema.

Ucenik povezuje ste¢eno znanje s postoje¢im u
Integriranje mreZu znanja, tj. rezimira sve $to je naucio o

geometrijskom obliku.

2.1. Matematicka ucila u van Hieleovom modelu

Za ucenike na razinama 0 1 1 vaZzna je u€inkovita uporaba konkretnih fizickih
materijala 1 ucila poput geometrijskih plocica i geoploce, dok za one na viSim razinama
prednost imaju alati dinami¢ne geometrije. Ovdje ¢emo samo opisati neka ucila, a u

kasnijim poglavljima se nalaze aktivnosti u kojima se ona primjenjuju.
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2.1.1. Geometrijske plocice

Geometrijske plocice su matematicko ucilo koncipirano tijekom druge polovice
dvadesetog stolje¢a. Njihov idejni tvorac bio je Edward Prenowitz u organizaciji
Education Development Center (EDC). Mogu biti izradene od plastike ili drva. ([5])

Standardni set geometrijskih plocica (Slika 2.1.1.1.) ukljucuje sljedece geometrijske

oblike:

e zeleni jednakostrani¢ni trokut sa stranicom duljine 25 mm

e narancasti kvadrat sa stranicom duljine 25 mm

e crveni jednakokracni trapez s duljom osnovicom duljine 50 mm i kra¢om
osnovicom duljine 25 mm, krakovima duljine 25 mm te unutarnjim kutovima
veli¢ina 60° 1 120°

e beZromb sa stranicom duljine 25 mm i1 unutarnjim kutovima veli¢ina 30° 1 150°

e plaviromb sa stranicom duljine 25 mm i unutarnjim kutovima veli¢ina 60°1 120°

e 7uti pravilni Sesterokut sa stranicom duljine 25 mm.

ARA &

Slika 2.1.1. 1. Standardni set geometrijskih plocica

Danasnje inacice geometrijskih plocica ¢esto ukljucuju i povezane oblike, kao $to su dva

romba ili dva Sesterokuta (Slika 2.1.1.2.).

Slika 2.1.1. 2. Noviji oblici geometrijskih plocica
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Geometrijske plocice poti¢u razvoj vizualno-motorickih vjestina, apstraktnog
misljenja te bolje razumijevanje 1 primjenu matematickih koncepata geometrije kod
ucenika. KoriStenjem plocica, ucenici mogu generirati raznolike geometrijske uzorke, $to
doprinosi njthovom razumijevanju simetrije, kao i pojmova duljine, povrsine, obujma i
drugih geometrijskih koncepata. Inacica plocica s povezanim oblicima dodatno prosiruje
moguénosti ucenja i istrazivanja. Omogucuje ucenicima da razvijaju kompleksnije
vjestine analize, sinteze i primjene geometrijskih koncepata u razli¢itim kontekstima.
Osim u istrazivanju geometrije, geometrijske plo¢ice su vrijedno sredstvo i u drugim
matematickim podru¢jima, kao S§to je razvoj raCunskih vjestina. Na primjer, mogu
posluziti za ucenje osnovnih rac¢unskih operacija, gdje ucenici slazu plocice u skupine

kako bi izra¢unali ukupnu vrijednost.

2.1.2. Geoploca

Geoploca (Slika 2.1.2.1.) je matemati¢ko ucilo osmisljeno sredinom dvadesetog
stoljec¢a od strane egipatskog matemati¢ara Caleba Gattegna. Koristi se u proucavanju
matematickih koncepata jer omogucuje njihovu vizualnu reprezentaciju. Geoploce se
proizvode u razli¢itim dimenzijama, a njihovu osnovu €ini niz razmaknutih igala ili
Cavlic¢a rasporedenih u kvadratnu, kruznu ili izometricku mrezu. Razmak i raspored igala
mogu varirati, a postavljanjem elasti¢nih traka (u razli¢itim bojama) oko igala oblikuju
se linije 1 oblici. Ovo ¢ini geoplo¢u vaznim pomagalom u istraZivanju geometrijskih
koncepata poput opsega 1 povrSine, mjernih jedinica za duljinu 1 povrSinu te svojstava
geometrijskih likova. Takoder, koristan su alat za istrazivanje matematickih koncepata
vezanih uz brojeve i algebru, primjerice koncept razlomka, decimalnog broja i postotka.
Osim fizi¢kih drvenih i plasti¢nih geoplo€a, danas postoje i virtualne (Slika 2.1.2.2.), koje
pruzaju interaktivno iskustvo istrazivanja prostornih odnosa 1 geometrijskih pojmova, te

tiskane (papirnate) verzije, u obliku mreza toc¢aka. ([4], [8])
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Slika 2.1.2. 1.° Geoploca Slika 2.1.2. 2.° Virtualna geoploca

2.1.3. Tangram

Tangram, tradicionalna igra 1 slagalica koja potjece iz Kine, pruza raznorazne
moguénosti u¢enja matematike. Sastoji se od sedam dijelova koji zajedno tvore kvadrat.
Ukljucuje pet jednakokraénih pravokutnih trokuta te dva Cetverokuta, paralelogram i
kvadrat (Slika 2.1.3.1.). Cilj tangrama je sastaviti razliCite oblike koriste¢i dijelove
slagalice, bez preklapanja. Godine 1942. dokazano je da se od dijelova tangrama moze
sastaviti trinaest razli¢itth mnogokuta, uzimajuci u obzir samo nesukladne oblike, bez
gledanja njihove unutrasnje podjele na dijelove tangrama. ([6]) Prema tome, tangram nije
samo obic¢na igra, ve¢ sredstvo za razvoj matematickih, prostornih 1 kreativnih vjestina.
Potice razmiSljanje izvan okvira, logicko razmisljanje, analiticke vjeStine, sposobnost

rjeSavanja problema te razvoj razlicitih aspekata kognitivnih sposobnosti.

’

Slika 2.1.3. 1. Tangram

5 https://www.eaieducation.com/
6 https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/
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3. KONCEPTI DULJINE I POVRSINE U NACIONALNOM
MATEMATICKOM KURIKULUMU U HRVATSKOJ

Nacionalni matematicki kurikulum u Hrvatskoj obuhvaéa osnovnoskolsko i
srednjoSkolsko gimnazijsko obrazovanje. U ovom poglavlju ¢emo opisati strukturu
kurikuluma 1 navesti ishode kojima se osigurava razvoj geometrijskog misljenja u

osnovnoj i srednjoj $koli na konceptima duljine i povrSine.

3.1. Struktura kurikuluma za nastavni predmet Matematike za

osnovne Skole 1 gimnazije u Republici Hrvatskoj

Kurikulum za nastavni predmet Matematike za osnovne Skole i gimnazije u
Republici Hrvatskoj ([15]) istie dvije dimenzije matematickog obrazovanja —
matematicke procese 1 matematicke domene. Te se dvije dimenzije prilikom ucenja i
poucavanja matematike ispreplicu, a svrha dvodimenzionalnosti je stjecanje
matematickih kompetencija. Tre¢a iznimno vaZzna dimenzija matematickog obrazovanja
navedena je samo implicitno u odgojno-obrazovnim ciljevima nastavnog predmeta

Matematika, a radi se o stavovima i odnosima prema matematici i u¢enju matematike.

Matematicki procesi su genericke matematicke kompetencije. Prozimaju sve

matematicke (sadrzajne) domene i sistematizirani su u sljede¢im skupinama:

1. Prikazivanje i komunikacija,
2. Povezivanje,
3. Logic¢ko misljenje, argumentiranje i zaklju€ivanje,
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4. RjeSavanje problema i matemati¢ko modeliranje,

5. Primjena tehnologije.

Domene predmeta Matematika su specificne matematicke kompetencije vezane
uz matematicke sadrzaje usustavljene oko velikih matematickih ideja i elementarnih
koncepata. U Kurikulumu je istaknuto pet medusobno povezanih matemati¢kih domena
koje se tijekom godina uc¢enja matematike neprekidno razvijaju, a to su: Brojevi, Algebra
1 funkcije, Oblik 1 prostor, Mjerenje te Podatci, statistika i vjerojatnost. Njima su redom
pridruzene slovne oznake A, B, C, D i E. Budu¢i da je tema ovog rada geometrijska, za
nju ¢e kljuéne domene biti Oblik i prostor (C) te Mjerenje (D). U domeni Oblik i prostor
neizostavan je pojam prostornog zora. Prostorni zor predstavlja intuitivni osjecaj za
oblike i njithove medusobne odnose. Zajedno s geometrijskim rasudivanjem ucenicima
treba razviti sposobnost stvaranja mentalnih predodzbi objekata i prostornih odnosa.
Domena Oblik i prostor kao sastavnica geometrije usredotocena je na proucavanje oblika,
njihovih poloZaja te medusobnih odnosa. ,Rastavljanjem 1 sastavljanjem oblika
usporeduju se njihova svojstva i1 uspostavljaju veze medu njima. 1z uocenih svojstava i
odnosa izvode se pretpostavke i tvrdnje koje se dokazuju crtezima i algebarskim izrazima.
Koriste¢i se geometrijskim priborom i tehnologijom, ucenici ¢e izvoditi geometrijske
transformacije, istrazivati i primjenjivati njihova svojstva te razviti koncepte sukladnosti
i sli¢nosti. Interakcijom s ostalim domenama i matematickim argumentiranjem prostornih
veza, rabe¢i prostorni zor i1 modeliranje, u€enici pronalaze primjenu matematickih
rjeSenja u razli¢itim situacijama. Prepoznaju ravninske i1 prostorne oblike 1 njihova

svojstva u svakodnevnome okruzju te ih upotrebljavaju za opis i analizu svijeta oko sebe.*

(15D

Mjerenje je usporedivanje neke veli¢ine s istovrsnom veliCinom koja je
dogovorena (standardna) jedinica mjere. ,,U domeni Mjerenje usvajaju se standardne
mjerne jedinice za novac, duljinu, povrSinu, volumen, masu, vrijeme, temperaturu, kut i
brzinu te ih se mjeri odgovaraju¢im mjernim uredajima 1 kalendarom. Procjenjivanjem,
mjerenjem, preraCunavanjem i izracunavanjem veli¢ina odreduju se mjeriva obiljezja
oblika i pojava uz razloZnu i ucinkovitu upotrebu alata i tehnologije. Rezultati se
interpretiraju i izraZavaju u jedinici mjere koja odgovara situaciji. U€enici ¢e mjerenjem
povezati matematiku s drugim odgojno-obrazovnim podru¢jima, s vlastitim iskustvom,

svakodnevnim Zzivotom u ku¢i 1 zajednici te na radnome mjestu, prepoznati mjeriva
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obiljeZja ravninskih i prostornih oblika u umjetnosti te ih upotrebljavati za opis i analizu

svijeta oko sebe.“ ([15])

Osnovna sastavnica svakog kurikuluma su odgojno-obrazovni ishodi.
Identificiraju se pomoéu kratke oznake, primjerice MAT OS D.1.1., pri ¢emu MAT
oznadava predmet Matematika, OS ukazuje na ostvarivanje ishoda u osnovnoj $koli (u
srednjoj $koli (gimnaziji) oznaka SS), slovna oznaka upuéuje o kojoj je sadrzajnoj domeni
rije¢, prvi broj detektira razred u kojem se ishod ostvaruje, a drugi redni broj ishoda u
specificiranoj domeni. Ishodi srednjoskolskih programa variraju ovisno o godiSnjem
broju nastavnih sati. Za prve i druge razrede gimnazije navedeni su ishodi programa sa
105, 140, 175 1 210 sati godiSnje, za trece razrede gimnazije ishodi programa sa 105,
140, 175, 210 i 245 sati godiSnje, a za Cetvrte razrede gimnazije ishodi programa sa 96,
128, 160, 192 1 224 sata godi$nje. U ovom radu navodimo ishode programa s najve¢im

godisnjim fondom sati.

3.2. Ishodi kojima se ostvaruje razvoj geometrijskog misljenja u

osnovnoj 1 srednjoj Skoli na konceptu duljine

S pojmom duljine ucenici se susreéu ve¢ u nizim razredima osnovne Skole. U
prvom razredu osnovne Skole prepoznaju odnose medu objektima s obzirom na duljinu
(dulji-kradi-jednako dug), u drugom i tre¢em razredu procjenjuju, mjere te crtaju duZine
zadane duljine, a u ¢etvrtom razredu razlikuju i opisuju trokute prema duljinama stranica.
Tijekom izgradnje koncepta duljine poZeljno je provoditi razne aktivnosti u kojima
ucenici procjenjuju duljine objekata, mjere neformalnim mjernim jedinicama, uocavaju
greske pri mjerenju 1 potrebu za standardizacijom te uvodenjem formalnih mjernih
jedinica. Duljina se pojavljuje u razliCitim kontekstima (duljina ravne crte, duljina
otvorene 1 zatvorene razlomljene crte, duljina ruba lika, duljina luka krivulje, duljina
vektora itd.). Nadalje, ucenici otkrivaju pojam opsega kao duljine ruba geometrijskog
oblika. Odreduju opseg razli¢itih geometrijskih likova kao §to su pravokutnik, kvadrat,
trokut, cetverokut, krug i drugi. Opseg ima razne prakti¢ne primjene u stvarnom svijetu.
Na primjer, koristi se za izraCunavanje duljine ograde oko zemljiSta, u gradevinskoj
industriji za izraCunavanje potrebne koli¢ine materijala 1 sli¢no. U srednjoj Skoli, koncept
duljine prosiruje se na udaljenost izmedu tocaka u koordinatnom sustavu. Uce se napredni
koncepti kao §to su duljina krivulje primjenom integralnog racuna te primjene koncepta

duljine u trigonometriji, analiti¢koj geometriji i diferencijalnom rac¢unu.
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Ishodi koji pridonose razvoju geometrijskog misljenja na konceptu duljine u

osnovnoskolskom i srednjoskolskom obrazovanju su:

Prvi razred:

e MAT OS D.1.1. Analizira i usporeduje objekte iz okoline prema mjerivu svojstvu.

Drugi razred:

e MAT OS C.2.1. Opisuje i crta duZine.
e MAT OS C.2.2. Povezuje poznate geometrijske objekte.
e MAT OS D.2.2. Procjenjuje, mjeri i crta duzine zadane duljine.

Treéi razred:

e MAT OS C.3.3. Sluzi se $estarom u crtanju i konstruiranju.
e MAT OS D.3.1. Procjenjuje, mjeri i crta duzine zadane duljine.
e MAT OS D.3.3. Odreduje opseg likova.

Cetvrti razred:

e MAT OS C.4.2. Razlikuje i opisuje trokute prema duljinama stranica te pravokutni

trokut.
Peti razred:

e MAT OS C.5.1. Opisuje skupove todaka u ravnini te analizira i primjenjuje
njihova svojstva i odnose.

e MAT OS C.5.2. Opisuje i crta/konstruira geometrijske likove te stvara motive
koriste¢i se njima.

e MAT OS C.5.3. Osnosimetri¢no i centralnosimetri¢no preslikava skupove to¢aka
u ravnini.

e MAT OS D.5.2. Odabire i prera¢unava odgovarajuée mjerne jedinice.

e MAT OS D.5.3. Ra¢una i primjenjuje opseg i povrsinu geometrijskih likova.
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Sesti razred:

e MAT OS C.6.2. Konstruira trokute, analizira njihova svojstva i odnose.

e MAT OS C.6.3. Konstruira &etverokute, analizira njihova svojstva i odnose.

e MAT OS D.6.1. Odabire i preratunava odgovarajuée mjerne jedinice.

e MAT OS D.6.2. Ra¢una i primjenjuje opseg i povrsinu trokuta i detverokuta te

mjeru kuta.
Sedmi razred:

e MAT OS C.7.1. Crta i konstruira mnogokute i koristi se njima pri stvaranju
slozenijih geometrijskih motiva.

e MAT OS C.7.2. Crta, zbraja i oduzima vektore.

e MAT OS C.7.3. Translatira skupove to¢aka u ravnini.

e MAT OS D.7.3. Odabire strategije za ra¢unanje opsega i povrsine mnogokuta.

e MAT OS D.7.4. Raduna i primjenjuje opseg i povrsinu kruga i njegovih dijelova.

e MAT OS D.7.5. Odabire i preraunava odgovaraju¢e mjerne jedinice.
Osmi razred:

e MAT OS C.8.3. Primjenjuje Talesov poucak.
e MAT OS C.8.4. Prikazuje medusobne odnose dviju kruznica u ravnini.
e MAT OS D.8.1. Primjenjuje Pitagorin poudak.

e MAT OS D.8.4. Odabire i prera¢unava odgovarajuée mjerne jedinice.

Prvi razred srednje Skole (210 sati godiSnje):

e MAT SS C.1.1. Konstruira i analizira polozaj karakteristi¢nih to¢aka trokuta.
e MAT SS C.1.2., MAT SS D.1.2. Primjenjuje Talesov poucak o proporcionalnosti
duzina 1 sli¢nost trokuta.

e MAT SS D.1.3. Primjenjuje trigonometrijske omjere.
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Drugi razred srednje $kole (210 sati godisnje):

e MAT SS C.2.3., MAT SS D.2.1. Primjenjuje poucak o sinusima i poucak o

kosinusu.
e MAT SS C.2.4., MAT SS D.2.2. Primjenjuje znanja o kruznici i krugu.
e MAT SS C.2.5., MAT SS D.2.3. Analizira poloZaj pravaca i ravnina u prostoru te

racuna udaljenost i mjeru kuta.
Treci razred srednje Skole (245 sati godisnje):

e MAT SS C.3.6., MAT SS D.3.1. Primjenjuje ra¢un s vektorima.

3.3. Ishodi kojima se ostvaruje razvoj geometrijskog misljenja u

osnovnoj 1 srednjoj Skoli na konceptu povrsine

Pojam povrs$ine ucenici otkrivaju u Cetvrtom razredu osnovne skole. Usporeduju
povrsine likova, mjere ih prebrojavanjem jedini¢nih kvadrata te usvajaju standardne
mjerne jedinice za povrSinu. U viSim razredima osnovne Skole otkrivaju i primjenjuju
formule za povrSinu kvadrata, pravokutnika, paralelograma, romba, trapeza, deltoida i
pravilnog Sesterokuta, povrSinu trokuta, povrsinu kruga i njegovih dijelova. U srednjoj
Skoli, ucenici stjecu dublje razumijevanje geometrijskih koncepata 1 metoda za
izraCunavanje povrSina. Primjenjuju trigonometriju trokuta, u analitickoj geometriji
povrsine figura racunaju pomocu algebarskih metoda, dok u Cetvrtom razredu srednje
Skole odreduju povrSinu ispod grafa funkcije pomocu odredenog integrala. Ishodi koji
pridonose razvoju geometrijskog misljenja na konceptu povrSine u osnovnoskolskom i

srednjoSkolskom obrazovanju su:
Cetvrti razred:

e MAT OS D.4.2. Usporeduje povrsine likova te ih mjeri jedini¢nim kvadratima.
Peti razred:

e MAT OS D.5.3. Ra¢una i primjenjuje opseg i povrsinu geometrijskih likova.
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Sesti razred:

e MAT OS D.6.1. Odabire i prera¢unava odgovarajué¢e mjerne jedinice.
e MAT OS D.6.2. Ra¢una i primjenjuje opseg i povriinu trokuta i ¢etverokuta te

mjeru kuta.
Sedmi razred:

e MAT OS D.7.3. Odabire strategije za raunanje opsega i povr§ine mnogokuta.
e MAT OS D.7.4. Ra¢una i primjenjuje opseg i povrsinu kruga i njegovih dijelova.

e MAT OS D.7.5. Odabire i prera¢unava odgovarajuée mjerne jedinice.
Osmi razred:

e MAT OS D.8.4. Odabire i preraunava odgovaraju¢e mjerne jedinice.
Prvi razred srednje Skole (210 sati godisnje):

e MAT SS C.1.1. Konstruira i analizira poloZaj karakteristi¢nih to¢aka trokuta.
Drugi razred srednje Skole (210 sati godisnje):

e MAT SS C.2.3., MAT SS D.2.1. Primjenjuje poudak o sinusima i poucak o
kosinusu.

e MAT SS C.2.4., MAT SS D.2.2. Primjenjuje znanja o kruznici i krugu.
Cetvrti razred srednje $kole (224 sata godisnje):

e MAT SS B.4.11. Primjenjuje integral u problemskim zadatcima.
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4. VAN HIELE MODEL I KONCEPT DULJINE

U ovom poglavlju usredotocit ¢emo se na koncept duljine iz perspektive van Hiele
razina. U njegovoj izgradnji, nuzno je slijediti niz koraka za stjecanje sposobnosti
mjerenja i odredivanja duljina razlicitih oblika krivulja. Svaki korak igra klju¢nu ulogu u
stvaranju strategije koja omogucava konzistentno i tono mjerenje. Slijedi pregled

kljuénih koraka u procesu.

Prvi korak u konceptualizaciji duljine ukljucuje procjenu duljine objekata. Ona
nam pomaze u odabiru odgovaraju¢ih metoda mjerenja 1 prilagodava se specifi¢nostima
svake situacije. Nakon procjene, koristimo neformalne mjerne jedinice (stopa, uZze,
spajalica, biljeZnica...) s ciljem razvijanja osje¢aja za duljinu. Takoder, definiramo
jedini¢nu duljinu koja ¢e nam posluziti kao referentna to¢ka za daljnja mjerenja. Za
mjerenje duljine zakrivljenih linija koristimo neformalne mjernice prilagodene njthovom
obliku da dobijemo S$to precizniju procjenu duljine. Ova metoda omoguéava mjerenje
sloZzenih geometrijskih oblika. Svjesni smo mogucih greSaka pri mjerenju, bilo da su
uzrokovane ljudskim faktorom ili drugim vanjskim utjecajima, prema tome, uo¢avamo
vaznost standardizacije kako bi se osigurala dosljednost i usporedivost mjerenja.
Standardi pomazu u odrzavanju preciznosti u razli¢itim okolnostima. Radi postizanja
vece preciznosti, uvodimo formalne mjerne jedinice koje su standardizirane i priznate u
Sirem kontekstu te je ovo kljucan korak prema objektivnosti u mjerenjima. Nakon toga,
definiramo metode za mjerenje duljine ravne crte, koriste¢i standardne jedinice u svrhu
osiguravanja to¢nosti rezultata. Zatim podeSavamo mjerni sustav za mjerenje otvorenih

razlomljenih crta, uvazavaju¢i specifi¢nosti njihove geometrije. Takoder, razvijamo
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pristup mjerenju zatvorenih razlomljenih crta, ukljuuju¢i metode koje osiguravaju
tocnost bez obzira na njihovu slozenost. Isto tako, razmatramo kako myjeriti duljinu
zakrivljenih crta, koriste¢i formalne mjernice koje su prilagodene zakrivljenom obliku. U
kontekstu kvadratne mreze, razvijamo strategije za precizno mjerenje duljine, uzimajuci
u obzir razmak izmedu ¢vorova mreze. Kona¢no, otkrivamo i usvajamo metode za
mjerenje duljine luka krivulje, obuhvaéajuci sve aspekte krivulje kako bismo dobili
cjelovitu predstavu njezine duljine. Navedeni koraci Cine temelj izgradnje koncepta
duljine, osiguravaju toCnost mjerenja, standardizaciju te primjenjivost na razlicite

geometrijske oblike.

Sjetimo se da je 1 opseg duljina ruba ravninskog geometrijskog oblika. Na razini
vizualizacije (van Hiele razina 0), ucenici prepoznaju geometrijske oblike, ali razumiju
ith samo putem vizualne percepcije. Na ovoj razini, ucenici identificiraju opseg
geometrijskih oblika, ali ga ne definiraju i ne bave se apstraktnijim konceptima vezanima
uz opseg. Na razini analize (van Hiele razina 1), u€enici po¢inju razumjeti koncept opsega
1 pocinju razmisljati o duljinama i rubovima geometrijskih figura na nesto apstraktniji
nacin. Razmisljaju o tome kako se duljine stranica povezuju oblikom i opsegom figura,
ali jo$ uvijek se fokusiraju na konkretne primjere. Na viSim razinama misljenja (van Hiele
razine 2 - 4), ucenici razvijaju dublje razumijevanje opsega i duljine u geometriji, tj. bave
se apstraktnijim konceptima poput izvodenja matematickih formula za izracunavanje
opsega razli¢itih oblika, primjenjuju teoreme i dokazuju tvrdnje vezane za duljinu krivulje

1 opseg.

U nastavku slijedi niz aktivnosti koje u¢enicima omogucuju istrazivanje koncepta

duljine na razli¢itim razinama van Hiele modela.
4.1. Aktivnost Dulji-kraci-jednak dug

Aktivnost je primjerena ucenicima niZih razreda osnovne Skole 1 zahtijeva razinu
vizualizacije. Cilj je da ucenici usporeduju predmete po duljini rije¢ima ,,dulji®, , kracéi*
te ,jednako dug* (MAT OS D.1.1.). Radeéi u paru, promatraju objekte u razredu i
usporeduju primjerice rubove klupe, rubove ploce, rubove projekcijskog platna, rubove
udzbenika 1 biljeznica, kazaljke sata... Potom dobiju set geometrijskih plocica, od svake

po dva primjerka, te usporeduju duljine stranica plocCica prislanjanjem (Slika 4.1.1.).
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Ucenici putem ove aktivnosti osvjeséuju znacenja rijeci ,,dulji, ,,kraéi“ te ,,jednako dug*,

tj. koriste matematicki jezik vezan uz koncept duljine.

Slika 4.1. 1. Primjer predmeta koje ucenici usporeduju po duljini

4.2. Aktivnost Duljina na geoploci

Ova aktivnost primjerena je niZzim razredima osnovne Skole, a zamiSljena je za
provedbu u paru. Cilj aktivnosti je da u€enici pomocu ucila osvijeste znacenja rijeci
»dulji, kraci“ te ,,jednako dug® (MAT 0S D.1.1.). Svaki par u€enika dobiva geoplocu i
set gumica. Ucenici gumicom podijele geoplocu na dva dijela. Jedan ucenik na jednoj
strani geoploce gumicom prikaze duzinu, a drugi ucenik na drugoj strani treba prikazati
od te duzZine dulju, kracu te jednako dugu duZinu. Potom zamijene uloge i ponove
aktivnost. Primjer rjeSenja jednog para ucenika nalazi se na Slici 4.2.1. Kao u prethodnoj
aktivnosti, u€enici koriste matematicki jezik vezan uz koncept duljine primjeren uzrastu.

Aktivnost zahtijeva razinu 0 van Hiele modela.

Slika 4.2. 1. Primjer rjesenja jednog ucenickog para
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4.3. Aktivnost Duljina poligonalne linije

Cilj aktivnosti je da ucenici drugog razreda osnovne Skole mjere duljinu
poligonalne linije (MAT OS D.2.2.). Uéenici dobivaju nastavni listi¢ i ravnalo. Primjeri

poligonalnih linija danih na nastavnom listi¢u nalaze se na Slici 4.3.1.

NNV =

Q (3

Slika 4.3. 1. Primjeri poligonalnih linija na nastavnom listicu koje ucenici mjere

Svi dijelovi poligonalne linije moraju imati cjelobrojnu duljinu. Rade¢i u paru, ucenici
mjere dane duljine ravnalom. Zakljucuju da trebaju izmjeriti svaku crtu zasebno, biljeze
izmjerene duljine te ih zbrajaju kako bi dobili ukupnu duljinu linije (Slika 4.3.2.). Nakon
mjerenja slijedi razredna diskusija u kojoj ucenici objas$njavaju svoje postupke i
razmiS$ljanje tijekom mjerenja te kako su postavili ravnalo u svrhu dobivanja to¢nih
rezultata. Ova aktivnost odvija se na razini vizualizacije, a putem diskusije se potice

prijelaz na sljedecu razinu, razinu analize.

10ecm+3em+3cm+ 15cm + 16 em = 47 em

Sem+6em+7em+8em+9em+3em+9em+7em+7em+ 14em=75¢cm

Slika 4.3. 2. Primjer ucenickih mjerenja
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4.4. Aktivnost Koja je krivulja dulja?

Cilj aktivnosti je da ucenici mjere 1 usporeduju duljine zakrivljenih crta
(MAT OS D.3.1.). Aktivnost je primjerena uéenicima treéeg razreda osnove $kole na
prvoj razini van Hiele modela. Zamisljena je za rad ucenika u paru. Svaki par uc¢enika
dobije nastavni listi¢ na kojem su razlomljene linije (Slika 4.4.1.) koje trebaju usporediti

po duljini.

Slika 4.4. 1. Primjer razlomljenih crta na nastavnom listicu

Ucenici razvijaju ideje kako izmjeriti 1 usporediti zadane zakrivljene crte. Prvo koriste
svoje vlastite mjere poput gumice 1 olovke, potom i ravnalo, no zakljucuju da na taj nacin
nisu mogli precizno izmjeriti linije te prepoznaju potrebu za drugim alatima ili metodama.
Uocavaju da bi im bilo lakse izmjeriti linije kada bi ih mogli izravnati, odnosno izrazavaju
potrebu za fleksibilnim alatom poput trake ili konopca. Nastavnik stoga svakom paru
ucenika dodjeljuje konopac, koji koriste postavljajué¢i ga duz zakrivljene linije te
oznacavaju¢i kraj konopca gdje se linija zavrSava. Nakon toga, konopac prislone uz
ravnalo kako bi utvrdili duljinu linije. Primjer ucenickog mjerenja prikazan je na

Slici 4.4.2.

Slika 4.4. 2. Primjer ucenickog mjerenja krivulje

Nakon provedenih mjerenja slijedi razredna diskusija u kojoj ucenici objasnjavaju kako

su postavili konopac duz zakrivljene linije te kako su ga postavili na ravnalu. Njihova se
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razina misljenja usmjerava na visu razinu pitanjima poput: Koje su poteskoce u koristenju
konopca za mjerenje zakriviljenih linija?, Mozemo li svaku zakrivljenu liniju izmjeriti

pomocu konopca, primjerice obalnu liniju ili stazu u prirodi?, Sto ako nemamo konopac?
4.5. Aktivnost Kako izmjeriti duljinu krivulje?

Cilj aktivnosti je da ucenici procjenjuju i mjere duljinu zakrivljene crte
(MAT OS D.3.1.). Aktivnost je primjerena uéenicima treéeg razreda osnove $kole na
prvoj razini van Hiele modela. Usmjerena je na istrazivanje razli¢itih metoda mjerenja
duljine zakrivljene linije te potice ucenike da promisljaju o preciznosti i primjeni razli¢itih
alata za mjerenje. U prvom dijelu aktivnosti ucenici pojedinaéno mjere duljinu
zakrivljene linije nacrtane na tlu stopama. Nakon $to nekoliko uc¢enika izmjeri duljinu,
usporeduju rezultate i primjecuju razlike. Diskutiraju o razlozima zaSto su rezultati
razli¢iti, ukljucujuéi varijaciju duljine stopala. U drugom dijelu aktivnosti, nastavnik
dijeli u¢enike u troclane skupine. Ideja je da aproksimiraju duljinu krivulje poligonalnom
crtom. Svaka skupina dobiva tri nastavna listi¢a na kojima je nacrtana krivulja te tri alata
za mjerenje. UCenici unutar iste skupine imaju istu krivulju, a svaka skupina ima razli¢itu
sliku. Svaki ¢lan skupine dobio je zadatak da koristi razli¢itu metodu mjerenja. Prvi
ucenik mjeri krivulju duljinom daS¢ice od 1 cm, drugi u€enik mjeri krivulju duljinom
dasc¢ice od 1 dm, dok tre¢i uCenik samostalno bira tocke na krivulji te mjeri udaljenost
izmedu njih ravnalom. Prva dva ucenika procjenjuju koliko puta njihova das¢ica ,,stane*
u krivulju, a tre¢i ucenik treba primijetiti da je na ravnijim dijelovima krivulje potreban
rjedi raspored toCaka, dok je na manje ravnim dijelovima potreban gus¢i raspored to¢aka
kako bi se dobila preciznija mjerenja. Primjer mjerenja jedne skupine ucenika nalazi se
na Slici 4.5.1. Svaka skupina zapisuje i analizira dobivene rezultate te raspravlja o
preciznosti 1 prakti¢nosti pojedine metode. U tre¢em dijelu aktivnosti, svaka skupina
koristi $pagu za mjerenje duljine krivulje kako bi provjerili kolika je greSka nastala
prilikom prethodnih mjerenja. Analiziraju dobivene rezultate i raspravljaju o optimalnosti
i preciznosti pojedine metode. Na kraju slijedi razredna diskusija u kojoj svaka skupina
dijeli svoje zakljucke s ostalim ucenicima. Raspravljaju o tome koja je metoda bila

najpreciznija i zasto, te razmisljaju o primjeni naucenog u stvarnim situacijama.
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1ecm 1dm

Slika 4.5. 1. Primjer ucenickog mjerenja krivulje ilustriran

u alatu dinamicne geometrije

Aktivnost je moguce prilagoditi u svrhu poticanja prijelaza na drugu, viSu razinu
van Hiele modela geometrijskog misljenja. Budu¢i da ukljucuje primjenu odredenog
integrala, takva aktivnost je namijenjena uc¢enicima ¢etvrtog razreda srednje skole. Cilj je
aproksimirati duljinu luka krivulje na promatranom segmentu racunajué¢i odredeni
integral druge funkcije. Razrada aktivnosti je opisana pod nazivom Aproksimacija duljine

krivulje.
4.6. Aktivnost Sortiraj!

Aktivnost je namijenjena ucenicima Cetvrtog razreda osnovne Skole na van Hiele
razini vizualizacije, za koju su prikladne aktivnosti sortiranja. U€enici rade u paru, a svaki
par opremljen je mjernom trakom 1 plastificiranim karticama koje sadrze trokute
(Slika 4.6.1.). Cilj je sortirati trokute s obzirom na duljine stranica (MAT OS C.4.2.),
koriste¢i mjernu traku za precizno mjerenje. Svi trokuti uklju€eni u aktivnost moraju
imati duljine stranica izmjerive pomocu trake. Nakon provedenog mjerenja, ucenici
zakljucuju da neki trokuti imaju sve stranice jednakih duljina, neki samo dvije, a neki
imaju sve tri stranice razli¢itih duljina. Stoga, kartice s trokutima razvrstavaju u kategorije

trokuta s tri, dvije ili jednom stranicom jednake duljine.
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—— (mjerna traka)

Slika 4.6. 1. Primjer kartica za aktivnost Sortiraj!
4.7. Aktivnost Opseg na geoploci

Cilj aktivnosti je da ucenici odreduju likove zadanog opsega koriste¢i geoplocu
(MAT OS D.5.3.). Aktivnost je namijenjena uéenicima petog razreda osnovne $kole na
razini analize. Ucenici su podijeljeni u parove i dobivaju set gumica, geoplocu te nastavni

listi¢ sa zadacima (Slika 4.7.1.).

Nastavmi listic - Opseg na geoploci
1. Sastavite lik opsega 16 jediniénih duljina. MoZete 1i sastaviti vife likova istog opsega?
Skicirajte rjeSenje/rjefenia.
2. Izgledaju L svi likovi jednako?
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3. Sto zakljufujete?

4. Proizvoljnom liku premjestite gumicu tako da novi lik ima isti opseg kao polami lik.

3. Jeli moguce ispuniti zadatak 4. za sve likove opseza 16 jediniénih duljina?
Skacirajte primjer{e) il protuprimjer(e).

Slika 4.7. 1. Nastavni listi¢ za aktivnost Opseg na geoploci

Uz razmjenu ideja 1 mi$ljenja, slazu razne oblike 1 dolaze do zakljucaka koje zapisuju na

nastavni listi¢ (Slika 4.7.2.).

Wastavni listic - Opseg na geaplodi

1. Sastavite lik opsega 16 jedinicnib duljina. MoZete 1i sastaviti vide likova istog opzegal
Skicirajte rjefenjeTjeienja.

[
L]
W

§

-
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S =
i
S
| | |
L

i

2. Izgledam b svi ikovi jednako?

We, postoje razlicih likovi
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3. Sto zakljufujete?
Pazlicit likovi mogu mmati jednake opsege.

4. Proizvoljnom Lk premjestite gumicu tako da novi lik ima isti opseg kao polazm lik

3. Jeli moguce ispuniti zadatak 4. za sve likove opsega 16 jediniénth duljina?
Skicirajte primjer(e) ili protuprimjer(e).

Slika 4.7. 2. Primjer ucenickog rjesenja nastavnog listica Opseg na geoploci
4.8. Aktivnost Mozes li me promijeniti tako da ...?

Cilj aktivnosti je da ucenici primjenjuju opseg geometrijskih likova koristeci
geoploéu (MAT OS D.5.3.). Aktivnost je namijenjena uéenicima petog razreda osnovne
Skole na razini analize. Ucenici su podijeljeni u parove i dobivaju set gumica, geoplocu
te nastavni listi¢ sa zadacima. Nastavni listi¢ s primjerom ucenickih rjeSenja nalazi se na

Slici 4.8.1.
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Nastavni listi¢ - MeZe§ li me promijeniti tako da ...?

1. Kontenjem kvadratne geoploce s 5x5 éavlica , u kvadratnoj mrezi todaka odredite kvadrat najmanjeg moguceg
opsega. Koliko on 17nos1?

Najmanji moguci opseg kvadrata na geoploéi s bxb ¢avlica 1znosi 4 jediniéne duljine.

&)

Postoji li jos neki lik jednakog opsega?
Ne postoji.
Postoji i lik €1j1 je opseg vedi za jednu jediniénu duljinu? Ako da, koliko razliéitih likova mozete odrediti?

(V5]

Ne postoji.
4. Postoji hi lik ¢éij1 je opseg veci za dvije jediniéne duljinu? Ako da, koliko razli¢itih likova moZete odrediti?
Postoji. Samo jedan lik.

Slika 4.8. 1. Primjer ucenickog rjesenja nastavnog listica

Slijedi razredna diskusija u kojoj s ucenicima raspravljamo zasto je opseg kvadrata na
geoplo¢i 5x5 cavli¢a Cetiri jedini¢ne duljine, za koliko je jedini¢nih duljina moguce
povecati njegov opseg, koje oblike dobijemo povecavanjem opsega polaznog kvadrata,
kako bismo mogli kombinirati likove u svrhu stvaranja lika Sto veceg opsega te postoje li

ogranicenja naSeg pristupa.
4.9. Aktivnost Tko ima najdulji, a tko najkraci rub?

Aktivnost je namijenjena ucenicima petog razreda osnovne Skole s ciljem da,
radeéi u paru, sastave likove najmanjeg i najveceg opsega (MAT OS C.5.1.). Dobivaju
set geometrijskih plocica s pet primjeraka svake plocice (osim bez romba), tablicu kao na

Slici 4.9.1. 1 deset Zetona na kojima su brojevi 0, 1 ili 2.
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GEOMETRIJISKA
PLOCICA

BROJ

Slika 4.9. 1. Tablica s brojem plocica potrebnih za sastavljanje lika

Ucenici naizmjence izvlace zetone te redom popunjavaju tablicu brojevima s tih Zetona.
Zatim, koristec¢i ploCice prema podatcima iz tablice, sastavljaju razne likove, racunaju
njihove opsege te crtaju otiske likova najmanjeg 1 najveceg opsega (Slika 4.9.2.). Duljinu

izrazavaju pomocu jedini¢nih mjera, pri ¢emu je duljina stranice trokuta jedini¢na duljina.

GEOMETRIISKA
PLOCICA

BROJ 1 1 0] 0 0

o=14

e

Slika 4.9. 2. Primjer ucenickog rjesenja aktivnosti

Tko ima najdulji, a tko najkraci rub?

Potom pred razredom prezentiraju svoje likove najmanjeg 1 najvefeg opsega i
komentiraju koje su plocice koristili prilikom njihovog sastavljanja. Zakljucuju da lik
najmanjeg opsega dobiju spajanjem plocica preko njihovih duljih stranica, a krace
stranice su rubovi lika i obrnuto. Aktivnost zahtijeva barem razinu analize van Hiele

modela geometrijskog misljenja.
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4.10. Aktivnost Razliciti, a opet jednaki

Cilj sljedece aktivnosti je da ucenici petog razreda osnovne Skole uoce kako likovi
razli¢itog oblika (i povr$ine) mogu imati isti opseg (MAT OS C.5.1.). Aktivnost se
provodi u petero¢lanim skupinama. Svaki u€enik unutar skupine dobiva set geometrijskih
plocica s pet primjeraka svake od njih (osim beZ romba), pomocu kojih treba sloziti lik
zadanog opsega. Jedini¢na mjera opsega je duljina stranice kvadrata, a primjer moguceg

opsega je 14 jedini¢nih duljina. RjeSenja jedne skupine uc¢enika nalaze se na Slici 4.10.1.

O b4

A
lll!l <4u D

Slika 4.10. 1. Primjeri likova opsega 14 jedinicnih duljina

Usporedujuc¢i rjeSenja unutar skupine, ucenici uocavaju da unato¢ jednakom opsegu
njihovi likovi izgledaju razli¢ito. Budu¢i da promatraju i1 analiziraju geometrijske oblike
1 njihove odnose, ova se aktivnost provodi barem na razini analize, tj. prvoj razini van

Hiele modela.

Aktivnost se mozZe proSiriti 1 na koncept povrSine tako da ucenici promatraju
povrsine dobivenih likova, procjenjuju jesu li jednake te raCunski utvrduju valjanost svoje
procjene (van Hiele razina analize). Razrada aktivnosti je u sljede¢em poglavlju pod

nazivom Razliciti, a opet jednaki (2).

4.11. Aktivnost Sastavi me!

Cilj aktivnosti je da ucenici sastave lik zadanog opsega koriste¢i geometrijske
plocice. Ucenici su podijeljeni u parove i dobivaju set geometrijskih ploCica s pet

primjeraka svake ploCice (osim beZz romba). Jedan ucenik u paru sastavi lik od
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proizvoljnih geometrijskih plocica, a zadatak drugog ucenika je sastaviti lik ¢iji je opseg
jednak opsegu lika ucenika u paru, ali izgledom razli¢it od njegovoga. Nakon toga,
ucenici zamijene uloge i ponove aktivnost. Primjer rjeSenja jednog para u€enika prikazan
je na Slici 4.11.1. Aktivnost je primjerena ucenicima petog razreda osnovne Skole

(MAT OS D.5.3.) i zahtijeva prvu razinu van Hiele modela.

PRVI UCENIK: DRUGI UCENIK:

o0=2-25mm+2-25mm = 100 mm 0=4-25mm=100mm

0 =12-25mm = 300 mm 0 =50mm+ 10- 25 mm = 300 mm

Slika 4.11. 1. Primjer ucenickog rjeSenja aktivnosti Sastavi me!

4.12. Aktivnost Kvadrati¢ po kvadrati¢

Cilj aktivnosti je da u€enici otkriju pravilnost za racunanje opsega uzorka koristeci
geoplocu. Aktivnost je namijenjena ucenicima Sestog razreda osnovne Skole koji su na
prvoj van Hiele razini (MAT OS C.6.3.). Ugenici su podijeljeni u parove i dobivaju set
gumica, geoploCu te nastavni listi¢ sa zadacima (Slika 4.12.1.). Prema uputama s
nastavnog listi¢a slazu uzorak i dolaze do zakljucaka koje zapisuju na nastavni listi¢
(Slika 4.12.2.). Zakljucke temelje na kona¢nom broju primjera, odnosno zakljucuju
pomoc¢u nepotpune indukcije, argumentiraju svoje zakljucke C¢ime se postize
usmjeravanje na viSu razinu razumijevanja i analize problema, odnosno na viSu van Hiele

razinu geometrijskog misljenja na konceptu duljine.
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Wastavmi listic - Kvadratic po kvadratic

1. Mastavite miz kvadrats nz geoploéi 1 popunite tablicu.

Broj kovadrata umen

Opseg lika (u jediniémm duljinama)

1

2
3
4
5

[

a

=

Za koliko 2 povedava opseg 1z retha u redak?

3. Zakoliko se povedavao opseg lika koji se sastoji od 5 kvadratz u odnosu na opseg polaznog kvadrata?

Zapisite izraz za opeeg lika kao zbroj kojemu je jedan pribrojnik rezultat zadathka 2., a dmgi pribrojnik dvestrula

broj kvadrata uwnizn. Objasnite zzdto vTijedi to pravilo.

Broj bovadrata wma

Opseg lika (u jediiémm duljinama)

1

5. Koliki bi bio opseg lika ako u mz sloZimo 67 kvadrata?

Slika 4.12. 1. Nastavni listi¢ Kvadratic¢ po kvadratic¢
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Wastavni listic - Kvadrati¢ po kvadratic

1. Nastavite niz kvadratz na geoplofi 1 popunite tablicu.

Broj kvadrata u nizu Opseg hika (u jedinicnim duljinama}

1 NN
: TR,

3 g J ]+2'-=1-
4 10 /
5

12 4

2. Zakoliko se povecava opseg iz retha u redak?
Za dwije jediniéne duljme.
3. Zakoliko se povecavac opseg lika koji e sastoji od 5 kvadrata u odnosu na opseg polaznog kvadrata?

Za ozam jedmitnth duljina.
4. Zapidite 1zraz zz opseg lika kao zhro kojemu je jedan pribrojnik rezultat zadatka 2., a drugi pribrojnik dvestrola

broj kvadrata u mizu. Objasnite zasto vrijedi to pravilo.

Broj kvadrata u nizn Opzeg lika (u jedmifnim duljmama)

1 2¥2-1=4
2 2+2-2="56
3 2+2°3=8
1 242-4=10
5 242 =12
10 24-2-10 =22
15 24-2:15—32
n 2+2n

Pravilo vrijedi jer je opseg duljina ruba lika. Kada polaznom kvadrate dodamo nove kvadrate dobijemo _novi™
Cetverokut koj1 mma 1stn duljinn  Jijevog™ 1 desnog” ruba, ato je 1+ 1 = 2 | dok se gomji” 1.,.domi” mub
povecavaj za broj jedmitmh duljing koje dodajemo. Na primjer, dedajuci jedan kvadrat polaznom kvadratu
produljujemo _ gomji™ 1, donji™ b lika za po jednn jedimiénn duljims, odnosno ukupmu duljing ruba za 2-1
jediniénn duljinn, dodajuét tri kovadrata dodajeme po dvije jediniéne duljme . gomjem™ 1 domjem”™ rubu,

odnosno uwkupno 2 - 2 itd. Uinpna doljma ruba je zbroj tih duljma.

3. Koliki bi bio opseg lika ako 1 miz slofimo 67 kvadrata? 2 + Znzan =67 je2 + 2 - 67 = 136

Slika 4.12. 2. Primjer rjeSenja nastavnog listica Kvadratic po kvadrati¢
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4.13. Aktivnost Plocica po plocica

Cilj aktivnosti je da uCenici otkriju pravilnost za raCunanje opsega uzorka koristeci
geometrijske ploCice. Aktivnost je primjerena ucenicima sedmog razreda osnovne skole
i zahtijeva razinu analize (MAT OS C.7.1., MAT OS D.7.3.). U&enici su podijeljeni u
parove 1 dobivaju set geometrijskih plocica s pet primjeraka svake plocice (osim bez

romba) te nastavni listi¢ sa zadacima (Slika 4.13.1.).

Nastavni listic — Ploéica po plofica

Uputa: JTedinina duljina je duljina stranice zelenog trokuta.

1. Koliki je opseg crvene geometrijske plocice (u jedini®nim duljinama)?

2. Koristeci geometrijske plotice, sloZite uzorak kao na slici. Koliki je opseg sloZenog lika?

Slika 1. Uzorak 4

3. a Nastavite slagati oblike po uzorn na Sliku 1. i popunite tablicu. Sto uoéavate?

Broj crventh ploica Opseg lika (u jediniénim duljinama)

LA ofs| 3] BI

15

b, Izratunajte opseg lika sloZenog od 83 ploéice.

4. Koliki su opsezi 7ute 1 naranéaste plofice?
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5. Koliki je opseg uzorka sa Siike 2.7

Siifa 2. Uzorak B

6. a. Nastavite slagati uzorak prema Siicf 2. i popunite tablicu. Sto uoéavate?

Broj naranfastih Ukupan broj Opseg lika (v jediniénim
plogica geometrijskih plofica duljinama)
1

Broj zutih plofica

| e s o wo| | ra| e
| | | Wi | pd| b

b. Izratunajte opsege likova sloZenih od 79 1 od 80 plodica.

Slika 4.13. 1. Nastavni listi¢ Plocica po plocica

Prema uputama s nastavnog listi¢a slazu uzorak i dolaze do zaklju€aka koje zapisuju na
nastavni listi¢ (Slika 4.13.2.). Potom slijedi razredna diskusija u kojoj nastavnik pitanjima
potiCe prijelaz ucenika na viSu razinu van Hiele modela geometrijskog misljenja. Neka

od mogucih pitanja za razrednu diskusiju su:

1. Koja je razlika u raCunanju opsega prvog i drugog uzorka?

2. Koji su koraci u raCunanju opsega uzorka sastavljenog od tri razli¢ite geometrijske
plocice?

3. Kako se opseg mijenja kada se mijenjaju dimenzije ili oblici plo¢ica u uzorku?

4. Koje su strategije za efikasno raCunanje opsega slozenih uzoraka?

5. Kako bismo primijenili znanje o racunanju opsega na rjeSavanje stvarnih

problema ili situacija?
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Nastavni listic — Plofica po plotica

Uputa: Jediniéna duljina je duljina stranice zelenog trokuta.

1. Koliki je opseg crvene geometryjske plo€ice (u jediiénim duljinama)?
5 jediniénih duljina.
2 Korsteci geometrijske plocice, sloZite uzorak kao na slici. Koliki je opseg sloZenog lika?
o=1+2+1+1-+2+1
o =28 jedinifnih duljina

Slika 1. Uzorak 4

3. a Nastavite slagati oblike po uzoru na Siiku 1. i popunite tablicu. Sto uotavate?

Broj crventh plotica Opseg lika (v jediménim duljinama)
. i TE ¥
. +3f'8’, \
3 N\ 11 N3 \+g.3
4 A ,-14«"' +(n—1)-3
5 N1TSN5.3 f
10 537 2d o
15 Ny 47
n S+n—-1-3=54+3n—-3=3n42

Dodavanjem jedne crvene plotice opseg lika se poveca za tri jedinitne duljine.

b. Izrafunajte opseg lika slofenog od 83 plotice. 3-83+2=251

4. Koliki su opsezi zute 1 naranéaste plodice?
Opseg 7ute plotice je 6 jedinicaih duljina, a opseg narantaste plocice je 4 jediniéne duljine.
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5. Koliki je opseg uzorka sa Slike 2.7

. o=5+24+5
0 =12 jedinitnih duljina

Stika 2. Uzorak B
6. a Nastavite slagati uzorak prema Slici 2. i popunite tablicu. Sto uofavate?

Broj futih plofica Broy narancasn]l U]cup:m broj - Opseg lika"{u jediniénim
plotica geometrijskih plocica duljinama)
2 1 3 12
2 2 4 14
3 2 5 18
3 3 6 20
4 3 7 24
4 4 8 26
5 4 9 30
5 5 10 32

Ako dodajemo jednu Zutu ploficu, onda se opseg povecava za Cetirl jediniCne duljine; a ako dodajemo

Jjednu naranéastu ploticu, onda se opseg povecava za dvije jedinitne duljine.

b. Izrafunajte opsege likova sloZenth od 79 1 od 80 plodica.

0d 79 plofica svaka druga plo€ica je narantasta, tj. ukupno je 39 narancastih 1 79 — 39 = 40 Zutih plo€ica.
LLijevi™ 1 desni® rub lika su duljme 1, pa opseg lika sloZenog od 79 ploica 1znosi

o=1+40-4+39-2+1.1.

o = 240 jedinitnih duljina

Osamdeseta plofica Ce biti narantasta, tj. opseg Ce se povecati za dvije jedinicne duljine v odnosu na opseg
lika sloZenog od 79 plotica. Dakle, opsep lika sloZenog od 79 plofica iznosi o0 = 240 + 2 = 242 jedinitne
duljine.

o=1+40-4+40-2+1,1.

o = 242 jediniCne duljine.

Slika 4.13. 2. Primjer rjesenja nastavnog listica Plocica po plocica

4.14. Aktivnost Naslucivanje Pitagorinog poucka

Ova aktivnost primjerena je ucenicima osmog razreda osnovne $kole na razini

neformalne dedukcije. Cilj aktivnosti je da ucenici, rade¢i u petero¢lanim skupinama,

naslute Pitagorin poudak (MAT OS D.8.1.). Svaki udenik dobiva nastavni listi¢ s

trokutima nad ¢ijim su stranicama konstruirani kvadrati (Slika 4.14.1.) 1 plastificirane
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kartice jedini¢nih kvadrata, tj. kvadrata sa stranicom duljine 1. Svaki ucenik dobije po
jedan trokut svake vrste, tj. pravokutni, tupokutni i §iljastokutni trokut. Duljine stranica
trokuta su cjelobrojne vrijednosti pa jedan ucenik dobije primjerice pravokutni trokut sa
stranicama duljina 3, 4 i 5, tupokutni trokut sa stranicama duljina 2, 3 1 5 te Siljastokutni

trokut sa stranicama duljina 2, 4 1 4.

Nastavni listic 1

1. Oznacene kvadrate popunite dobivenim karticama jedineémb kvadrata. Iskoriftens kartice premjestite u
preostali kvadrat.

2. Mozste li pomocu kartica izmjeriti povrsine svih kvadrata sa slike? Sto uotavate za pojedinn vrstu trokmuta”

Raspravite u skupimi.

Slika 4.14. 1. Nastavni listi¢ Naslucivanje Pitagorinog poucka
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Dobivenim karticama popunjavaju kvadrate oznacene crvenim krizi¢em. Uocavaju da
njima mogu izmjeriti povrsinu tih kvadrata. Nakon toga, iskoristene kartice premjestaju
u preostali kvadrat. Uz razmjenu 1 suceljavanje ideja, ucenici uocavaju da je kod
pravokutnog trokuta povrSina kvadrata nad hipotenuzom jednaka zbroju povrSina
kvadrata nad katetama toga trokuta, dok za tupokutni i $iljastokutni trokut to ne vrijedi.
Naime, kod pravokutnog trokuta iskoriStene kartice premjeStene u kvadrat konstruiran
nad treCom stranicom trokuta to€no popunjavaju taj kvadrat, tj. prve dvije povrSine
zajedno ¢ine trecu, kod tupokutnog trokuta je manjak kartica za popunjavanje kvadrata
konstruiranog nad tre¢om stranicom trokuta, a kod Siljastokutnog trokuta ih ima viska

(Slika 4.14.2.).

Nastavni listic 1

1. Oznatene kvadrate popunite dobivenim karticama jediniénih kvadrata. IskoniStene kartice premjestite
u preostali kvadrat.
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2. Mozete li pomoéu kartica izmjeriti povrdine svih kvadrata sa slike? Sto uogavate za pojedinu vrstu

trokuta? Raspravite u skupini.

Pomocu kartica mozemo izmjeriti povriine svih kvadrata sa slike. Kod pravokutnog trokuta uo¢avamo
da iskoristene kartice premjeStene u kvadrat konstruiran nad tre¢om stranicom trokuta toéno
popunjavaju taj kvadrat, tj. prve dvije povrsine zajedno éine trec¢u, kod tupokutnog trokuta je manjak
kartica za popunjavanje kvadrata konstruiranog nad treéom stranicom trokuta, a kod $iljastokutnog

trokuta ih ima viska.

Slika 4.14. 2. Ucenicko rjesenje nastavnog listica Nasluc¢ivanje Pitagorinog poucka

U odnosu na razine 0 1 1 gdje se od uCenika o¢ekuje da znaju crtati, svrstavati
objekte te da znaju pravo ime lika i njegova svojstva, na razini 2 od ucenika se ocekuje
istrazivanje svojstava oblika. Dakle, vazno je poticati stvaranje i provjeru hipoteza. Na
razini neformalne dedukcije, u svrhu boljeg razumijevanja geometrije, vaznu ulogu imaju
alati dinami¢ne geometrije. U prethodnoj aktivnosti uenici su primjenom koncepta
povrsine naslutili Pitagorin teorem. Postavljamo pitanje mogu li ga dokazati. Budu¢i da
je jedan od vaznijih poucaka u matematici, za njega postoje brojni dokazi, geometrijski i
algebarski, no zadrzat ¢emo se na geometrijskima. U sljedecoj aktivnosti ilustrirat ¢emo

uporabu alata dinami¢ne geometrije u svrhu dokazivanja tvrdnje.
4.15. Aktivnost Pitagorin poucak

Cilj ove aktivnosti je da ucenici osmog razreda osnovne $kole dokazu Pitagorin
poudak (MAT OS D.8.1.). Aktivnost zahtijeva razinu 3 van Hiele modela geometrijskog
miSljenja. Ucenici dobivaju nastavni listi¢ s uputama za rad (Slika 4.15.1.). Potom u
GeoGebri konstruiraju pravokutni trokut, nadopune ga do pravokutnika 1 dupliciraju taj
pravokutnik. Polaznom trokutu crtaju visinu iz vrha pravog kuta. Na slici uocavaju tri
pravokutna trokuta koje, prema uputama s nastavnog listi¢a, preslikaju u ,prazan®
pravokutnik. Primjer ucenickog rjesSenja je na Slici 4.15.2. Ucenici uo€avaju slicnost tih
triju trokuta po K-K poucku o sli¢nosti (kutovi s okomitim kracima). Nastavnik ih navodi
da koriste¢i oznake sa Slike 4.15.2. (lijevo) zapiSu omjere koji vrijede za hipotenuze i
dulje katete ljubiCastog i narancastog, te ljubicastog 1 zelenog trokuta i potom ih zbroje

(Slika 4.15.3.).
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Nastavni listié
Upute za rad v alafu dinamiéne geometrije GeoGebra:

1. Nacrtajte pravokutni trokut ABC.

2. Trokut nadopunite do pravokutnika ABDC.

3. Koristedi opciju  Krutt mnogokut™ duplicirajte dobivent pravokutnik kako biste dobili dva sukladna
pravokutnika.

€3 Goo(ebra G

Daioteka Uredvane Pogled Postavke Alati Frozor Pomed

Y P B [ﬂl O] o) N (R

¢+ Graféid prikaz :_ M =
::* Praiini mnogakut
1™ Kniti mnogaiut

f;.— ek tarakl mpogoaut

4. Polaznom trokutu nacriajte visinu iz vrha pravog kuta trokuta sa noZidtem N Od koliko je pravokutnih
trokuta sastavljen pravokutnik?

Kuoristeci opetju .Sestar” uotene pravokutne trokute preshikajte u , prazan™ praveokutnik tako da pravi
kut smjestite u donji lijevi kut , praznog™ pravokutnika, krace katete trokuta prenesite na kracu stranicu
pravokutnika koja sadrZi spomenuti vrh, a dulje stranice trokuta na dulju stranicu pravokutnika koja
sadrzi 15t vth Vihove preslikanth trokouta oznatite koristect opetju ,Sjecidte™ 1 klikom na kauZnicn 1
Zeljenu stranicu pravokutnika.

£ Gl Damc 4

Datoieka Uredhvase Pogied Postavie Al Progor Pomed

= - = =y ———
U1 e B B .".':." it g

» Grafithi priar () Knsbrica odredena sredisem i jednom tobiom

A

(#) Knanca odredena sreddten | polumpies

e
() Knatrisa kroz i folke

6. Desnim klikom na kmuznicu te odabirom opeye , PokaZi objekt™ uklonite kruznice sa slike.

7. Opeyjom  Mnogokut™ spojite vthove naymanjeg trokuta.

§. Opcyom . Kt mnogokut™ duplicirajte najmanyi trokost kako biste ga mogli pornicati. Dupliciram
trokut pomifite udesno/gore dok mu se vrh $iljastog kuta ne preklopi sa Siljastim vrhovima preostalih
trokuta. U kakvom su odnosu preslikani trokuti? ObrazloZite svoje zakljutivanje.

Slika 4.15. 1.Nastavni listi¢ s uputama za rad za aktivnost Pitagorin poucak

Slika 4.15. 2. Primjer ucenickog rjesenja u GeoGebri
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Za trokute BDC i CNA vrijedi 186l _ BDl B duci da je |AC| = |BD|, vrijedi L N @, odnosno
lacl — Ive 12D|  Inc|
|BD|? = |BC| - |NC]|. Za trokute BDC i ANB vrijedi% = 1Pl o driosno 129 — @(jerje |AB| = |€D|), 1.

|4B| ~ |BN| €|~ |BN|

|cD|? = |BC| - |BN|. Nadalje,

|BD|* = |BC| - INC|

ICDJ* = |BC| - |BN|

|BD|2 + |€cD|? = |BC| - |INC| + |BC| - |BN]|

=|BC|- (INC| +|BND

Zbog [NC| + |BN| = |BC| vrijedi |[BD|? + |CD|?> = |BC| - |BC|, tj. |BD|?> + |CD|?> = |BC|?.

Slika 4.15. 3. Primjer ucenickog dokaza Pitagorinog poucka

Ucenici deduktivno zakljucuju da je kvadrat duljine hipotenuze jednak zbroju kvadrata
duljina kateta. Buduc¢i da je polazni trokut bio proizvoljan, ovo vrijedi za svaki pravokutni

trokut. Time su dokazali Pitagorin poucak.

4.16. Aktivnost Pitagorin trokut

Cilj aktivnosti je da u€enici osmog razreda osnovne $kole primijene svoje znanje
o Pitagorinom pou¢ku (MAT OS D.8.1.). Aktivnost zahtijeva spremnost na barem prvoj
van Hiele razini geometrijskog mi$ljenja na konceptu duljine. Ucenici su podijeljeni u
parove, dobivaju set gumica 1 geoplocu. Zadatak prvog dijela aktivnosti je na geoploci

sloZiti pravokutni trokut ¢ija je duljina hipotenuze zadana u jedini¢nim duljinama
(\/Z V5, V10, ) KoriStenje geoploCe omogucuje im vizualizaciju trokuta 1

eksperimentiranje s razli¢itim rasporedima gumica kako bi ,nacrtali* zadane duljine

stranica (Slika 4.16.1.).

Slika 4.16. 1. Pravokutni trokuti na geoploci sa zadanom duljinom hipotenuze
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Nakon §to sloze trokut, prisjecaju se Pitagorinog poucka te njime provjeravaju svoje
rjesenje. Ako rjeSenje nije ispravno, pokusat ¢e korigirati svoje postavke na geoploci dok
ne postignu Zeljeni rezultat. Uodavaju da neke duljine kao §to su primjerice V3 i V6 ne
mogu ,,nacrtati* na geoplo¢i. Drugi dio aktivnosti je konstruirati u biljeznicu razne duljine
poput V2 + /5 jedini¢nih duljina, V2 + 10 jedini¢nih duljina (Slika 4.16.2.) itd., gdje
je jedini¢na duljina proizvoljna. Ucenici u paru razmjenjuju ideje i raspravljaju o primjeni
Pitagorinog poucka u ovom kontekstu. Na kraju aktivnosti slijedi razredna diskusija i
refleksija. Ucenici ¢e raspravljati o svojim pristupima, izazovima s kojima su se susreli i
strategijama koje su primijenili. Ovom se aktivno$c¢u potice ucenikov razvoj kritickog
razmiSljanja i analitickih vjestina. Takoder, promice se suradnja i timski rad medu

ucenicima, §to je klju¢no za njihov akademski 1 socijalni razvoj.

V10

Slika 4.16. 2. Primjer ucenickih konstrukcija duljina \/2 + /5 te N2 + /10

Jjedinicnih duljina
4.17. Aktivnost Aproksimacija duljine krivulje

Cilj aktivnosti je da ucenici, radeéi u Cetveroclanim skupinama, aproksimiraju
duljinu krivulje na promatranom segmentu primjenom odredenog integrala. Aktivnost je

namijenjena ucenicima Cetvrtog razreda srednje Skole na barem drugoj razini van Hiele
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modela razvoja geometrijskog misljenja (MAT SS B.4.11.). Svaki ugenik unutar skupine

dobiva isti nastavni listi¢ (Slika 4.17.1.), a svaka skupina dobiva razli¢ite nastavne listice.

Nastavm listic — Aproksimacija duljine krivulje
Na slici je graf funkcije f: B — B f(x) = x* + 1 na segmentu [0,1].

T

(1]
-
£
k.
o

-025 0 0.25

<035

1. (Sam/a!) Podyelite mterval [0.1] na dva jednaka dijela {podsegmenta). Odredite vryednost funkeije u
svakoj od tofaka koje odreduju granice tth podsegmenata, svake dvije susjedne totke spojite duZinom 1
odredite njezinu duljinu. Aproksimirajte duljinu krvulje duljinama tih duZina

(Raspravite u skupini!) Podijelite mnterval [0.1] na £etii jednaka dijela (podsegmenta). Odredite
vrijednost fimkctje u svako) od tofaka koje odreduju granice tih podsegmenata, svake dvije susjedne tocke
spojite duZinom i odredite njezinu duljinu. Aprolsimirajte duljinu krivulje duljinama tih duZina.

-

3. (Raspravite u skupini!) Podijelite interval [0,1] na osam jednakih dijelova (podsegmenata). Odredite
vrijednost funkcije u svakoj od tofaka koje odreduju granice tih podsegmenata, svake dvije susjedne tocke
spojite duZinom i odredite njezinu duljinu. Aproksimirajte duljinu krivulje duljinama tih duzina.

4. (Raspravite u skupini!) Usporedite rjefenja iz prethodnih zadataka Sto uotavate?

5. (Raspravite u skupini') Podijelite interval [001] na n jednakih dijelova. Odredite vryjednost finkeyje u
svakoj od tofaka koje odreduju granice fih podsegmenata, svake dvije susjedne totke spojite duZinom 1
odredite njezinu duljinu. Aproksimirajte duljinu krivulje duljinama tih duZina Sto votavate?

Slika 4.17. 1. Nastavni listi¢ Aproksimacija duljine krivulje

Na nastavnom listi¢u dan je graf polinoma. Ucenici aproksimiraju duljinu luka krivulje
poligonalnim crtama. Samostalno rjeSavaju prvi zadatak s nastavnog listica u kojem

promatrani segment dijele na dva podsegmenta jednakih duljina, racunaju duljine duzina
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¢ije su rubne tocke na krivulji (apscise tocaka su granice podsegmenata) i usporeduju
rezultate unutar skupine. U drugom zadatku, promatrani segment dijele na cetiri
podsegmenta jednakih duljina, a svaki u€enik odreduje vrijednost funkcije u rubovima
jednog podsegmenta i duljinu duzine Cije su krajnje tocke granice tog podsegmenta.
Nakon toga, u tre€em zadatku promatrani segment dijele na osam podsegmenata jednakih
duljina, a svaki uc¢enik odreduje vrijednost funkcije u rubovima dvaju podsegmenata i
duljine duzina odredene granicama tih podsegmenata. Usporedujuci rjesenja iz prva tri
zadatka zakljuCuju da povecanjem broja podsegmenata pripadajuc¢e duzine sve bolje
prijanjaju uz krivulju, tj. da dobivaju sve bolju aproksimaciju krivulje i njezine duljine. U
skupini rjeSavaju posljednji zadatak s nastavnog listi¢a tako da promatrani segment dijele
na n podsegmenta jednakih duljina i primjenom odredenog integrala druge funkcije
aproksimiraju duljinu zadane krivulje. U nastavku je dan primjer rjeSenja nastavnog

listi¢a Aproksimacija duljine krivulje (Slika 4.17.2.).

Nastavni listic — Aproksimacija duljine krivulje

1:

A=(0,f(0) =(0,1)
B = (1,F(1)) = (1.2

Ty = (0.5, £(0.5)) = (0.5,1.25)

Udaljenost d todaka A(xy,y;) 1

B(x3,¥2) u koordinatnom sustavu:

d(4,B) = /(x2 —x1)* + (y2 — y1)%

d(A,T)) =+ (05—0)2+(1.25— 1) = % jediniénih duzina — duljina duZine AT,

[~
w

; f = g
d(Ty,B) =+ (1 —05) 4+ (2 —1.25)* = % jediniénih duzina — duljina duzine T\ B

Krivulju aproksimiramo poligonalnim crtama pa je pniblizna vrijednost duljine krivulje

\."'§+ V13 5 V5 ++/13
4 4 4

* 1.46 jediniénih duzina.
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] 8 4=(0,£(0) = (0,1)
! B=(1f(1)=(12
- E (1.£(0) = (1.2)
2 : T, = (0.5, £(0.5)) = (0.5,1.25)
1 : *
i 3 , T; = (0.25,£(0.25)) = (0.25,1.0625)
‘Z‘ ail Ty = (0.75, £(0.75)) = (0.75,1.5625)
075 R R
A X,
025 0 025 05 075 1 125
=025

d(A,T») ® +/(0.25 — 0)? + (1.0625 — 1)* % 0.26 jedini¢nih duZina — duljina duZine AT,

d(Ts, T,) ® /(0.5 — 0.25)% + (1.25 — 1.0625)2 & 0.31 jedini¢nih du¥ina — duljina du¥ine ToT;

d(T:,Ts) = /(0.75 — 0.5)% + (1.5625 — 1.25)% ® 0.4 jediniénih duzina — duljina dufine T;T;

d(Ts,B) & (1 —0.75)2 + (2 — 1.5625)2 ® 0.5 jedininih duZina — duljina duzine T;5

PribliZna vrijednost duljine krivulje je 0.26 4+ 0.31 + 0.4 + 0.5 = 1.47 jedini¢nih duzina.

3.
y B A=(0,(0)) = (0,1)
2
B =(1,f(1)) = (1.2)
1.75 A
Ty Pl 7y = (0.5, £(0.5)) = (0.5,1.25)
15 ! i 1
T 1 T, = (0.25, £(0.25)) = (0.25,1.0625)
125 =1
A T 11 Ty = (0.75, £(0.75)) = (0.75, 1.5625)
1 el
LI I
R i Pl T, = (0.125, £(0.125)) ® (0.125,1.02)
NEBEBERER
os| | bbb T; = (0.375, £(0.375)) & (0.375,1.14)
- : HREE | ; T, = (0.625, {0.625)) ¥ (0.625,1.39)
bbb X, T, = (0.875, £(0.875)) ~ (0.875,1.77)
025 0 025 05 075 1 128
-0.26
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d(A,T.) & /(0.125 — 0)% + (1.02 — 1)? # 0.13 jediniénih duzina — duljina duZine AT,

d( Te, T2) # /(0.25 — 0.125)% + (1.0625 — 1.02)% & 0.13 jediniénih duZina — duljina duzine T, T,

d( Ty, Te) ® /(0.375 — 0.25)2 + (1.14 — 1.0625)% ® 0.15 jedini¢nih du¥ina — duljina du¥ine T5T;

d(Ts, Ty) & /(0.5 — 0.375)% + (1.25 — 1.14)? # 0.17 jediniénih duZina — duljina duine ToT;

d( Ty, Ts) & /(0625 — 0.5)2 + (1.39 — 1.25)2 & 0.19 jediniénih du¥ina — duljina duFine T, T,

d(Te, T3) # /(0.75 — 0.625)% + (1.5625 — 1.39)% & 0.21 jedinicnih duZina — duljina du¥ine T, Ty

d( T3, T>) ® /(0.875 — 0.75)% + (1.77 — 1.5625)2 & 0.24 jediniénih duzina — duljina duzine 75T

d(T:, B) ® /(1 —0.875) + (2 — 1.77)% ¥ 0.26 jedini¢nih duzina — duljina duzine T-B

Priblizna vojednost duljine krvulje je 01340134+ 0.154+ 0174+ 0194021 +0.24 + 0.26 = 1.48
jediniénih duzina.

4 Povecanjem broja podsegmenata. duzine na njima sve bolje prijanjaju uz krivulju, t). debivamo sve bolju
aproksimaciju duljine zadane krivulje. Zbroj duljina duZina sve je bliZze preciznoj duljini grafa funkeije na
zadanom segmentu.

B L L T T,

A &

Ako interval podijelimo na n jednakih dijelova. onda je svaki od intervala duljine % Jedimiénih duzina. Uzmimo
ekvidistantnu particyju x; = ;;,:' =0,12,..,n 1 neka je T; = (x;, f(x;:)) = (x;, x4+ 1), i=0,1,2,..,n

Oznadimo s I duljinu grafa funkeije f na segmentu [0,1] (u jediniénim duzinama).




Tada redom 1mamo:

L= d(l}) = z J(xH.I. - %)% + (xH-_Lz +1—-(x%+ 1])2

n—1 n—1
= Z V{(xHJ. =3P Ep 2 b= —1)2 = z V{(xH—_L =22 B =% )?
i=0 i=0

Uoéuno da je 2 i Pt B ? odakle zbog strogog rasta funkcija kvadriranja 1 korjenovanja shjed:

J1+(2.“L]2 & J1+(%)z <:J1+(z-%}z=

aonda i
n—1

4 <>

i

2=

-
Ln
Promotrimo sada prvu i treéu sumu iz posljednje nejednakosti 1 ueéimo funkciju g:[0,1] = E zadanu

pravilom pridruZivanja g(x) = /1 + (2x)°.

1 2 n—1
0<—<—< < ——< 1,aizraz
n n n :

gornja Darbouxova suma za povriinu ispod grafa funkcije g na segmentu [0,1].
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Xy

X X X. X
3 n-1
01X X XM

n—1
;| ' 2i +1\° 1 1
Zato zan — o imamo da z; 1 +( ln ) tezi u j V14 (2x)2 dx,tj.d([}) =j V1+ (2x)dx.
i=0 0 0

Koriste¢i simboli¢ki kalkulator, dobivamo d(f}) = %[\E +§1n(2 + V'g)] Prema tome, duljinu grafa

funkcije fna segmentu [0, 1] prepoznali smo kao povriinu ispod grafa funkeije g na tom segmentu.

Slika 4.17. 2. Primjer rjeSenja nastavnog listica Aproksimacija duljine krivulje

Konacno, ucenici uocavaju da se duljina grafa jedne funkcije na segmentu [a, b] povezuje

s povrSinom ispod grafa druge funkcije na istom segmentu.
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5. VAN HIELE MODEL I KONCEPT POVRSINE

Putem niza aktivnosti koje se fokusiraju na razvrstavanje objekata, procjenu,
mjerenje, analizu 1 dokazivanje ucenici mogu razviti duboko razumijevanje koncepta
povrSine. Na razini 0, prilikom odredivanja povrSine oblika ucenici koriste fizicke
materijale. Na razini 1 otkrivaju postupke za pronalaZenje povrSine koji se generaliziraju
za oblike odredenog tipa. Primjerice, povrSinu pravokutnih trokuta pronalaze oblikujuci
pravokutnik od dvaju sukladnih pravokutnih trokuta te rac¢unajuci polovinu povrsine tog
pravokutnika. Na razini 2, u€enici daju neformalne argumente kako bi opravdali pravila
za racunanje povrSine (npr. objaSnjavaju zasto dva sukladna pravokutna trokuta, kada se
pravilno postave, tvore pravokutnik). Na razini 3, ucenici deduktivno dokazuju otkrivene
1zraze za povrSinu, dok na razini 4 usporeduju otkrivena pravila u razli¢itim aksiomatskim
sustavima geometrije. U ovom poglavlju su navedeni primjeri aktivnosti koje pomazu

ucenicima da istraZe i razumiju koncept povrsine.

5.1. Aktivnost Tangram

Ovom se aktivno$¢u neformalno procjenjuje ucenikovo razumijevanje koncepta
povrsine u Cetvrtom razredu osnovne Skole. Aktivnost zahtijeva razinu vizualizacije van
Hiele modela, a njezin cilj je da udenici usporeduju povrsine likova (MAT OS D.4.2.).
Nastavnik dijeli u¢enike u parove. Svaki uc¢enik dobiva tangram kao na Slici 5.1.1. (lijevo)

1 nastavni listi¢ (Slika 5.1.1. (desno)). Ucenici u paru procjenjuju i usporeduju povrsine
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likova zadanih obrisom, izrezuju oblike od kojih se sastoji tangram te njima popunjavaju

lik na nastavnom listicu.

UCENIK A UCENIK B

Slika 5.1. 1. Tangram (lijevo) i nastavni listi¢ s obrisima likova koje ucenici

popunjavaju dijelovima tangrama (desno)

Jedan ucenik sastavlja kucicu, a drugi brodi¢ u svrhu usporedivanja povrsina. Primjer
rjeSenja prikazan je na Slici 5.1.2. Usporeduju povrsine dijelova i cijelih likova te
zakljucuju da likovi razli¢itog oblika mogu imati jednake povrSine. Naime, likovi su

sastavljeni od istih dijelova slagalice.

Slika 5.1. 2. Primjer likova s nastavnog listica popunjenih dijelovima tangrama

5.2. Aktivnost Procijenimo i mjerimo!

Cilj ove aktivnosti je u¢eniCko procjenjivanje i mjerenje povrsine pravokutnika te
nastavnikovo stjecanje uvida u uceni¢ko razumijevanje pojma povrsine kao ,,prostora
unutar lika“. Aktivnost je primjerena ucenicima Ccetvrtog razreda osnovne Skole
(MAT OS D.4.2.) i zahtijeva nultu razinu van Hiele modela. Uenici ée, radeéi u paru,

mjeriti povrsine pravokutnika pomocu folije s mrezom kvadrati¢a (Slika 5.2.1.).
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Slika 5.2. 1. Folija s mreZzom kvadratica

Nastavnik svakom paru ucenika dodjeljuje po dva kartona dimenzija 5X5 1 6 X 4
(Slika 5.2.2.). Ucenici zamisljaju da su to poklopci drvenih kutijica ¢ije ,,gornje strane*
Zelimo oblozZiti tkaninom omiljene boje. Postavlja se pitanje za koju kutijicu treba vise
tkanine 1 kako to provjeriti? Ocekuje se da ¢e parovi zakljuciti da za kutiju ¢ija ,,gornja
strana“ ima vecu povrsinu treba vise tkanine. Prvo procjenjuju, a potom i mjere povrsine
dobivenih kartona koriste¢i foliju s mrezom kvadrati¢a, tj. mjere prebrojavanjem

jedini¢nih kvadratica.

Slika 5.2. 2. Kartonski predlosci koji predstavljaju gornju stranu kutije
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5.3. Aktivnost Prepolovi me!

Cilj ove aktivnosti je da ucenici, koriste¢i geoplocu, prikazuju dva dijela jednakih
povrsina na razli¢ite nacine. Fizickim manipuliranjem geoploCom, ucenici Cetvrtog
razreda osnovne Skole dobivaju osje¢aj za odnose povrsina (MAT OS D.4.2.).
,Dijeljenjem® geoploce na dva dijela jednakih povrSina na razliCite nacine ucenici
vizualno percipiraju $to znaci da dvije povrSine imaju jednaku veli¢inu, razvijaju svoje
kriticko razmisljanje i sposobnost rjeSavanja problema. Ucenici razmisljaju o razlicitim
strategijama 1 pristupima, a neki od njih prikazani su na Slici 5.3.1. Ova aktivnost
zahtijeva razinu analize van Hiele modela, a u¢enicima omogucuje dublje razumijevanje

koncepta povrsine putem prakti¢nog iskustva i vizualne demonstracije.

Slika 5.3. 1. Primjer ucenickih rjesenja aktivnosti Prepolovi me!

Aktivnost se moze modificirati u svrhu uklanjanja u€enicke miskoncepcije da
likovi jednake povrSine nuzno imaju jednake opsege. Svaki ucenik dobiva kvadratnu
mrezu (geoplocu) dimenzija 5 X 5, podijeljenu na jedini¢ne kvadrati¢e. Ucenici rade u
paru, a zadatak je podijeliti kvadrat dimenzija 5 X 5 na dva dijela jednake povrSine duz
vertikalnih 1 horizontalnih crta kvadratne mreZe (kako bi izbjegli iracionalne duljine crta).
Istrazuju koliko razli¢itih na¢ina postoji za tu podjelu. Odreduju opseg dobivene polovine
kvadrata u svakom dobivenom slucaju. Nakon identifikacije svih moguénosti podjele,

analiziraju opsege dobivenih polovica. Uo¢avaju da su povrSine obje polovice jednake,
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ali opsezi mogu varirati ovisno o nacinu podjele. U konacnici, odreduju podjelu s

najmanjim i najve¢im opsegom te argumentiraju svoje rjesenje.
5.4. Aktivnost Razliciti, a opet jednaki (2)

Cilj sljedece aktivnosti je da ucenici petog razreda osnovne $kole uoce da likovi
istog opsega mogu imati razli¢ite povrine (MAT OS C.5.1.). Aktivnost se provodi u
peteroclanim skupinama. Svaki uc€enik unutar skupine dobiva set geometrijskih plocica s
pet primjeraka svake od njih (osim bez romba), pomocu kojih treba sloziti lik zadanog
opsega. Jedini¢na mjera opsega je duljina stranice kvadrata, a primjer moguéeg opsega je
14 jedini¢nih duljina. Svaki ucenik racuna povrSinu sastavljenog lika pomocu liste
povrsina koju nastavnik zapisuje na plocu ili ju prikazuje na prezentaciji, a na kojoj se
nalaze iznosi povr$ina pojedine geometrijske ploCice (ucenici petog razreda jo§ ne znaju
racunati povrsine svih likova na geometrijskim plo¢icama). Skicira svoj lik u biljeznicu
te ra¢una povrsinu zbrajanjem povrsina geometrijskih plo¢ica od kojih je lik sastavljen.

Primjer ucenickog rjesenja nalazi se na Slici 5.4.1.

P <

l| . P =4:270.63 mm? + 1623.78 mm? + 2 - 541.26 mm?

Slika 5.4. 1. Primjer ucenickog racunanja povrsine sastavljenog lika

P:P&+P5+PA+P5+P{_ + Py + Py

P =4P, 4 Py + 2P,

P = 3247.56 mm?

Usporedbom dobivenih rezultata, u€enici uocavaju da povrSine mogu biti razliite te

zakljucuju da iako likovi imaju jednake opsege ne moraju imati jednake povrsine.
5.5. Aktivnost Znas moj opseg, kolika mi je povrsina?

Cilj ove aktivnosti je ukloniti u¢enicku miskoncepciju da likovi jednakog opsega
imaju jednake povrSine. Aktivnost je namijenjena ucenicima cetvrtog razreda osnovne
$kole na razini analize (MAT OS D.4.2.). Uenici rade u paru i dobivaju nastavni listi¢

kao na Slici 5.5.1.
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Wastavni listic - Znad mof opseg, kolika mi je povesina?
1. Pomocu geoplofe odredite barem sedam nesukdadnih likova opsega 12 jedininih duljitia.

Skicirajte rjefenja.

2. Odredite povriiny svakog od tih likova u jediniénim kvadratima Sto uotavate?

i povriina
(u jedinitnim kvadratima)

3. Na proizvoljnom liku pomalmni elastiénu vrpeu tako da novi lik bode jednakog opsega kao

polazni lik, ali manje povriine.

Slika 5.5. 1. Nastavni listi¢ Znas moj opseg, kolika mi je povrsina?

Pomocu geoploce, ucenici Ce istraziti razlicite oblike koji imaju isti opseg, mjeriti njihove
povrsine (jedinicnim kvadratima), analizirati iste te primijetiti da, unato¢ konstantnom
opsegu, povrSine se mogu razlikovati. Primjer rjeSenja jednog para ucenika nalazi se na

Slici 5.5.2.
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Wastavni listic - Znaf moj epseg, kolika mi je povriina?
1. Pomocu geoploée odredite barem sedam nesukladnih likova opsega 12 jedini€nih duljina.

Skicirajte rjeienja.

I
(

:
i
i

l
!

I =
I

n
i

:
[
[

2. Odredite povriinu svakog od tih likova u jedinitnim kvadratima Sto uodavate?

ik povriina
(u jediniénim kvadratima)
crveni 5
plavi 8
ljubitasti 9
zeleni 7
5IV1 5

Likowvi jednakog opsega ne moraju imati jednake povrdine.
3. Na proizvoljnom liku pomakni elastiéno vipew tako da novi lik bode jednakog opsega kao

polazni lik, ali manje povriine.

Slika 5.5. 2. Primjer ucenickog rjesenja

nastavnog listica Znas moj opseg, kolika mi je povrsina?
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5.6. Aktivnost Povrsina pravokutnika

Aktivnost zapocCinje geometrijskim misljenjem na razini vizualizacije. Cilj je da
ucenici petog razreda osnovne Skole ,,otkriju® pravilo za racunanje povrsine pravokutnika
(MAT OS D.5.3.). Aktivnost je zamiSljena za rad ucenika u &etvero&lanoj skupini
metodom Kolo naokolo. Nastavnik dijeli po jedan nastavni listi¢ (Slika 5.6.1.) za svakog
ucenika, 1 to Cetiri razlicita listi¢a za svaku skupinu ucenika (Nastavni listi¢ 1, Nastavni
listi¢ 2, Nastavni listi¢ 3 1 Nastavni listi¢ 4). Svi nastavni listi¢i u razredu su razliciti, ali
se svaki pravokutnik iz tablice u prvom zadatku te dimenzije iz tre¢eg zadatka pojavljuju
na barem dva listi¢a u svrhu usporedbe i kontrole to¢nosti rezultata. Vazno je obuhvatiti

sve moguce slucajeve, ukljucujuci kvadrate te iste pravokutnike koji su u ,,uspravnom® i

,»polegnutom* polozaju.

Nastavni listic 1 — Kolo nackolo

1. (Kolo naokelo!) Tablicu popunite po stupcima, prema naznafenim koracima.

Broj
jediniznit
kvadratiéa

kaji

e

pravokutnik

S Raacuit
kvadratica

el
kvadratiéa u
jednom retkn

Umnozak
brojevaizd.i

4. stupca
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2. (Raspravite u skupini!) Usporedite prvi i posljednji stupac tablice. Sto noavate? Zapisite

rije€ima.

3. (Sam/a!) Primjenjujuéi uoceno pravilo, bez prebrojavanja jediniénih kvadratica koji
prekrivaju pravokutnik odredite njihov broj ako je broj redaka jedini¢nih kvadratica 7. a
broj jedini¢nih kvadrati¢a u jednom retku 3.

Dobiveni rezultat provjerite prebrojavanjem!

4. (Raspravite u skupini!) Koju velicinu predstavlja broj jediniénih kvadratica koji

»prekrivaju* pravokutnik?

5. (Raspravite n skupini!) Zapisite simbolima opce pravilo za veli¢inu iz 4. zadatka ako
pravokutnik prekriva a redaka jedini¢nih kvadrati¢a i b jedini¢nih kvadratica u pojedinom
retku.

Slika 5.6. 1. Primjer nastavnog listica za otkrivanje povrsine pravokutnika

metodom Kolo naokolo

Ucenik na dobivenom listicu popunjava drugi stupac tablice brojem jedini¢nih kvadrati¢a
koji ,,prekrivaju* pravokutnik. Potom svoj listi¢ prosljeduje susjednom uc¢eniku u smjeru
kretanja kazaljke na satu, a od susjednog ucenika s druge strane dobiva njegov listi¢. Na
njemu kontrolira popunjeni drugi stupac i popunjava treci stupac tablice brojem redaka
jedini¢nih kvadrati¢a u pravokutniku. Potom listi¢ prosljeduje dalje na isti nacin, a na
sljedec¢em listi¢u kontrolira popunjene stupce (drugi i tre¢i) te popunjava cetvrti stupac
brojem jedini¢nih kvadrati¢a u jednom retku. Analogno za peti stupac, u kojem zapisuje
umnozak brojeva iz tre¢eg i Cetvrtog stupca. Kretanje nastavnih listica po koracima

tijekom popunjavanja tablice prikazano je dijagramima na Slici 5.6.2.
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NASTAVNI LISTIC 4

NASTAVNI LISTIC 1
TABLICA — 2. STUPAC

TABLICA - 3. STUPAC

N -

NASTAVNI LISTIC 4 NASTAVNI LISTIC 2 NASTAVNI LISTIC 3 NASTAVNI USTIC 1
KORAK 1 KORAK 2.
% TABLICA - 2. STUPAC TABLICA - 2. STUPAC TABLICA - 3. STUPAC TABLICA - 3, STUPAC
NASTAVNI UISTIC 2
TABLICA = 5. STUPAC
NASTAVNI LISTIC 4 NASTAVNI UISTIC 1 KORAK 4.

KORAK 3. TABLICA - 4, STUPAC TABLICA - 5. STUPAC

NASTAVNI LISTIE 3
TABLICA - 5. STUPAC

NASTAVNI LISTIC 4
TABLICA - 5. STUPAC

Slika 5.6. 2. Koraci u kruzenju nastavnih listica u skupini

NASTAVNI LISTIC 1
TABLICA - 4. STUPAC

Potom na naznaceni nacdin (suradnicki u skupini, odnosno individualno) rjesavaju
preostala Cetiri zadatka na nastavnom listi¢u i dolaze do zajednickog zakljucka da je
povrsina pravokutnika jednaka umnosku broja redaka i broja kvadrati¢a u jednom retku

(razina analize). Primjer uc¢enickog rjeSenja nastavnog listi¢a je na Slici 5.6.3.
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Nastaviu listi¢ 1 — Kolo nackolo

1. (Kolo naokolo!) Tablicu popunite po stupcima, prema naznacenim koracima.

Broj
I e || o || e
kvadratita S jedinitnih s
koji JECEOR | vadratican :m“
pravokutnik
18 3 6 18
9 3 3 9
10 5 2 10
10 2 5 10

2. (Raspravite u skupini!) Usporedite prvi i posljednji stupac tablice. Sto uocavate? Zapisite
rijefima.

Jednaki su.
. (Sam/a!) Prnmjenjujuéi uofenc pravile, bez prebrojavamaz jedimémih kvadratica kop

prekrivaju pravokutnuik odredite njthov broj ako je broj redaka jedimiénih kvadratica 7, a
broj jedininih kvadratica u jednom retku 3.

7-3=121

Dobiver rezultat provyerite prebrojavanjem! 21.
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4. (Raspravite u skupini!) Koju vehéinu predstavlja broj jediniénih kvadratica ko
prekrvau® pravokutnk?
Povriinu pravokutmka

5. (Raspravite u skupini!) ZapiSite simbolima opce pravilo za veliinu 1z 4. zadatka ako
pravokutnik prekriva a redaka jedininih kovadraticéa 1 b jediniénih kvadratiéa u pojedinom

retku.

Slika 5.6. 3. Primjer ucenickog rjesenja nastavnog listica za aktivnost

Povrsina pravokutnika

Putem razredne diskusije zaklju€uju o povrsini pravokutnika kao umnosku njegove
duljine (broja redaka) i Sirine (broja kvadrati¢a u jednom retku). Takoder, raspravljaju o
komutativnosti u ovom kontekstu. Generalizacija se ostvaruje radom u pripremljenom
materijalu u alatu dinami¢ne geometrije u kojem ucenici mijenjaju duljine stranica
pravokutnika. Prikazuje se iznos povrSine pravokutnika te umnoZak njegove duljine i

Sirine (Slika 5.6.4.).

a=35 b=2
-—‘—c_t_-
P=a-b
b Povrsina =10
P =10
a

Slika 5.6. 4. Radni materijal u alatu dinamicne geometrije za generalizaciju

pravila za odredivanje povrsine pravokutnika
5.7. Aktivnost Znas moju povrsinu, koliki mi je opseg?

Cilj aktivnosti je potaknuti ucenike petog razreda osnovne skole da primijete kako
se ista povrSina moze obuhvatiti razli¢itim opsezima, ovisno o obliku i dimenzijama lika.
Drugim rijeima, cilj je potaknuti ucenike na zakljucivanje da likovi jednake povrSine
mogu imati razli¢ite opsege (MAT OS D.5.3). Provodenje ove aktivnosti zahtijeva barem
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razinu analize van Hiele modela geometrijskog miSljenja. Ucenici rade u troclanim
skupinama. Svaki uc¢enik dobiva set od dvanaest geometrijskih ploc¢ica oblika kvadrata i

nastavni listi¢ kao na Slici 5.7.1.

Nastav listic — Znas moju povrsinu, koliki mi je opseg?

1. (Raspravite u skupini!) Kolika je povriina lika sastavljenog od 12 jediniénih kvadratica?

2. (Sam/a!) Pomocu dobivenih plo€ica slozite pravokutnike 1 ta rjeSenya skicirajte u prvom stupcu. Zamiite
povrsinu 1 opseg svakog sloZenog pravokutmka, pni femu je jediména myera za myeremye povriine jedna

plofica (jedan kvadrat). a za opseg duljina jedne stranice kvadrata.

PRAVOKUTNIK POVREINA OPSEG

3. (Raspravite u skupini!) $to uofavate usporedujuci drugi 1 treé1 stupac tablice?

4_(Raspravite u skupini!) Od svih pravokutnika povriine 12 odredite onaj naymanjeg 1 ona) najvedeg opsega.

Slika 5.7. 1. Nastavni listi¢ Znas moju povrsinu, koliki mi je opseg?

Ucenici zajednicki rjeSavaju prvi zadatak na nastavnom listicu. Utvrduju da su svim
likovima sastavljanima od 12 jedini¢nih (sukladnih) kvadrata povrSine jednake 12.
Potom, individualno rjeSavaju drugi zadatak, tj. od dobivenih (jedini¢nih) plo€ica slazu
razli¢ite pravokutnike 1 pritom u tablicu zapisuju njihove opsege i povrsine. Nakon toga,
zajednicki rjeSavaju preostale zadatke s nastavnog listi¢a, razmjenjuju i suceljavaju

misljenja unutar skupine i zaklju¢uju da likovi jednake povrSine mogu imati razlicite
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opsege te odreduju onaj s najmanjim i onaj s najveim opsegom. Primjer jednog

ucenickog rjesenja nalazi se na Slici 5.7.2.

Nastaviu listi¢ — Znas moju povrsinu, koliki mi je opseg?
1_ (Raspravite u skupini!) Kolika je povrina lika sastavljenog od 12 jedimiénih kvadratica?
Povriina lika sastavljenog od 12 jediniénih kvadratica iznosi 12.

2. (Sam/a!) Pomocu dobivenih plofica slozite pravokutnike 1 ta rjefenja skicirajte u prvom stupcu. Zapiiite
povréinu 1 opseg svakog sloZenog pravokutnika, pri demu je jedimiéna mijera za myerenje povréine jedna

ploéica (jedan kvadrat). a za opseg duljmna jedne stramice kvadrata.

PRAVOKUTNIK POVRSINA OPSEG
T 12 26

! i ] 12 16

| | |

il i

il I_ 12 14

i

|l
''''' | r 12 14

3. (Raspravite u skupini!) Sto uofavate usporedujuéi drugi 1 treci stupac tablice?
Uoéavamo da razlifiti likovi mogu imati jednake povriine, a opseg tih likova moZe 1 ne mora biti jednak

4. (Raspravite u skupini!) Od svih pravokutnika povréine 12 odredite onaj najmanjeg 1 onaj najveceg opsega.

EREEER — najveceg opsega

— najmanjeg opsega

Slika 5.7. 2. Primjer ucenickog rjeSenja nastavnog listica

Zna$ moju povrsinu, koliki mi je opseg?

Na kraju aktivnosti slijedi razredna diskusija u kojoj nastavnik zajedno s ucenicima
rezimira ,,otkriveno* svojstvo i naglasava vaznost razumijevanja odnosa izmedu povrSina

1 opsega. Neka od pitanja za ucenike mogu biti:

1. Kako biste objasnili promjenu opsega lika, ali konstantnost povrSine? O ¢emu

ovisi ta promjena?
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2. Bi li pravokutnici s ve¢om povr§inom imali veéi ili manji opseg od pravokutnika
s manjom povrSinom? Obrazlozite svoje razmisljanje.
3. Zasto je vazno razumjeti odnos izmedu opsega i povrSine u stvarnom zivotu?

MozZete li navesti primjere situacija u kojima je to znanje korisno?
5.8. Aktivnost PovrsSina pravokutnog trokuta

Cilj ove aktivnosti je da ucenici Sestog razreda osnovne skole ,,otkriju pravilo za
odredivanje povrsine pravokutnog trokuta pomocu povrsine ,,povezanog™ pravokutnika
(MAT OS D.6.2.). Svaki uéenik dobiva predlozak s dva pravokutna trokuta nacrtana u
kvadratnoj mreZi jedini¢nih kvadrati¢a primjerene veli¢ine (Slika 5.8.1.). Ucenici mjere
povrsine dobivenih trokuta prebrojavanjem jedini¢nih kvadrati¢a (razina vizualizacije) i

uocavaju da takav nacin nije optimalan.

Slika 5.8. 1. Predlozak pravokutnih trokuta u kvadratnoj mrezi

jedinicnih kvadratica za jedan par ucenika

Zajedno sa svojim parom u klupi, koji je dobio isti predlozak, prisjeca se slagalice
tangram. Iz dobivenih predlozaka izrezuju trokute, uzimaju dva sukladna pravokutna
trokuta te formiraju pravokutnik. UocCavaju da je povrSina jednog od trokuta jednaka
polovini povrSine dobivenog pravokutnika, tj. povrSina dobivenog pravokutnika je
dvostruko veca. Takoder, uoCavaju da su katete trokuta dvije susjedne stranice
pravokutnika. Budu¢i da je polazni trokut polovina dobivenog pravokutnika, zakljucuju
da je povrSina polaznog pravokutnog trokuta jednaka polovini dobivenog pravokutnika
(razina analize). Ucenici pretpostavljaju da to vrijedi za bilo koji pravokutni trokut pa im

se postavlja pitanje kako mogu biti sigurni da svaka dva sukladna pravokutna trokuta
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tvore pravokutnik, ¢ime se njihova razina misljenja usmjerava na razinu neformalne

dedukcije. Razina dedukcije ostvaruje se dokazivanjem primjenom sukladnosti trokuta.
Dokaz.

Neka je ABC pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu €. Nadopunimo ga do

pravokutnika ADBC (Slika 5.8.2.).

Slika 5.8. 2. Skica za dokaz formule za izracunavanje povrsine pravokutnog trokuta
Uz oznake sa Slike 5.8.2. vrijedi:

e kutu vrhu D sukladan je kutu u vrhu C (kutovi s okomitim kracima),
e |BC| = |AD| = a (nasuprotne stranice pravokutnika),

e |CA| = |DB| = b (nasuprotne stranice pravokutnika),

pa po SKS teoremu o sukladnosti trokuta zaklju¢ujemo da je trokut ABC sukladan trokutu
BAD, odnosno da su njihove povrsine jednake. Ujedno, povrSina jednog pravokutnog

trokuta jednaka je polovini povrSine dobivenog pravokutnika, tj. Py = aT'b.

5.9. Aktivnost Povrsina paralelograma

U ovoj aktivnosti cilj je da u€enici Sestog razreda osnovne $kole otkriju pravilo za
radunanje povrsine paralelograma (MAT OS D.6.2.). Tri su moguée metode. Prva
ukljucuje prebrojavanje kvadrati¢a unutar paralelograma nacrtanog u mrezi kvadratica
(razina vizualizacije), druga je ,,razbijanje* paralelograma na dva pravokutna trokuta i
pravokutnik (razina analize), a tre¢a je ,,rezanje* pravokutnog trokuta i premjestanje u
svrhu oblikovanja pravokutnika s istom bazom i visinom kao i paralelogram (Slika

59.1.).
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Slika 5.9. 1. Metode otkrivanja pravila za racunanje povrsine paralelograma

Ucenici rade u paru. Uocavaju da prva metoda nije optimalna. Prebrojavanje svakog
kvadrati¢a unutar paralelograma zahtijeva puno vremena, a uz to je ova metoda podloZzna
greskama (izostavljanje kvadrati¢a ili pogresno prebrojavanje). Putem diskusije, opazaju
da ova metoda ne pruza razumijevanje geometrijskih koncepata koji stoje iza povrsine
paralelograma, ve¢ samo mehanicko racunanje. U provedbi druge metode, ucenici
analiziraju lik tako da ga ,,razbiju* na komponente ¢ije povrsSine znaju izracunati i potom
ukupnu povrsinu ra¢unaju kao zbroj povrsina tih komponenti. U tre¢oj metodi povezuju
pravilo za povrSinu paralelograma s pravilom za pravokutnik (razina neformalne
dedukcije). Svaki par ucenika dobiva model pravokutnika od kartona iz kojeg izrezuju
pravokutan trokut i1 premjestaju ga dok ne formiraju pravokutnik iste baze i1 visine kao
kod polaznog paralelograma. U paru raspravljaju i zakljuuju o jednakosti povrSina tih
likova. Naime, stranice ovako dobivenog pravokutnika predstavljaju stranicu
paralelograma i visinu na tu stranicu. Prema tome, povrSina paralelograma jednaka je
umnos$ku duljine stranice paralelograma i duljine visine na tu stranicu. Na pitanje ovisi li
povrSina o izboru visine paralelograma pronaci ¢e u pripremljenom materijalu u alatu

dinami¢ne geometrije (Slika 5.9.2.).
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a=9.90 em b=5.79 cm
v, = 5.54 em v = 9.46 cm
P = a v, = 54.83 em?® P = b-vp = 54.83 cm?

Slika 5.9. 2. Radni materijal u alatu dinamicne geometrije

za aktivnost Povrsina paralelograma

Ucenici na kliza¢u mijenjaju duljine stranica paralelograma i uocavaju da njegova

povrsina ne ovisi o izboru visine.

Istaknimo da je rijetko koji ucenik osmog razreda osnovne Skole, a jo§ manje
Sestog razreda, sposoban primjenjivati geometrijsko razmisljanje na razini viSoj od
neformalne dedukcije. Visa razina, razina dedukcije doseze se dokazivanjem, primjenom
matematiCkih pojmova vezanih uz koncept povrSine paralelograma, sukladnosti i

standardnih matematic¢kih oznaka.
Dokaz.

Neka je ABCD paralelogram sa stranicom duljine a i pripadnom visinom duljine v,,.
Oznacimo sa N; noziste visine iz vrha D, a sa N, noZiSte visine iz vrha C kao na Slici
5.9.3. Uz oznake sa slike, prema SSK~ teoremu o sukladnosti trokuta vrijedi da su trokuti
AN;D i BN,C sukladni, tj. AN;D = BN,C (|AD| = |BC|, |DN;| = |CN,|, kutovi u
vrhovima N; i N, su pravi kutovi), pa imaju jednake povrsine, tj. P(AN;D) = P(BN,C).
Dakle, vrijedi

P(ABCD) = P(AN,D) + P(N,BCD) = P(BN,C) + P(N,BCD) = P(N,;N,CD) = av,,

jerje N;N,CD pravokutnik sa stranicama duljina a i v,,.
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Slika 5.9. 3. Skica za dokaz formule za povrsinu paralelograma

kojemu se noziste visine nalazi na stranici

Sto ako se nozi§te visine paralelograma ne nalazi na njegovoj stranici?
U tom slucaju, paralelogram ,,dijelimo* na manje paralelograme koji se mogu ,,presloziti*
u pravokutnik pa ¢e povrsina polaznog paralelograma biti jednaka zbroju povrsina manjih
paralelograma. Prema Arhimedovom aksiomu, za svaka dva pozitivna realna broja a i 8
postoji prirodan broj p takav da vrijedi: pf > a. Ovaj aksiom osigurava da ¢emo u
kona¢no mnogo koraka paralelogram s visinom duljine v, ,prekriti* pravokutnicima s
visinom duljine x. Dakle, nakon konacno mnogo koraka imamo situaciju kao na Slici

5.94.

1
I
I
I
I
I

R T e

Slika 5.9. 4. Skica za dokaz formule za povrsinu paralelograma

kojemu se noziste visine ne nalazi na stranici

Uocimo da su plavi pravokutnici sukladni. Neka je k broj sukladnih pravokutnika. Tada

je povrsina paralelograma jednaka zbroju povrSina tih k sukladnih pravokutnika i
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povrsine "ostatka", tj. paralelograma s jednom stranicom duljine a i visinom na tu stranicu

jednakom v, - k - x. Dakle, vrijedi P = kx -a + a - (v, — kx), odnosno P = a - v,.

5.10. Aktivnost Povrsina trokuta

Cilj ove aktivnosti je da ucenici Sestog razreda osnovne Skole otkriju pravilo za
radunanje povrine bilo kojeg trokuta (MAT OS D.6.2.). Tri su moguée metode. Prva je
nadopuniti trokut do pravokutnika, pri ¢emu je baza trokuta njegova najdulja stranica.
Ucenici crtaju paralelu s najduljom stranicom trokuta koja prolazi nasuprotnim vrhom te
stranice, a potom crtaju okomice na tu paralelu iz preostalih vrhova polaznog trokuta

(Slika 5.10.1.).

Slika 5.10. 1. Nadopunjavanje trokuta do pravokutnika

Putem diskusije komentiraju da su trokut nadopunili do pravokutnika pravokutnim
trokutima te da se dobiveni pravokutnik sastoji od tri trokuta. Prema nastavnikovim
uputama, ucenici crtaju visinu polaznog trokuta te uspostavljaju odnos duljine visine 1
osnovice polaznog trokuta sa stranicama dobivenog pravokutnika. Nadalje, izrezuju
pravokutne trokute, preslaguju ih i uocavaju da oni Cine trokut sukladan polaznom
trokutu, primjerice kao na Slici 5.10.2. (razina vizualizacije), te zaklju¢uju da su
komponente dobivenog pravokutnika dva polazna trokuta, odnosno da je povrSina

polaznog trokuta jednaka polovini povrSine dobivenog pravokutnika (razina analize).
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Slika 5.10. 2. Preslagivanje pravokutnih trokuta u polazni trokut

Sirina dobivenog pravokutnika je duljina visine polaznog trokuta, a duljina pravokutnika
je duljina osnovice polaznog trokuta. Dakle, povrSina trokuta jednaka je polovini
umnoska duljine stranice trokuta i duljine visine na tu stranicu (razina neformalne
dedukcije). Alternativne metode su ,,podijeliti* trokut ¢ija je baza najdulja stranica na dva
pravokutna trokuta te zbrojiti njihove povrSine (Slika 5.10.3.) ili dopuniti trokut

postavljen na najdulju stranicu kao bazu do paralelograma i izracunati polovicu njegove

povrsine.
A
(o]
_,/‘} P=P+PB
p_ Y, T
v AR
//// [ ‘UC
y P2 (z+y)
/ P P g Ty
2 &
//// 1
p=2%
o o o 2
B 1 P Yy C

Slika 5.10. 3. Povrsina trokuta kao zbroj povrsina dvaju pripadnih pravokutnih trokuta

Sto ako je baza najkraca stranica tupokutnog trokuta? U&enici dobivaju nastavni listi¢ kao

na Slici 5.10.4.
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Nastavni listic — Povriina trokuta

1. Zadan je tupokutan trokut ABC.

a. Nacrtajte visinu v, iz vrha € na pravac kojem pripada stranica AB s noZiftem N 1 oznadite njezino poloviite P.
b. Nacrtajte paralelu s pravcem kojem pripada stranica A5 kroz toéku P.
c. Nacrtajte okomicu 1z toéke A na paralelu 1z b. 1 noZiite oznaéite s D.

2. Koji geometrijski likovi éine polazni trokut? Izrezite trokut ABC tako da dobijete uocene likove.

3. Preslozite dijelove polaznog trokuta u geometrijski lik ¢iju povriinu znate izraunati.

a. Koj1 je to ik? Kolike su duljine stranica toga lika? Odredite mjegovu povriinu 1 skicirajte rjesenje.

b. Sto zakljucuyete o povriini polaznog trokuta?

Slika 5.10. 4. Nastavni listi¢ Povrsina trokuta

Rade¢i u paru rjeSavaju zadatke s nastavnog listi¢a i ,,otkrivaju pravilo za izraCunavanje
povrsine tupokutnog trokuta kojemu je baza najkraca stranica. Uocavaju da se i u ovom
slu¢aju povrsina racuna kao polovina umnoska duljine stranice i duljine pripadne visine.

Primjer ucenickog rjeSenja nastavnog listi¢a prikazan je na Slici 5.10.5.
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Wastavmi lstic — Pevrfina trokuta

1. Zadan je tupolutan trokut ABC.

e

A i S TN e e s i e
P (o]

S ———

M A [e B

a Nacrtajte visinu v, 1z vrhe € na pravac kojem pripada stranica AF s nofiftem N 1 oznafite njezino poloviite P.
b. Nacrtajte paralelu s praveem kojem pripada siranica AF oz todlu P.
. Nacrtajte ckomicn iz tofke A na parzlelu iz b i noZidte oznadite s 0.
2. Koji geometrijsla likovi &ine polazni trokut? lzrezite trokut ABC tako da dobijete uofens likove.
Polazm trolast sastogi se od dva trolouta 1 trapeza.
3. Preslozite dijelove polarnog trokuta u geometrijska lik Ejju povriinu znate 1zratunati.
2. Koji je to lik? Kolike su duljine stranica toga lika? Odredite njegovn povriing 1 skacirajte fegenje.

Pravokutnik sa stranicama duljine | 48| = ¢ i 2.

b. Sto zakljufujete o povrini polaznog tupokutnog trokuta?

Povriina tupclutnog trokuta je jednaka polovini ummodka duljine stranice 1 duljine pripadne visine.

Slika 5.10. 5. Ucenicko rjesenje nastavnog listica Povrsina trokuta
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5.11. Aktivnost Povrsina trapeza

Cilj ove aktivnosti je da ucenici Sestog razreda osnovne Skole otkriju pravilo za
radunanje povriine trapeza (MAT OS D.6.2.). Na razini vizualizacije, udenici rade
individualno. Dobivaju trapez nacrtan u mrezi kvadratica te prebrojavaju broj jedini¢nih
kvadrati¢a unutar trapeza. UoCavaju da to nije optimalna metoda. Zatim, nastavnik dijeli
ucenike u troclane skupine kako bi analizirali na koje geometrijske likove, ¢iju povrsinu
znaju izraCunati, mogu ,,razbiti* polazni trapez. Neke od mogucénosti su podijeliti trapez
na pravokutnik i dva pravokutna trokuta, podijeliti trapez na dva trokuta ili podijeliti

trapez na paralelogram i trokut (Slika 5.11.1.).

Slika 5.11. 1. Primjeri ,, podjele trapeza u svrhu izracunavanja njegove povrsine

Ucenici unutar skupine dolaze do neformalnih iskaza da je povrSina trapeza jednaka
zbroju povrSina likova od kojih je sastavljen (razina analize). Trec¢a faza aktivnosti
takoder se odvija u troclanim skupinama. U prve dvije etape aktivnost se oslanjala samo
na prototipove trapeza, dok u ovoj fazi svaki u€enik unutar skupine dobiva nastavni listi¢
na kojemu su dva netipi¢na trapeza (Slika 5.11.2.). RjeSavaju zadatke s nastavnog listia
kako je naznaceno (individualno ili zajednicki) 1 na njega zapisuju svoje zakljucke.
ZakljuCuju da je povrSina trapeza jednaka umnoSku duljine visine tog trapeza i
polovi¢nog zbroja duljina osnovica. Jedno ucenicko rjeSenje prikazano je na Slici 5.11.3.
Slijedi razredna diskusija u kojoj svaka skupina argumentira svoje zakljucivanje, a
nastavnik ucenike usmjerava na viSu van Hiele razinu pitanjima poput Koje svojstvo
vrijedi za trokute?, Kako nam to svojstvo pomaze u istrazivanju pravila za racunanje
povrsine trapeza?, Postoje li trapezi za koje ,, otkriveno “ pravilo ne vrijedi? Kako biste

to istrazili?, Mozete li dokazati svoj zakljucak?.
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MNastavni listic - Povriina trapeza

1. (Sam/al)

4. Nacrtajte pravac koji prolazi vrhom trapeza 1 polovistem P nasuprotnog kraka trapeza.
b. ProduZite osnovicy trapera preko jednog vrha

c. Oznakite sjecifte tog produzetka = praveem kroz poloviite s M.

2 a (Raspravite u skupini!) Promotrite dobivene trolute. Sto moZete reéi o njima?

b. (Sam/al) Izrezite jedan trolout 1 preslozite dobivene dijelove v lik Eiju povriinu znamo odrediti.

Skicirajte rjeSenja.

4. (Raspravite u skupini!) Napisite izraz za povriinu trapeza s osnovicama duljine o 1 ¢ 1 visinom duljine 1.

3. (Sam/a!) [zrafunajie povriinu paralelograma = osnovicama duljine 5 dm 1 2 dm i vizsinom duljine 4 dm.

Slika 5.11. 2. Nastavni listi¢ PovrSina trapeza
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Nastavni listic - Povrsina trapera

1. (Sam/al)
a Nacrtajte pravac koji prolazi vrthom trapeza i polovistem P nasuprotnog kraka trapeza

b. ProduZite osnovicu trapeza preko jednog viha,
c. Oznatite sjecilte tog produZetka s praveem kroz polovifte s M.

\

2. a. (Raspravite u skupini!) Promotrite dobivene trokute. $to moete rei o njima?
Dobiveni troboutt su sukladni.

b. (Sam/al) Izrezite jedan trolout 1 preslozite dobivene dijelove v lik &jo povriino znamo odrediti

Skicirajte rjeSenja

4. (Raspravite u skupini!) Napigite izraz za povriinn trapeza s osnovicama duljine o 1 ¢ i visinom duljine 1.
_(at+e)w
-

5. (Sam/a!) Izratunajte povriinu paralelograma s cznovicama duljine 5 dm i 2 dm i vizinom duljine 4 dm

15+fj|-4 T

P =

Slika 5.11. 3. Ucenicko rjesenje nastavnog listica Povrsina trapeza

Na razini dedukcije ucenici bi trebali argumentirati 1 dokazati otkriveno pravilo, §to je

prezahtjevno za veéinu ucenika Sestog razreda. Ovdje ¢emo ipak navesti dokaz.
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Dokaz.

Neka je ABCD trapez s osnovicama duljina a i ¢ 1 visinom duljine v, te neka je P poloviste

stranice BC.

Slika 5.11. 4. Trapez ABCD

Uz oznake sa Slike 5.11.4., vrijedi da je |BP| = |PC| (P je poloviste duzine BC),
<DPC = «EPB (vr$ni kutovi) i <DCP = ¥EBP (kutovi uz presjecnicu paralelnih
pravaca) pa prema KSK teoremu o sukladnosti trokuta vrijedi da su trokuti DPC i EPB
sukladni. Odavde slijedi jednakost njihovih povrSina i njihovih stranica, tj. |BE| = |CD|.
Sada je

P(ABCD) = P(ABPD) + P(PCD) = P(ABPD) + P(PBE) = P(AED),

odnosno povrsina trapeza ABCD jednaka je povrSini trokuta AED. Znamo da je povrSina
trokuta jednaka polovini umnoska duljine stranice 1 visine na tu stranicu. Budu¢i da je

duljina osnovice jednaka a + c 1 duljina pripadne visine jednaka visini trapeza v, slijedi

daje P(ABCD) = P(AED) =2 (a +¢) - v.

5.12. Aktivnost PovrsSina likova ciji vrhovi pripadaju dvama
paralelnim pravcima
Aktivnost je namijenjena u€enicima prvog razreda srednje Skole s ciljem da

ucenici otkriju opce nacelo odredivanja povrSine likova €iji vrhovi pripadaju dvama

paralelnim pravcima (MAT SS C.1.2., MAT SS D.1.2.). Testira se sposobnost u¢enika da
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usvoji i primijeni koncepte sliCnosti, omjera, srednjica likova i drugih, te da poveze
pravila za racunanje povrsine primjenjujuci svojstva paralelnih pravaca i sli¢nost trokuta.
Dakle, ova aktivnost pruza cjelovitu procjenu ucenika na prvoj i drugoj razini
geometrijskog misljenja na konceptu povrSine. Ucenik radi individualno. U alatu
dinami¢ne geometrije dobiva radni list s ,,mrezom* jednako udaljenih paralelnih pravaca
na koji potom crta jo§ nekoliko pravaca u razli¢itim polozajima kao primjerice na

Slici 5.12.1.

S~
/

/ \

/ \

Slika 5.12. 1. Primjer ucenickog rjesenja (plavo na slici)

Ucenik proucava segmente nastale presijecanjem zadanih i nacrtanih pravaca. Zakljucuje
da ako su paralelni pravci jednako udaljeni, onda oni odsijecaju jednake duljine na bilo
kojem pravcu koji ih presijeca (Slika 5.12.2.). Uo¢imo da ucenik donosi neformalne

zakljucke na temelju kona¢nog broja analognih primjera (neformalna dedukcija).

/ \
\

D,

Py

= /\ 06

i

=

e, T

\
\
\
\
\

Slika 5.12. 2. Primjer ucenickog proucavanja segmenata nastalih presijecanjem

zadanih i nacrtanih pravaca u alatu dinamicne geometrije
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Potom, uéenik otvara drugi radni list na kojem proucava sliku mreze kao na

Slici 5.12.3.

Slika 5.12. 3. Slika mreze

Uocava razlicite ,,skupine trokuta koji se podudaraju u jednom kutu, a duljine stranica
uz taj kut imaju isti omjer. Drugim rijeima, prema SKS teoremu o sli¢nosti, uocava

,skupine® sli¢nih trokuta. Primjer para sli¢nih trokuta vidimo na Slici 5.12.4.

Slika 5.12. 4. Primjer para slicnih trokuta

Sada se ucenika usmjerava da isto primijeni u istrazivanju odnosa likova ¢iji vrhovi
pripadaju dvama paralelnim pravcima, npr. trokut, trapez, pravokutnik i paralelogram kao

na Slici 5.12.5.
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Slika 5.12. 5. Likovi ciji su vrhovi elementi dvaju paralelnih pravaca

U ovom trenutku u€enik se uz nastavnikovo navodenje prisjeca pojma srednjice, nakon
¢ega, primjenjujuci slicnost, deduktivno utvrduje da je duljina srednjice trokuta jednaka
polovini duljine njegove osnovice (Slika 5.12.6.). Takoder, argumentira vrijedi li ta

tvrdnja za sve trokute i zasto.

Slika 5.12. 6. Srednjica trokuta

Povezivanjem postojece mreZe znanja i novog znanja, ucenik zaklju€uje da se povrSina
trokuta moze izraziti koristec¢i srednjicu. Tada je povrSina trokuta jednaka umnosku

duljine srednjice 1 duljine visine tog trokuta.

Nakon toga, u€enik promatra lik trapeza. Dijeli ga na dva trokuta kao na
Slici 5.12.7. 1 zakljuCuje da je duljina srednjice trapeza jednaka zbroju duljina srednjica
trokuta na koje je trapez podijeljen, tj. da je duljina srednjice trapeza jednaka polovini

zbroja duljina njegovih osnovica. Analogno kao kod trokuta, ucenik zakljuCuje da se
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povrsina trapeza moze izraziti kao umnozak duljine srednjice trapeza i duljine njegove

visine.

Slika 5.12. 7. Srednjica trapeza

Nadalje, ucenik analogno otkriva da se povrSine pravokutnika i paralelograma

mogu izraziti na sli¢an nacin.
5.13. Aktivnost Dijagram odnosa

Cilj ove aktivnosti je da ucenici prvog razreda srednje Skole prepoznaju odnose
medu pravilima za ratunanje povriina iz prethodnih aktivnosti (MAT SS C.1.2.,
MAT SS D.1.2.). Aktivnost je zamisljena za rad u paru. Udenici dobivaju kartice kao na
Slici 5.13.1. 1 slazu ih u dijagram odnosa. Za uspostavljanje odnosa medu geometrijskim
likovima, ucenici moraju biti na razini dedukcije u van Hiele modelu razvoja
geometrijskog misljenja. Argumentiraju svoje rjeSenje, tj. iskazuju koje odnose
prepoznaju, koji pojmovi imaju ,,zajednicke korijene* itd. Primjer rjeSenja para u€enika
nalazi se na Slici 5.13.2. MoZe se provesti diskusija o0 mogucnosti izrade dijagrama za
druge grane matematike osim geometrije, primjerice aritmetike ili algebre, ¢ime se razina
geometrijskog misljenja u¢enika usmjerava na najvisu razinu van Hiele modela, tj. razinu

strogosti.
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POVRSINA

PRAVOKUTNOG
TROKUTA

POVRSINA
PRAVOKUTNIKA

POVRSINA
PARALELOGRAMA

POVRSINA

TROKUTA

POVRSINA

TRAPEZA

Slika 5.13. 1. Kartice za dijagram odnosa

POVRSINA
PRAVOKUTNIKA

—
-~

POVRSINA
PARALELOGRAMA

=

POVRSINA
PRAVOKUTNOG
TROKUTA

POVRSINA

TROKUTA

POVRSINA

TRAPEZA

Slika 5.13. 2. Ucenicko rjesenje dijagrama odnosa



5.14. Aktivnost Aproksimacija povrsine lika ispod krivulje

Cilj aktivnosti je da ucenici aproksimiraju povrSinu ispod grafa funkcije
racunajuéi sumu povrsSina upisanih i opisanih pravokutnika. Zamisljena je za provedbu u
paru za ucenike Cetvrtog razreda srednje Skole na barem drugoj van Hiele razini razvoja
geometrijskog misljenja (MAT SS B.4.11.). Svaki par dobiva nastavni listi¢ na kojem je
graf kvadratnog polinoma. Oba ucenika u paru imaju istu funkciju, a na razini razreda po
dva para imaju istu funkciju u svrhu usporedbe to¢nosti rezultata. Zadatke rjesavaju kako
je naznaceno, individualno ili zajednicki. U svakom zadatku je zadano na koliko jednakih
dijelova trebaju podijeliti interval. Za svaku od podjela u prva tri zadatka jedan ucenik
aproksimira povrSinu opisanim pravokutnicima, a drugi upisanim pravokutnicima.
Pritom je vazno da svaki ucenik stekne oba iskustva. Primjer nastavnih listi¢a za jedan

par ucenika je na Slici 5.14.1.

Nastavni listié - Uenik A
Na slici je lik omeden grafom funkeije f: R = B, f(x) = x? + 1, koordinatnim osima i pravcem x = 1,

¥

1. (Sam/a!) Podijelite interval [0,1]na dva jednaka dyela, zadanom liku upidite pravokutnike 1
zratunajte mjthove poviSine. Dobivemm povidmama aproksimirajte povrfinu lika ispod grafa
funkcije.

2. (Sam/a!) Podijelite interval [0,1] na &etiri jadnaka dijela, dobivenim likovima opisite pravokutnike 1
izrafunajte njthove povifine. Dobivemim povrimama aproksmmiragte povriinu lika ispod grafa
funkcije.

3. (Sam/a!) Podyelite interval [0, 1] na osam jednakih dijelova, dobivenim likovima upidite pravokutnike
1 izratunajte njithove povidine. Dobivenim povr$inama aproksimirajte poviSinu lika ispod grafa
funkcije.

4. (Raspravite u paru!) Usporedite rjefenja! $to vocavate?

5. (Raspravite u paru!) Podyelite interval [0, 1] na n jednakih dijelova, dobivenim likovima upidite 1
opisite pravokutnike 1 1zradunajte njthove povriine. Dobivenim povriinama aproksimirajte povriinu

lika ispod grafa funkcije.
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Ucenici uo€avaju da je stvarna povrsina ispod grafa funkcije f veca od zbroja povrSina
upisanih pravokutnika i manja od zbroja povrSina opisanih pravokutnika. Takoder,
uocavaju da povecanjem broja upisanih ili opisanih pravokutnika, tj. podjelom zadanog
intervala na sve veci broj ekvidistantnih particija dobivamo sve bolju aproksimaciju
povrsine polaznog lika. Na kraju aktivnosti slijedi razredna diskusija u kojoj se ucenici
prisjecaju primitivne funkcije i ra¢unaju razliku vrijednosti primitivne funkcije u lijevom
1 desnom rubu intervala, odnosno racunaju odredeni integral f; f(x)dx. U nastavku
slijedi primjer rjeSenja nastavnih listi¢a Aproksimacija povrsine lika ispod krivulje

(Slika 5.14.2.).

100

Nastavni listi¢ - Udenik B

Na slici je lik omeden grafom funkcije f: R = R, f(x) = x2 + 1, koordinatnim osima i praveem x = 1.

=]

Iy

(Sam/a!) Podyelite interval [0,1]na dva jednaka diyela, zadanom lku opiitte pravokutmke 1
izrafunajte njthove povréine. Dobivenim povriinama aproksimirajte povidinu lika ispod grafa
funkeye.

(Sam/a!) Podijelite interval [0,1] na éetiri jednaka dijela, dobivenim likovima upisite pravokutnike 1
izracunajte njthove povriine. Dobivenim povriinama aproksimirajte povréinu lika ispod grafa
funkcije.

(Sam/a!) Podijelite interval [0,1] na osam jednakih dijelova, dobivenim likovima opidite pravokutnike
i izratunajte njithove povriine. Dobivenim povriinama aproksimirajte povrdinu lika ispod grafa
funkcije.

(Raspravite u paru!) Usporedite rjefenja! Sto uofavate?

(Raspravite u paru!) Podyelite interval [0,1] na n jednakih dijelova, dobivenim likovima upiSite 1
opidite pravokutnike 1 1zrafunajte njithove povréine. Dobivenim povriinama aproksimirajte povriinu
lika 1spod grafa funkeije.

Slika 5.14. 1. Nastavni listi¢ Aproksimacija povrsine lika ispod krivulje




Nastavmi listié — Uéenik A
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Nastav listié — Ufenik B
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4. Dijeljenjem polaznog intervala na sve veci broj podintervala jednake duljine sume opisanih pravokutnika
5€ Smanjuju, a sume upisanih pravokuinika se povecavaju.

uh

Podijelimo interval [0,1] na n intervala jednakih duljina i oznatimo djelidne totke sax;, i =0,1.2,...n,
takodaje 0 =x, <%, <X, <+ <x, =1.Tadajex; ==, 1 =012 ..n.

%
P

P,

F

L

Duljina jedne stranice upisanog pravokutnika jednaka je Ax; = “—;al = :T a duljina druge stranice minimumu

m; funkeije fna intervalu [x;_,. x] ti. m; = f(x_,) = x_,* + 1. Prema tome, povrina { —tog upisanog
pravokutnika jednaka je Py, :i- m;. odnosno Py, = i ~{x;_, % + 1). Dakle, suma povriina svih upisanih
pravokutnika jednaka je

1 o i 1 a
Sp=— (P H D+ (x,2 + T R e A o B P

.
n n—-1 a n-1 - a
1 . 1 %7 1 i Bn*—3n+1
§ = EZ(I"“ +1) _EZ [(E) g 1] = EZ (F“L 1) _—
=1 =0 =0
Analogno, duljina jedne stranice opisanog pravokutnika jednaka je Ax; = lln;nl = % a duljina druge stranice

maksimumu M; funkcije na intervalu [x;_,. 2] 6. M; = f(x;) = x;° + 1. Prema tome, povriina i —tog
opisanog pravokutnika jednaka je P, == - M;, odnosno Py, = = (x;% +1).

Dakle, suma povrima svih opisanth pravokutnika iznosi

Sp=g EEHDH (Rt H D b D),

o=y e =2 [+ 1] o2 () 2L
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Vryjedi 5, = P = 5. Izrafunapmo limes zbroja povrima pravokutnika ako broj dijelova na koje je podijeljen

interval [0,1] te# u beskonafnest. Dobivamo

- Snf—3n+1_1_ qlippaeeg, s 8n'4+3n+1 4
3 am e e SPElmS S e 3

pa po teoremu o sendvifu slijedida je P = g.

. 3
Primjenom odredenog integrala dobivamo P = _rul(x‘ +1)de = % +x ; = g +1- G + ﬂj = s.

Mapomena: Ufenici za izrafunavanje suma s, 1 5, koriste simbolifki kallmlator.

Slika 5.14. 2. Primjer rjeSenja nastavnog listica

Aproksimacija povrsine lika ispod krivulje

Neka od pitanja za razrednu diskusiju mogu biti:
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1. Kolika je duljina baze pravokutnika u pojedinom zadatku?

2. Kako ste odredivali duljine visina upisanih i opisanih pravokutnika?

3. Opisite odnos stvarne povrSine ispod grafa funkcije f 1 povrSina upisanih 1

opisanih pravokutnika.

4. Je li bitno koju primitivnu funkciju uzmemo? Zasto?




6. ZADACI VEZANI UZ KONCEPTE DULJINE I POVRSINE

Ucenicka matematicka postignu¢a mogu se istraziti vanjskim vrednovanjem i na
matematickim natjecanjima. Vanjskim vrednovanjem stjece se uvid u stanje obrazovanja
u podruc¢ju matematike, $to pridonosi oblikovanju obrazovne politike i poticanju reformi
u svrhu poboljsanja kvalitete nastave matematike. S druge strane, natjecanja su jedan od
nacina popularizacije matematike medu ucenicima osnovnih i srednjih Skola. Pridonose
promicanju pozitivnog stava prema matematici, razvoju matematicke kulture te poticu
razvoj matematickih kompetencija kod mladih. U ovom poglavlju, fokusirat ¢emo se na
analizu TIMSS 1 PISA istrazivanja te natjecanja Matematicki klokan. PriloZit ¢emo
konkretne primjere geometrijskih zadataka vezanih uz koncepte duljine 1 povrsine koji su
se pojavljivali u okviru tih istraZivanja, odnosno natjecanja. Nadalje, raspravit ¢emo

razinu misljenja prema van Hiele modelu koju zahtijeva pojedini zadatak.

6.1. TIMSS istraZivanje

Medunarodno udruZenje za vrednovanje obrazovnih postignuéa (engl.
International Association for the Evaluation of Educational Achievement - IEA) vise od
dva desetljeca provodi Medunarodno istrazivanje trendova u znanju matematike i
prirodoslovlja (engl. Trends in International Mathematics and Science Study - TIMSS) u
cetvrtome 1 osmome razredu osnovne skole te u Cetvrtome razredu srednje skole (TIMSS
Advanced). U€enici se testiraju svake Cetiri godine, a 2011. godine testiranje je provedeno
na reprezentativnom uzorku ucenika Cetvrtog razreda osnovne Skole 1 u Hrvatskoj.

TIMSS zadaci kojima se ispituju matematicke kompetencije ukljucuju tri kognitivne
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razine — Cinjeni¢no znanje, primjena znanja i zakljucivanje te nekoliko sadrzajnih
domena. Obuhvacaju sve tri kognitivne razine te sadrzaj iz podrucja geometrije nulte i
prve razine van Hiele modela razvoja geometrijskog misljenja. U nastavku su primjeri
objavljenih zadataka koji obuhvacaju koncepte duljine 1 povrsine iz ciklusa istrazivanja u
kojima je sudjelovala Republika Hrvatska. Sve informacije, zadaci 1 slike o ciklusima
TIMSS istrazivanja nalaze se na mreznoj stranici Nacionalnoga centra za vanjsko

vrednovanje obrazovanja. ([14])
Zadatak 6.1.1. (TIMSS, 2011., Sifra zadatka:M031093)

Kojem je od sljedecih likova iscrtani pravac os simetrije?

Rjesenje 6.1.1.

Zadatak je kategoriziran u kognitivnu domenu ¢injeni¢nog znanja. Od u€enika se ocekuje
samo da prepoznaju lik na kojem je prikazana linija osne simetrije. To¢an odgovor je
posljednji lik, tj. Sesterokut. Ovo je zadatak na nultoj razini van Hiele razvoja

geometrijskog misljenja.
Zadatak 6.1.2. (TIMSS, 2011., Sifra zadatka: M041155)

Skolsko igralite je kvadratnog oblika. Duljina igraliita je 100 m. Hodajuéi uz njegov

rub, RuZa je obisla cijelo igraliSte. Koliku je udaljenost prohodala?

100 metara
200 metara
400 metara

10 000 metara

C 0w

Rjesenje 6.1.2.

U navedenom zadatku iz kognitivne domene primjene znanja od uc¢enika se ocekuje da

uoce da je potrebno odrediti opseg kvadrata s obzirom na duljinu jedne stranice. Buduci
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da se zahtijeva poznavanje svojstava kvadrata, zadatak je na prvoj razini van Hiele
razvoja geometrijskog misljenja. Ako je duljina stranice kvadrata a, onda je opseg
kvadrata o izrazen formulom o = 4a, tj. za duljinu stranice kvadrata a = 100 m slijedi

da je opseg kvadrata 4a = 400 m. Dakle, Ruza je prohodala udaljenost od 400 metara.

Zadatak 6.1.3. (TIMSS, 2011, Sifra zadatka: M031297)

¥
Tem
-1-1-|-

m

Duljina stranice jednoga kvadrati¢a u kvadratnoj mrezi je 1 cm. Kolika je povrSina

osjencanoga lika na slici izrazena u kvadratnim centimetrima?

Odgovor: kvadratnih centimetara

Rjesenje 6.1.3.

I ovaj zadatak pripada kognitivnoj domeni primjene znanja. Ucenici na kvadratnoj mrezi
trebaju odrediti povrSinu lika sastavljenog od geometrijskih likova ¢ije povrSine znaju
izraunati. Zadatak se moze rijeSiti prebrojavanjem jedini¢nih kvadratica unutar
osjencanoga lika (razina vizualizacije) ili zbrajanjem povrSine pravokutnika sa
stranicama duljine 2 cm 1 3 cm 1 povrSine trokuta sa osnovicom duljine 2 cm 1 visinom

na tu osnovicu 1 cm (razina analize). PovrSina osjencanoga lika iznosi 7 kvadratnih

centimetara.
Zadatak 6.1.4. (TIMSS, 2011., Sifra zadatka: M031004)
—
L~
I ] ] T | ] 1 | ] ] ]
am 2 3 4 5 & 7 ] g 10

Izravnamo li uze na gornjem crtezu, koja je od navedenih duljina najbliza duljini tog

uzeta?

107



5cm
7 cm

8 cm

o 0w

9 cm
Rjesenje 6.1.4.

Zadatak pripada kognitivnoj domeni primjene znanja. U matematici je jako vazno poticati
ucenike na procjenu. Od ucenika se zahtijeva misaono predocenje zadatka te procjena
duljine zakrivljene linije u odnosu na sredinu ravnala za $to trebaju biti na prvoj razini
van Hiele modela razvoja geometrijskog misljenja. Uo¢imo da je duljina presavijenih
rubova uzeta 1 centimetar, a duljina ispruzenog dijela uZeta 5 centimetara pa je duljina

najbliza duljini uzeta sa slike 7 centimetara.

Zadatak 6.1.5. (TIMSS, 2019. Sifra zadatka: ME7 1151)

Gem

6om

Prikazani kvadrat moze se sastaviti od manjih likova. Za svaki lik nadopuni tablicu

brojem koji je potreban da se prekrije cijeli kvadrat.

Broj koji je potreban da se
prekrije prikazani kvadrat
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Rjesenje 6.1.5.

Ovo je jo§ jedan primjer zadatka iz kognitivne domene primjene znanja. Ucenici
primjenjuju znanje o duljini ruba i o povrsini Cetverokuta te uspostavljaju odnos medu
njima, stoga rjeSavanje ovog zadataka zahtijeva drugu razinu van Hiele modela razvoja
geometrijskog misljenja. UoCimo da je prvi lik u tablici pravokutnik ¢ija je duljina
jednaka duljini stranice prikazanog kvadrata, ali tri puta manje Sirine. Iz toga
zakljuCujemo da je potrebno tri takva pravokutnika da se prekrije prikazani kvadrat.
Nadalje, drugi lik je jednakokracan pravokutan trokut s katetom duljine 6 centimetara.
On predstavlja polovinu prikazanog kvadrata, Sto znaci da su potrebna dva takva trokuta
da bi se prekrio prikazani kvadrat. Posljednji lik je kvadrat s duljinom stranice koja je
upola kraca od duljine stranice prikazanog kvadrata. Stoga zakljucujemo da duz jedne
stranice prikazanog kvadrata mozemo smyjestiti dva takva manja kvadrata. Dakle, za

prekrivanje prikazanog kvadrata potrebno je Cetiri ovakva manja kvadrata.
Zadatak 6.1.6. (TIMSS, 2011.,2015., Sifra zadatka:M05 1093)

Prikazani lik sastoji se od kvadrata i pravokutnika. Sirina pravokutnika jednaka je $irini

kvadrata. Duljina pravokutnika dvaput je veéa od njegove Sirine. Odredi opseg

prikazanog lika.

A, 28 cm
B. 32cm
C. 36 cm
D. 40 cm

A ——

Rjesenje 6.1.6.

Ovaj zadatak iz kognitivne domene zakljucivanja ponovio se u dva ciklusa TIMSS
istrazivanja. Njegovo rjeSavanje zahtijeva spremnost na prvoj razini van Hiele modela
razvoja geometrijskog misljenja. UoCavamo da je duljina ruba lika zbroj duljina tri
stranice kvadrata, dvije Sirine pravokutnika, jedna njegova duljina i jo§ polovina njegove
duljine, Sto znaci da opseg prikazanog lika iznosi 3 -4 + 2 -4 + 8 + 4 = 32 centimetra.

Dakle, tocan odgovor je pod B.
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Zadatak 6.1.7. (TIMSS Advanced, 2015.)

Za podrucja izmedu grafa funkcije f(x) i x —osi prikazanih iznad vrijedi da je povrSina
A = 4.8 jedinica, povrSina B = 0.8 jedinica i povrSina € = 2 jedinice. Kolika je

vrijednost odredenog integrala f_42 fx)dx? ([18])

5.6
6.0
6.8
7.6

o 0w >

Rjesenje 6.1.7.

Integral funkcije interpretira se kao povrsina ispod grafa te funkcije, ali nije doslovno
povrsina. Integral funkciji pridruZzuje povrsinu ispod krivulje unutar zadanog intervala,
ali nije identi€an s povrSinom jer uzima u obzir 1 negativne dijelove funkcije. Dakle,
integriranjem funkcije f od a do b dobivamo ,,cjelobrojnu povrsinu“ izmedu krivulje te
funkcije 1 osi apscisa, ogranicenu vertikalnim pravcima x = a i x = b. Ako su vrijednosti
funkcije f pozitivne na tom intervalu, onda ¢e ,,povrSina“ ispod grafa biti pozitivna, a ako

su vrijednosti funkcije f negativne na tom intervalu, onda ¢e i ,,povr§ina“ biti negativna.
Prema tome, vrijedi ffzf(x)dx =A—B+C(C=48-0.8+2 =6 jedinica, tj. to¢an

odgovor je pod B. Ovaj problem mogu rijesiti ucenici na razini analize jer zahtijeva

poznavanje svojstava oblika.
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6.2. PISA istrazivanje

Istrazivanje PISA (Programme for International Student Assessment) je inicijativa
Organizacije za ekonomsku suradnju i razvoj (OECD) koja se provodi svake tri godine s
ciljem procjene znanja i vjeStina petnaestogodi$njih ucenika Sirom svijeta. Prvo
istrazivanje provedeno je 2000. godine. Republika Hrvatska prikljucila se trecem ciklusu
PISA istrazivanja (PISA 2006) i od tada je sudjelovala u svim ciklusima istrazivanja. Ovo
istrazivanje pruza relevantne podatke o obrazovnim sustavima diljem svijeta te
omogucuje usporedbu razina obrazovanja medu drzavama i regijama. Glavni fokus
istrazivanja obuhvaca tri klju¢na podrucja, citalacku, matematicku i1 prirodoslovnu
pismenost, a bavi se 1 drugim inovativnim podru¢jima poput kompetencija rjeSavanja
problema, globalnih kompetencija, kreativnog misljenja, financijske pismenosti i dr. Za
razliku od definicije pismenosti u uzem smislu, PISA definira ,pismenost* kao
sposobnost ucenika da primijene znanja i vjestine iz klju¢nih predmetnih podrucja te da
analiziraju, zakljuuju 1 ucinkovito komuniciraju prilikom postavljanja, tumacenja i
rjeSavanja problema u razliitim situacijama. Nadalje, testovi su koncipirani tako da
ocjenjuju akademsko znanje i njegovu praktiénu primjenu u svakodnevnom Zzivotu.
Takoder, prikuplja i podatke o socioekonomskom statusu ucenika te o njihovim stavovima
1 percepcijama o obrazovanju. Ovi podaci pruzaju vaZan uvid u u¢inkovitost obrazovnih
sustava diljem svijeta i pridonose unaprjedenju obrazovanja. ([13]) Evo nekoliko primjera

zadataka iz PISA testova dostupnih u [12].

Zadatak 6.2.1. KORACI

¥
R

Na slici su prikazani otisci stopala covjeka koji hoda. Duljina koraka P je razmak izmedu

straznjih dijelova dvaju uzastopnih otiska stopala.

~ ’ n v . . ] 1ew . .
Za muSkarce, pomoc¢u formule - = 140 moze se prikazati priblizan odnos izmeduni P,

gdje je n = broj koraka u minuti, a P = duljina koraka u metrima.
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1. pitanje: Ako se ova formula primijeni na Hrvojevo hodanje, a Hrvoje napravi 70

koraka u minuti, koliko iznosi Hrvojeva duljina koraka? Prikazi postupak izra¢unavanja.
RjeSenje 6.2.1.

Zan = 70 vrijedi:

70-140P _

7?0=140<:>7?0— 140 =0 0= 70—-140P = 0 & 70 = 140P,

tj. P = 0.5 m. Dakle, Hrvojeva duljina koraka iznosi pola metra. Zadatak je vrlo

jednostavan i zahtijeva razinu analize van Hiele modela.
Zadatak 6.2.2. TROKUTI

1. pitanje: Zaokruzi jedan od donjih likova koji najbolje odgovara sljedecem opisu.
Trokut PQR je pravokutni trokut s pravim kutom u tocki R. Stranica RQ je kraéa od
stranice PR. M je poloviste stranice PQ, a N je poloviste stranice QR. S je to¢ka unutar

trokuta. Stranica MN je dulja od stranice MS.

A B

P Q
N M M

S

R 3 Q P N R
c D

P R

st s

Q N R Q M P
E

R
N M
P Q
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Rjesenje 6.2.2.

Uoc¢imo da trokuti pod A, B i D imaju pravi kut u vrhu R. Nadalje, trokutima pod A1 D
stranica RQ je kraéa od stranice PR, M je poloviste stranice PQ, ali N je poloviste stranice
QR samo trokutu pod D. Takoder, tocka S se nalazi unutar trokuta pod D, a stranica MN
je dulja od stranice MS. Prema tome, lik koji najbolje odgovara danom opisu je D. Ovaj
zadatak je prikladan uc€enicima koji su na razini analize van Hiele modela jer promatraju

oblike i analiziraju njihova svojstva.
Zadatak 6.2.3. STEPENICE

Na donjoj slici prikazano je stepeniste sa 14 stepenica i1 ukupnom visinom od 252 cm:

Ukupna visina:
252 cm

Ukupna §irina: 400 cm
1. pitanje: Kolika je visina svake od 14 stepenica?
Rjesenje 6.2.3.

Zadatak je obrazovnog i profesionalnog konteksta te zahtijeva proces reprodukcije na
razini analize van Hiele modela. Ukupna Sirina je suvi$na informacija, a visina svake

stepenice je 252: 14 = 18 cm.
Zadatak 6.2.4. LONDONSKO OKO

Na obali rijeke Temze u Londonu nalazi se ogromni panoramski kota¢ nazvan Londonsko

oko. Evo njegove fotografije i crteza:

150 m

Mjesto ukrcaja

Korito rijeke Temze
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Vanjski promjer panoramskog kotaca iznosi 140 metara, a njegova najvisa toc¢ka nalazi
se 150 metara iznad korita, na obali rijeke Temze. Okre¢e se u smjeru prikazanom

strelicama.

1. pitanje: Slovo M na crtezu oznacava srediSte kotaca. Na koliko se metara (m) iznad

korita rijeke nalazi tocka M?
RjeSenje 6.2.4.

Sa slike vidimo da je udaljenost od korita rijeke Temze do najniZe tocke panoramskog
kotaca P jednaka 10 metara, a udaljenost od najnize tocke P do sredista kotaca M iznosi
polovinu promjera kotaca, tj. 70 metara. Dakle, tocka M se nalazi 10 + 70 = 80 metara
iznad korita rijeke. Za rjeSavanje ovog zadatka s drustvenim kontekstom, ucenici koriste
podatke iz dvodimenzionalnog crteza kako bi izra€unali duljinu, $to zahtijeva prvu razinu

van Hiele modela.
Zadatak 6.2.5. KUPNJA STANA

Ovo je tlocrt stana koji Goranovi roditelji zele kupiti od jedne agencije za prodaju

nekretnina.

— ggl | |
, (= ool | | Mierilo:
Kupaonica = Kuhmjg__‘l 1 c¢m predstavija 1 m
A \_J . .
o LI |

E ] Spavaca
o, soba

1. pitanje: Da bi procijenio/la ukupnu povrSinu stana (ukljucujuéi terasu i zidove), mozes
izmjeriti veli¢inu svake prostorije, izraCunati povrSinu svake od tih prostorija te zbrojiti

sve povrsine.

Medutim, postoji mnogo ucinkovitija metoda za procjenu ukupne povrsine kod koje
mora$ izmjeriti samo 4 duZine. Oznaci na gornjem tlocrtu Cetiri duZine koje su potrebne
za procjenu ukupne povrsine ovoga stana.
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Rjesenje 6.2.5.

Ovaj zadatak pripada osobnom kontekstu. Potrebno je sluZiti se prostornim misljenjem
radi prikazivanja na tlocrtu (ili nekom drugom metodom), a njegovo rjeSavanje zahtijeva
barem razinu analize van Hiele modela. Na donjoj slici prikazano je devet razlicitih

mogucnosti za Cetiri mjere koje je potrebno oznaciti kako bi procijenili povrSinu stana na

ERERE
EREEE
ERERE

Ovo je tlocrt Marijine slasti¢arnice koju ona preureduje. Prostor za posluzivanje okruZzen

je Sankom.

Ulazna vrata

Ulazni prostor

Prostor za
sjedenje

Sank

| Prostor za
posluzivanje

Napomena: Svaki kvadrati¢ na tlocrtu predstavlja 0.5 metara X 0.5 metara.
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1. pitanje: Marija Zeli staviti novi obrub duz vanjskog ruba Sanka. Kolika je ukupna
duljina obruba koja joj je potrebna? Prikazi postupak izracunavanja.
RjeSenje 6.2.6. (1. pitanje)

Produzimo ravne dijelove vanjskog ruba Sanka kao na slici dolje. Uo¢imo da dobivamo
pravokutni trokut s katetama duljina 2 metra (Cetiri kvadrati¢a sa stranicom duljine 0.5

metara) i 1.5 metara (tri kvadrati¢a sa stranicom duljine 0.5 metara).

1.5m

Prema Pitagorinom poucku, povrsina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog trokuta
jednaka je zbroju povrSina kvadrata nad njegovim katetama, odnosno vrijedi
x? =22 + 1.5%2 = 6.25 m?, odakle slijedi da je x = 2.5 m. Prema tome ukupna duljina

ruba potrebna Marijiiznosil+x+1=1+25+1=45m.

Zadatak je profesionalnog konteksta i ovakav pristup problemu zahtijeva barem
razinu analize. Osim primjenom Pitagorinog poucka, zadatak se moze rijesiti i

koriStenjem omjera.

2. pitanje: Marija ¢e u slasticarnicu staviti 1 novi parket. Koliko iznosi ukupna povrsina

poda u slasticarnici bez usluznog prostora i Sanka? PrikaZi postupak izracunavanja.
RjeSenje 6.2.6. (2. pitanje)

Zadatak se ne moze rijesiti na razini vizualizacije prebrojavanjem jedini¢nih kvadratic¢a,
jer uz kosi dio Sanka ne moZemo precizno prebrojati sve kvadrati¢e. Uo¢imo da se ukupna
povr§ina poda u slastiCarnici bez usluznog prostora i Sanka sastoji od nekoliko
komponenti, odnosno geometrijskih likova (Slika 6.2.6.1.). Primjerice, traZenu povrSinu
mozemo protumaciti kao zbroj povrsine pravokutnika duljine 7.5 m i Sirine 2.5 m (plavo

na slici), povrSine pravokutnika duljine 4.5 m i Sirine 2.5 m (zeleno na slici) te povrsine
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pravokutnog trokuta s katetama duljina 2 m 1 1.5 m (ljubiCasto na slici). Prema tome,

traZzena povrsina je

P=7.5-2.5+4.5-2.5+%-2-1.5=31.5m2.

Slika 6.2.6. 1. Skica za rjesenje SLASTICATNICA (2. pitanje)

Ovakav pristup rjeSavanju problema zahtijeva razinu neformalne dedukcije jer treba

uspostaviti odnos medu povrSinama geometrijskih likova.
Zadatak 6.2.7. POVRSINA KONTINENTA

Ovo je karta Antarktike:

Kilometri @ 4?“39“'19“@
| S " - -
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1. pitanje: Procijeni povrSinu Antarktike uz pomo¢ mjerila na karti. Prikazi postupak
izraCunavanja i objasni kako si doSao/la do procjene (mozes crtati po karti ako ¢ée ti to

pomoci procjenjivanju).
Rjesenje 6.2.7.

Odgovor je moguce dobiti crtanjem cetverokuta, crtanjem kruga te zbrajanjem povrsina
jednostavnih geometrijskih likova. Tocan odgovor su vrijednosti izmedu 12 000 000 km?

118 000 000 km?.

Za uspjesno rjeSavanje zadatka, ucenik mora razumjeti sljede¢e koncepte:
koriStenje mjerila na karti, pretvaranje mjernih jedinica, primjenu osnovnih matematic¢kih
operacija za izracunavanje povrSine geometrijskih likova te formule za iste. Ucenik
samostalno odabire metodu rjeSavanja i donosi neformalne zakljucke, stoga ovaj zadatak

zahtijeva barem drugu razinu van Hiele modela.
Zadatak 6.2.8. NAFTNA MRLJA

Naftni tanker udario je u stijenu u moru, koja je nacinila rupu u spremnicima s naftom.
Tanker se nalazio otprilike 65 km od kopna. Nakon nekoliko dana nafta se prosirila kao

Sto je prikazano na donjoj karti:

obala

more

kopno

1 cm predstavlja 10 km h-¢ naftni tanker

—
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1. pitanje: SluZze¢i se mjerilom karte procijeni povrSinu naftne mrlje u kvadratnim

kilometrima (km?).
RjeSenje 6.2.8.

Zadatak je analogan zadatku POVRSINA KONTINENTA (1. pitanje). Uéenik samostalno
odabire metodu rjeSavanja. Sluze¢i se zadanim mjerilom treba procijeniti povrSinu
nepravilnog oblika na karti, donosi neformalne zakljuc¢ke pa ovaj zadatak znanstvenog
konteksta zahtijeva barem drugu razinu van Hiele modela. To¢ni odgovori su u rasponu

od 2200 km?do 3300 km?.

6.3. Natjecanje Matematicki klokan

Jedna od zada¢a medunarodne udruge Klokan bez granica jest organizacija natjecanja
Matematicki klokan. Okupljajuéi predstavnike iz vise desetaka drzava svijeta, cilj udruge
je popularizirati matematiku, odnosno motivirati u¢enike da se bave matematikom izvan
redovitih Skolskih programa. Natjecatelji su podijeljeni u sedam kategorija — Pcelice
(drugi razred osnovne Skole), Leptiriéi (tre¢i razred osnovne Skole), Ecolier (Cetvrti 1 peti
razred osnovne Skole), Benjamin (Sesti i sedmi razred osnovne skole), Cadet (osmi razred
osnovne Skole i prvi razred srednje Skole), Junior (drugi i tre¢i razred srednje Skole) i
Student (Cetvrti razred srednje Skole). ([10]) ViSe informacija o samom natjecanju
dostupno je na stranicama Hrvatskoga matemati¢kog druStva koje se bavi organizacijom
natjecanja u Republici Hrvatskoj. Ilustrirajmo nekoliko zadataka provedenih u
natjecanjima koji pridonose razvoju geometrijskog misljenja s fokusom na konceptima

duljine i povrsSine. Tekstovi zadataka dostupni suu [3], [10] 1 [11].
Zadatak 6.3.1. (Matematicki klokan 2009., Ecolier)

U svom vrtu Antonio je napravio uzorak kao na slici, koriste¢i 18 pravokutnika sa
stranicama duljine 4 dm i 6 dm. Antonio je nacrtao crnu liniju spajajuci srediSta tih

pravokutnika. Koliko je duga crna linija?

A, B0 dm B. 86 dm C. 90 dm D. 96 dm E. 100 dm
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Rjesenje 6.3.1.

Komponente crne poligonalne linije ¢ine krac¢e i dulje medusobno sukladne duzine, pri
¢emu je duljina krac¢e duzine jednaka duljini krace stranice pravokutnika, a duljina dulje
duzine jednaka duljini dulje stranica pravokutnika. Ukupno ima devet duljih duzina i
osam kracih pa je ukupna duljina crne poligonalne linije 9 - 6 + 8 - 4 = 86 dm, t;.
rjesenje je odgovor pod B. Ucenici samo trebaju uociti od koliko se kracih, a od koliko
duljih sukladnih duzina sastoji poligonalna linija, pa je ovo zadatak na nultoj razini van

Hiele modela razvoja geometrijskog misljenja na konceptu duljine.
Zadatak 6.3.2. (Matematicki klokan 2014., Benjamin)

Katarina ima 38 Sibica i od njih sastavlja trokut i kvadrat, te pritom iskoristi sve Sibice.

Svaka se stranica trokuta sastoji od 6 Sibica. Koliko ima Sibica u svakoj stranici kvadrata?

A 4 B. 5 C. 6 D. 7 E. 8

Rjesenje 6.3.2.

Trokut ima tri stranice pa ¢e Katarina za trokut iskoristiti 3 - 6 = 18 Sibica. Dakle, za
kvadrat joj ostaje 38 — 18 = 20 Sibica. Budu¢i da su sve stranice kvadrata jednake
duljine, jedna stranica kvadrata sastoji od 20 : 4 = 5 Sibica. U ovom zadatku potrebno je
poznavati svojstva nekih geometrijskih likova, konkretno kvadrata i jednakostrani¢nog
trokuta. Prema tome, rjeSavanje ovog zadatka zahtijeva barem prvu razinu van Hiele

modela razvoja geometrijskog misljenja na konceptu duljine.
Zadatak 6.3.3. (Matematicki klokan 2012., Benjamin)

Oba lika na slici sastavljena su od istih pet komada. Pravokutnik je dimenzija 5 cm x 10
cm, a ostali dijelovi su Cetvrtine dva razli¢ita kruga. Kolika je razlika izmedu njihovih

opsega?

L -

b (T
L9

A.25em B.5em C. 10 cm D. 20 cm E. 30 cm
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Rjesenje 6.3.3.

RjeSavanje ovog problema zahtijeva barem prvu razinu van Hiele razvoja na konceptu
duljine. Nije dovoljno samo prepoznati oblike na slici nego treba uociti svojstva duljine
rubova istih. Potom se moze zakljuciti da se opsezi danih likova razlikuju za jednu dulju
i dvije kraée stranice pravokutnika, odnosno za 10 + 2 -5 = 20 centimetara. Dakle,

tocan odgovor je pod D.
Zadatak 6.3.4. (Matematicki klokan 2009., Cadet)

Zvijezda na slici sastoji se od 12 jednakih istostrani¢nih trokuta. Opseg zvijezde je 36 cm.

Koliki je opseg zatamnjenoga Sesterokuta?

A.G6cm B.12cm C. 18 cm D. 24 em E. 30 cm

Rjesenje 6.3.4.

U ovom zadatku potrebno je poznavanje svojstava jednakostrani¢nog trokuta. ,,Krakovi*
zvijezde su odredeni dvjema stranicama jednakostrani¢nog trokuta, a rub Sesterokuta je
odreden jednom stranicom istog trokuta. Duljine svih stranica toga trokuta su jednake pa
je prema tome opseg Sesterokuta upola manji od opsega zvijezde. Dakle, opseg
zatamnjenoga Sesterokuta iznosi 36 : 2 = 18 centimetara, tj. odgovor pod C. Ovdje je
takoder potrebna barem prva razina van Hiele razvoja geometrijskog misljenja na

konceptu duljine.
Zadatak 6.3.5. (Matematicki klokan 2023., Junior)

Na slici su tri kvadrata stranica duljina 3 cm, 5 cm 1 8 cm. Kolika je povrSina osjen¢anog

trapeza?

8 cm

55 61 65 69
A. 13 cm? B. = cm? C. — cm? D. = cm? E.= cm?
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RjeSenje 6.3.5.

Uocimo da ovdje nije prototip trapeza, tj. trapez nije u uobicajenom polozaju. Na slici
mozemo uociti tri sli¢na pravokutna trokuta, stoga je rjeSavanje ovog problema moguce
primjenom sli¢nosti trokuta. Neka je a kraca i ¢ dulja osnovica osjenc¢anog trapeza. [z

sli¢nosti trokuta slijedi:
3:a=(3+5):c=(3+5+8):8.

: : 3 . ..
Odavde je 16a = 24 cm i 16¢ = 64 cm, odnosno a = S cmic =4 cm. Visina trapeza v
je 5 centimetara, pa povrSinu trapeza ra¢unamo prema formuli P = % (a+c)-v.

. - . . 55 . : )
Povrsina osjencanog trapeza iznosi —- cm?. Prema tome, to¢an odgovor je pod B. Osim

prepoznavanja geometrijskih oblika 1 poznavanja njihovih svojstava, potrebno je
uspostaviti veze medu tim geometrijskim oblicima i svojstvima. Prema tome, za
rjeSavanje ovog problema ucenici moraju biti barem na drugoj razini van Hiele razvoja

geometrijskog misljenja na konceptu povrsine.
Zadatak 6.3.6. (Matematicki klokan 2023., Student)

Kvadrat povrsine 84 podijeljen je na Cetiri sukladna kvadrata. Gornji lijevi obojen je crno.
Donji desni ponovno je podijeljen na Cetiri sukladna kvadrata. Gornji lijevi obojen je

crno. Ovaj proces ponavlja se u beskonacnost. Kolika je ukupna povrsina obojena crno?

A. 24 B. 28 C. 31 D. 35 E. 42

RjeSenje 6.3.6.

Povrsina najvecega crnog kvadrata iznosi Cetvrtinu povrSine polaznog kvadrata, dok se
“ . . L 1
povrsina svakog sljedeceg crnog kvadrata dobije mnozenjem s T Prema tome, ukupna

povr§ina obojena u crno je zbroj geometrijskog reda kojemu je prvi clan
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84 . .. 1 1 .. o y .. .
a, = — = 21ikvocijentq = -. Iz formule P = a, - —slijedi da traZena povrSina iznosi
174 4 1 1-¢

28, odnosno da je to¢an odgovor pod B. Budu¢i da je potrebno uspostaviti vezu medu
geometrijskim oblicima, rjeSavanje ovog problema zahtijeva barem drugu razinu van

Hiele razvoja geometrijskog misljenja na konceptu povrsine.

Slijedi jo$ jedan primjer zadatka s natjecanja u kojem treba izracunati povrSinu
ornamenta. Potrebno je poznavati dijelove kruga i njihova svojstva te uspostaviti veze
medu njima. Drugim rijeCima, za rjeSavanje sljede¢eg problema potrebna je barem razina
neformalne dedukcije u van Hiele modelu razvoja geometrijskog misljenja na konceptu

povrsine.
Zadatak 6.3.7. (Matematicki klokan 2010., Student)

Duljina stranice kvadrata na slici iznosi 2, polukruznice prolaze srediStem kvadrata i
srediSte im je u njegovim vrhovima. Osjencani krugovi imaju sredista u polovistima
stranica kvadrata 1 dodiruju polukruznice iznutra. Kolika je ukupna povrSina osjencanih

krugova?

A iz B VvIr ¢ Zx D n E 4B-2V2n

Rjesenje 7.3.7.

Uoc¢imo odmah da su sve polukruznice sukladne (istog su radijusa R) i da su svi osjencani
krugovi sukladni (istog su radijusa 7). Stoga odmah mozemo zakljuciti da je slika
simetri¢na s obzirom na pravce koji prolaze srediStem kvadrata i njegovim vrhovima te
srediStem kvadrata 1 srediStem osjencanih krugova, tj. ima Cetiri osi simetrije. Takoder,
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uo¢imo da je radijus polukruznice jednak polovini duljine dijagonale kvadrata, tj.
R = /2. Jedan dio stranice kvadrata izvan kruga jednak je 2 — /2 pa zbog simetrije

mozemo zakljuciti da je radijus osjencanog kruga r = #2_@ =+/2 — 1. Povrsina

jednog osjenéanog kruga iznosi (v2 — 1), pa je ukupna povr§ina svih osjencanih

krugova P =4- (\/i — 1)27'[ =4- (2 - 242+ 1)71 =4(3—-2V2)m, tj. totan je
odgovor pod E.
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SAZETAK

U ovom diplomskom radu opisujemo van Hiele teorijski model razvoja
geometrijskog misljenja s naglaskom na konceptima duljine i povrsine. U uvodnom
dijelu ukratko smo se osvrnuli na razvoj geometrije kao matematicke discipline i
nacine geometrijskog razmisljanja, nakon ¢ega smo matematicki definirali pojmove
duljine i povrsine. Tomu slijedi detaljan opis pet razina van Hiele modela razvoja
geometrijskog misljenja, kao i pet faza za napredovanje tim razinama. Nadalje je dan
pregled matematickih ucila, kasnije koriStenih u aktivnostima, i ishoda iz Nacionalnog
matemati¢kog kurikuluma vezanih uz koncepte duljine i povrSine za osnovne Skole i
gimnazije u Republici Hrvatskoj. U daljnjem dijelu razradili smo niz aktivnosti
primjerenih osnovnoskolcima i srednjoSkolcima koje im pomaZzu u izgradnji koncepata
duljine i1 povrSine kroz prizmu van Hiele teorijskog modela razvoja geometrijskog
misljenja. Ucenici usporeduju 1 sortiraju objekte po duljini ili povrsini, otkrivaju
metode mjerenja 1 racunanja duljina ravnih 1 zakriljenih linija, otkrivaju svojstva
opsega 1 povrSina geometrijskih likova, raCunaju opsege i povrsine slozZenih likova,
otkrivaju odnose povrSina i opsega, uklanjaju miskoncepciju da likovi jednakih opsega
imaju jednake povrSine i obrnuto te otkrivaju 1 dokazuju formule za povrSinu
geometrijskih likova. Za svaku aktivnost je razraden oblik rada, tijek aktivnosti, dani
su primjeri nastavnih listi¢a i njihovih rjeSenja, pitanja za razrednu diskusiju i zakljucci
do kojih ucenici trebaju do¢i. Na kraju rada donosimo primjere i rjeSenja zadataka
TIMSS 1 PISA istrazivanja te natjecanja Matemati¢ki klokan s komentarima o

potrebnoj razini geometrijskog misljenja prema van Hiele modelu za pojedini zadatak.

127



128



SUMMARY

The van Hiele Model of Geometric Thinking describes how students learn
geometry. In this thesis focus is on the concepts of length and area. In the introductory
section, we briefly discuss the development of geometry as a mathematical discipline,
followed by a mathematical definition of the concepts of length and area. Furthermore,
it is given detailed description of the five levels of van Hiele's model, as well as five
phases for progressing through these levels. Additionally, we elaborate a series of
activities suitable for elementary and high school students that help them build
concepts of length and area through the prism of the van Hiele's theoretical model.
Students compare and sort objects by length or area, discover methods for measuring
and calculating lengths of straight and curved lines, explore the properties of
perimeters and areas of geometric shapes, calculate perimeters and areas of complex
shapes, discover relationships between areas and perimeters, dispel the misconception
that figures with equal perimeters have equal areas, discover and prove formulas for
the area of geometric shapes. Finally, we present examples and solutions of tasks from
TIMSS and PISA research and the Math Kangaroo Competition with comments on the

required level of geometric thinking according to the van Hiele's model for each task.
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