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Uvod

U ovom radu proucavat éemo blok-matrice. Blok-matrice pojavljuju se u ve¢ini modernih
primjena linearne algebre jer notacija naglaSava bitne strukture matrica. Intuitivno, ma-
trica interpretirana kao blok-matrica moze se vizualizirati kao izvorna matrica sa skupom
vodoravnih 1 okomitih linija, koje je dijele na manje matrice. Posebno kada su dimenzije
matrice velike, moze biti korisno zapisati matricu u ovom obliku.

U prvom poglavlju dajemo pregled linearne algebre. Prisjetit cemo se definicije ma-
trice, operacije s matricama i nekih vrsta matrica. Izmedu ostalog, prisjetit ¢emo se ele-
mentarnih transformacija nad matricama i kako se svaka elementarna transformacija nad
matricama moze prikazati kao mnoZenje matrice odgovaraju¢om elementarnom matricom,
pojma inverza, determinante i ranga matrice te nacina za njihovo odredivanje. Pojam ranga
pojavljuje se u mnogim zadacama, kao primjer spomenimo rjesavanje sustava linearnih
jednadzbi. Takoder, ponovit ¢emo osnovne pojmove o svojstvenim vrijednostima i svoj-
stvenim vektora linearnog operatora, odnosno matrice.

U drugom poglavlju definirat ¢emo blok-matricu, te proucavati kako se standardne
matri¢ne operacije zapisuju i provode po blokovima. Nadalje, proucavat ¢emo elemen-
tarne transformacije nad blok-matricama te raunati inverz i determinantu odredenih blok-
matrica. Potom ¢emo odredivati rang blok-matrica i primjenjivati za dobivanje rezultata o
rangu zbroja i produkta matrice. Zatim ¢emo definirati generalizirani inverz pomocu kojeg
zapisujemo rjesenje konzistentnog sustava linearnih jednadzbi. Na kraju prou¢avamo vezu
izmedu spektra matrice AB i matrice BA.






Poglavlje 1

Matrice

Jedan od klju¢nih pojmova ovog diplomskog rada su matrice. U ovom dijelu navodimo
osnovne pojmove i rezultate linearne algebre koje ¢emo koristiti u daljnjem radu.

1.1 Vektorski prostor matrica

U ovom odjeljku najprije navodimo osnovne pojmove o vektorskim prostorima, nakon cega
se fokusiramo na matri¢ne prostore.

Definicija 1.1.1. Neka je V neprazan skup i F polje realnih ili kompleksnih brojeva (R ili
C). Kazemo da je V vektorski prostor nad poljem F ako vrijede sljedeca svojstva:

(1) u+veVzasveu,vev,

(2) veVzasveveV,A€eF,

(3) u+v=v+uzasveu,v eV (komutativnost zbrajanja),

(4) w+v)+w=u+ (+w)zasveu,v,w €V (asocijativnost zbrajanja),

(5) postoji element Oy € V takav da je v + 0y = v za sve v € V (neutralni element za
zbrajanje),

(6) za svaki v € V postoji element —v € V takav da je v + (—v) = Oy za svev € V
(suprotni element za zbrajanje),

(7) Au+v)=Au+ Av za sve u,v € V, A € F (distributivnost mnoZenja prema zbrajanju
vektora),

(8) (A+ wu = Au + uu za sve u € V, A, u € F (distributivnost mnoZenja prema zbrajanju
skalara),
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(9) (Awu = Auu) za sve u € V, A, u € F (kvaziasocijativnost),
(10) 1-v =vzasvev eV (netrivijalnost mnoZenja).

Elemente vektorskog prostora nazivamo vektorima, a elemente polja skalarima. Element
0, nazivamo nul-vektor.

Primjer 1.1.1. Neka je n € N. Skup R" svih uredenih n-torki realnih brojeva je vektorski
prostor nad R s obzirom na zbrajanje vektora

(1, X255 %) + (V15 Y255 0) = (X1 + Y1, X2+ Y2, 000, Xy + V)
i mnoZenja vektora skalarom
Axy, X2, 0oy X)) = (Axy, Axo, ..., AX,), A€R.

Definicija 1.1.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem E, n € N te vi,...,v, € Vi
A, ..., A, € F. Vektor oblika

n
Z/Iivi = /11\/1 +---+ /ann
i=1

nazivamo linearnom kombinacijom vektora v, . ..,v, € V sa skalarima A,,...,A, € F.

Definicija 1.1.3. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, n € N i § C V. Linearna
ljuska, u oznaci [S), je skup svih linearnih kombinacija elemenata iz S, to jest

[S] :{Zﬂivi3V1,-.-,Vn€S’/ll""’/lnEF}'
i=1

Definicija 1.1.4. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i G C V. Ako je V = [G],
odnosno ako se svaki vektor iz V moZe prikazati kao linearna kombinacija vektora iz G,

onda kaZemo da je G sustay izvodnica za V. Jos kaZemo da G razapinje vektorski prostor
V.

Definicija 1.1.5. Vektorski prostor V je konacnogeneriran ako postoji barem jedan konacan
sustav izvodnica za V.

Definicija 1.1.6. Neka je V vektorski prostor nad poljem Fi S = {vi,...,v,} skup u'V.
Skup S je linearno nezavisan ako iz jednakosti

/11V1+"'+/lnvn:0\/

slijedi 4 = A, = --- = A, = 0. KaZemo da je skup S linearno zavisan ako nije linearno
nezavisan, odnosno, ako postoje skalari Ay, A5, ..., A, € F od kojih je barem jedan razlicit
od 0 takvi da je A;vy + -+ + A,v, = 0.
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Definicija 1.1.7. Baza vektorskog prostora V je linearno nezavisan skup koji razapinje
V. Dimenzija prostora V, u oznaci dim 'V, je broj elemenata baze. Ukoliko je dimV = n,
tada je V n-dimenzionalan vektorski prostor. Definiramo dim {0y} = 0. Vektorski prostor
V je konacnodimenzionalan ako postoji konacna baza za V. U suprotnom, prostor je
beskonacnodimenzionalan.

Napomena 1.1.1. Osim ako nije drugacije receno, u radu pretpostavljamo da su vektorski
prostori konacnodimenzionalni, iako neki rezultati vrijede za beskonacnodimenzionalne
prostore.

Primjer 1.1.2. Neka je n € N. Skup {ey,...,e,} je baza za F", pri cemu su vektori zadani
kao

e; =(1,0,...,0),e2=(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1).

Ova baza se naziva kanonska ili standardna baza. Slijedi da je dimF" = n.

Napomena 1.1.2. Ako je skup S = {vi,va,...,v,} baza za vektorski prostor V dimenzije n,
tada svaki vektor v se moZe na jedinstven nacin zapisati kao linearna kombinacija vektora
baze, dakle postoje jedinstveni skalari Ay, ... A, takvi da vrijedi

v=Avi+ vy + -+ A,

Teorem 1.1.1. Neka je konacnogeneriran vektorski prostor V. Ako je G = {vi,va,...,V,}
sustav izvodnica za V, onda on sadrZi podskup koji je baza prostora V.

Korolar 1.1.1. Svaki vektorski prostor koji je konacnogeneriran ima konacnu bazu.

Definicija 1.1.8. Podskup W vektorskog prostora V koji je i sam vektorski prostor s obzirom
na iste operacije zbrajanja i mnoZenja skalarima nazivamo potprostor od V. Zapisujemo
W<V

Definicija 1.1.9. Neka su m,n € N. Matrica tipa (m, n) s koeficijentima iz F je preslikava-
nje
A {l,....m}x{1,...,n} > F.

Matricu A zapisujemo kao pravokutnu tablicu od m redaka i n stupaca,

aip dpp o A

az; dxp - Ay
A= .

Am1 A2 = Ay

Matricu A s elementima a;; skraceno zapisujemo kao [a;;] ili (a;;).



6 POGLAVLIJE 1. MATRICE

Iako matrice definiramo kao preslikavanja, s njima radimo kao s tablicama.

Skalaria;;,i=1,...,m, j=1,...,n,nazivaju se elementi ili koeficijenti matrice A. Za
i €{l,...,m}uredena n-torka (a;, ap, . . . ,a;,) ¢ini i-ti redak matrice Ate za j € {1,...,n}
uredena m-torka (ayj, asj, . .., an,;) Cini j-ti stupac matrice A. Ako matrica A ima jednaki

broj redaka i stupaca m = n, onda kazemo da je A kvadratna matrica reda n.

Skup svih matrica tipa (m,n) oznaCavamo M,,,(F), a skup svih kvadratnih matrica n-
tog reda M,(F). Ponekad ove oznake kratimo u M,,, i M,, u sluaju kada ne moramo
naglasSavati o kojem polju se radi.

KaZemo da su dvije matrice A, B € M,,,(F) jednake ako su istog tipa i ako su im svi
odgovarajuci elementi jednaki a;; = b;j,i=1,...,m,j=1,...,n.

AkosuA,B € M,,,(F),A = [a;;], B = [b;j] 1 A € F tada zbrajanje matrica i mnoZenje
skalarima definiramo po elementima na sljedec¢i nacin:

app Ay o Ay byy by, -+ by, ayn+by an+byp - ap+by,
ary Ay -+ Ay byy by - by, axy +by  an+by - ay+by
+1 . . = . . .
Anl w2 - Au bml me e bmn ay + bml ay + bm2 ot Ayt bmn
i
ayp dpp v diy Aayy Aap -+ Adap,
dzy dzp -+ dyy Aayy Aaxy -+ Aay,
Al . ) =
An1 Am2 -~ Qmn /laml /lamZ e Aamn

Zbroj matrica A 1 B oznatavamo A + B. UmnoZak matrice A i1 skalara A ozna¢avamo AA. S
obzirom na navedene operacije, M,,,(F) je vektorski prostor nad poljem F dimenzije m - n.
Stupce matrice

ayy dpp ccc dip
azy dzxp - Ay
A=
Aml A2 " App
promatramo kao matrice tipa (m, 1):
ap ap ain
any an ar
S 1 = . b S2 = . 9 Sﬂ = . 9
Aam1 Am2 Amn

a retke kao matrice tipa (1, n):

R1=[6111 ap ... Clln],
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R2=[a21 ap ... azn],

Rm:[aml Q... amn].

Sada matricu A krace zapisujemo kao
A=[S1 Sy .oS.|=| ).

Sto nazivamo stupcana, odnosno retéana reprezentacija matrice A.

Kazemo da su matrice A € M,,(F) i B € M,(F) ulancane ako je broj stupaca od A
jednak broju redaka od B, dakle r = s.

Za dvije ulanCane matrice A € M,,,(F) i B € M,,,,(F) moZemo definirati produkt AB.

Definicija 1.1.10. Neka su A = [a;;] € M,,,,(F) i B = [b;;] € M,,,(F). Produkt ili umnoZak
matrica A i B je matrica C = [c;;] € M,,,(F) koju oznacavamo s C = AB takva da je

n
Cij = Zaikbkj = anbij + apbyj + - + aby;
k=1
zasvei=1,....m,j=1,...,p.

Primjer 1.1.3. Neka su dane matrice

-2 2 -2 -1 -1
A:[1 3]’ 32[1 -2 2]'

Tada je

6 -2 6
an=7 33

Primijetimo da BA nije definirano.

Napomena 1.1.3. MnoZenje matrica opcenito nije komutativno, to jest, postoje matrice
A, B takve da je AB # BA. Vrijedi asocijativnost i distributivnost mnoZenja prema zbraja-
nju matrica: A(BC) = (AB)C za sve A € M,,,(F),B € M,,,(F) i C € M,(F) te A(B+ C) =
AB+AC, zasve A e M,,(F)iB,C € M,,(F)i(A+ B)C = AC + BC za sve A, B € M,,,(F)
iCeM,,(F).
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Neka je A = [a;;] € M,,,(F). Matrica koju dobijemo od matrice A zamjenom redaka i
stupaca naziva se transponirana matrica i oznacava s AT = [a;i] € M,,(F),

app dr 4l
s |Gz Gun o dm2
Ay, Adyp *° OApp

Propozicija 1.1.1. Ako je A € M,,,(F) i B € M, ,(F) tada vrijedi: (AB)" = B"A".

Matrica koju dobijemo od matrice A konjugiranjem elemenata naziva se konjugirana
matrica i oznaCava s A = [a;;] € M,,,(F), dakle

apy dip o Ay
— dzy dyp -+ dyy
A=

Apl Am2 *° Aup

Propozicija 1.1.2. Vrijedi: AB=A - B.

Adjungirana matrica A* matrice A € M,,, definira se kao A* = ZT, dakle

app dr ottt A

ap dxp - A
A" =

Aip Qop " Qg

Propozicija 1.1.3. Vrijedi: (AB)* = B*A*.

Nadalje promatramo kvadratne matrice reda n. Neka je A = [a;;] € M,(FF), odnosno,

app diz -t dig
A= a?l azy -t Ay
(2 7 R ¢ )
KaZzemo dasuay,as,...,a,, njeni dijagonalni elementi te da oni €ine dijagonalu matrice.

Zbroj svih dijagonalnih elemenata matrice A nazivamo trag matrice i oznacavamo tr A.
Dakle, vrijedi

n

trA=Za,~,~=a11+a22+---+ann.

i=1
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Napomena 1.1.4. Vrijedi sljedece: tr A = tr AT tr(1A) = AtrAitr(A + B) = trA + tr B.
Sada navodimo neke posebne vrste matrica. Kazemo da je matrica A = [a;;] € M, (FF):
(1) dijagonalna, akojea;j=0zasvei# j1<i,j<n,
(2) gornjetrokutasta, ako je a;; = 0zasvei> j1<1i,j<n,
(3) donjetrokutasta, ako je a;; = 0zasvei < j,1<1i,j<n,
(4) simetric¢na, ako je a;; = aj zasve 1 <i,j<n,
(5) antisimetricna, ako je a;; = —a;; zasve 1 < i, j < n.

Nulmatrica, u oznaci O, je matrica Ciji su svi elementi jednaki 0, dakle

00 --- 0
00 --- 0
O=|. . -
00 --- 0

Jedini¢na matrica / € M,(F) je dijagonalna matrica kojoj su dijagonalni elementi
jednaki 1, dakle

1 0 ---0
o1 ---0
=y . . .|
00 1

Ponekad jedini¢nu matricu reda n oznacavamo s I,.
Napomena 1.1.5. Za svaku matricu A € M,,,(F) i nulmatricu O vrijedi: A- O = O i
A

O -A = O te za svaku matricu A € M,,,(F) i jedinicnu matricu I vrijedi: A - I, =
I, A=A

1.2 Elementarne transformacije nad matricama
Elementarne transformacije nad retcima i stupcima matrice su:

(1) Zamjena dvaju redaka (odnosno stupaca) matrice;

(2) MnozZenje jednog retka (odnosno stupca) matrice skalarom razli¢itim od 0;
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(3) Dodavanje nekom retku (odnosno stupcu) nekog drugog retka (odnosno stupca) pret-
hodno pomnoZenog nekim skalarom.

Prisjetimo se definicije elementarnih matrica.

Definicija 1.2.1. Neka je n € N. Elementarne matrice reda n su matrice koje su nastale
primjenom tocno jedne elementarne transformacije na jedinicnu matricu I reda n.

Uvedimo oznake za elementarne matrice reda n, ovisno o tipu elementarne transforma-

cije koju smo izveli nad I.

e Zai,j=1,...,n,i # j, matrice E; j, oznaCavaju matrice nastale iz / primjenom ele-
mentarne transformacije 1. tipa, tocnije, zamjenom i-tog i j-tog retka (ili zamjenom

i-tog 1 j-tog stupca):

[1 O 0 0 0]
01 0 0 0
0 0 0 1 0
E;=1|. . . . -
0 0 1 0 0
0 O 0 0 1]
e Zai=1,...,n11 # 0 matrica Ef nastala je iz [ primjenom elementarne transforma-

cije 2. tipa, to jest, mnoZenjem i-tog retka (ili i-tog stupca) s 4 # 0:

[1 O 0 00 0]
00 1 00 0
Ef ={0 O 040 0f.
00 0 01 0
0 0 0 00 1]
e Zai,j=1,...,n,i # ji A matrica Efj oznacava matricu nastalu iz I primjenom

elementarne transformacije 3. tipa, tocnije, dodavanjem i-tog retka od / pomnoZenog

POGLAVLIJE 1. MATRICE
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s A j-tom retku od [/ (ili dodavanjem j-tog stupca od I pomnoZenog s A i-tom stupcu

od I):
1 0 - 0 --- 0 --- 0]
01 -0 ---0 --- 0
| 00 1 0 0
E;; = :
00 A - 1 0
o0 -0 -0 1

Kada uvedemo elementarne matrice, onda se prethodno spomenute elementarne operacije
s matricama mogu formalno zapisati kao mnozenje matrice odgovaraju¢om elementarnom
matricom.

Navodimo teorem koji precizira kako se elementarna transformacija prikazuje kao
mnoZenje elementarnom matricom.

Teorem 1.2.1. Ako matricu A € M,,, pomnoZimo elementarnom matricom s lijeve (desne)
strane dobije se matrica nastala primjenom odgovarajuce elementarne transformacije nad
retcima (stupcima) od A. Preciznije,

(1) E; ;A je matrica koja nastaje zamjenom i-tog i j-tog retka u A,

(2) EfA Jje matrica koju dobivamo tako da i-ti redak u A mnoZimo s A,

(3) Ef J.A je matrica koja se dobije tako sto se j-tom retku matrice A pribroji njezin i-ti
redak pomnoZen s A,

(4) AE;; je matrica koja nastaje zamjenom i-tog i j-tog stupca u A,
(5) AE?} je matrica koju dobivamo tako da i-ti stupac u A mnoZimo s A,

(6) AE[; je matrica koja se dobije tako Sto se j-tom stupcu matrice A pribroji njezin i-ti
stupac pomnoZen s A.

Elementarne transformacije koristimo pri rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi, odredivanju
ranga matrice te raCunanju determinante matrice.
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1.3 Inverz i determinanta matrice
Prisjetimo se definicije inverza matrice.

Definicija 1.3.1. Za matricu A € M, (F) kaZemo da je regularna ili invertibilna ako postoji
matrica B € M, (F) takva da je

AB=BA =1.

Matricu B zovemo inverz matrice A i oznacavamo A",

Napomena 1.3.1. Ako takva matrica postoji, ona je nuzno jedinstvena. Zaista, pretposta-
vimo da su B i C inverzne matrice od A. Tada je AB = BA = 1i AC = CA = I, odakle
je

B =Bl =B(AC)=(BA)C =1IC =_C.

Teorem 1.3.1. Svaka regularna matrica A moZe se svesti na jedinic¢nu matricu provodeci
konacno mnogo elementarnih transformacija nad retcima. Ako te iste elementarne tran-
sformacije provedemo istim redoslijedom nad retcima matrice I, dobit éemo matricu A™'.

1 53
Primjer 1.3.1. Neka je dana matricaA = |2 7 3. Odredimo joj inverz Gauss-Jordanovim
394
postupkom:
(1 53] 100 1 5 3 |1 1 00
A1 1]=]2731010~0-3-3]-210
39 41001 0 -6 5] -301
1 5 3 | 1 0 O 1 0 -2 | ?7 % 0
~01 1 | 2 Fof~01 1] s F 0
0 -6 -5 | -3 0 1 00 1 | 1 =21
(1 0 0 | _?1 _77 2
~0 10 F 3~ [r 1 At
oo 11| 1 -2 1

Propozicija 1.3.1. Neka su A, B € M, (F). Ako su A i B regularne matrice, tada je i matrica
AB regularna i vrijedi

(AB)™' = B'A7!.

Regularnost matrice moZe se karakterizirati pomocu njezine determinante i pomocu
ranga. Naime, kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako je det A # 0, odnosno ako
1 samo ako je r(A) = n, to jest A je matrica punog ranga. Takoder, moZe se pokazati da
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je dovoljno provjeriti jednu od jednadzbi AB = I 1 BA = I iz definicije 1.1.2., a druga ¢e
automatski biti zadovoljena.

Prisjetimo se definicije permutacije i1 predznaka permutacije koje koristimo u definiciji
determinante.

Definicija 1.3.2. Neka je n € N. Permutacija skupa {1,2 ..., n} je svaka bijekcija
p:{1,2...,n} > {1,2...,n}.

Permutacije skupa {1,2 ..., n} zapisujemo u obliku tablice

_( 1 2 ... n )
P=lo p@ ... p)
Skup svih permutacija od n elemenata oznacavamo sa S ,,.

Definicija 1.3.3. Neka je

_( 1 2 n )ES
P=\p) p@ ... p) =>"

Inverzija u permutaciji je svaki par (i, j) takav da je i < ji p(i) > p(j). Ukupan broj
inverzija permutacije p oznacavamo s 1(p). Predznak permutacije sign(p) definira se kao
sign(p) = (=1)'?.

Definicija 1.3.4. Neka je A = [a;;] € M,(F). Determinanta matrice A, u oznaci detA, je
broj definiran kao

detA = Z sign(p)aipyaap) = * * Anpny = Z sign(p) H Aip(i)-

PES, PES, i=1

Determinantu zapisujemo 1 u obliku tablice

ayy dpp o dip

dz; dyp -+ Ay
detA =| .

anpl Apy Uy

Determinanta je preslikavanje det : M, (F) — F koje matrici A pridruzuje broj det A.
Raspisujemo formulu za slucajeve n = 1, 2, 3.

(1) Zan=1,A = [a”] .detA = detay,.
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apn an
,detA = dajp1dy — adpdsg.

(2) Zan=2,A=
|d21 A2

ap dp dis
(3) Zan=3,A=|ay axn axp|=detA = aa»a+a;ra:3a31+0a130103—a1102303)—

| d31 A3y As3
a13dnds; — a12d1433.

Determinantu matrice moZe se takoder racunati pomocu Laplaceovog razvoja determi-
nante. Prvo ¢emo definirati algebarski komplement.

Definicija 1.3.5. Neka je A € M,(F),n > 2 i neka je A;; determinanta matrice (n — 1)-og
reda koja nastaje uklanjanjem i-tog retka i j-tog stupca iz matrice A, gdje su 1 < i, j < n.
Determinanta A;; naziva se subdeterminanta ili minora matrice A odredena elementom
aij. BI"Oj

Ajj = (=D)™A;
naziva se algebarski komplement ili kofaktor elementa a;; matrice A.

Teorem 1.3.2 (Laplaceov razvoj determinante). Neka jen >2i A € M, (F). Tada je

detA = > @Ay, Yk=1,....n (1.1)

J=1

detA = aiAw, Yk=1,...,n (1.2)

NgE

i=1
Jednakost (1.1) se naziva Laplaceov razvoj po k-tom retku, a jednakost (1.2) Laplaceov
razvoj po k-tom stupcu.

Primjer 1.3.2. Izracunajmo determinantu matrice

4 -3 5 1

3 -2 8 2

A=11 0 -5 0

2 0 8 O

Laplaceovim razvojem po trecem retku imamo
‘3‘ :; g é -3 51 4 -3 1
detA = =1|-2 8 2|-5|3 -2 2
b o=50 0 80 2 0 0
2 0 8 0
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Zatim ponovno primjenjujemo Laplaceov razvoj po trecem retku na obje determinante te
imamo

=(=8)-(-4)-10-(-4) =72.

detA:I-(—S)‘ j ;‘—5-2‘ :3 ;‘

2

Definicija 1.3.6. Neka je A € M,.. Adjunkta matrice A je matrica

All A21 o Anl
~ A12 A22 e An2
A= . . .
Aln A2n e Ann

pri Cemu je A;j algebarski komplement elementa a;; matrice A.

Teorem 1.3.3. Za svaku matricu A € M, vrijedi
AA = AA = detA - I,

Napomena 1.3.2. Primijetimo da teorem 1.4.3 povlaci sljedece: ako je A € M, regularna
matrica, tada je
1 .
-1
= A.
detA

Tako za A = [Z Z], gdje je det(A) = ad — bc # 0, imamo

1 d -b
Al = :
ad — bc [—C a ]

Za odredene klase matrica je lako izracunati determinantu.

Propozicija 1.3.2. Neka je A = [a;;] € M, (F) dijagonalna ili gornjetrokutasta ili donjetro-
kutasta matrica. Tada je
detA = aig - azx ... Auyy.

Napomena 1.3.3. Vrijedi: detl, = 1,det(-1,) = (-=1)",det(1A) = A"detA,det(-A) =
(=1)" detA.

Propozicija 1.3.3. Za svaku matricu A € M,(F) vrijedi det A = det AT,

Jedan od najvaZnijih teorema o determinantama je Binet-Cauchyjev teorem kojeg cemo
Cesto koristiti u radu:
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Teorem 1.3.4 (Binet-Cauchyjev teorem). Neka su A, B € M,. Tada vrijedi
det(AB) = det A - det B.

Napomena 1.3.4. Opcenito det(A + B) # det A + det B. Na primjer, uzmimo A = B =1 €
M.

Determinanta matrice ima sljedeca svojstva.

Propozicija 1.3.4. Neka je A = [a;;] € M,(F)i A € Fte B = [b;;] € M,(F) matrica
dobivena iz A tako $to smo jedan njezin redak (ili stupac) pomnoZili s A. Tada je

det B = AdetA.

Propozicija 1.3.5. Neka je A = [a;;] € M,(F) te neka je B = [b;;] € M,(F) matrica
dobivena iz A tako $to smo zamijenili neka njena dva retka (ili dva stupca). Tada je

det B = —detA.

Propozicija 1.3.6. Neka je A = [a;;] € M,(F) te neka je B = [b;;] € M,(F) matrica
dobivena iz A tako sto smo nekom retku (ili stupcu) pribrojili neki drugi redak (stupac)

pomnoZen s A. Tada je
det B = det A.

1.4 Rang matrice

Navodimo definiciju i osnovna svojstva ranga matrice te nac¢in kako rang matrice odredujemo
koristeci elementarne transformacije.

Definicija 1.4.1. Neka je A = [a;;] € M, te neka su S,,...,S, € M, stupci matrice
A. Rang matrice A, u oznaci r(A), je dimenzija vektorskog prostora razapetog skupom
{S1,...,8,}, dakle,

r(A) =dim[{S,S2,...,5.}]

Teorem 1.4.1. Neka je A = [a;j] € M,,, i r = r(A). Tada je maksimalan broj linearno
nezavisnih redaka u A jednak r. Posebno, r(A) = r(AT).

Napomena 1.4.1. Vrijedi: r(A) = r(AT) = r(A) = r(A").
Propozicija 1.4.1. Neka su A € M,,,, i B € M,,. Tada je

r(AB) < min{r(A), r(B)}.
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Definicija 1.4.2. KaZemo da je matrica B € M,,, ekvivalentna matrici A € M,,, i pisSemo
A ~ B ako se B moZe dobiti iz A primjenom konacno mnogo elementarnih transformacija
redaka ili stupaca.

Teorem 1.4.2. Neka su A, B € M,,,. Tada vrijedi A ~ B ako i samo ako r(A) = r(B).
Ocito je A ~ B ako i samo ako je B ~ A.
Primjer 1.4.1. Odredimo rang matrice

1 23
A=14 5 6].
210

Prvo ¢emo drugom retku dodati prvi redak pomnoZen s —4, a zatim trecem retku prvi redak
pomnoZen s —2. Dobivamo matricu

1 2 3
0 -3 -6|.
0 -3 -6

Sada trecem retku dodamo drugi redak pomnoZen s —1 i dobivamo

1 2 3
0 -3 -6|.
0O 0 O

Posljednja matrica ima rang 2, a kako je ona nastala iz A primjenom elementarnih tran-
sformacija, zakljucujemo da je r(A) = 2.

Teorem 1.4.3. Matrice A,B € M,,, su ekvivalentne ako i samo ako postoje regularne
matrice P € M,, i Q € M,, takve da je B = PAQ.

Teorem 1.4.4. Neka je A € M, ranga r. Tada postoje regularne matrice P € M,,i Q € M,
koje su obje produkti elementarnih matrica takve da vrijedi

I. O
A:P[O O]Q (1.3)

pri cemu je matrica s desne strane blok-matrica: I, je jedinicna matrica reda r, a O su
nulmatrice odgovarajucih tipova.

Ovu blok-matricu ponekad zapisujemo kao 7, & 0.
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1.5 Sustavi linearnih jednadzbi

Sustav m linearnih jednadzbi s n nepoznanica x;, . .

apx; +apxy +--

a1 Xy +axx, +---

A1 X1 + Xy + -+

pricemusua;;,b;€eFzai=1,.... mij=1,...

.» X, zapisujemo u obliku

+ apXx, = b]

+ ar),x, = bg

+ Ay Xy = by,

, n. Koeficijente a;;, slobodne koeficijente

b; 1 nepoznanice x; smjestit ¢emo u matrice

ap dip - QA by X1
azr a4y by X2

A= . € an(F), B = € Mml(F)7 X = € Mnl(F)
Am1 Am2  *°° Qg bm Xn

tako da sustav zapisujemo u obliku matri¢ne jednadzbe
AX = B.

RjeSenje sustava je svaka uredena n-torka (yy,7,...,7¥,) € F" koja je rjeSenje svake jed-
nadzbe unutar sustava. Ako je B = 0, onda je sustav homogen. Uredena n-torka (0, ...,0)
je uvijek rjesenje homogenog sustava te takvo rjeSenje nazivamo trivijalno rjesenje ho-
mogenog sustava. Ako postoji rjeSenje sustava, onda je taj sustav konzistentan. Ako ne
postoji rjeSenje sustava, sustav je nekonzistentan. Uz navedene matrice treba napomenuti
i proSirenu matricu sustava zapisanu kao

ay ap -+ ap | b
ay axp -+ ay | by

A, =]A | Bl=|] € My (F).
Am1 Am2 *° Gun | bm

Sljedeci teorem nam kazuje kada je sustav rjesiv, kada ima jedinstveno rjesenje i kada ima
beskonac¢no mnogo rjesenja.

Teorem 1.5.1. Neka je zadan sustav AX = B, pri cemu je A € M,,,,(F).
(1) Sustav AX = B je rjesiv ako i samo ako vrijedi r(A) = r(A,).

(2) Sustav AX = B ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako je r(A) = r(A,) = n.
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(3) Sustav AX = B ima beskonacno mnogo rjesenja ako i samo ako je r(A) = r(A,) < n.

Definicija 1.5.1. Cramerov sustav je sustav n linearnih jednadZbi s n nepoznanica cija je
matrica A regularna. Njegovo rjesenje je jedinstveno i vrijedi X = A™'B.

Teorem 1.5.2. Neka je A € M,,, matrica ranga r. Skup svih rjeSenja homogenog sustava
AX = 0 je vektorski prostor dimenzije n — r.

1.6 Linearni operatori i svojstvene vrijednosti

Linearni operator A se prikazuje kao matrica.

Definicija 1.6.1. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem E. Preslikavanje
A : V. — W je linearni operator ako vrijede sljedeca svojstva:

(1) A(u +v) = Au + Av, Yu,v € V (aditivnost),
(2) A(Au) = AA(u), Yu € V, A € F (homogenost).
Skup svih linearnih operatora sa' V. u W, u oznaci L(V, W), jest vektorski prostor.

Svojstva aditivnosti 1 homogenosti linearnog operatora A : V. — W ekvivalentna su
svojstvu linearnosti

A(Au + pv) = AA(u) + uA(v),Yu,v € V, A, u € F.

Svaka matrica definira linearni operator na sljedeci nacin: ako je A € M,,,(F), defini-
ramo A : M,;;(F) - M,,;(F) kao

Alx) = Ax, x¢€ M, (F).
Provjerimo da je ovo preslikavanje definirano kao
A My (F) - M, (F), Ax)=Ax (1.4)
linearni operator. Uzmimo proizvoljno x,y € M,;, A, u € F. Tada je

A(Ax + py) = A(Ax + py)
= AAx + uAy
= AAX) + L A®Y).

Prisjetimo se definicija slicnih matrica, svojstvenih vrijednosti te svojstvenog polinoma
matrice A.
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Definicija 1.6.2. KaZemo da je matrica A € M,(F) slicna matrici B € M, (F), ako postoji
regularna matrica P € M,(F) takva da je P"'AP = B.

Definicija 1.6.3. Neka je A € M,(F). Skalar A € F je svojstvena vrijednost matrice A ako
postoji X € M,,(F), X # 0 takav da je

AX = AX.

Taj vektor X nazivamo svojstveni vektor matrice A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A.
Skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A naziva se spektar i oznacava sa o(A).

Definicija 1.6.4. Neka je A € M, (F). Polinom p4 definiran kao
pa(d) = det(Al — A)
naziva se svojstveni ili karakteristicni polinom matrice A.

Teorem 1.6.1. Skalar A, € F je svojstvena vrijednost matrice A € M, (F) ako i samo ako je
Aoy rjesenje jednadzbe
pa(do) = 0.

Nadalje, slicne matrice imaju iste karakteristicne polinome.

Dokaz. Imamo sljedeci niz ekvivalencija:
Ao € F je svojstvena vrijednost matrice A & postoji Xy # 0 takav da AXy = 1pX,
& postoji Xy # 0 takav da (1o — A)Xy, =0
& sustav (4ol — A)Xp = 0 ima 1 netrivijalno rjeSenje
o r(lgl —A)<n

e det(dgl — A) =0 & pa(dy) =0. O
5 -10 -5

Primjer 1.6.1. Neka je dana matrica A =|2 14 2 | € M3(F). Odredimo svojstvene
-4 -8 6

vrijednosti i svojstvene vektore za matricu A. TraZimo rjesenja jednadzbe det(Al — A) = 0,

odnosno
1-5 10 5

-2 A-14 -2 |=0.
4 8 -6

Laplaceovim razvojem determinante dobivamo jednadZbu (1 — 5)(A*> — 204 + 100) = 0.
Svojstvene vrijednosti matrice A su 1y = 5,4, = 10. Uoc¢imo, 1, = 10 je svojstvena
vrijednost kratnosti dva. Sada kada smo pronasli svojstvene vrijednosti za A, moZemo
izracunati svojstvene vektore.
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Prvo éemo pronadi svojstvene vektore za 1, = 5. Zelimo pronaéi sve vektore X razlicite
od 0 tako da je AX = 5X. To ¢emo pronaci ako rijesimo jednadZbu (51 — A)X = 0, odnosno

0 10 5]1[x] [0
—2 -9 2|yl =10].
4 8 -—1f|z] |o

Gaussovom metodom eliminacija dobivamo niz ekvivalentnih matrica:

1
0 10 s] [0 10 5] [o 10 5] [o105s] [o14i [T 3
—2—9—2~1%1~1% 1~1%1~1%1~10—§,
4 8 -1 14 8 -1 0 -10 -5 0O 0 O 0 0O 00 0
odakle slijedi
1 5
Xy + §X3 0, x; ZX3 =0,
odnosno
5 1
X1 = ZS,)CQ = —ES,Xq =S

za neki skalar s. Dakle,
5 5
X1 ZS 2
X =|x|= —%s :s—%,
X3 S 1

Ako pomnoZimo ovaj vektor s 4, dobivamo jednostavniji zapis rjeSenja ovog sustava:

5
X =t|-2|.
4
5
Zakljucujemo da je vektor X = |=2| jedan svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijed-
4

nosti A; = 5.
Nadalje, za 1, = 10 imamo

H (R

pa Gaussovom metodom eliminacija dobivamo niz ekvivalentnih matrica:

5 10 51 [5105] [5105] [000] [121
2 -4 =2|~|1 2 1|~]1 2 1|~|1 2 1]~|0 0 of,

4 8 4 4 8 4 0 0 O 00O 00O
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odakle slijedi
X1 +2)C2+)C3 =0,
odnosno
X|=—2t—8,x) =1t Xx3 =S.
za neke skalare t, s. Dakle,
—2t—s -2 -1
X = t =t|1|+s|0
s 0 1
-2
Kao i maloprije, zakljucujemo da su vektori X; = | 1 [i X, =
0

vrijednosti 1, = 10.
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-1
0 ] pridruZeni svojstvenoj
1




Poglavlje 2

Blok-matrice

2.1 Definicija blok-matrice

U ovom odjeljku uvest ¢emo pojam blok-matrice. Blok-matrica predstavlja particionira-
nje zadane matrice na manje matrice. Svaku matricu mozemo zapisati kao blok-matricu.
Statisticki podaci Cesto se dobivaju kao mjerenja iz nekog ponovljenog eksperimenta. Na
primjer, ¢esto imamo neovisne, identi¢no rasporedene vektore promatranja na nekoliko
eksperimentalnih jedinica ili moZemo imati razlicite vrste informacija dostupne o nasim
podacima. U oba slucaja iznijet ¢emo informacije u obliku matrica koje imaju odredenu
strukturu uzorka ili se sastoje od odredenih blokova. gtoviée, odredene korisne statisticke
veli¢ine vode nas do matrica specificnih struktura. U 1. poglavlju naveli smo nekoliko po-
sebnih vrsta matrica kao Sto su dijagonalne, gornjetrokutaste, donjetrokutaste, simetrine
1 antisimetricne. U ovom poglavlju dajemo op¢i pregled tehnika za baratanje strukturama
unutar matrice.

Definicija 2.1.1. Matrica A € M,,,(F) se naziva blok-matrica tipa (u,v) ako se sastoji od
uv podmatrica ili blokova A;; € M, ., tako da vrijedi

Ay Ap - Ay
Ay Ap - Ay - .
A= . . s Zm,=m,zn,—n
: : : i=1 j=1
Aul Aul e Auv
Blok-matrica se oznaCavakao A = [A;], i =1,...,u,j=1,...,v. Zai € {l,...,u}
uredena u-torka (A;1, Ap, ..., A;,) ¢ini i-ti redak blok-matrice A te za j € {1,..., v} uredena
v-torka (A;j, Ay, ..., A,;) Cini j-ti stupac blok-matrice A. Ako je potrebno, crte se koriste za

odvajanje blokova u blok-matrici. Blok-matrice tipa (2, 2) u praksi se najcesce pojavljuju i
u ovom radu ¢emo se najvisSe njima baviti.

23
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Neka je A € M,,,(F). Matrica A moZe se podijeliti na Cetiri matrice Ay, Az, Az1, Axn

kao
A Ap
A=
[AZI A
gdje je A;y € M,,,,,A12 € M, 5,,A21 € M,, 5, 1 Ayy € M,,,,. Ovaj zapis omogucuje da

se neki dokazi provedu na jednostavniji 1 elegantniji nacin, te da se raCunanje s matricama
velikog formata pojednostavi.
Na primjer, za n = 4 jedna podjela matrice na 2 puta 2 bloka bit e

gdje su

A11=[

ag
ary

ap
a

as
ans

ajs
ary

ass
agn

apn as
JAp =
an ans

ass
as3

asy
2%V

as
JAgp =
any ayg

A21

_ |An
Ax

AIZ]

ass ass
JAp =
ag

aszy
ass  dgq

Dijagonalni blokovi u podjeli kvadratne matrice obi¢no su, iako ne nuzno, kvadratni i
pritom ne moraju biti istih redova. Matrica A moze se podijeliti i na sljede¢i nain

arn ‘ ap

ais

aig

a
asp
as

any
asg
ayy

azy

ans
ass
ay3

asq
asq
a4

_ [All

A12
AZ] ’

A22

gdje je Ay; = [ay] skalar, Ay; = |a3; | stupCani vektor, A, = [alz as a14] retCani vektor

an
te A22 = las
ag

ans
ass
ass

ayg

azy
az4 | matrica reda 3.

agy4

Primjer 2.1.1. Zapisimo matricu A =

(e

O =

-1

1

—_— N = O

o - O O

p—

—_ N = O

o =IO O

—_ oo O

0
0 )
0 kao blok-matricu. Dakle,
1

|1 o
" Ay I
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. . 1 0 00 -1 2
gdje su podmatrice I = [0 1], 0= [O 0] te Ay = [ 1 1],

Manipulacija blok-matricama je osnovna tehnika u teoriji matrica. Sada pokazujemo
kako se standardne matri¢ne operacije zapisuju i provode po blokovima.

Teorem 2.1.1. Za blok-matrice A = [A;j], B = [B;;] i skalar A € F vrijedi sljedece:
(1) Ako su A i B blok-matrice ¢iji su svi blokovi istih dimenzija, onda je

A+B:[Al'j+Bl’j], i=1,...,u,j=1,...,v,

(2) AA=[AAyli=1,...uj=1,....v,

(3) Ako je A = [A;j] blok-matrica tipa (u,v) s blokovima

B = [Bj] blok-matrica tipa (v, z) s blokovima

IEMHJZ[’ (ZZI—Z)’

tada je matrica AB = [C;/] blok-matrica (u, z) s blokovima
Cil:ZAijBﬂEMm,-,zp izl,...,u,lzl,...,w.
j=1

Dokaz. Slijedi direktno iz definicije zbrajanja, mnoZenja matrice skalarom 1 mnoZenja ma-
trica. O

Primjer 2.1.2. Neka su zadane blok-matrice

-2 1 -1 3 2 -2 1 |-1 3|2
A3 L4 21 |3 114 2]1 —fx“ f‘” ;‘113
14 -4 =2 1 =171 4 =4al=2 1121 —A21 A22 A23,
1 4 3 -4 -2 1 413 —4-22 31 32 A33
-1 -1
2 2 Bll
B = —3 :—73— 312
4 4 B3
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Tada je njihov umnoZak blok-matrica

Ay A Ap||Bu AyBi +ApBiy + Ai3Bys
AB = Ay Apn Ans||Bia| =|AuBi + AnBix + Ap3Bi3|,
A3z Az Aszs||Bi3 A31By1 + AnBy + A3By3
gdje su
-2 11[-1 4 -1 3 1|[-3 15 2
AnBp = [ 3 _1 [ ) ] = [_5], AnpBp = [ 4 _2] [ 4 ] = [_20], AiBi3 = [1] [1

Tada je
AnBi +AnpBi +ABis = _45] + _1250] + [ﬂ = [_2214] ;
Ay By +ApBi + AxiBi3 = [—12] + [10] + [—1] = [—3],
A31Biy + AypBy + AsBys = | 7]+ [-25] + |-2| = |-20].
odnosno
21
AB = __234
—-20

Primjer 2.1.3. PokaZimo da blok-matrice M = [é [I‘] iN = [é l;] komutiraju, odnosno
da vrijedi MN = NM. Imamo

MN_’I Al[1 B| _[1-1+A-O0 I-B+A-I| _[I B+A]
“|o 1|0 1| |0-1+1-0 O-B+1-1I|" |0 I |
NM_'I B|[1 A| [I-1+B-O I-A+B-I| _[I A+B]
o I|lo 1|7 |0-I+1-0 O-A+I-1I|" |0 I |

Znamo da za matrice A i B vrijedi komutativnost zbrajanja, dakle vrijedi MN = NM.
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1 00 01
01001
Primjer 2.1.4. Neka je zadana matricaA=| 0 0 1 0 1 | Izratunajmo A>.
00010
0 00O0°1
Prvo zapisimo matricu A kao blok-matricu
1 00 01 1 0 0[O0 1
01001 01 0[{0 1 I A
A=00101:00101:[0;2],
00010 0 0O0|1 O
000O0°1 0 0 0[O0 1
0 1
gdje je podmatrica Ay, = |0 1) Sada je
0 1
1 0002
0100 2
Azz[l A12HI Au]:[l 2A12]: 0010 2
o 1|0 1 o 1 00010
0 00O0°1

2.2 Elementarne transformacije nad blok-matricama

Elementarne transformacije nad retcima i stupcima matrice se mogu generalizirati na blok-
A An

matrice. Neka je A =
! [A21 Axn

] . Elementarne blok-transformacije nad blok-matricama

Su:

(1) Zamjena dvaju blok-stupaca (odnosno blok-redaka): matrica A se mijenja u

A]z A11 ili A21 A22
Azz A21 All A12 '

(2) MnoZenje jednog blok-stupca (odnosno blok-retka) regularnom matricom B slijeva
(zdesna) odgovarajucih dimenzija: matrica A se mijenja u jednu od sljedece 4 matrice

BA;; BAj,) i [ A Ap

Ay Ay |BAy1 BAyn|’
odnosno i i

A B Ap i Ay ApB

AnB Ann] Ay AnB|’
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(3) Dodavanje nekom blok-stupcu (odnosno blok-retku) nekog drugog blok-stupca (od-
nosno blok-retka) prethodno pomnoZenog slijeva (zdesna) nekom regularnom matri-
com odgovarajuéih dimenzija: matrica A se mijenja u

Aj Ap il (A1) + BAy App + BAxn
Az + BA;1 Axn+ BAp) | Axn A ’

odnosno

Ay A+ Ay B] i (Al +ApB Ay
Az Axp + Ay B| [A21 + ApB Axn|’

Takoder moZemo generalizirati i elementarne matrice.

Definicija 2.2.1. Generalizirana elementarna matrica G je blok-matrica nastala primje-
nom tocno jedne elementarne blok-transformacije nad jedinicnom blok-matricom

e

Na primjer, blok-matrice [ ! !

. 0
1 o|l'|B 1
se odnose na elementarne blok-transformacije tipa (1) i (3).

su generalizirane elementarne matrice koje

Teorem 2.2.1. Neka je G generalizirana elementarna matrica. Ako blok-matricu A pomnoZz-
imo s lijeve (desne) strane generaliziranom elementarnom matricom G dobije se matrica
nastala primjenom tocno one elementarne blok-transformacije nad stupcima (retcima) od
A koja definira matricu G.
. A A

Dokaz. Neka je A = o

Ay Ax
smo primijenili elementarnu transformaciju tipa (3) to jest dodali smo prvi blok-redak
pomnozen slijeva matricom B € M,,, drugom blok-retku matrice A. Na taj nacin smo dobili

. A]] A]z . .. . I 0 A11 A12
matricu [ Ay +BA,, Ap+B Azz} . Istu matricu dobijemo i kao produkt [ B I] [ Ay, Azz} .
O

], pri cemu je Ay € M, 1 Ay, € M,. Pretpostavimo da

Metoda manipuliranja blok-matricama elementarnim transformacijama i njihov prikaz
kao produkta s odgovaraju¢om generaliziranom elementarnom matricom se vise puta ko-
risti u ovom radu.

All A12

0 A‘l]’ pri cemu je Ay, regularna matrica, se
11

Propozicija 2.2.1. Svaka matrica oblika [

I B
moZe zapisati kao produkt gornjetrokutastih i donjetrokutastih blok-matrica oblika [ 0 ]

I
|1 O
He 1l
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Dokaz. Kako bismo to dokazali, primijenjivat cemo elementarnu transformaciju tipa (3)
A A

kona¢no mnogo puta nad blok-matricom [ 0 A“] . Prvo dodamo prvi redak pomnoZen
11

slijeva s A;| drugom retku da dobijemo

Al] A12
1 Al_ll +A1_11A12 )

Nadalje, drugi redak pomnoZen slijeva s I — A;; dodamo prvom retku da dobijemo

1 AIll + Al_llA]Q -1
1 Al_ll + A1_11A12

Sada oduzmemo prvi redak od drugog i dobivamo

9

I AIll +A1_11A12 -1
(0] 1

Sto smo 1 zeljeli dobiti. ZapisSimo ove korake i u obliku jednadZzbe:

I O||l I-Aq; 1 Ol||A11 App _ 1 AI11+A1_11A12—I
-1 Illo 1 ||ar 1llo a4l |o I '

Stoga je

An Ap| [T o1 1-An'[1 Of'[I A;l+A[lAL,-1
O Ayl |47 1 0] I -1 1 0] I :

1z
I Ol I o _|I O
Ayl T||-A I |0 T
slijedi
1 o' [1 o
Al T T |-A T
1 posebno
1 o' [1 o
-1 1 I 1
te iz
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slijedi

I 1-Ay]" 1 Ay-1
O 1 |0 1 '
Dakle, vrijedi
A Ap _ 1 Oo|Il1 A,-1I|{I Of|I AI11+AI11A12—I
o AMT|-a 1llo 1 (|1 1|0 I '

Definicija 2.2.2. Blok-matrica A € M,(F) naziva se dijagonalna blok-matrica ako je
oblika

O

Ay O --- O
O Ay -+ O
A= . . .
O O - A,

Sto zapisujemo i kao A1 ®Ap & ... B A,
Pogledajmo sada sljedece.

Propozicija 2.2.2. Pretpostavimo da je podmatrica Ay, regularna. Primjenom konacno
An An

, blok-matricu A moZemo
Ay Anx

mnogo elementarnih blok transformacija nad A =

transformirati do dijagonalne blok-matrice.

Dokaz. To moZemo napraviti na nacin da od drugog retka oduzmemo prvi redak pomnoZzen
s Ay Aj] te da od drugog stupca oduzmemo prvi stupac pomnoZen s A;/Aj,. Zapisano
matri¢no,

A Ap| |An Ap _|An )
Ay Axp O Ap-AyAjlAn O Ap-AyAjlAn
i u obliku jednadzbe:

1 O|A;; Ap||! —AIIIAU _|An 0]
—A21AI11 I(|Ay Axn||O I O A22—A21AI11A12'

Tada vrijedi
An An| [ 1 o] '[Ay ) I —AjAp|"
Ay Ap —A21AI11 I 0 Azz—A21Af11A12 ) I

[ 1 o]]an 0 I A7lAp,
TlAnAl I|| 0 Ap-AnAilApllo 1 |
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Propozicija 2.2.3. Pretpostavimo da je podmatrica Ay, regularna. Primjenom konacno
A An

mnogo elementarnih blok transformacija nad A =
Ay Anx

, blok-matricu A moZemo
transformirati do dijagonalne blok-matrice.
Dokaz. To moZemo napraviti na nacin da od prvog retka oduzmemo drugi redak pomnozen

s AjpA;, te da od prvog stupca oduzmemo drugi stupac pomnoZen s A5, A,;. Zapisano
matricno,

[All AIZ] N [All —A12A§21A21 ) ] N |:A11 —A12A§21A21 0 ]

Ay Ap Az Ay o Ay
i u obliku jednadzbe:
I —ApAy|An Al 1 O| _|An —AnAj Ay O
0] 1 Ary Axp _—A£21A21 1 0] Axnl|’
Tada vrijedi
_11-! _ -1
All A12 _ 1 —A12A221 All—A12A221A21 0 1 0]
Ar Ax 0 1 ] 0 A —A521A21 1
_ 1 Alegzl AII_AIZAEQIAZI 0] 1 0]
|0 I o An||An Ay T

2.3 Inverzi determinanta blok-matrice

Teorem 2.3.1 (Inverzni binomni teorem). Neka su A € M,,,B € M,,C € M,,,,i D €
M, , pri cemu su A i B regularne matrice. Tada je matrica A + CBD regularna i vrijedi

A+CBD)'=A"+A'c(B'+DA'C)'DA".
Dokaz. Imamo
(A+CBD)YA'+A7'Cc(B'+DAT'C)'DA™Y)
=1,-CB'+DA'C)'DA™ + CBDA™' = CBDA™'C(B™! + DA™'C)"'DA™!
=1,-C(B"'+DA'C)-B+BDA'C(B™' + DA'C) DA™
=1,—-C((I, + BDA™'C)YB™' + DA™'C)™! - B)DA™!
=1,-CBB'+DA'C)B'+DA™'C) - B)DA™!
=1, - C(B—-B)DA™
=1,.
Odavde slijedi tvrdnja. |
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Inverz blok-matrice

Racunanje inverza blok-matrice A dano je sljede¢im teoremima.

Ay A
Teorem 2.3.2. Neka je A = [ AU Alz] blok-matrica, gdje je matrica A, € M,, regularna.
21 Ap
Neka je B = Ay, — Ay 1A A Tada je B regularna matrica. Nadalje, A je regularna i njen
A] 1 A12
inverz je zadan kao A™! = [ A2 A2 pri Cemu je

A“ :Aﬁl +A1_11A]23_1A21A1_11

A = —A7lA;,B™!
A = -B7 A A7)
A =B

Dokaz. Prema prethodnom teoremu matrica B je regularna. Inverznu blok-matricu A~!
mozemo dobiti izvodenjem elementarnih transformacija nad blok-retcima blok-matrica A 1
I istovremeno. Sada primjenjujemo elementarne transformacije nad blok-retcima sljedece

blok-matrice
Ay Ap
Ay Axp

I O
o 1|
PomnoZzimo prvi blok-redak slijeva s A}] kako bismo dobili / na mjestu (1, 1):

I AjlAp
A21 A22

A7l O
o 1|

Zatim oduzmimo prvi blok-redak pomnoZen s A; od drugog blok-retka kako bismo dobili
O na mjestu (2, 1):

I ATlAn
0O Ap- A21A1_11A12

Al o |1 AjlAn
~AyA7l 1|70 B

A7l 0]
—ApA7 1

Nadalje, pomnoZzimo drugi blok-redak s B~! da bismo dobili / na mjestu (2, 2):

I AjlAp
0 1

A7l 0
-B'AyA] B |
Oduzimanjem drugog blok-retka pomnoZenog s Aj/ A1, od prvog blok-retka dobivamo

I O A1_11+A]_11A123_1A21A]_11 —Al_llAlzB_l
0 1 _B Ay A B! :
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To je jednako

I O All A12
[ O I A21 A22 ]

Takoder, inverznu blok-matricu A~ moZemo dobiti primjenom propozicije 2.2.2.

o [An A ([ 1 ofan 0 I AjlAp|\”
Ay Axp AyAjl T|| O Ap-AyAjlAL||O I

1 -AjlAn]|Ayl O I 0

|0 1 O B'||-AuA;l I

A7l —A7lALBT! I 0

Y B! —AnAjl 1

A7l + A ALBT AN AT -ATARBT!

B -B'Ay A} B! '

]
Teorem 2.3.3. Neka je A = [ﬁ“ 312] blok-matrica, gdje je matrica Ay, € M, regularna.
21 A

Neka je C = Ay — A1pA3) Az. Tada je C regularna matrica. Nadalje, A je regularna i njen

All A12
inverz je zadan kao A™' = [A21 AZZ] pri cemu je
All — C—l
A% = —C'ApA)
A = —A5 Ay CT

AT = Ap AL CT ARAS + AS).

Dokaz. Prema teoremu 2.3.1 matrica C je regularna. Inverznu blok-matricu A~' moZemo
dobiti izvodenjem elementarnih transformacija nad blok-retcima blok-matrica A 1 [ isto-
vremeno. Sada primjenjujemo elementarne transformacije nad blok-retcima sljedece blok-
matrice

Ay Ap

Ay Ap
0O 1

I 0]‘

PomnoZimo drugi blok-redak slijeva s A}, kako bismo dobili / na mjestu (2, 2):

Ay Ap
AEZIAZI 1

I O
0 A
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Zatim oduzmimo drugi blok-redak pomnoZen s A;, od prvog blok-retka kako bismo dobili
O na mjestu (1, 2):

A11 - A12A£21A21 o1 —A12A£21 _ C 0|1 —A12A£21
A A 110 A ApAy 110 Ay, |

Nadalje, pomnoZzimo prvi blok-redak s C~! da bismo dobili I na mjestu (1, 1):

I 0|C!' —C'ApAy,
AJJAy 1| O A7) '

Oduzimanjem prvog blok-retka pomnoZenog s A;) A»; od drugog blok-retka dobivamo

I 0 c! —C'ApAS)
O 1 —A£21A21C_1 A521A21C_1A12A521+A£21

To je jednako

I O All A12
[ o 1 A21 A22 :|

Takoder, inverznu blok-matricu A~ moZemo dobiti primjenom propozicije 2.2.3.

Al = [An 1‘\12]_1 _ [1 Alegzl] [All —A12A§21A21 OH I 0])_1
TlAu An| o 1 0 An||A5 Ay I
|1 0] lc—l 0”1 —Alegzl}
- 7—A£21A21 I{| O Agzl 0 1
| ! OHI ~ApA3)
T -AZANCT Ajl|lo T
| c! —C'ApA;,
T [FARANCTT AANCTIARAL, + AL

]
U sljede¢em primjeru ¢emo odrediti inverz blok-matrice A primjenom teorema 2.3.2.

Primjer 2.3.1. Neka je zadana blok-matrica

-2 1 -1 3 2 -2 1]-1 3 2
3 -1 4 21 3 -114 2 1

A= 4 -4 -2 1 —-1|=|4 —4|-2 1 -1 :[311 ﬁ”],
1 4 3 -4 =2 1 413 -4 2 Ao
2 3 -1 -1 1 2 3 |-1 -1 1
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te

B=An-AnAjlApn =

Nadalje,

A" = A + AARB T A A

A = -A[ABT! = —[

11
132

N

A = —B'A5A

A22 —

B'=

59
722

117

361
=5
19

4
1 -1 3 2
_1]’ A12:[4 ) 1:|’ AZl_ 1
2 3
_ 1 1
Alll_[3 2]
-2 1 -1| [4 -4 -
3—4—2—14[;;]_41
-1 -1 1 2 3 :
59 151 =777
722 72 361
117 122 =79
B'=|3%1 31 31|,
S 1 3
9 19 19 |
9 151 =77
722 72 361 |14
11”—132]&&&1
361 361 361
3 2114 -2 1 S o sl
v 19 19
39 151
722 722
1 1”—1 3 2] 1n7 12
361 361
3 2114 -2 1 S5
o 19
9 151 -7
722 72 36114 _4
o |47 o122 79 I 1
11 =131 361 3611432:
=S 17 5|2 3
v 19 19
151 =77
722 361
12 -1
361 361 |-
7 5
9 19

3 2
-2 1

1

=77

361 159
=79 722
361 | = | 55
5 722
19

203 109

722 722

219 2

361 3611,
4 =3

19 19

|

)|

6
=20
=22

131
722

177
722

101
722

153
722

—4

1

17
=25
-18

49
722
=33
722

25
361
20
361

-1
=21.

=37
=29

|

19

35

].
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Odnosno,

(131 49 159 101 251
722 722 722 722 361

177 =33 55 153 20 131 49 159 101 50
722 722 722 722 361 177 -33 55 153 40
11 412 B 1
A‘lz[ﬁm §22]= S B o o =55 [203 109 59 151 -154),
219 2 U7 122 79 538 4 334 244 —-158

361 361 361 361 361
4 =3 =5 I 3
9 19 19 19 19

-152 -114 -190 -266 190

Sljedeci korolar je direktna posljedica teorema 2.3.2. i teorema 2.3.3.

All A12 . A11 0
Korolar 2.3.1. Nek A= B =
exa su [ o A22 ! [Az] A22

M, i Axy € M, regularne matrice. Tada su A i B regularne matrice i vrijedi

A= (AT —ATARA,
0 A3} ’

] blok-matrice takve da su Ay, €

B_lz[ 1141_11 1 01]
_A52A21AI1 Agz

I Apl™ 1 -Ap
o I| Tlo 1|

I o' [1 o
Ay 1 C|-Ay T

Posebno

Dokaz. Neka je blok-matrica C = [g“ 212] inverz matrice A, odnosno vrijedi A™! = C.
21 Cx
Tada je
AC = An Ap||Cu Cnf_|(I O ’

0 An||Cy Cxn O 1

odnosno
AjCi+ApCy AnCi+AnRCy _ I O
AxCyy AnCxy o 1|

Odatle je

AnCiy+ApCy =1 2.1

AnCp+ApCyn =0 (2.2)

ApCy =0 (2.3)

ApnCyn =1 (2.4)
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Kako je matrica A, regularna, tada vrijedi Cy, = Agzl. Sada iz (2.3) imamo Cy; = A;)0 =
0. Nadalje, iz (2.1) dobijemo

A11C11 +0=1
Allcll =1
Ci = Ajl.

Konatno, iz (2.2), imamo A;Cy, = —A1Cyp = —ApAj, teonda Cj, = —A][ApA;, . Dakle,

A= AT TATARA,
0 A3 '

Odredimo sada inverz blok-matrice B.

Neka je blok-matrica D = g; 1 II;Z inverz matrice B, odnosno vrijedi B~! = D. Tada
je
Ay O ||Dy Dy I O
BD = [AZI Azz] [DZI Dzz] B [0 1] ’
odnosno
[ A Dy AnDy, ] _ [1 0].
A Dy + ApDy Ay Din +AnDx O 1
Odatle je
AnDy =1 (2.5)
AuDp =0 (2.6)
A2 Dy + ApDy =0 (2.7)
Ay Dy + ApyDyp = 1. (2.8)

Kako je matrica A;; regularna, tada vrijedi Dy, = Ajll. Sada iz (2.6) imamo Dy, = AIIIO =
0. Nadalje, iz (2.8) dobijemo

O+AnDy=1
ApDy =1
D22 = Agzl

Konacno, iz (2.7), imamo A»pDy; = —A, Dy = —A21A1_11 te onda Dy, = —A521A21AI11

Dakle,
B - Aﬁl [0
~ApAnAll Ayl

Zadnja tvrdnja slijedi uvrStanjem u prvu tvrdnju A, = I te Ay, = 1. |
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21 3 -6
- . . 11 7 4 - .
Primjer 2.3.2. Izracunajmo inverz matrice A = 00 2 -3 . Prvo podijelimo matricu
00 -3 5
A na blokove:
21 3 -6 2 1,3 -6
A= 117 4| (1 1|7 4| |Ay Ap
10 0 2 -3 0 02 3| |0 Axn|
00 -3 5 0 0|-3 5
. . (21 13 -6 10 0f. 12 - .
gdje su podmatrice Ay, = [1 1}, Ap = [7 4 ], 0= [0 O} 1Ay = [_3 5 ] Tada je
_ I -1f ,_ 53
Anl = [—1 2]’A221 - [3 2]
te
1 -1]|3 -6(|5 3 50 32
— -1 -1 = — =
Ardndz [—1 2 ] [7 4 ] [3 2] [—97 —61]'

Prema korolaru 2.3.1. inverz matrice A je matrica

1

A1 |AT TATARA, | |-
O Ay 0

0

0O Ap
A21 0
regularne matrice. Tada je A regularna blok-matrica i

|

Propozicija 2.3.1. Neka je A = [

0 Al
Al = [ ~ 21
A, O

-1 50 32

2 -97 -61

0 5 30
0 3 2

] blok-matrica takva da su A, € M,,, Ay € M,

vrijedi

Dokaz. Direktnim mnoZenjem matrica vidimo da vrijedi

0 Apl|lOo A5l

Ay O ||A, O™
i .

0 Ajlllo Ap|_

A, O ||Ay O™

I O
o 1

|
|

I O
o 1
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. .. . } A O
Propozicija 2.3.2. Neka su A € M,, i B € M,. Tada je det [ 0 B] = detA - det B.
A O|_|A O |I O
O B| |0 I| |0 B|

Primjenom Binet-Cauchyjevog teorema na prethodnu jednakost dobivamo

ol -l ol 5]

Dokaz. Imamo

O B o 1 O B
o o . . . A O .
ViSestrukom primjenom Laplaceovog razvoja dobijemo da je det [ 0 I] =detA1i
I O o .
det [ 0 B] = det B. Odatle slijedi tvrdnja. |

Determinanta blok-matrice

Racunanje determinante blok-matrice A kojoj je barem jedan dijagonalni blok regularna
matrica dano je sljedecim teoremom.

Teorem 2.3.4. Nekaje A = |41 412
Ay Ax

(a) Ako je Ay, regularna, tada je

], gdje suAyy € M, i Ay € M,

detA = detA;; - det(Ay — Ay A Ap).
(b) Ako je Ay, regularna, tada je
detA = det Ay, - det(A}; — AjpAy Asy).
Nadalje, ako je A\1A1, = A1,An, tada vrijedi
detA = det(ApA; — AyAp).
Ako je A11Az = Ay Ay, tada vrijedi
detA = det(A;1A»n — AyiArd).

Posebno,
A Ap

det[ 0 Azz] = detA;; det Ay,

A11 0
det =det A det Ay.
[ Ay Azz] 11 22
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Dokaz. (a) Primjenom Binet-Cauchyjevog teorema i propozicije 2.2.2., dobivamo

A Ap 1 0] An 0] 1 A_lAlz
det = det det det 1
[Azl Azz] [AzlA;f 1] [0 Azz—AzlA;fAu] [0 ! ]
All 0]
= det
[ 0O Ap- A21AI11A12}

= detAn . det(A22 - AZIAIEAIZ)

Uocimo det [ } = 1 jer se radi o donjetrokutastoj matrici. Analogno, det l

1
ApAjl I
1 jer je radi o gornjetrokutastoj matrici. Time smo pokazali da vrijedi

detA = detA,; - det(Axy — Ay A AL).

o 1

(b) Primjenom Binet-Cauchyjevog teorema 1 propozicije 2.2.3., dobivamo

det [An A12] _ det[l AuAg;]det [Au —ApAs Ay O ]det [A I O]

Ay Apxp 0] 1 0] Ar 521A21 1
_ Ay —ApAjyAy O
= det[ 0 Ao
= det(A“ - A12A£21A21) : detAzz.
o I ApA;) . , , L I
Uocimo det = 1 jer se radi o gornjetrokutastoj matrici. Analogno, det| , _,
o 1 A22A21

1 jer je radi o donjetrokutastoj matrici. Time smo pokazali da vrijedi
detA = det(A;; — AjpA5, Ay) - det Ay,

Nadalje, ako A;; 1 A1, komutiraju, tada su Ay, A1», Ay 1 Ay, istih redova. Tada imamo,
takoder koristec¢i Binet-Cauchyjev teorem:

detA = detAj; det(Ay — AyAjA)
= det(ApA;; — A21AI11A12A11)
= det(AnAy — AyATAnAL)
= det(ApA — A2Ap).

Ako Ay 1 Ay komutiraju, tada su Ay, Az, Az 1 Ay, istih redova. Tada imamo, takoder
koriste¢i Binet-Cauchyjev teorem:

detA = det A} det(Ay — Ay AT A)
= det(A11 A2 — A1 A2 AT AL)
= det(A 1Ay — A21A11AI11A12)
= det(A1An — A2Ap).

Al_llAlz

]:

9.
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41

Zadnja tvrdnja slijedi uvrStavanjem u prvu tvrdnju A,; = O odnosno A, = O. O

U sljede¢em primjeru ¢emo odrediti determinantu blok-matrice A iz primjera 2.3.1.

primjenom teorema 2.3.4.

Primjer 2.3.3. Neka je zadana blok-matrica

-2 1 -1 3 2 -2 1|-1 3 2
3 -1 4 2 1 3 114 =2 1
A=l 4 -4 -2 1 -1|=|4 -4|/-2 1 -1 :[2“ ﬁm],
1 4 3 -4 =2 1 4|3 -4 =2 S
2 3 -1 -1 1 2 3 |-1 -1 1
gdje su
4 —4 2 1 -1
An—[32 _11] Alz—[‘j 2 ﬂ An={1 4| Ap=|3 -4 2|
2 3 -1 -1 1
Tada je
detAy = det|! M =1
€ 11 — € 3 2 -
te
6 17 19
det(Ay — Ay A Ap) = det|-20 —25 -37|=722.
-22 -18 -29
Odnosno,

detA = detA; - det(Ay — Ay AjAp) = —1-722 = =722,
200

. Prvo podijelimo

N O

Primjer 2.3.4. Izracunajmo determinantu matrice A =

NN O =
N A
N L OO
\S]

matricu A na blokove:
A]] o0

A = = s

[Am Azz]

gdje su podmatrice Ay = [1 2], 0= [0 O], Ay = [; g] i Ay = [; ;] Tada je prema

[\O R \O B i

teoremu 2.3.4.

detA =detA;, -detApn =(1-4-0-2)-(5-2-2-7)=4-(-4) = -16.
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1
Korolar 2.3.2. Neka je A = [ gdje suA,BiC € M,. Tada je:

A
B CY|

det [1 A] = det(C — BA).

B C

.. 1
Dokaz. Koristimo det[

o I ] =det/-det/ = 1. Dobijemo

det [B C] = det [B C].det 0 1 ] = det [B C- BA] = det I-det(C—BA) = det(C—BA).

O

Korolar 2.3.3. Neka je A = Ié, ﬂ, gdje suA,BiC € M,. Tada je:

det [A B] = det(A — BC).

Cc I

Dokaz. Koristimo det [1

0 I ] = 1. Dobijemo

A B 1 -B|  [A B A-BC O

O

A A
Korolar 2.3.4. Neka je A = All A12 gdje su Ay, € M,,(F) i Ay € M,(F) takve da je Ay
12 11

regularna, te da vrijedi A1Ay = Ay Ayy. Tada je:

All A12

det
[A12 An

] = det(AU +A12) . det(A11 —Alz).

Dokaz. Prema teoremu 2.3.4. slijedi da je

det [All A12

_ 2 42
o All]—det(A” A2).

Nadalje, s obzirom da je AjjAy = Ay Ay, vrijedi (A7, — A1) = (A1 + A)(An — Ap).
Sada iz Binet-Cauchyjevog teorema slijedi

det(A?, — A2)) = det(A;; + Ap) - det(A;; — Ap).
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Svojstva determinante matrice mozemo takoder generalizirati na blok-matrice.

All A12

Teorem 2.3.5. Neka je A =
/ [A21 An

B e M, vrijedi

],A“ € M,,Ay» € M,. Tada za svaku matricu

det lBAn BAj,

=detBdetA
Ay Axp ]

i za neku matricu C € M,,, vrijedi

Ay A

det) 4+ CA; Ap + CAp

] = det A.

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi primjenom Binet-Cauchyjevog teorema na jednakost

BA;1 BAp| _|B O||An An
Ay Ap O I||Ay Axn|’

a druga na jednakost

NS

A21+CA11 A22+CA12 B C 1 A21 A22

Takoder smo koristili teorem 2.3.4 kod racunanja determinanti blok-matrica [g ?] i [é ?
]

2.4 Rang blok-matrice

Neka je matrica A € M,,, ranga r ¢iji su prvih r redaka linearno nezavisni te prvih r stupaca

Ay Ap

linearno nezavisni. Tada matricu A moZemo zapisati kao blok-matricu A = [ Ao A ], pri
21 Ax

cemu su All € Mr,raA12 € Mr,m—raAZI € Mn—r,r te A22 € Mn—r,m—r-

Dakle, [AU A 12] ima puni rang r, a retci od [Azl A22] se mogu zapisati kao linearna
kombinacija redaka blok-matrice [AH Alz]. Takoder, [ﬁll] ima puni rang r, a stupci od
21

A22 A21
Zato postoji matrica T € M,,_,, takva da vrijedi [AZI Azz] =T [A1 1 Au]. Sli¢no,

A . ) .. . ]A
[ 12] se mogu zapisati kao linearna kombinacija stupaca blok-matrice [ “].

postoji matrica S € M,,,_, takva da vrijedi Arz = An S.
An| |Az

|
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Dakle, imamo A21 = TA]],A22 = TA]Q,A]z = A]]S,A22 = Az]S, tako da je A22 =
TAy;, = TA;;S. Buduéi da je Ay, punog ranga, postoji A} tako daje T = Ay A}, S =
A[A1n 1Ay = Ay A7l Arp. Zbog toga se matrica A moZe napisati pomocu matrica Ay, Ay,

1 A, na nacin
Aq Ap
A= _ . 2.9
[AZI A21A111A12] (29)

Ukoliko je A € M,,, bilo koja matrica ranga r, tada se ona odgovaraju¢im zamjenama
redaka odnosno stupaca moZe transformirati do matrice kojoj su prvih r redaka i prvih r
stupaca linearno nezavisni.

Odredivanje ranga blok-matrice dano je sljede¢im teoremom.

A An
Ay Ax
(a) Ako je Ay, regularna matrica, tada vrijedi

Teorem 2.4.1. Neka je A = [ ] blok-matrica pri Cemu su Ay; € M, i Ay, € M,,.

r(A) = r(An) + r(Ay — Ay AT Ap).
(b) Ako je Ay, regularna matrica, tada vrijedi
r(A) = (A1 — ApAyAz) + r(Ap).

Dokaz. (a) Ako je Ay regularna, onda prema propoziciji 2.2.2. vrijedi

A Ap _ 1 O||Ay 0 1 AfllAIZ
Ay Anx AyAyl I O Ap-AyAjlAnL||O I |

Znamo da vrijedi sljedece: ako su S,T € M, regularne matrice, tada je r(SXT) = r(X) za
1 0] : [1 ATlAL

svaku matricu X. Kako su [ ] regularne matrice zaklju€ujemo da

AyATl I|Mo T
J€
(e R
Ay Ax 0 A22_A21A1_11A12 '
O¢ito je r([A“ 0 D = r(A11) + F(Ax — Ay A7} A). Odavde slijedi
O Ay -AnAjlAn i

r(A) = r(An) + r(Ay — ApAj{Ap).
(b) Ako je A;, regularna, onda prema propoziciji 2.2.3. vrijedi

A Ap _ 1 A12A£21 AII_AIZAEQIAZI o 1 (0]
Ay Apxp 0] 1 0] Ax AEZIAZI I
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o 1 |'|AjAy

- A Ap —, All—AlegzlAm 0
Ay Axp o An|)

_ -1
O¢ito je r([A“ A‘02A22A2‘ AO D = r(A1 — ApAj}Ay) + r(Ay). Odavde slijedi
22

I ApASL. 1 . C .
Kako su [ 12 22] i [ ?] regularne matrice zakljucujemo da je

r(A) = 1Ay — ApAs, Ayy) + 1(An).

Teorem 2.4.2. Neka je dana blok-matrica A = [A“ A

Ay Azz]' Tada vrijedi:

(1) r(Aij)) <r(A)zai,je{l,2},

(2) r(A) < ”([Au AIZ]) + F([Azl Azz]),

A Ap
ez

(3) r(A) < r([A“
Dokaz. (1) Bududi da je skup redaka od [AU A 12] podskup od skupa redaka od A, tada

vrijedi da je r([A11 Ap|) < (A). Sli¢no, buduéi da je skup stupaca od [ﬁ“] podskup od
12

skupa stupaca od A, tada vrijedi da je r ([ﬁ”
12

) < r(A). Takoder, vrijedi r([Azl Azz]) <

r(A) te r([ﬁiﬁ]) < r(A). Nadalje, skup stupaca matrice A;; je podskup skupa stupaca od
[A“ Alz] i onda vrijedi

r(An) < V([All Alz]) < r(A).
Sli¢no i za druge vrijedi

rAn) <r([An An]) < @),

r(Aa) < r([An An|) < @A)

te
r(An) < r([An Ax|) < ().
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(2) Neka je R skup redaka od A, R; skup redaka od [An Alz] te R, skup redaka od
[A21 Azz]. Tada je R = R; U R, pa vrijedi

r(A) < ”([An AIZ]) + F([Azl Azz])-

(3) Neka je S skup stupaca od A, S skup stupaca od [ﬁ ] te S, skup redaka od [Alz]_

1
21 A
)+l

Al2
A22 '

] gdje su Ay, i Ay, € M,. Tada za svaku matricu

Tadaje S =5, US, pavrijedi

rlA)<r ([ﬁ;

O

Ay Ap

Teorem 2.4.3. Neka je A = [ 0 Ay

A € M, vrijedi:

Ay A
l’([ 011 AZ ) > r(All) + I’(Azz).
R T T T N P T PO
Dokaz. Nekaje A = =5 A ] ‘[ 0 0 ... 0[S, 8, .. s, |
Pretpostavimo da je r(A;;) = k, odnosno da je skup {S,S,,...,S} linearno nezavisan te
pretpostavimo da je r(Ay) = [, odnosno da je skup {S ;,S 2 Y ;’} linearno nezavisan.

Tvrdimo da su

S S| [S] S
O ) 0 ,Sll/,...,S;/
linearno nezavisni, odnosno da vrijedi
I’(A) >k+1= I”(All) + I"(Azz).

Neka su ay,...,aB1,...,0 takvi da je

S
0

aq + -+ a +ﬁ1

+"'+ﬁl

S'1_[o
ST 10]

S|+ S+ PSS, -+ BiS; =0 (2.10)

k Sl
0 s

odnosno

te
BiS;+--+BS8, =0



2.4. RANG BLOK-MATRICE 47

Kako je skup {S '1', S 2 A ;’} linearno nezavisan to povlaci da je
Bi=--=B=0. (2.11)
Ako uvrstimo (2.6) u (2.5) dobivamo
S+ +apSry=0.
Takoder i skup {S'1, S, ...,Sk} je linearno nezavisan pa to povlaci

@ =--=a;=0. (2.12)
Dakle, iz (2.6) i (2.7) dobijemo da su [SOI] el [S "] : [S ,1,] et [5 ,l,] linearno nezavisni pa

01°s, !
vrijedi
. An A
0O Ay

)> r(Ayp) +r(A).

O
Iz teorema 2.4.3. sada moZemo dobiti tvrdnje o rangu produkta i zbroja matrica.
Teorem 2.4.4. Neka su A, B € M,. Tada vrijedi r(AB) + n > r(A) + r(B).
Dokaz. Vrijedi
-AB O| |1 -A||l0 A||I O
o I| (0o I1]||B I||-B I}
I -Al.|I O . D )
Kako su [ 0 1 ] i [_ B I] regularne matrice zakljuCujemo da je
-AB O\ _ (|0 A
"o 1|)7"\|B 1|
oo -AB O .
Ocito je r ([ o0 I ) = r(—AB) + r(I) = r(AB) + n, dok je prema teoremu 2.4.3.
r ([g ?D > r(A) + r(B). Odavde slijedi
r(AB) + n > r(A) + r(B).
O

Teorem 2.4.5. Neka su A, B € M,. Tada vrijedi r(A + B) < r(A) + r(B).
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Dokaz. Vrijedi

R B P A

1

T I 1. 0 ) NV . |A+B B
Kao maloprije, jer su o 11tl; 1 regularne matrice zakljucujemo da matrice

B B

iA Oim' isti rang. Sada imam
0 B aju isti rang. Sada imamo

HA + B) < r( A;B g]) _ r([g ZD = r(A) + r(B).

2.5 Generalizirani inverz

Ako je A regularna matrica, postoji jedinstveno rjeSenje sustava linearnih jednadzbi AX =
B koje glasi X = A™'B. U ovom odjeljku éemo vidjeti kako glasi rjeSenje tog sustava kada
matrica A nije regularna.

Definicija 2.5.1. Neka je A € M,,. Matrica G € M,,, takva da vrijedi AGA = A je
generalizirani inverz od A, u oznaci G = A™.

Ako je A regularna, tadaje A~ = A7!.
Teorem 2.5.1. Neka je A € M,,,,. Tada vrijedi:
(1) Ako je A~ generalizirani inverz od A tada je (A™)! generalizirani inverz od AT,
(2) r(A"A) = r(A),
(3) I-A"A)YAA)=0te(I-AA) I —-AA) = -AA),
(4) r(I—A"A) =n—r(A).

Dokaz.

(1) Kako je A = AA™A, onda prema propoziciji 1.2.1. vrijedi AT = (AA"A)T = AT(A)TAT
pa je (A™)T generalizirani inverz od AT .

(2) Prema propoziciji 1.5.1. vrijedi 7(A~"A) < min{r(A~), r(A)} < r(A). Kakoje A = AA"A
tada opet prema propoziciji 1.5.1. vrijedi r(A) < min{r(A),7(A"A)} < r(A"A). Dakle,
vrijedi 7(A"A) = r(A).
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(3) Imamo (I — A"A)YA"A) = JA"A-AAA A=A"A-A"A=Ote (I - A~A)I - A"A) =
I-AA)=I-AA-(I-AAAA=I-AA-0=1-AA.

(4) Primijetimo da je A“A € M, idaiz (4) vrijedi (/ — A"A)(A"A) = O pa prema teoremu
2.4.4. vrijedi
0=r(0)=r(I-A"A)A"A)>r(I-A"A)+r(A"A)—n

=r(l-A"A)+r(A) —n,

odakle slijedi r(/ — A"A) < n — r(A).

Dalje,uz/ =1-A"A+ A Aiteorem 2.4.5. vrijedi
n=r(l)=r(l—-A"TA+A"A) <r(I-A"A)+r(A”A)
=r(I-A"A)+r(A),

odakle dobijemo da je r(I — AA) > n — r(A).
Dakle, vrijedi r(/ — A~A) = n — r(A). m|

Teorem 2.5.2. Neka je AX = B konzistentan sustav linearnih jednadZbi i neka je A~ gene-
ralizirani inverz od A. Tada je:

(1) X = A™B je jedno rjesenje sustava.
(2) Za svaki 'V € M,;(R) je, A”B + (I — A"A)V rjesenje sustava AX = B.

Dokaz.

(1) Imamo (AA"A)X = AX te sustav linearnih jednadzbi AX = B. Dakle, moZemo zapisati
AA™(AX) = AX odnosno A(A™B) = B. Iz ovoga vidimo da je A" B rjeSenje sustava AX = B.

(2) Zaproizvoljan V € M, vrijedi
AA'B+(I-A"A)V)=AA"B+(A-AA"A)V=B+(A-AV=B+0=8B.

O

All

Za blok-matricu A = [
A21

ﬁlz] gdje je r(A;;) = r(A), generalizirani inverz od A je

2

. lAy ol o

blok-matrica A~ = 0 ojer prema (2.9) vrijedi

AA-A = Ay Ap Al_ll Of|An A _ I O||An A _ Ay A
Ay Anl|| O Ol|Ay Ax AnAl Of|Ay Axn Ay AyAilAp

Ay Ap
= =A.
[An Azz]
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Teorem 2.5.3. Neka je A € M,,,,. Tada postoji generalizirani inverz od A.

Dokaz. Ako je r(A) = 0 to jest A = O, tada je svaka matrica generalizirani inverz od A.
Ako je r(A) > 0 tada po teoremu 1.5.4. postoje regularne matrice P € M,, 1 Q € M, takve

da vrijedi
I, O
a=rft %o

I, U
-1 |*r —1

gdiesulU eM,,,—,,VeM,,,,WeM,_, ., proizvoljne matrice. Tada vrijedi

Promotrimo matricu

S vl oY, Ll o], L Ul o[l O
A(Q [V W]P )A_P_O O_QQ Vv WPPO OQ
(1. Ul[I. O
_P>O O] [0 O]Q
L 0
_P>0 O_Q_A'
_ 1 |y 1 C
Dakle, A = Q [V W]P je generalizirani inverz od A. m|

2.6 Svojstvene vrijednosti od ABi BA

Ovaj odjeljak bavi se prouavanjem svojstvenih vrijednosti produkta matrica AB 1 BA u
odnosu na svojstvene vrijednosti matrica A 1 B. U dokazu tvrdnji ¢emo Kkoristiti blok-
matrice.

Teorem 2.6.1. Neka su A € M,,, i B € M,, te 1 # 0. Tada je A svojstvena vrijednost
matrice AB € M,, ako i samo ako je A svojstvena vrijednost matrice BA € M,,.

Al,—AB O | _|I, —A| |4, . . o

Dokaz. 1z [ 1B 1 In] = [ 0 1 In:| . [ B In] te Binet-Cauchyjevog teorema slijedi
Al,—AB O | _ I, —-A AL, Al _ ., Al, A
det[ B /Un] —det[O /Un]-det[ B In] =A det[ B In]

O Al,-BA| |-B aL,|'| B

Al, A B I, O AL, Al ., Al, A
det[o /Un—BA]_det[—B /Un]-det[B In]—/l det[B In:|.

dok iz [ﬂm A ]: [1’" OHM’" ﬂ i Binet-Cauchyjevog teorema slijedi
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Slijedi da je

i =AB O] _ [ A
“oaboa,| T o a1, -BAl

odnosno prema teoremu 2.3.4.
det(Al,, — AB) - 1" = A" - det(Al, — BA).

Kako je 1 # 0, vrijedi
det(Al,, — AB) = det(Al, — BA),

odakle dobivamo ekvivalenciju
det(Al,, — AB) = 0 & det(Al, — BA) = 0.

Drugim rije¢ima, A4 # 0 je svojstvena vrijednost matrice AB ako i samo ako je svojstvena
vrijednost matrice BA. O

MozZe se dogoditi da je O svojstvena vrijednost od AB, ali ne i od BA.

1 0
Primjer 2.6.1. Neka su dane matrice A = |0 1} € M3, i matrice B = [(1) (1) 8] € M.
00
Tada je
1 00
AB =0 1 0f,det(AB) =0,
00O

pa je 0 svojstvena vrijednost od AB. S druge strane,

10

BA:[Ol

] ,det(BA) = 1,

pa 0 nije svojstvena vrijednost od BA.
Kao posljedicu prethodnog teorema dobivamo sljedeci rezultat.
Korolar 2.6.1 (Weinstein-Aronszajn identitet). Za A € M,,,(F) i B € M,,,,(F) vrijedi
det(l,, + AB) = det(I, + BA).

Posebno, I,, + AB je regularna ako i samo ako je I, + BA regularna.
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Dokaz. Vrijedi

I, -Al[1, A]_
o I,||-B 1,|”| -B I,

pa je prema Binet-Cauchyjevom teoremu

I, -A I, Al _
det[o In]det[_B In]—det

I, +AB 0]

I,+AB O
-B L,

) I, -A|_ I, +AB Of _ .
Prema teoremu 2.3.4. je det [0 I ] =1, det _B In] =det(/,, + AB) i
det _I”;g 114 = det(/, + BA). Stoga vrijedi det(],, + AB) = det({, + BA). Odavde slijedi da
je I, + AB regularna ako i samo ako je I, + BA regularna. m|

Primjer 2.6.2. Izracunajmo determinantu primjenom prethodnog korolara

IL+xiyi x1y2 ... X
Xy L+xy, ... X,
X V1 XnY2 AU A
Dakle,
IL+xiyi xiy2 ... XY X
X1 L+xy: ... Xy X2
. . . =det|l+] . [yl Y2 o... y,,]
X1 Xoy2 .. L Xy, Xn
X1
X2
= det I+[y1 V2o o... yn] :
Xn
=det|l + Z X;Vi

i=1
n

=1+ Z Xiyi.
i=1

U sljedecem teoremu pretpostavimo da su matrice kvadratne. U tom slucaju ¢emo
pokazati da ne samo da su nultocke svojstvenog polinoma pap 1 pgs jednake nego da su
polinomi pap i pps jednaki.
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Teorem 2.6.2. Neka su A, B € M,.. Matrice AB i BA imaju iste karakteristicne polinome.
Nadalje, AB i BA ne moraju biti slicne matrice.

Dokaz. Direktno provjerimo da vrijedi
AB O||I A| _|AB ABA| |I A||O O
B O||lO0 I| |B BA| |0 I||B BA|
= 1, pa je to regularna matrica pa gornju jednakost mozZemo

% ol-16 il alls 1

" . |AB 0O].|0O O] ... . Y .
To znaci da su matrice 8 olllz Ba sli¢ne 1 zato imaju iste karakteristi¢ne polinome.

" . I A
Uocimo da je det [0 I]

zapisati kao

Prema tome, za svaki A € F vrijedi

wiAB- 0 _ [~ o
““oB o —ul T B oBA-aIl

Odavde dobijemo da za svaki A € F vrijedi (—1)" det(A] — AB) = (—A4)"(Al — BA), to jest,
(=" pap(D) = (=" ppa(1), A€F.
Odavde slijedi pap(1) = ppa(d) za svaki 4 # 0. JoS ostaje provjeriti da je pap = ppa = 0.

To slijedi iz Binet-Cauchyjevog teorema, jer je pap(0) = detAB = detBA = ppa(0).
Prema tome, pap = ppa. Matrice AB 1 BA ne moraju biti slicne. Na primjer, uzmimo

1 00 010

A=10 0 0l e M;iB =10 0 0| € M; elemente kanonske baze za M;. Tada je
0 0O [0 0 O]
010 [0 0 O]

AB=10 O O}, dokje BA=|0 O Of. Sobziromdajer(AB)=1ir(BA)=0,ABiBA
000 0 0 0]

nisu sli¢ne matrice. m|
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Sazetak

U ovom diplomskom radu istraZzujemo koncept blok-matrice. Svaku matricu mozemo po-
dijeliti na manje matrice, koje nazivamo blokovima ili podmatricama, pomo¢u vodoravnih
1 okomitih linija. Na taj na¢in moZemo pojednostaviti neke raCune s matricama velikih
formata, te dokaze za odredene tvrdnje s matricama provesti na jednostavniji 1 pregledniji
nacin.

Prvo poglavlje obraduje osnove matrica, elementarne transformacije nad njima te pos-
tupke za odredivanje inverza, determinante i ranga. Drugo poglavlje fokusira se na blok-
matrice, istrazujuci iste koncepte i1 primjenjujuci ih na blok-matrice. Nakon toga, primje-
njujemo naucene tehnike za odredivanje ranga produkta i zbroja matrice te istrazujemo
veze izmedu spektara matrica AB i BA.






Summary

In this thesis, we explore the concept of block-matrix. We can divide each matrix into
smaller matrices, which we call blocks or submatrices, using horizontal and vertical lines.
In this way, we can simplify some calculations with large-format matrices, and carry out
proofs for certain assertions with matrices in a simpler and more transparent way.

The first chapter deals with the basics of matrices, elementary transformations over
them and procedures for determining the inverse, determinant and rank. The second chap-
ter focuses on block matrices, exploring the same concepts and applying them to block
matrices. After that, we apply the learned techniques to determine the rank of the matrix
product and sum, and investigate the connections between the spectra of the matrices AB
and BA.
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