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Uvod

U ovom diplomskom radu bavimo se prstenima cijelih brojeva kvadratnih polja. Kvadratno
polje je skup oblika
Q(Vm) ={a+bVm : a,be Q)

uz operacije standardnog zbrajanja 1 mnoZenja, pri cemu je broj m cijeli broj koji je kva-
dratno slobodan (Sto znaci da je broj 1 najveci kvadrat koji dijeli broj m). Zam = —1,
kvadratno polje naziva se polje Gaussovih brojeva. Kvadratna polja su dio veée klase tzv.
algebarskih proSirenja polja Q oblika

-1
Q@) ={ay+aa+---+a,.1@"" : ap,a1,a,-1 € Q},

pri ¢emu je « korijen ireducibilnog polinoma nad Q stupnja n. Q(a) se moZe shvatiti kao
vektorski prostor nad poljem Q s bazom {1, «a, ..., a" 1.

Algebarski cijeli broj je korijen normiranog polinoma (tj. polinoma s vodec¢im koefici-
jentom 1) s cjelobrojnim koeficijentima. Opcenito, skup svih algebarskih cijelih brojeva u
Q(a) ¢ini komutativan prsten s jedinicom. U radu je to pokazno za kvadratna polja Q( v/m).
Konkretno, prsten algebarskih cijelih brojeva u Q( +/m) je oblika

Z[Vm] ={a+b~Nm : a,beZ},
zam=2ili 3 (mod 4) te

Z 1+2M]:{a+l;\/_

a,bez, a_b(modZ)}

zam=1 (mod 4).

U radu se proucava i problem jedinstvene faktorizacije u prstenima cijelih brojeva kva-
dratnih polja. Naime, zanima nas vrijedi li u nekim prstenima kvadratnih polja analogon
Osnovnog teorema aritmetike koji kaze da je faktorizacija na proste faktore u N jedinstvena
do na poredak faktora. Zbog toga je u prstenu potrebno definirati niz pojmova kao $to su
djeljivost, ireducibini element, prosti element, asocirani element itd. u prstenu. Ako se u
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prstenu svaki element, razli¢it od nule, mozZe izraziti kao produkt ireducibinih elemenata do
na poredak faktora i na mnoZenje s jedinicama (tj. invertibilnim elementima) prstena, tada
se taj prsten naziva se domena jedinstvene faktorizacije. Dakle, nasi “osnovni gradevni
element” su tzv. ireducibilni elementi (¢ je ireducibilan ako iz ¢ = a - b slijedi da je ili a ili
b jedinica). Problem je u tome Sto ireducibilni elementi prstena ne moraju biti prosti (p je
prost ako iz Cinjenice da p dijeli a-b slijedi da p dijeli a ili b), a ne mora vrijediti ni obrat. U
radu dajemo primjere prstena kvadratnih polja koji jesu domene jedinstvene faktorizacije te
oni koji to nisu. Prsten Gaussovih cijelih brojeva i prsten Eisensteinovih cijelih brojeva su
domene jedinstvene faktorizacije. Stovise, to su Euklidove domene, tj. strukture u kojima
mozemo provesti analogon Euklidova algoritma (odnosno mozemo “dijeliti s ostatkom™).
Postoje 1 prsteni nekih kvadratnih polja koji dopusStaju nejedinstvenu faktorizaciju, npr. u
prstenu Z[ V=51, broj 6 se moze faktorizirati kao 2 - 3 1 kao (1 + \/—_5) (1 - V-5).



Poglavlje 1

Pregled osnovnih algebarskih struktura

U prvom poglavlju bavit ¢emo se osnovnim algebarskim strukturama poput grupa, prstena,
polja i ideala. Za pocetak definirajmo Sto je to binarna operacija.

Definicija 1.1. Neka je S neki neprazan skup. Binarna operacija na skupu S je preslika-

vanje oblika
xS XS —S.

Svakom uredenom paru (a,b) € S XS binarna operacija * pridruZuje element c = axb € S.

1.1 Grupa

Definicija 1.2. Neka je G neprazan skup i = operacija na Kartezijevom produktu G X G.
Uredeni par (G, ) naziva se grupa ukoliko vrijede sljedeca svojstva:

(i) zatvorenost: za sve x,y € G, x xy € G,
(ii) asocijativnost: za sve x,y,Z2 € G, (x *y) * 7 = x * (¥ * ),
(iii) neutralni element: postoji e € G, takav da vrijedi e * x = x * e = X za svaki x € G,
(iv) inverzni element: za svaki x € G, postoji y € G takav da vrijedi x +y =y * x = e.
Napomena 1.3.

o Uvjet (i), tj. zatvorenost operacije na G X G ekvivalentna je tome da zahtijevamo da
operacija * bude binarna.

o Ako postoji neutralni element e dane operacije, on je jedinstven. Nadalje, neutralni
element e se u aditivnim strukturama naziva nula, a u multiplikativnim jedinica.
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o Ako postoji inverz nekog elementa x iz dane strukture, on je jedinstven pa ga obicno
oznacavamo s x~'. U aditivnim strukturama, obi¢no govorimo o suprotnom elementu
kojeg oznacavamo s —x.

e Cesto samo kratko kazemo da je G grupa, ako je iz konteksta jasno s obzirom na koju
binarnu operaciju skup G ima navedenu strukturu.

Definicija 1.4. Neka je (G, x) grupa. Ako vrijedi svojstvo komutativnosti, tj. ako je
xxy=yxx, Yx,yeaq,
tada se (G, %) naziva komutativna ili Abelova grupa.

Definicija 1.5. Neka je (G, ) grupa, a skup H podskup grupe G. Ako je (H,*) grupa,
kaZemo da je H podgrupa od G te pisemo H < G.

Lako se pokazuje da je podskup H grupe G podgrupa od G ako i samo ako vrijede
svojstva

(i) x-ye Hzasvex,ye H
(ii) x~' € H za svaki x € H.
Definicija 1.6. Neka je N podgrupa grupe G, tj. N < G. Ako vrijedi
aNa™' = N,

za sve a € G, tada kaZemo da je N normalna podgrupa u G i oznacavamo s N < G.

1.2 Prsten

Definicija 1.7. Neka je R neprazan skup i neka su + i - dvije binarne operacije na skupu
R. Uredenu trojku (R, +, -) nazivamo prsten ako vrijede sljedeca svojstva:

(i) (R,+) je Abelova grupa,
(ii) u strukuri (R, -) vrijede svojstva zatvorenosti i asocijativnosti, tj. (R, -) je polugrupa,

(iii) operacija - je distributivna s obzirom na operaciju +, odnosno za sve x,y,z7 € R
vrijede relacije

x-(y+z)=x-y+x-g

x+y)-z=x-z+y-z
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Prema napomeni 1.3, u prstenu (R, +, -) neutralni element Abelove grupe (R, +) naziva
se nula (1 oznacava s 0), a neutralni element iz polugrupe (R, -), ako postoji, jedinica (i
oznacava s 1).

Definicija 1.8. Neka je (R, +,-) prsten. Ako u (R, -) postoji neutralni element, tj. jedinica
mnoZenja, tada (R, +, ) nazivamo prsten s jedinicom.

Definicija 1.9. Prsten (R, +, ) naziva se komutativan prsten ako je operacija - komuta-
tivna.

Definicija 1.10. Neka je (R, +,-) prsten, a S podskup prstena R. Ako je (S, +,-) prsten,
kazZemo da je S potprsten od R te analogno kao i kod podgrupe pisemo S < R.

Podskup S prstena R je potprsten od R ako i samo ako vrijede sljedeca svojstva:
(i) x—yeSzasvex,yes,
(1) x-yeS zasvex,yeS.

Definicija 1.11. Neka je R prsten te neka su a,b € R takvi da vrijedi a # 0i b # 0. Ako
vrijedi a - b = 0, onda se a i b nazivaju djelitelji nule prstena R.

Definicija 1.12. Ako je R komutativni prsten s jedinicom koji nema djelitelja nule, onda
prsten R zovemo integralna domena.

Dakle, komutativni prsten s jedinicom R je integralna domena ako za sve x,y € R
vrijedi:
x-y=0 = x=0iliy=0.

Primjer 1.13. Prsteni Z i Z/3Z su integralne domene, ali prsten Z/6Z nije integralna
domena jer u prstenu Z/6Z vrijedi 2 - 3 = 0, tj. postoje djelitelji nule.

Definicija 1.14. Neka je R prsten s jedinicom 1. Element a € R je invertibilan ako postoji
neki a’ € R takav da vrijedi
aad =da=1.

Invertibilni element prstena se Cesto naziva jedinica, $to ne treba brkati s jedinicom —
neutralnim elementom mnoZenja. Jasno je da je neutralni element uvijek i invertibilan, ali
obrat ne mora vrijediti. Skup svih jedinica (tj. invertibilnih elemenata) nekog prstena Cini

grupu.



POGLAVLIJE 1. PREGLED OSNOVNIH ALGEBARSKIH STRUKTURA 6

1.3 Polje

Definicija 1.15. Ako je (R, +,-) komutativni prsten s jedinicom kojem je svaki element
x € R\{0} invertibilan, tada se R naziva polje. Cesta oznaka za polje jest F.

Moze se reci da je (F, +, ) polje ako vrijede sljedeca svojstva:
(i) (F,+) je Abelova grupa,
(11) (F\{0},-) je Abelova grupa,
(ii1) operacija - je distributivna s obzirom na operaciju +, tj. vrijedi da za sve x,y,z € F,
x-0+2)=x-y+x-2
x+y)-z=x-z+y-z

Definicija 1.16. Neka su F i K polja. Ako je K podkup od F, onda kazemo da je K potpolje
od F, tj. F je proSirenje polja K. To oznacavamo s F | K.

1.4 Ideal

Definicija 1.17. Neka je R prsten. Skup I koji je podskup od R naziva se lijevi (odnosno
desni) ideal u R ako vrijede sljedeca dva svojstva:

(i) I je potprsten od R, tj. I <R,
(ii) r-x el (odnosnox-rel)zasvere Rixel

I je (dvostrani) ideal u prstenu R ako je istovremeno i lijevi i desni ideal Sto se oznacava s
I 2R

U slu€aju komutativnog prstena, oCito je da se definicije jednostranog (lijevog i desnog)
1 dvostranog ideala podudaraju.

Definicija 1.18. Ideal P < R je prost ideal ako vrijede sljedeca svojstva:
(i) P#R
(ii)a-beP = acPilibeP.

Primjer 1.19. Skup svih parnih brojeva u prstenu Z, odnosno 27Z = {2n : n € Z} je ideal
u 7 jer je svaki cijeli broj pomnoZen parnim brojem paran broj. U biti, ideali su upravo
generalizacija podskupa parnih cijelih brojeva (ili opéenito podskupa visekratnika nekog
broja) u prstenu Z.
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1.5 Vektorski prostor

Definicija 1.20. Neka je V neprazan skup na kojem su zadane binarna operacija zbrajanja
+ : VXV — Vioperacija mnoZenje skalarima iz polja F, - : FxV — V. KaZemo da je
uredena trojka (V, +, -) vektorski prostor nad poljem F ako vrijedi:

(i) (V,+) je Abelova grupa,
(ii) kvaziasocijativnost: za sve a, € F,a € V vrijedi
a-(B-a)=(ap)-a,
(iii) distributivnost operacije - u odnosu na zbrajanje u F: za sve o, € F,a € V vrijedi

(e+p)-a=a-a+p-a,

(iv) distributivnost operacije - u odnosu na zbrajanje u V: za sve a € F,a,b € V vrijedi

a-(a+b)=a-a+a-b,

(v) 1-a=a,zasvakiacV.

KaZemo da su elementi iz skupa V vektori, a elementi polja F skalari. Neutralni
element, tj. nulu za zbrajanje u skupu V nazivamo nulvektor. Nulvektor oznacavamo
oznakom Oy. Ukoliko je naSe polje F jednako polju realnih brojeva, tada V nazivamo
realni vektorski prostor, dok polje kompleksnih brojeva, nazivamo V kompleksni vektorski
prostor.

Definicija 1.21. Neka je skup S podskup vektorskog prostora V nad poljem E. Skup S
Jje sustav izvodnica ili generatora za vektorski prostor V ako se svaki vektor iz V moZe
zapisati kao linearna kombinacija konacno mnogo elemenata iz S, tj. ako je V = [S] pri
Cemu [S'] oznacava linearnu ljusku skupa S. KaZemo da S razapinje ili generira V.

Definicija 1.22. Neka je skup S = {s;, ..., sy} konacan podskup vektorskog prostora V nad
poljem E. Ako se nulvektor moZe na jedinstven nacin prikazati kao linearna kombinacija
vektora iz skupa S, tada kaZemo da je skup S linearno nezavisan. To upravo znaci da
JjednadZba

8]+ arsy + -+ ags; = Oy (11)

implicira ay = --- = a; = 0. Ako postoji bar jedan skalar a; # 0 za koji vrijedi jednadzba
(1.1), tada je skup S linearno zavisan.

Definicija 1.23. Ako je A podskup vektorskog prostora V koji je sustav izvodnica za V i
linearno nezavisan skup u 'V, tada skup A nazivamo bazom vektorskog prostora V.



Poglavlje 2

Kvadratna polja

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 2.1. Kompleksni broj @« € C je algebarski broj ako postoji nenul polinom f
s racionalnim koeficijentima, takav da je f(a) = 0, tj. ako je a nultocka tog polinoma.
Kompleksni broj zove se transcendentan ako nije algebarski.

Primjer 2.2. Broj a = % Jje algebarski broj jer je nultocka polinoma f(x) = 2x—1. Eulerov
broj e je transcendentan jer ne postoji polinom s racionalnim koeficijentima kojemu je e
nultocka.

Definicija 2.3. Kompleksni broj « je algebarski cijeli broj ako postoji polinom f(x) = x"+
A1 X"+ - +ax+ag € Z[x), takozvani normirani polinom s cjelobrojnim koeficijentima,
takav da je f(a) = 0.

Primjer 2.4. Broj a = V2 je algebarski cijeli broj jer je nultocka polinoma f(x) = x> —2.
Broj i = V-1 je takoder algebarski cijeli broj jer je nultocka polinoma f(x) = x*> + 1.

Uocimo da je broj +/m, takav da je m € Z, opCenito algebarski cijeli broj jer postoji
polinom oblika f(x) = x* — m.

Primjer 2.5. Broj & = V2 je algebarski cijeli broj jer je nultocka polinoma f(x) = x" — 2.

Neka je m € Z kvadratno slobodan broj. To znaci da je broj 1 najveci kvadrat koji dijeli
broj m. Definiramo skup

Q(Vm)={a+b\m:a,be Q). (2.1)

Uo&imo da, ako ne bismo pretpostavili da je m kvadratno slobodan, tj. ako je m = m’€? za
m', € € Z, onda bi vrijedilo Q(/m) = Q(Vm’). Na primjer, Q( V12) = Q(V3). Takoder,
ako je m potpuni kvadrat, m = %> za £ € Z, onda je Q(/m) = Q.

8
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Teorem 2.6. Skup Q(«m), m € Z\{0}, definiran s (2.1) je polje uz standarne operacije
zbrajanja i mnoZenja, odnosno potpolje polja kompleksnih brojeva.

Dokaz. Najprije pokazimo da je (Q(+/m), +) podgrupa od (C, +). Za to je dovoljno poka-
zati da je zbroj dva elementa iz Q(+/m) ponovo iz Q(+/m) te da svaki element iz Q( /m)
ima suprotni element u Q(/m). Zaista, za a + b\m,c + dVm, a,b,c,d € Q je

(@+bNm) +(c+dNm) = (a+c)+(b+d) Vm e Q(Vm)

te odito —(a + b \) = —a — bm € Q(\/m).
Sada pokazimo da je (Q(+/m)*,-) podgrupa od (C*,-) pri Cemu smo s (Q(+/m)* i C*
oznadili skupove (Q(+/m) i C bez nule - neutralnog elementa zbrajanja. Za a + b \m, c +

d\m € Q(Vm)" je

(a +bNm) - (c + d\m) = (ac + bdm) + (ad + bc) \m + 0,
#0 #0 €Q €Q

Sto znadi da je umnoZak dva broja iz Q(/m)* element iz Q( v/m)*. Nadalje, inverz

1 a—b+m a -b
+bVm)! = = = + .
(@ ™) a+b\m a*-mb> a®>-mb* a*—mb? m
N—— e’ N’
€Q €Q
je ocito element iz Q( /m)*. O

Zahvaljujuéi teoremu 2.6, skupove Q( +/m) nazivamo kvadratnim poljima. Za m > 0,
govorimo o realnom kvadratnom polju, a za m < 0 o imaginarnom kvadratnom polju. Ako
je m = —1, tada se Q( V—-1) = Q(i) naziva polje Gaussovih brojeva.

Teorem 2.7. Neka je m cijeli broj koji nije potpun kvadrat. Skup Q(~/m) Cini vektorski
prostor nad poljem racionalnih brojeva dimenzije 2.

Dokaz. U teoremu 2.6 smo pokazali da je (Q(+/m),+) Abelova grupa. Lako se vidi da
vrijede 1 preostala svojstva zbrajanja i mnoZenja skalarom - racionalnim brojem. Stoga je
Q( +/m) vektorski prostor nad poljem Q.

Uoc¢imo da skup {1, 4/m} &ini bazu za vektorski prostor Q( +/m). Direktno iz definicije
samog prostora Q(+/m), jasno je da je skup {1, v/m} sustav izvodnica. Nadalje, {1, v/m}
je linearno nezavisan skup jer je a + bym # 0 za sve a,b € Qi a* + b*> > 0. Dakle,

dim Q(yVm)g = 2. O

Dimenzija vektorskog prostora Q( y/m) nad Q se jo$ naziva stupanj algebarskog prosi-
renja i zapisuje kao

[Q(Vm) : Q] = dimQ(Vm)q = 2,
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uz uvjet da m nije potpuni kvadrat. Jo§ se kaZe da je Q(+/m) polje prosirenja polja Q,
odnosno da je Q potpolje od Q( 4/m). Opcenito, svako polje prosirenja K polja racionalnih
brojeva Q, Ciji je stupanj proSirenja konacan, odnosno, K shvacen kao vektorski prostor nad
Q je kona¢nodimenzionalan, naziva se polje algebarskih brojeva ili krace polje brojeva.
Dakle, kvadratno polje je primjer jednog polja algebarskih brojeva.

2.2 Prsten cijelih brojeva u kvadratnom polju

Neka je K polje algebarskih brojeva. Skup svih algebarskih cijelih brojeva standarno se
oznaCava s Qg. Opdéenito se moze pokazati da Ok ima strukturu prstena pa ga se Cesto
naziva prsten cijelih brojeva polja K. No, mi ¢emo opisati kako izgledaju algebarski
cijeli brojevi u kvadratnom polju Q( v/m) te ustanoviti da je Ok prsten za K = Q(+/m).

Teorem 2.8. Neka je K = Q(+/m) pri emu je m kvadratno slobodan cijeli broj. Tada je
skup svih algebarskih cijelih brojeva Ok u kvadratmom polju K oblika

la+b\m : a,beZ}, m=2ili3 (mod 4)
Ok = b
K {# : a,beZ,aEb(modZ)}, m=1 (mod4)

gdje a = b (mod 2) znaci da a i b moraju biti iste parnosti.

Dokaz. Neka je @ = a + b\m, a,b € Q. Prebacimo a na lijevu stranu jednakosti te
kvadrirajuéi jednadzbu dobivamo

a® = 2aa + a* = mb?,

odnosno
2 2 2 _
a” —2aa+a —mb- =0.

Stoga je @ = a + b \/m nulto¢ka normiranog polinoma
p(x) = x* = 2ax + a* — mb*.

Prema definiciji 2.3 moZemo zakljuciti da je @ = a + b v/m ako i samo ako polinom p ima
cjelobrojne koleficijente, odnosno ako i samo ako su 2a i a*> — mb? cijeli brojevi. OC&ito je
da za sve a,b € Z vrijedi da su 2a i a®> — mb? cijeli brojevi $to znaci da je @ = a + b\m
algebarski cijeli broj u svakom kvadratnom polju Q( +/m). Ispitajmo ima li jo$ nekih oblika

’

broja « koji su algebarski cijeli brojevi. S obzirom da je 2a € Z, ako je a = % iad €Z
neparan ili ako je a € Z, dokaz granamo na dva slucaja.
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1. slucaj|: Neka je a = “7 takav da je a’ neparan cijeli broj. Tada je 2a neparan,
odnosno 2a = 2k + 1 za neki k € Z, §to jo§S moZemo zapisati kao

2a=1 (mod 2).
Kvadrat neparnog broja daje ostatak 1 pri dijeljenju s 4, odnosno
(2a)* =1 (mod 4). (2.2)

U tom slucaju je

2

a 21
7 =g

a’ —mb* =

% : ((2a)2 - m(2b)2) .

1
Stoga je ((2a)* - m(2b)?) cijeli broj ako i samo ako je ((2a)> - m(2b)?) djeljivo s 4, tj.

(2a)> —m(2b)> =0 (mod 4).
Nadalje, zbog (3.2) dobivamo
m(2b)> =1 (mod 4). (2.3)

Kako je m kvadratno slobodan cijeli broj, (2b)> mora biti cijeli broj, pa je stoga i 2b € Z.
Kvadrat cijelog broja pri dijeljenju s 4 moze dati samo ostatke 0 ili 1. Stoga, zakljuCujemo
da relacija (2.3) vrijedi samo za

m=1 (mod4), (2b)>’=1 (mod 4).

Konacno, (2b)> = 1 (mod 4) ako i samo ako je 2b = 1 (mod 2), odnosno ako i samo ako
jeb = ) i b’ neparan broj.
Dakle, ako je m = 1 (mod 4), brojevi oblika
a b

E+§\/n_1,a =b =1 (mod?2)

su algebarski cijeli brojevi. Kako smo ve¢ ustanovili da su u svakom polju Q( y/m) brojevi
oblika a + b ym = % + 2 \/m, a, b € Z algebarski cijeli, konano moZemo zakljuciti da je
svaki broj oblika

a b
AL

gdje su a i b cijeli brojevi iste parnosti (tj. @ = b (mod 2)), algebarski cijeli broj u polju
Q(Vm) uz uvjetm = 1 (mod 4).
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: Neka je a € Z. Tada je i a® € Z. 1z a*> — mb® € Z zakljuCujemo da je onda i
mb® € Z. S obzirom na to da je m kvadratno slobodan, slijedi da je b* € Z te b € Z.

Na temelju slucajeva 1 i 2, zakljuCujemo da je za m = 2,3 (mod 4) broj a + b Vm
algebarski cijeli u Q(+/m) ako i samo ako su a i b cijeli brojevi te da je m = 1 (mod 4)
broj a + b \/m algebarski cijeli u Q(+/m) ako i samo ako su a,b € Qi2a = 2b (mod 2)
(tj. ako 1 samo ako su a i b razlomci s nazivnikom dva, a njihovi brojnici su brojevi iste
parnosti). O

Napomenimo da se u slu¢aju m = 2,3 (mod 4) skup cijelih brojeva u K = Q(+/m)

zapisuje kao
Ok = Z[Vm],

auslucajum =1 (mod 4) kao

1
OK:Z +M]
2
AkOJCQ’EZ[—] onda je
1
a:a+b( +\/ﬁ)
2
zanekea,beZ. 1z
2a+ b b
- a+ \/_

2
zaklju€ujemo da su brojnici razlomaka iz prethodnog izraza iste parnosti. Dakle, ako je

a € Z[HZ‘M], onda je @ = £ + % v/m, gdje su a i b iste parnosti.
Pokazimo sada i obrat, tj. ako je @ = § + gx/ﬁ, za a,b € Z iste parnosti, onda je

@c Z[HZ‘M ]. Dodajmo i oduzmimo broj :

b a-— 1+ vm
= — — —_ = b
+ \/ + \/ 2 > + ( > )
Kako je a — b uvijek paran broj, jer su a i b iste parnosti, broj 2 je cijeli. Stoga je

zezZ[Hm),

Teorem 2.9. Skup algebarskih brojeva nekog kvadratnog polja ¢ini komutativan prsten s
Jjedinicom.

Dokaz. Dovoljno je provjeriti zatvorenost na zbrajanje i mnoZenje elemenata iz Z[ v/m] i
Z[*5]. Neka su a + b vim, ¢ + d ym € Z[ ym). Tada je

(@a+b\Nm)+(c+dVm)=(a+c)+(b+d)\Nme Z[Vm],

ez ez




POGLAVLIJE 2. KVADRATNA POLJA 13

(a + b\m)(c + d Vm) = (ac + bdm) + (ad + bc) Vm € Z[ \m).

€z €z

Zaa+b1+z\%,c+dl+T‘M€Z[l+Tm]je

(a+blJFZW)+(c+d1+2\/ﬁ

1+ vVm

ISYA
2

2

+ Vm
2

):(a+c)+(b+d)1
€Z €Z

b

2 4 T 2 2
—— ——— €
€Z

(a+b1+2\/%)(c+d1+ ‘/ﬁ):(ambdm_1)+(bc+ad+bd)1+ Vim ez[“ Vim

jerjem =1 (mod 4). O



Poglavlje 3

Faktorizacija u prstenima cijelih
brojeva nekih kvadratnih polja

3.1 Faktorizacijau Z

Prsten cijelih brojeva Z ima lijepo svojstvo faktorizacije na proste faktore. Ono se sastoji
u tome da se svaki (sloZeni) cijeli broj, razli¢it od nule, moZe “razloZiti”’ na “nerastavljive”
dijelove - proste brojeve. O vaznosti ovog svojstva najvise govori naziv tvrdnje na kojoj se
temelji - Osnovni teorem aritmetike.

Teorem 3.1 (Osnovni teorem aritmetike). Svaki prirodni broj n > 1 faktorizira se jedins-
tveno do na poredak faktora kao

n=pi-.p%
gdje su p; razliciti prosti brojevi, a e; prirodni brojevi.

Dokaz. Prvo ¢emo pomocéu matematicke indukcije dokazati da se svaki prirodan brojn > 1
mozZe prikazati u obliku umnoska prostih faktora. Za prirodan broj 2 znamo da je prost,
pa se njegov rastav sastoji od njega samoga. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodne
brojeve koji su manji od nekog prirodnog broja n. Ako je broj n prost, tada za njega vrijedi
tvrdnja. Ako je n sloZen, onda se moZe faktorizirati na neka dva manja broja n = ny - n,.
S obzirom na to da su brojevi n; i n, manji od n, prema pretpostavci indukcije mozemo
zakljuciti da se n; 1 n, mogu faktorizirati na proste faktore, pa se mnoZenjem tih faktora 1
sam broj n moZe faktorizirati na proste faktore.

Dokazimo sada jedinstvenost te faktorizacije. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
neki broj n koji ima barem dvije razliCite faktorizacije koje moZzemo izjednaciti. Nakon
izjednaCavanja tih dviju razlicitih faktorizacija i dijeljenja, tj. kracenja s prostim brojevima
koji se nalaze u obje faktorizacije, dobivamo jednakost

Pr:pa k=TT

14
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gdje su p; 1 r; razliciti prosti brojevi za sve i 1 j. Stoga mora vrijediti da p; dijeli barem

jedan od prostih faktora ry, r,, ..., r,,. Neka p; dijeli r;. S obzirom na to da je r; prost i broj
p1 # 1, vrijedi p; = rj, §$to je kontradikcija i time smo dokazali jedinstvenost faktorizacije
broja n. O

Svaki cijeli broj n, n # 0, -1, 1, se stoga jedinstveno (do na poredak faktora) prikazuje

kao
n= ip? . ..pzk’

pri ¢emu su p;,e; € N1 p; su prosti. Ponekad se dopusta da su eksponenti ¢; > 0. U
tom slucaju u gornji prikaz mozemo ukljuciti 1 brojeve 1 1 —1. Uocimo da u navedenoj
faktorizaciji nismo morali koristiti predznak + ako dopustimo i negativne proste brojeve.
Naime, cijeli broj je prost ako je jedino djeljiv s jedinicama iz prstena (1 i —1), sam sa
sobom i asociranim brojem (koji je dobiven mnoZenjem s jedinicama). Stoga u Z imamo p
1 —p, dvije "kopije” za svaki prost broj. Oni se ponasSaju potpuno jednako u faktorizaciji i
stoga nema razloga preferirati jednog u odnosu na drugog.

Nadalje, ovakva faktorizacija se zapravo jednostavno proSiruje na polje Q: bilo koji

. . . m oy v N .. M
racionalni broj — € Q, razli¢it od nule, moze se jedinstveno zapisati kao umnozak
n

m e e
—=ip‘---p"
n 1 k°

gdje je sada dopusteno da e; budu i negativni cijeli brojevi. Naravno, p; nisu zaista prosti
u Q, ali sve dok pamtimo da oni dolaze iz Z, moZemo ih smatrati “osnovnim gradevnim
elementima” u faktorizaciji racionalnog broja.

3.2 Pojam djeljivosti u prstenu. Domene jedinstvene
faktorizacije

Buduci da Zelimo istraziti imaju li prsteni cijelih brojeva kvadratnih polja slicno svojstvo
faktorizacije kao u prstenu Z, trebamo najprije u prstenima definirati pojmove kao $to su
djeljivost, ireducibilnost, prost broj, itd. U sljede¢im definicijama pretpostavimo da je R
komutativni prsten s jedinicom 1.

Definicija 3.2. Neka su a,b € R. KaZemo da a dijeli b i pisemo a | b ako postoji element
¢ € R takav da je b = ac.
Djelitelji neutralnog elementa prstena R, tj. od 1, nazivaju se jedinice.

Skup svih jedinica u nekom prstenu cijelih brojeva jednak je skupu svih invertibilnih
elemenata u tom prstenu. U Z je skup jedinica jednak {—1, 1}, a u Z[i] je {—1, 1, —i, i} (v.
propoziciju 3.16).
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Definicija 3.3. Elementi a,b € R su asocirani ako je a = ub, gdje je u jedinica iz prstena.
Direktno iz definicije 3.3 slijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 3.4. Neka su a,b,c € R te neka su a i b asocirani. Vrijedi:
1. cdijeli a ako i samo ako c dijeli b.
2. adijeli c ako i samo ako b dijeli c.

Definicija 3.5. Neka je p € R razlicit od nule i nije invertibilan (tj. nije jedinica).

1. KaZemo da je p prost element ako ima svojstvo da ako broj p dijeli a - b, a,b € R,
tada on dijeli a ili dijeli b.

2. KaZemo da je pireducibilan ako iz p = a-b, a,b € R, slijedi da je ili a ili b jedinica.
p se naziva reducibilnim ako p nije ireducibilan.

U prstenu Z, skup prostih brojeva jednak je skupu ireducibilnih, no opéenito prost ele-
ment nekog prstena ne mora biti ireducibilan niti ireducibilan mora biti prost. To mozemo
vidjeti iz sljedec¢ih primjera.

Primjer 3.6. Broj 2 + V-5 je ireducibilan, ali nije prost element prstena Z[ V-5].

Rjesenje. Pokazimo da je 2 + V-5 ireducibilan. Pretpostavimo suprotno, odnosno da se
taj element moZe zapisati u obliku umnoska

2+ V-5=2 "2, €AY
zaneke z1,2, € Z[ V-5]. No, tada je i
2+ V=5 = |z |2l

gdje je |z| modul kompleksnog brojaz. Uzzy =a+bV-5,20 = c+dV-5,a,b,c,d € Z,
imamo

(@* + 565 (c* + 5d%) = 9.
Bududi da su a®+5b% i ¢? + 5d* nenegativni cijeli brojevi, mora vrijediti jedan od tri sludaja:
A+5°=3 i t+544=3 (3.2)
i a@+5°=1 i +5d*°=9 (3.3)
ii @®+50=9 i +5d°=1. (3.4)
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JednadZzba (3.2) nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva. 1z jednadzbi (3.3) 1 (3.4) slijedi da
jea+bV-5=+lilic+dV-5= =1, odnosno da su z; ili z, jedinice u prstenu. Time smo
pokazali da je 2 + V-5 ireducibilan element prstena Z[ V-5].

Iz jednakosti
2+ V-52-V-5=9=3-3,
slijedi da 2 + V-5 dijeli 3 - 3. Dakle, ako 2 + V-5 dijeli 3, onda je
3=2+ V-5)(a+bV-5),
zaneki a + b V-5 € Z[ V-5]. Prethodna relacija je ekvivalentna jednadzbi
3=2a-5b)+ (a+2b)V-5. (3.5)

Iz jednadzbe (3.5) slijedidaje 3 =2a—5bia+2b =0, tj. 3 = —9b, Sto nema rjeSenja za
b € Z. Stoga, zakljuCujemo da 2 + V-5 ne dijeli broj 3 pa broj 2 + V-5 nije prost element
prstena Z[ V-5]. O

Primjer 3.7. Broj 3 je reducibilan i prost u prstenu Zs.
Rjesenje. (Zg, +¢, ) (ili kraée samo Z) je komutativan prsten s jedinicom (1), pri ¢emu je
Z¢ =10,1,2,3,4,5},

a +¢ 1 -6 su binarne operacije zbrajanja i mnozenja modulo 6. Invertibilni elementi prstena
Zg su 115. Dakle, 3 nije invertibilani element prstena Zg te vrijedi da je

363=3

iz ¢ega zakljucujemo da je element 3 reducibilan.
Sada ¢emo pokazati da je 3 prost element ovog prstena. Neka su a, b iz prstena Zg takvi
da 3 dijeli a -¢ b. Tada vrijedi
a g b=3 ‘6 C,

za neki ¢ € Zg, odnosno
ab =3¢ (mod 6).

Iz prethodnog zaklju¢ujemo
6|ab—-3c = 3|ab—-3¢c = 3| ab.

Buduci da je 3 prost u Z, mora vrijediti da 3 dijeli a ili da 3 dijeli . Slijedi da 3 dijeli a ili
da 3 dijeli b i u prstenu Zg, pa zakljuCujemo da je 3 prost element prstena Zg. O
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Definicija 3.8. Neka je R komutativni prsten. Ideal prstena R je glavni ideal ako se moZe
zapisati u obliku
aR = {ar : r € R},

za neki a € R. Prsten R je domena glavnih ideala ako je svaki ideal od R ujedno i glavni
ideal.

Primjer 3.9. Ideal 27 (skup svih parnih brojeva u Z) je glavni ideal jer se moZe generirati
brojem 2. Pisemo: 27, = (2).

Nadalje, u Z je svaki ideal glavni. Ako je {a,b) ideal generiran cijelim brojevima a i
b, to jest (a,b)y = aZ + bZ = {ax + by : x,y € Z}, lako se pokazuje da je {a,b) = (g),
gdje je g najveci zajednicki djelitelj brojeva a i b. Analogno vrijedi i za ideale generirane s
nekim konacnim skupom cijelih brojeva. Stoga je prsten cijelih brojeva Z, domena glavnih
ideala.

Primjer 3.10. U prstenu polinoma Z [X] ideal generiran s dva elementa 2 i X, u oznaci
2,X) =2-Z[X]1+X-Z[X] = 2a+B: a,B € Z[X]} nije glavni ideal jer se ne moZe
generirati samo jednim elementom.

Definicija 3.11. Prsten R je domena jedinstvene faktorizacije ako se svaki element prstena
koji nije nula ili jedinica moZe zapisati kao umnoZak ireducibilnih elemenata jedinstveno
do na poredak faktora i asocirane elemente.

Objasnimo prethodnu definiciju. Ako se element a (razlicit od nule ili jedinice) iz
domene jedinstvene faktorizacije R moZe zapisati na dva na¢ina kao umnozak ireducibilnih
elemenata, to jest ako vrijedi

a=biby---by=cicy--cy,

onda je k = ¢ i postoji bijekcija p : {1,...,k} — {1,...,k} (to jest permutacija skupa
{1,...,k}) takva da za svaki i € {I,...,k} vrijedi b; = ucp, za neku jedinicu u € R
(odnosno takva da su ireducibilni elementi b; 1 cp(;) asocirani).

Ukratko, mozemo re¢i da je domena jedinstvene faktorizacije prsten u kojem vrijedi
tvrdnja analogna Osnovnom teoremu aritmetike 3.1. Mi ¢emo pokazati da su prsteni cije-
lih brojeva nekih kvadratnih polja domene jedinstvene faktorizacije, a da neki nisu.

Moze se pokazati da je svaka domena glavnih ideala ujedno i domena jedinstvene fak-
torizacije, ali nije svaka domena jedinstvene faktorizacije ujedno i domena glavnih ideala.
Za dani @ # 0, koji nije jedinica, u domeni glavnih ideala R, sljedece tvrdnje su ekviva-
lentne:

(i) a je ireducibilan.
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(i1) «a je prost.
(ii1) aR je prost ideal (ideal I od R je prost ako By € [ implicira 8 € ['ili y € I).

Definicija 3.12. Neka je R integralna domena. KazZemo da je R Euklidova domena ako
postoji funkcija N : R\{0} — Ny za koju vrijedi:
za svaka dva elementa a,b € R, b # 0, postoje elementi q,r € R takvi da je

a=>bqg+r,

pri cemu je r = 0 ili N(r) < N(b).

N DOMENA GLAVNIH
\\\\ IDEALA
\
S

J
\\ FAKTORIZACIJE
\ Ny \\;/_/ P //
N \ INTEGRALNA DOMENA / /
N\ -

Y P
Y

\\KOMUTATIVAN PRSTEN

e

—

\ PRSTEN

\\\___Huf#/

/ , T L . \
/// / ( = \
/
W oo nsTieRe / / /

Slika 3.1: Odnos izmedu algebarskih struktura (prsteni, domene, polje)

Ukratko, moZemo reci da su Euklidove domene prsteni u kojima vrijedi Euklidov al-
goritam. Pokazuje se da je svaka Euklidova domena ujedno i domena glavnih ideala, pa je
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stoga 1 domena jedinstvene faktorizacije. Na slici 3.1 shematski je prikazan odnos izmedu
struktura o kojima smo govorili u ovom odjeljku.

3.3 Gaussovi cijeli brojevi

Skup Gaussovih cijelih brojeva je skup
Zlil={a+bi:a,beZ}

odnosno prsten cijelih brojeva kvadratnog polja Q( V-1) = Q(i). Pokazat éemo da je taj
prsten domena jedinstvene faktorizacije, Sto znaCi da se svi elementi mogu jedinstveno
faktorizirati na ireducibilne elemente. Dokaz ovoga leZi u Cinjenici da postoji algoritam
dijeljenja. No, najprije trebamo neku mjeru veli¢ine Gaussovog cijelog broja. Prirodan
odabir za to je tzv. norma Gaussovog cijelog broja koju definiramo kao kvadrat apsolutne
vrijednosti, odnosno modula tog broja:

N(a+bi)=a*+b*, a,beZ

Za konjugirano kompleksni broj broja @ = a + bi koristit ¢emo oznaku @ = a —bi = a + bi,
stoga normu moZemo zapisati u obliku

N@)=a-a
za sve a € Z[i]. Uocimo da vrijedi
N(@) = N(a)
te da je N(a) € Z za sve a € Z[i]. StoviSe, N(a) je prirodan broj ako i samo je & # 0.

Teorem 3.13. Za sve «, B € Z[i], gdje je B # 0, postoje q,r € Z[i] takvi da je
1
a=Bg+r i 0<N(r) < EN(ﬂ).

Dokaz. Kako je jednakost & = Bg + r ekvivalentna jednakosti af = BBq + Br, pri Cemu je
BB = N(B) € N, ideja dokaza je najprije primijeniti Teorem o dijeljenju s ostatkom za cijele
brojeve.

Buduéi da su a, 8 € Z[i], tada je i o € Z[i], odnosno postoje a, b € Z za koje je
aB = a + bi.

Prema Teoremu o dijeljenu s ostatkom za a € Z 1 N(B) € N (jer je 8 # 0) postoje ry, g1 € Z
takvi da je
a=N@B)q +r 1 0=<r <N(). (3.6)
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Uocimo da ako je r; > %N(ﬁ), onda u (3.6) g; moZzemo zamijeniti s g; + 1, ar; s r; — N(B)
pa imamo

1
a=N@)qi + 1)+ =N@)) i |r; = NB) < 5N@).

Zbog toga, umjesto (3.6), imamo
1
a=NPB)q, +r 1 0| < EN(ﬁ)’

za neke cijele brojeve ¢g; 1 r;. Analogno, za b € Z i N(B) € N postoje r,, ¢» € Z takvi da je

) 1
b=NPB)g2+r 1 |n|=< EN(ﬂ)'

Stoga vrijedi

a+bi= N(ﬁ)ql +r + (N(ﬁ)Q2 + l’z)i,
odnosno

a +7bl = N(B) (q1 + q20) + (r| + i)

=ap =4B

Dijeljenjem prethodne jednakosti s 8 dobivamo

. ry + 1ol
a =B(q + q2i) + ]B 2

o
teuzq=q +qicZlilir=2"2 ¢ 7[i] Gerje r = @ — B(q1 + gai)) imamo

a=pqg+r.
Jos je preostalo pokazati da r zadovoljava Zeljenu ogradu. Bududi da vrijedi
Br =r| + i,

i norme Gaussovih cijelih brojeva iz prethodne jednakosti su jednake. Zbog muliplikativ-
nosti norme je B
N(@B)N(r) = N (r; + ri).
Otuda je
N(ri +ni) r+n

N(r) = — = .
N(B) N@®B)

Kako je |r;| < %N(,B), zakljuCujemo da je
12+ . NGB +INE?® INE? 1 NG
N@) N@) N 277

Sto je 1 trebalo pokazati. m|

N(r) =
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Buduc¢i da je Z[i] integralna domena, teorem 3.13 povlaci da je Z[i] Euklidova domena,
pa stoga i domena glavnih ideala.

Korolar 3.14. Prsten Gaussovih cijelih brojeva je domena jedinstvene faktorizacije.

U sljedeéem primjeru pokazujemo kako “podijeliti s ostatkom™ u prstenu Z[i].
Primjer 3.15. Odredimo kvocijent q i ostatak r pri dijeljenju broja 1 + 4i brojem 1 + i.
Rjesenje. Nekajea =1+4iif =1+ i. Podijelimo a brojem £:

a 1+4i 1+4i 1—-i 1-i+4i-42 5+3i 5+3'€Q[']
— — . — = = — —1 l].
B 1+ 1+i 1-1i 12 -2 2 2 2

Budu¢i da kvocijent brojeva «a i S nije Gaussov cijeli broj, zaokruzit ¢emo njegov realni
1 imaginarni dio na najbliZi cijeli broj i tako definirati ¢g. Realni dio % = 2.5 je “jednako
udaljen” 1 od broja 2 i od broja 3, stoga mozemo birati na koji od ta dva broja ¢emo ga
zaokruZziti. Mi ¢emo ga zaokruZiti na broj 3. Analogno, imaginarni dio % = 1.5 moZemo
zaokruziti ili na 1 ili na 2 te ¢emo ga zaokruZiti na broj 2. Stavimo

q=3+2
te iz relacije @ = Sq + r odredimo ostatak r:
r=a-Fg=1+4i—-(1+)3+2)=1+4i-(1+5)=-i
Uvjerimo se da vrijedi ograda za normu od r iz teorema 3.13:

1

OSN(r):N(—i):1S1:2-2:%N(1+i):%N(ﬁ).

Uoc¢imo da smo za g 1 r mogli izabrati i sljedece vrijednosti (ako 2.5 zaokruzimo na 2
itd.):

q=2+i,r=i,

q=2+2,r=1,

q=3+1i, r=-1.
Sve one zadovoljavaju N(r) < %N(,B), pa je jasno da u teoremu 3.13 ne moZemo imati
jedinstvenost brojeva g i r.

Slijedeci dokaz teorema 3.13 mogli smo ¢ 1 r odrediti tako da nademo kvocijente 1
ostatke pri dijeljenju realnog i imaginarnog dijela kompleksnog broja

aB=5+3i
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sN(B) =2:
5=2-2+1
3=2-1+1.
Sada je
1+i 1+
q:2+2i,r:;:;l_:i.
B 1-1i

O

Prije nego li zapoCnemo sa samom faktorizacijom elemenata od Z[i], trebamo odre-
diti skup svih jedinica (invertibilnih elementa) tog prstena te opisati skup ireducibilnih,
odnosno prostih brojeva.

Propozicija 3.16. Element Gaussovih cijelih brojeva u € Z[i] je jedinica (invertibilni ele-
ment) ako i samo ako je N(u) = 1. Takoder, skup svih jedinica u Z[i] je {1, -1, i, —i}.

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je N(u) = 1. Tada, prema definiciji norme, vrijedi uu = 11
u € Z[i], iz Cega zakljuCujemo da je u invertibilni element od u, tj. u je jedinica.

Dokazimo obrat. Ako je u € Z[i] jedinica, tada postoji v € Z[i] takav da vrijedi uv = 1.
Stoga je N(u)N(v) = 1. S obzirom na to da su N(u) i N(v) cijeli brojevi, to implicira da
je N(u) = 1. U Z[i] nije moguce da je norma N(u) = —1 pa smo time dokazali da mora
vrijediti N(u) = 1.

Odredimo sada sve jedinice prstena Z[i]. Za jedinicu u = a + bi, a,b € Z, prema
prethodnom nuZno vrijedi

N(u) = N(a + bi) = a* + b* = 1,

Sto moZe biti ispunjeno samo u dva slucaja: akojea==+1ib=0iliakojea=0ib = +1.
U prvom slucaju je u = +1, a u drugom je u = +i ¢ime smo pokazali da Z[i] ima tocno
Cetiri jedinice. O

Prema definiciji 3.5, broj @ € Z[i] je prost element ako « | By, za B,y € Z[i], $to
implicira da @ | B ili @ | y. Iz same definicije prostog broja u prstenu Z[i] nemamo

neku predodzbu o njima, no moze nam pomoci njihova veza s prostim brojevima u Z koju
opisujemo u sljedecoj lemi.

Lema 3.17. Neka je € Z[i] prost element. Tada r dijeli (u Z[i]) neki prost broj p u N.

Dokaz. Norma prostog elementa 7 je N(7r) = nr € N 1 broj « dijeli taj cijeli broj. Ako je
N(r) prost broj, tada vrijedi tvrdnja leme. Ako N(x) nije prost broj, tada je N(xr) jednak
umnosku prostih brojeva u N. Kako je 7 prost element u Z[i], on, prema definiciji 3.5,
mora dijeliti barem jedan od brojeva u tom umnosku, odnosno postoji p € N prost takav
darm|p. |
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Napomenimo da je prsten Gaussovih cijelih brojeva ujedno i domena glavnih ideala Sto
znaci da su prosti elementi isto Sto i ireducibilni. Stoga se Gaussov prost broj moZze karak-
terizirati kao onaj koji se ne moZe napisati kao umnozak dvaju ili vise drugih Gaussovih
brojeva pri ¢emu nijedan od brojeva u umnosku nije jedinica.

Lema 3.17 nam moZe pomoc¢i u odredivanju svih Gaussovih prostih brojeva tako Sto
odredimo sve moguce faktorizacije prostih brojeva iz N u prstenu Z[i]. Moguce faktori-
zacije prostog prirodnog broja p razmotrit ¢emo u sljede¢im slucajevima: p = 2, p = 1
(mod 4)i p =3 (mod 4).

Slucaj p = 2|: Iz (a + bi)(c + di) = 2,a,b,c,d € Z, slijedi da je

ac—bd =2, bc—ad = 0.

Akojea =0,ondajeb # 0, c = 01 bd = -2 pa dobivamo faktorizacije 2 = i - (=2i) =
(—i) - (2i). Akojea # 0, onda iz bc — ad = 0O slijedi da je d = —bc/a pa uvrStavanjem u
ac — bd = 2 dobivamo

c(@ +b*) = 2a.

Iz prethodne relacije slijedidajea = £1,b=d =0i1ic=+2illia=b =c = —d = %1.
Dakle, moguce faktorizacije broja 2 su:

2=(£1)-(£2), 2=+ -1 = (-1 =-D(=1+1).

Jedina faktorizacija koja ne ukljucuje jednicu je ova posljednja pa su i + 1 zajedno s pri-
padnim asociranim brojevima prosti u Z[i]. Zanimljivo je i da vrijedi

2 = (=i)(1 + i)

jersul+iil —iasocirani.

’ Slucaj p = 3 (mod 4) ‘: Pretpostavimo da se p faktorizira nad Z[i], odnosno postoje

a, B € Z[i] takvi da i B nisu jedinice i p = . Tada vrijedi

p*> = N(p) = N(@)N(B).

Kako @ 1 B nisu jedinice, prema lemi 3.16 zaklju¢ujemo da su N(a) i N(8) prirodni brojevi
veci od 1 te je jedino moguce
N(a) = N(B) = p.

Ako pretpostavimo da je @« = a + bi, a,b € Z, onda bismo dobili p = a*® + b?, §to je
nemoguce jer je zbroj dva kvadrata uvijek kongruentan 0, 1 ili 2 modulo 4. Stoga je je-
dina moguca faktorizacija (do na varijante s pripadnim asociranim faktorima) od p u Z[i]:
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p = p - 1. ZakljuCujemo da su svi prosti prirodni brojevi p = 3 (mod 4) i dalje prosti kao
elementi prstena Z[i].

’Sluéaj p =1 (mod 4) ‘: Pretpostavimo da je p prost u Z[i]. Wilsonov teorem (teorem

3.13 iz [5]) kaze da za prost broj p vrijedi

(p—-D!'=-1 (mod p).

Kako je u nasem slucaju

2
(p—l)!z(l-Z---—l) (mod p),

postoji cijeli broj a takav da je
a*=-1 (mod D).

Stoga p dijeli a®> + 1 u Z. Faktorizacijom izraza a®> + 1 u obliku (a + i)(a — i) nad Z[i],
dobivamo da p dijeli umnozak (a + i)(a — i). No, p ne dijeli ni a + i ni a — i, dakle p nije
Gaussov prost broj. Zbog toga postoje a i B, koji nisu jedinice, takvi da je p = . Kako
je p?> = N(p) = N(@)N(B), nuzno je N(e) = p i stoga je # = a Gaussov prost broj. Nadalje,
p = N(n) = nm.

Sve ovo $to smo upravo pokazali rezimirat ¢emo u sljedecoj propoziciji.
Propozicija 3.18. Neka je nt prost u Z[i]. Tada vrijedi jedna od sljedece tri tvrdnje:
1. & je pridruZen (asociran) pozitivnom prostom broju p za koji vrijedi p = 3 (mod 4).

2. N(m) = p gdje je p prost prirodan broj takav da vrijedi p = 1 (mod 4). U ovom
slucaju svaki prost broj norme p je pridruZen (asociran) tocno jednom od i 7.

3. m je pridruZen (asociran) prostom broju 1 + i.

Primjer 3.19. Broj 7 je prost element prstena Z[i], jer je T prost broj iz Zi7 =3 (mod 4).
Njemu asocirani brojevi =7, 7i i —7i su takoder prosti u Z[i].
Broj 5 nije prost element prstena Z[i] iako je 5 prost broj iz Z. Naime,

5=Q2+DH2-i).

Uocimo da je 2 + i prost broj u Z[i]. Naime, u suprotnom bi vrijedilo da je 2 + i = af pri
Cemu a, B € Z[i] nisu jedinice. No, tada je 5 = N(2 + i) = N(a)N(B) sto znaci da je jedan
od elemenata «, B jedinica u Z[i]. Analogno, 2 — i je takoder prost broj. Uocimo da oni
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nisu asocirani, to jest 2 +i # u(2 — i) za u € {£1, +i}. Nadalje, uoc¢imo da broj 5 moZemo
rastaviti i kao
5=(1+2)(1-=2i.

No, iz ovog rastava nismo dobili nove proste brojeve ve¢ asocirane prostima 2 +1ii2 — i.
Primjer 3.20. Faktorizirajmo a = —133 — 119i u prstenu Z[i].
Rjesenje. Najprije izraCunajmo normu te ju faktorizirajmo u N:

N(@) = (-113)* + (-119)* = 31850 = 2- 5* - 7* - 13.

S obzirom da 2 dijeli normu N(«), znamo da 1 + i dijeli @. Znamo da je broj 7 prost u Z[i]
jer vrijedi 7 = 3 (mod 4), pa mora vrijediti da 7 dijeli @. Da bismo odredili $to se dogada
s prostim brojevima ¢ija norma iznosi 5 ili 13, moramo odrediti koji su to prosti brojevi.
Imamo

5=Q2+D2-1i)

13 =3+ 23 - 2i).

Kako bismo zavrs$ili faktorizaciju, moramo odrediti koji od prostih faktora broja 13 dijeli
a te dijeli li jedan ili oba prosta faktora broja 5, broj @. Moze se odreditida 2 +i13 + 2i
dijele a, stoga je « djeljiv sljedecim prostim faktorima i njihovim potencijama:

1+i, 2+, 7, 3+2i.
Kona¢no dobivamo
—133 - 119i=i-(1+i)-2+i)*-7-(3+20).
O

Propozicija 3.21. Pozitivan racionalan prost broj p moZe se zapisati u obliku x* + y* sa
X,y € Z ako i samo ako se p faktorizira u Z[i].

Dokaz. Pretpostavimo da je p = x*> + y>. Tada se p moZe faktorizirati u obliku p =
(x + yi)(x + yi) 1 lako se vidi da ni jedan od faktora nije jedinica (invertibilan element);
stoga moZzemo zakljuciti da se p moZe faktorizirati u Z[i].

Obratno, ako se p moZe faktorizirati u Z[i], primjerice u obliku p = @f, tada vrijedi
N(a) = N(B) = p. Ako je @ = x + yi, tada moZemo zakljuciti da je p = x> + y?, ¢ime smo
dokazali obrat. O
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Korolar 3.22. Prirodni prost broj p moZe se zapisati u obliku p = x*> + y* sa x,y € N ako
i samo ako vrijedi da p = 2 ili p = 1 (mod 4). Nadalje, ovaj prikaz je jedinstven do na
poredak brojeva x i y.

Dokaz. Jasno, 2 = 17 + 12, a neparni prost broj p € N je prost broj u Z[i] ako i samo ako
p = 3 (mod 4). Stoga se prosti brojevi iz N oblika p = 1 (mod 4) mogu faktorizirati pa
tvrdnja dalje slijedi iz propozicije 3.21.

Dokaz jedinstvenosti prikaza moZe se naci u [5], propozicija 5.6. O

3.4 Eisensteinovi cijeli brojevi

Skup Eisensteinovih cijelih brojeva je
Zlwl ={a+bw :a,beZ},
pri cemu je
1+ V=3 -1+iV3 . .
= = e
2 2
primitivni kubni korijen broja 1. Stoga w® — 1 = 0. No, kako je w # 1, zakljuujemo da je

C’

w =

W +w+1=0. (3.7)

Eisensteinovi cijeli brojevi ¢ine komutativni prsten algebarskih cijelih brojeva u alge-
barskom polju brojeva Q(w).

Zelimo odrediti proste elemente i jedinice (invertibilne elemente) ovog prstena. U tu
svrhu, prou¢imo normu u Z[w]. Neka je @ = a + bw € Z[w]. Tada je norma N(«) pozitivan
cijeli broj odreden s

N(a) = aa (3.8)
gdje je @ kompleksno konjugirani @. UoCimo da je @ € Z[w]. Zaista,
-1-ivV3 -1+ivV3
5:a+b5:a+b—2l\/_ :a—b—b—zl\/_ =a-b-bw

Sadajezaa = a + bw
N(a) = (a + bw)(a — b — bw) = a* — ab — b*w — b*W*.
Prema (3.7) je w?* = —w — 1 pa dobivamo
N(a) = a®> —ab — b*w - P*(~w - 1) = a* — ab + b°.

Zbog (3.8) je jasno da je norma multiplikativna, odnosno da za a,f € Z[w], vrijedi
N(aB) = N(@)N(B). Nadalje, u Z[w] vrijedi teorem analogan teoremu o dijeljenju ostatkom,
Sto znaci da je Z[w] Euklidova domena.
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Teorem 3.23. Za dane a,f € Z|w],B # 0, postoje v, 6 € Z|w] takvi da vrijedi
a=yB+0, N(©)<NQPB).

Dokaz. Jasno je da se funkcija norme N(@) = aa moZe definirati za @ € Q(w) = {r + sw : r, s € Q}
te da vrijedi N(uv) = N(u)N(v) za u, v € Q(w).
Pokazimo najprije da je a/f € Q(w) za @, € Z[w], B # 0. Zaista,

a af af 1 -
— = ==—"_=-—". @ - :8 eQ(a)).
ﬁ ﬁﬁ N(ﬁ) iﬁg@/ eZ[w] eZ[w]

Stoga postoje r, s € Q za koje je

— =r+ sSw.

Neka su ry, s; (racionalni) cijeli brojevi takvi da vrijedi

| =

|
|r—r1|S§1 s — 81| <
Sada definiramo
y=r+swiod=a-yp.

Uocimo da su vy, 0 brojevi iz Z[w] za koje vrijedi
a=7yB+0.

Preostalo je joS pokazati da je N(0) < N(B). Neka je

E:Q—)/:(r—rl)+(s—s1)w.

B
Tada je

6=a—yﬁ=ﬂ(%—y)=ﬁe.

S obzirom da je norma multiplikativna, dovoljno je pokazati da je N(e) < 1. RaspiSimo
N(e) po formuli norme N(a + bw) = a> — ab + b*:

N(e) = N((r—r) + (s — sp)w) = (r —r1)* = (r = r))(s — s1) + (s — 51)%,

odnosno
N(e) = ((r—r1) = (s = s1))* + (r = r1)(s — 51).

KoristeCi [r — rql, |s — 51| < % dobivamo Zeljenu nejednakost. O
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Teorem 3.23 povlaci da je Z[w] Euklidova domena (jer je oCito integralna domena).
Stoga je i ovom prstenu faktorizacija na ireducibilne, odnosno proste faktore jedinstvena
(do na asociranost).

Korolar 3.24. Prsten Eisensteinovih cijelih brojeva je domena jedinstvene faktorizacije.
Zelimo opisati sve proste Eisensteinove brojeve i sve jedinice iz prstena Z[w].
Propozicija 3.25.
(i) Element a € Z[w] je jedinica ako i samo ako je norma N(a) = 1.
(ii) Jedinice prstena Z|w] su {il, +w, iw2}.

Dokaz. (1) Ako je N(a) = 1, tada vrijedi da @a = 1 $to znaci da je « jedinica jer je
a € Z[w].

Ako je « jedinica, tada postoji B takav da vrijedi ¢f = 1. Stoga vrijedi da je
N(a)N(B) = 1. S obzirom da su N(a) i N(B) pozitivni cijeli brojevi, slijedi da je
N(e) = 1.

(i) Odredimo sve jedinice prstena Z[w]. Pretpostavimo da je @« = a + bw, a,b € Z,
jedinica. Tada vrijedi da je N(a) = 1, odnosno

a* —ab+b* = 1.
MnoZenjem prethodne relacije s 4, imamo
4a® — 4ab + 4b* = 4,

Sto moZemo zapisati kao
(2a — b)* + 3b” = 4.
S obzirom da su a, b € Z, moguci su sljedeci slucajevi:
(@) 2a—-b=+1, b= +1.
(b) 2a-b==2, b=0.
RjeSavanjem ovih linearnih sustava dobivamo rjesenja:
(a) (a’ b) € {(la 1)7 (09 _1)9 (0’ l)a (_1’ _1)}
(b) (a,b) €{(1,0),(-1,0)}.
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Stoga u prstenu Z[w] postoji ukupno Sest jedinica:
l+tw,-w,w,-1-w,1,-1.

S obzirom da je w? + w + 1 = 0, vrijedi da je +(1 + w) = Fw?’.

Sljedeca lema ¢e nam biti korisna za odredivanje prostih elemenata od Z[w].

Lema 3.26. Ako je a € Z|w] takav da je N(@) prost broj u Z, tada je « prost element u
Z|w].

Dokaz. Pretpostavimo da « nije prost u Z[w]. S obzirom da je Z[w] domena glavnih ideala,
to znaci da je @ reducibilan. Dakle, @ = By i N(8),N(y) > 1. No, tada N(a) = N(B)N(y)
ne moze biti prost u Z, $to je u suprotnosti s pretpostavkom leme. O

Lema 3.27. Ako je a € Z|w] prost, tada « dijeli neki prost broj p iz Z te vrijedi da je
N(a) = pili N(a) = p*.

Dokaz. Budu¢i da je a prost Z[w] i da dijeli cijeli broj N(a@) = aa, postoji prost broj p u Z
takav da a | p. No, tada N(e) | N(p) = p? pa je N(a) € {p, p*}. o

Sada moZemo odrediti sve proste elemente u Z[w].
Propozicija 3.28. Neka je p prost broj u Z. Tada:
(i) Ako je p =3, tada je 3 = —w*(1 — w)* i 1 — w prost u Z[w).

(ii) Ako je p =1 (mod 3), tada postoji prost n € Z[w] takav da je p = nn te su prosti n
i  pridruZeni (asocirani) u Z|w).

(iii) Ako je p =2 (mod 3), tada p ostaje prost u Z|w).
Nadalje, svaki prost element u Z[w)] je pridruZen (asociran) jednom od prostih u (i), (ii) ili
(iii).
Dokaz. (i) Racunski provjerimo da je 3 = —w?(1 — w)?. Nadalje, kako je N(1 — w) = 3

Sto je prost broj u Z, lema 3.26 povlaci da je 1 — w prost u Z[w].

(i) Neka je p = 1 (mod 3) prost u Z. Tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je —3 kvadratni
ostatak modulo p za p = 1 (mod 3) iz Cega se moZe pokazati da p dijeli a®> —a + 1,
odnosno (a + w)(a + w). Dalje je sve analogno kao za Gaussove cijele brojeve (u
slucaju p =1 (mod 4)).
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(iii) Uoc¢imo da je N(a + bw) = a®> —ab + b* = 0,1 (mod 3) za a,b € Z. Ako je a prost
broj koji dijeli p, onda zaklju¢ujemo da je jedino moguée N(a) = p%, tj. a = p.

Preostalo nam je dokazati da su svi prosti elementi u Z[w] pridruZeni (asocirani) jed-
nom od prostih u (i), (ii) ili (iii). Nazovimo za ovaj dokaz proste elemente u (i)-(iii) ’poznati
prosti elementi” od Z[w] te neka je a bilo koji prost element u Z[w]. Tada je N(e) = aa
cijeli broj 1 moze se faktorizirati na cijele proste brojeve. Ali (i)-(iii) implicira da je bilo
koji cijeli prost broj umnozak “poznatih prostih elemenata” u Z[w], stoga je N(a) = aa

takoder umnozak “poznatih prostih elemenata”.
O

3.5 Nejedinstvena faktorizacija

U prethodnim odjeljcima pokazali smo da u prstenima Z[i] 1 Z[w] imamo jedinstvenu fak-
torizaciju na ireducibilne, odnosno proste faktore. Ovdje ¢emo dati nekoliko primjera pr-
stena kvadratnih polja u kojima nemamo jedinstvenu faktorizaciju. Najprije iskazimo jed-
nostavnu lemu koja ¢e nam biti veoma korisna pri faktorizaciji i pronalaZenju ireducibilnih
brojeva.

Lema 3.29. Neka je R potprsten nekog polja K tako da je norma N(«) cijeli broj za svaki
a € R. Neka su a i 8 elementi od R takvi da « dijeli S u R. Tada N(«) dijeli N(B) u Z.
Specijalno, ako je N(@) prost broj u Z, tada je « ireducibilan u R. Takoder, « je jedinica
(invertibilan element) samo ako je N(a) = £1.

Prsten Z[ V-3]
Lema 3.30. Jedinice prstena Z| V=3]suli-1.

Dokaz. Neka je « = a + b V-3 jedinica u prstenu Z[ V-3]. Tada vrijedi da je norma
N(a) = 1 iz Cega slijedi da je a* + 3b* = 1, $to ima cjelobrojna rjeSenja samo za a = +1 i
b = 0. ZakljuCujemo da su jedinice prstena +1. O

Prsten Z[ V-3] nije domena jedinstvene faktorizacije. U to se moZemo uvjeriti na
temelju sljedeceg primjera.

Primjer 3.31. Broj 4 se u prstenu Z[ V-3] faktorizira na dva razlic¢ita nacina
4=2.2=(1+ V=3)1- V=3).

Rjesenje. Pokazimo najprije dasu?2, 1+ V=311 — V-3 ireducibilni u Z[ V-3].
Pretpostavimo da je broj 2 reducibilan. Tada vrijedi

2 = xy,



POGLAVLIJE 3. FAKTORIZACIJIA 32

gdje x i y nisu jedinice, odnosno norma od x i y je ve¢a od 1. Kako je norma prethodnog
izraza jednaka
4 = N()N(y),

zakljuCujemo da su obje norme od x i y jednake 2. No, uo¢imo da u prstenu Z[ V—-3] ne
postoji element ¢ija je norma jednaka 2. Zaista, jednadzba

N@a+bV-3)=a*+3b*=2, a,beZ,

nema rjeSenja u Z. Stoga je 2 ireducibilan u Z[ V-3].
Pretpostavimo da je broj 1 + V-3 reducibilan, odnosno da je

1+ V-3 =xy,

gdje x 1y nisu jedinice, tj. norma im je veca od 1. Kako je norma prethodnog izraza jednaka
4 = N(0)N(y),

analogno kao u prethodnom slucaju zaklju¢ujemo da je 1 — V-3 ireducibilan u Z[ V-3].
Konacno, ocito 2, 1 + V=31 1 — V-3 nisu asocirani, pa se broj 4 faktorizira na dva
razli¢ita na¢inakao 2 - 21 (1 + Vv-3)(1 — Vv-3). m|

Prsten Z[ V-5]
Lema 3.32. Jedinice prstena Z[ V=51suli-l.

Dokaz. Neka je @ = a + b V-5 jedinica u prstenu Z[ V-5]. Tada vrijedi da je norma
N(a) = 1 iz Cega slijedi da je a* + 5b* = 1, §to ima cjelobrojna rjeSenja samo za a = +1 i
b = 0. ZakljuCujemo da su jedinice prstena +1. O

Prsten Z[ V—5] nije domena jedinstvene faktorizacije Sto se moze zakljuciti iz sljedeceg
primjera.

Primjer 3.33. Broj 6 se u Z[ V-5] faktorizira na dva razlicita nacina:
6=2-3=(1+ V=-5)(1- V-5),

pri Cemu su svi faktori ireducibilni u Z[ V=5].

Rjesenje. Pretpostavimo da je broj 2 reducibilan. Tada vrijedi

2=xy
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gdje x 1y nisu jedinice, odnosno norma je veca od 1. Promatraju¢i normu dobivamo
4 = N()N(y)

Sto bi znacilo da su obje norme od x i y jednake 2. Kada bi norma nekog broja iz prstena
Z[ V=5] bila jednaka 2, tada bi vrijedilo N(a + b V=5) = a* + 5b* = 2 §to nema rjeenja u
Z. Stoga, ne postoji broj u prstenu Z[ V-5] &ija je norma jednaka 2. Ovime smo dokazali
da je broj 2 ireducibilan u Z[ V-5].

Pretpostavimo da je broj 3 reducibilan. Tada vrijedi

3=xy
gdje x 1y nisu jedinice, odnosno norma svakog od njih je ve¢a od 1. 1z
9 = N()N(y)

slijedi da su obje norme od x i y jednake 3. Kada bi norma nekog broja iz prstena Z[ V=53]
bila jednaka 3, tada bi vrijedilo N(a + b V=5) = a® + 5b* = 3 §to nema rjeSenja u Z. Stoga,
ne postoji broj u prstenu Z[ V-5] &ija je norma jednaka 3. Ovime smo dokazali da je broj
3 ireducibilan u Z[ V-5].

Pretpostavimo da je broj 1 + V=5 reducibilan. Tada vrijedi

1+ V=-5=uxy

gdje x 1 y nisu jedinice, odnosno norma je veéa od 1. Zbog
6 = N(ON(y)

zakljuCujemo da su norme od x i y jednake 2 ili 3. No, ve¢ smo pokazali da u naSem prstenu
ne postoji broj &ija je norma jednaka 2 ili 3. Ovime smo dokazali da je broj 1 + V-5
ireducibilan u Z[ V-5]. Analogno vrijedi i za broj 1 — V-5.

O¢ito brojevi 2 i 3 nisu asocirani brojevima 1 + V=51 1 — V=5, pa moZemo zakljuéiti
da broj 6 u naSem prstenu ima dvije razlicite faktorizacije na ireducibilne elemente. O

Poznati matemati¢ar L. Carlitz je 1960. godine pokazao da je duljina faktorizacije
jedinstvena, odnosno ako se neki broj u prstenu Z[ \/—_5] ili u prstenu Z[ v/=3] moze fakto-
rizirati na dva razlicita naCina, tada je duljina obiju faktorizacija ista, tj. obje faktorizacije
¢e imati jednak broj faktora. To smo mogli vidjeti 1 u prethodnim primjerima nejedinstvene
faktorizacije, 3.31 1 3.33.
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Sazetak

Neka je m cijeli broj koji nije potpuni kvadrat. Skup oblika Q(vm) = {a + b\m :
a,b € Q}, uz standardne operacije zbrajanja i mnozenja u C, Cini polje i naziva se kva-
dratno polje. U radu se bavimo prstenima cijelih brojeva kvadratnih polja, to jest skupo-

vima oblika Z[vm] = {a + bNm : a,b € Z}, zam = 2 ili 3 (mod 4)12[‘*2@] =
#ﬁ ca,beZ, a=b (mod 2)}, zam =1 (mod 4), te problemom faktorizacije na ire-
ducibilne faktore u tim prstenima.




Summary

Let m be an integer that is not a perfect square. A set of the form Q(vm) = {a + b/m :
a,b € Q}, with standard addition and multiplication in C, forms a field and is called
a quadratic field. In the thesis, we deal with rings of integers of quadratic fields, that
is, sets of the form Z[ym] = {a + b\fm : a,b € Z}, for m = 2 or 3 (mod 4) and
z[*] = {2 : abe Z a=b (mod 2)}, form = 1 (mod 4), and with the factori-
zation problem in these rings.
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