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Uvod

Vecina danaSnje globalne populacije ne moze zamisliti svakodnevicu bez nekog oblika
digitalne komunikacije. Bilo da se radi o privatnoj korespondenciji fizickih osoba ili o
poslovnim procesima najvecih svjetskih kompanija, digitalna komunikacija je neizbjezna.
Nije teSko zamisliti situaciju u kojoj vrlo sitna greska u prijenosu neke digitalne poruke
rezultira katastrofalnim posljedicama. Istovremeno, rijetko tko je upoznat s pozadinskim
mehanizmima procesa o kojem ovisimo u toliko velikoj mjeri. Medu prvima koji je posta-
vio fundamentalna pitanja o procesu komunikacije bio je Claude Shannon koji je tada radio
u Bell Laboratories. No, njegova veli€ina lezi u tome S$to je na mnogo njih ustvari i dao
odgovor. Za vrijeme drugog svjetskog rata bavio se kriptografijom zbog ¢ega je razvio po-
sebno videnje komunikacije opcenito. Jedno od njegovih bitnih opaZanja bilo je da ljudska
komunikacija sadrZi redundantnosti. Stovise, procijenio je da je redundantnost engleskog
jezika oko 50%. lako ne postoje nikakve procjene, ona definitivno postoji u nekoj mjeriiu
hrvatskom jeziku. Tome u prilog ide ¢njnca da ov réncu mzte prctati bz v¢h prblma. Poka-
zat Ce se da se vjeStom manipulacijom redundatnosti mogu postici razliciti ciljevi efikasne
1 pouzdane komunikacije. Davsi do tada neviden pogled na informaciju, Shannon je razvio
podrucje koje ima dalekoseZan utjecaj na mnoge druge grane.

Jedna od tih grana je i duboko ucenje koje je isto tako danas sveprisutno. Iako grana
ima bogatu istraZzivacku proslost, sjeme tog istraZivanja je tek nedavno palo na plodno
tlo. Tako se Sira javnost u potencijal modela dubokog ucenja uvjerila tek pojavom veli-
kih jezi¢nih modela (eng. large language model) poput ChatGPT-a! te raznih generativnih
modela poput Midjourney-a®. Osim toga, razni modeli dubokog u¢enja danas postiZzu nad-
ljudske rezultate kod problema koji su lagani za ljude, ali su tradicionalno bili nemoguci za
racunala: prepoznavanje objekata, prepoznavanje govora, prevodenje itd. Preostaje vidjeti
kakvu ¢e ulogu duboko ucenje imati na naSem putu prema superinteligenciji za koju mnogi
znanstvenici vjeruju da ¢e se razviti u ovom stoljecu.

lopenai.com/chatgpt
’midjourney.com



Poglavlje 1

Teorija informacija

Ve¢ od svojih zacetaka, teorija informacija bavi se proucavanjem fenomena komunika-
cije. Stovise, Shannonov &lanak u kojem su po prvi put formalizirani koncepti teorije
informacija zove se "Matematicka teorija komunikacije” ([20]). U istom radu predloZen
je Shannon-Weaverov model komunikacije u kojem se navode tri razliCite vrste problema
u komunikaciji: tehnic¢ki (koliko se precizno simboli komunikacije mogu odaslati), se-
manticki (koliko se precizno moze prenijeti znaCenje poruke), efektivni (koliko efikasno
primljena poruka utjece na Zeljeno ponasanje). Prema tome, ne ¢udi §to je informacija, kao
1 neke fizikalne veli¢ine (npr. energija), pojam kojem ljudi pripisuju odredena kvalitativna
svojstva. Medutim, teorija informacija bavi se iskljucivo tehnickim problemom komunika-
cije. U svrhu maksimalnog apsolviranja ove materije, bitno je informaciju razmatrati kao
strogo kvantitativnu, izmjerivu veli¢inu. To prvenstveno znaci da je znaCenje odaSiljanih
poruka irelevantno. Shannon se toga pronicljivo dotaknuo rekavsi da ’poruke cesto imaju
znacenje”.

1.1 Osnovne definicije i teoremi

U ovom potpoglavlju promatramo diskretne sluCajne varijable definirane na vjerojatnos-
nom prostoru (Q, 7, P), s time da je  konacan. Ako nije drugacije navedeno, kod logari-
tama se podrazumijeva baza 2.

Entropija

Za pocetak uvodimo pojam entropije, veli¢inu koja ¢e nam sluZiti kao mjera za prosje¢nu
“informaciju” slucajne varijable. Temeljna ideja je da sluajna varijabla ”sadrzi” tim vise
informacije Sto je ona viSe neprevidljiva, odnosno $to nas viSe njena vrijednost moze izne-
naditi. Stoga je pomalo neocekivano Sto ¢emo entropiju definirati na nacin da ¢e ona biti
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potpuno odredena vjerojatnosnom distribucijom slucajne varijable, dok ¢e same vrijednosti
koje ona poprima biti nebitne. Oznac¢imo s H naSu trazenu mjeru. Neka naSa slucajna va-
rijabla poprima vrijednosti iz n-Clanog skupa (A te neka su py, pa,..., p, vjerojatnosti da
varijabla poprimi te vrijednosti. Kako bi ikoja takva mjera bila matematicki korisna i u
skladu s naSom intuicijom, smisleno je zahtijevati da ona zadovoljava sljedece uvjete:

1. H je neprekidna po p;.
2. H je simetricna, tj. poredak varijabli od H nije bitan.

3. H poprima maksimalnu vrijednost kada je p; = %,i =1,...,n

4. H(py,...,pn) = H(p1+pa, p3, ... ,pn)+(p1+p2)H( Pl L) (aksiom grupiranja).

p1+p2’ pi+p2

Ako bi neki sustav promijenili tako da jedan ishod rascijepamo na podishode, tada bi
zeljeli da neizvjesnost sustava bude uvecana za neizvjesnost uzrokovanu tim cijepanjem
pomnoZenu s vjerojatnosti originalnog ishoda. Zbog toga je prirodno zahtijevati da vrijedi
aksiom grupiranja.

12

1/3

—

12

1/3 1/6

Slika 1.1: Primjer podjele jednog ishoda na dva podishoda. Po aksiomu grupiranja vrijedi

daje HG, 4, by = HGL D+ LHE, L),

Moze se pokazati ([20]) da je jedina funkcija s gornjim svojstvima oblika —C )", p;log p;
zaC > 0.

Definicija 1.1.1. Neka je X sluc¢ajna varijabla koja poprima vrijednosti iz skupa X i p(x) =
P(X = x) njena diskretna funkcija gustoce. Tada je entropija slucajne varijable X defini-
rana s
H(X) = = " p(x)log p(),
xeX
uz konvenciju da ako je p(x) = 0, onda stavljamo p(x)log p(x) = 0 zbog lim,_,o+ xlog x =
0. Pripadajuce mjerne jedinice za baze logaritama 2, e i 10 su bitovi, natovi i ditovi, redom.
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Vidimo da je entropija slu€ajne varijable potpuno odredena njenom distribucijom. Ako
je skup vrijednosti koje slu€ajna varijabla poprima n-Clani, onda se umjesto H(X) moze
pisatii H(py,..., p,), gdje su p; vjerojatnosti poprimanja pripadnih vrijednosti. Jedna od
mnogobrojnih interpretacija entropije je prosjecan broj bitova (sada govorimo o binarnim
znamenkama) potrebnih da bi se opisala dana slu€ajna varijabla.

Teorem 1.1.2. Neka je X slucajna varijabla koja poprima vrijednosti iz skupa X i H(X)
njena entropija. Tada vrijedi:

e H(X) > 0, dok se jednakost postiZe kada je p(x) = 1, za neki x € X (siguran dogadayj),

o H(X) <log(|X]), dok se jednakost postize kada je p(x) = |/1\’_|’ za sve x € X (jednako
vjerojatni dogadaji).

Primjer 1.1.3. Neka je X Bernoullijeva slucajna varijabla s vjerojatnostimapiq =1 — p,

p € [0, 1], odnosno
X ~ ( 01 )
q P

Tada je entropija ove slucajne varijable jednaka H(X) = —plog p—(1—p)log(1 —p). Graf
ove funkcije prikazan je na slici ispod. On zorno ilustrira svojstva entropije iz prethodnog
teorema. Naime, moZemo vidjeti da je entropija jednaka nuli za p = 0 ili p = 1, §to
odgovara sigurnim dogadajima, a entropija je jednaka 1 = log(|X|) = log(2) kada je
p=3

10

0.8 4

0.6 4

H(X)

0.4 4

0.2 4

0.0

T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
p

Slika 1.2: Graf entropije Bernoullijeve slucajne varijable.
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Napomena 1.1.4. Entropija slucajne varijable u definiciji 1.1.1 je specijalan slucaj entro-
pije slucajnog vektora. Neka su X,, . .., X, slucajne varijable definirane na Q,, ..., Q, koje
poprimaju vrijednosti iz skupova X, ..., X, te neka je p(x, ..., x,) = P(X; = x1,..., X, =
X,) njihova zajednicka diskretna funkcija gustoce. Tada je

HX,,...,X,) =—- Z p(x1,...,x,)log p(xy,...,x,).
(X1 yeees X JEX XXXy

Definicija 1.1.5. Neka su X i Y slucajne varijable, p(x,y) njihova zajednicka diskretna
funkcija gustoce, te px(x) i py(y) marginalne funkcije gustoce varijabli X i Y. Tada je
uvjetna entropija od X uz dano Y definirana s

H(X|Y) = = > " p(x,)log p(xly),
xeX yeY

gdje je p(xly) = ’;(YL(’;)). Podrazumijeva se da sumiramo samo po onim'y € M za koje je

gornji izraz dobro definiran, dakle po y za koje vrijedi py(y) > O.

Sli¢no kao 1 definicija 1.1.1, definicija 1.1.5 je specijalan slucaj uvjetne entropije m-
dimenzionalnog slu¢ajnog vektora X = (Xi, ..., X,,) uz dani n-dimenzionalni slucajni vek-
torY =(Yy,..., 7).

Teorem 1.1.6. Za slucajne varijable X i Y vrijedi H(X,Y) = H(X) + H(Y|X).
Dokaz.

H(X,Y) == )" p(x,)log p(x,y)

xeX yeY
== > > pxy log [px)p(y1n)] (1.1)
xeX yeY
== > > pylogpx) = Y > p(x, ) log pyix)
xeX yeY xeX yelY
== plogp(x) = > " plx,y)log pOrix)
xeX xeX yeY

= H(X) + H(Y|X)

gdje smo u (1.1) koristili definiciju uvjetne vjerojatnosti.
]

Korolar 1.1.7. H(X,Y) < H(X) + H(Y) dok se jednakost postiZe ako i samo ako su X i Y
nezavisne slucajne varijable.
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Dokaz. Obje tvrdnje slijede iz prethodnog teorema. Za prvu, potrebno je pokazati da
H(Y|X) < H(Y). RaCunamo:

H(Y) = H(YIX) = = ) p0log p(3) + ), ), p(x,y) log p(y1x)

yey xeX yeY
== 3 3 peylogp) + Y. > plx.y)log ”( )
xeX yeY xeX yeY )
_ _ZZP(X y) log 2HPY) p(xX)p(y)
xeX yeY ( y)
p( ()
> 1 - 0. 1.2
og ZX y;p( ) (1.2)

Nejednakost u (1.2) slijedi primjenom Jensenove nejednakosti za slucajne varijable jer je
negativni logaritam konveksna funkcija. Time je dokazana prva tvrdnja. Za nezavisne X i
Y vrijedi H(Y|X) = H(Y) pa po prethodnom teoremu vrijedi i1 druga tvrdnja. O

Napomena 1.1.8. lako vrijedi nejednakost H(Y|X) < H(Y), to nije slucaj kada proma-
tramo uvjetnu entropiju za danu konkretnu vrijednost H(Y|X = x). To znaci da u nekim
slucajevima specificna vrijednost od X nece nuzno prenijeti nikakvu informaciju o Y, ali u
prosjeku, promatrajuci sve moguce vrijednosti, hoce (vidi Primjer 1.1.9).

Primjer 1.1.9. Funkcija gustoce slucajnog vektora (X,Y) dana je s

X
1 2 3 4
Y
1 1 1 1
1 5 16 wm %
1 1 1
2 % 8 3 m
1 1 1 1
3 € 16 16 16
4 L0 o0 o0

% % %, %), dok je marginalna gustoca od Y jednaka

(}L, }‘, e 4) Slijedi da je H(X) = 7 T LHY) =2 Nadalje, za kraci racun koristimo alterna-

Marginalna gustoca od X je tada (
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tivni izraz za uvjetnu entropiju

HX|Y) == > " plx,y)log pxly) = = > > p()p(xly) log plxly)

xeX yeY xeX yeY
== > pO) Y plady) log pxly) = = > pOH(XIY = y)
yeY xeX yey

te uvjetne distribucije od X uz dano Y=i, za i=1,2,3,4. Sada racunamo:

4
H(X|Y) = — Z P(Y = i) HX|Y = i)
i=1

1 I 111 1111 I 111 11
-z[H(Mg’g)+H(z’§’§’§)+H(z’z’z’z)+H“’°’0’°)]—?

Analognim racunom dobivamo da je H(Y|X) = % Po definiciji moZemo izracunati i

zajednicku entropiju H(X,Y). Alternativno, nakon racunanja jedne od uvjetnih entropija,
H(X,Y) moZemo izracunati pomocu Teorema 1.1.6. pa je tako H(X,Y) = H(Y) + HX|Y) =
2+ 4 = 2. Uoc¢imo kako je H(X) = 2 < H(X|Y =3) = 2.

Napomena 1.1.10. Opcenito ne vrijedi H(X|Y) = H(Y|X). Medutim, vrijedi H(X) —
HX|Y)=HY) - H(Y|X).

Uvedimo sada pojam relativne entropije, mjeru koja opisuje koliko se neke dvije vje-
rojatnosne distribucije razlikuju. Iako ona na neki nacin predstavlja udaljenost izmedu
distribucija, ona nije udaljenost u strogom smislu rijeci jer nije simetri¢na i ne zadovoljava
nejednakost trokuta.

Definicija 1.1.11. Neka su P i Q vjerojatnosne distribucije definirane na istom prostoru
elementarnih dogadaja. Relativna entropija ili Kullback-Leiblerova divergencija distribu-
cija Pi Q dana je s

(x

P
Dia(PIQ) = ), P(¥)log 55
xeX

uz konvenciju da je Ologg =0, Ologg =0tep log’a’ = oo,

Relativna entropija Dk (P||Q) je mjera koja nam govori koliko smo neucinkoviti kada
pretpostavimo da je Q distribucija neke slu€ajne varijable, dok je njena stvarna distribucija
ustvari P. To¢nije, kada bismo znali P, mogli bismo opisati tu slu¢ajnu varijablu s u pro-
sjeku H(P) bitova. Ako bismo istu varijablu pokusali opisati tako $to za nju pretpostavimo
distribuciju Q, trebalo bi nam u prosjeku Dg; (P||Q) bitova vise.
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Ponovno se vraéamo slucajnim varijablama. Zelimo kvantificirati koliko poznavanje
neke slucajne varijable smanjuje koli¢inu informacije druge.

Definicija 1.1.12. Neka su X i Y slucajne varijable, p(x,y) njihova zajednicka diskretna
Sfunkcija gustoce te px(x) i py(y) njihove marginalne funkcije gustoce. Uzajamna informa-
cija varijabli X i Y dana je s

o p(x,y)
IX; Y) = ZX yezypu, Plog S = Dralplipxpy).

Primijetimo da je I(X; Y) = I(Y; X). Koli¢ina informacije koju nam poznavanje vari-
jable X pruza o varijabli Y jednaka je koli¢ini informacije koju nam poznavanje varijable
Y pruza o varijabli X. Sli¢no kao i korelacija, uzajamna informacija je na neki nacin mjera
zavisnosti dviju varijabli. No, radi se o drugacijem konceptu zavisnosti. Dok korelacija
prati kretanje vrijednosti slucajnih varijabli, uzajamna informacija je indikator opcenitije
veze dviju varijabli koja kvantificira koliko se njihova zajednicka distribucija razlikuje od
produkta njihovih marginalnih distribucija.

Teorem 1.1.13. Vrijedi Dk, (P||Q) = 0.

Dokaz. Nekaje A = {x : P(X) > 0} nosac distribucije P, odnosno njene pripadne funkcije
gustoée. Tada imamo:

Dia(PIQ) = 3" P()log — Q( ) - > P(x)log

xeX x€A
0(x)
> - log (Z P3| = ~log Z 0() (1.3)
xeA ( ) xeA
> —log (Z Q(x)) =
xeX
gdje smo za nejednakost u (1.3) opet iskoristili Jensenovu nejednakost. |

Korolar 1.1.14. Vrijedi I(X; Y) > 0.

Dokaz. Kako je I(X; Y) = Dk (p(x,y)||p(x)p(y)), tvrdnja slijedi iz prethodnog teorema
ako uzmemo P = p(x,y) te Q = p(x)p(y). Alternativno, ve¢ smo u korolaru 1.1.7 pokazali
da je

HY) - HYIX) = - > 3 ple,y)log Z2F0 PLOPO) _ yx. vy s 0.
po ey p(x,y)
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Primjer 1.1.15. Neka je Q = {0, 1} te neka su P i Q dvije Bernoullijeve distribucije na
takve da je PO) =1—-p,P(1) = pte Q0) =1-¢q,0(1) =g za p,q € [0, 1]. Tada imamo

1_
Dyu(PIQ) = (1 = p)log 7—_ + plog &
1_
Dia(QIP) = (1 - @) log 7— +glog 2
4 p

Ocito je Dk (P||Q) = Dgr(Q|IP) = 0 za p = q, $to je u skladu s nasom prethodnom
diskusijom. Za p = % iq = i imamo Dk (P||Q) = 0.2075 bitova, dok je Dk (Q||P) =

0.1887 bitova. Treba nam vise dodatne informacije (pa je time nasa neucinkovitost veca)
da bi opisali nepristrani novci¢ ako za njega pretpostavimo da je pristran nego obratno.

Slika 1.3: Graf KL divergencije Dk, (P||Q) za P i Q Bernoullijeve.

Sada dokazujemo tzv. lanCana pravila za dosad definirane mjere.

Teorem 1.1.16 (Lancano pravilo za entropiju). Neka je Xi,X>,...,X, niz od n slucajnih
varijabli. Tada je

H(XlaXZ’---’Xn) = ZH(Xi|Xi—1,---,X1)-
i=1

Dokaz. Jer je p(x,ylz) = p(y|x, 2)p(x|z), analognim postupkom kao u dokazu teorema 1.1.6
pokaze se da vrijedi H(X, Y|Z) = H(X|Z)+H(Y|X, Z). Uzastopnom primjenom tog rezultata



POGLAVLIJE 1. TEORIJA INFORMACIJA

slijedi da je
H(X;,X;) = H(X)) + H(X,|X))
H(X;, X5, X3) = HX,) + H(X;, X3|1X)
= H(X)) + H(X,5|X)) + H(X3|X2, X1)

H(X1,X,,...,X,) = HX)) + HX,|X)) + - + HX,|X,—1, ..., X))

= Z H(Xi'Xi—l, e ’Xl)'
i=1

Korolar 1.1.17. Vrijedi

H(X1, Xa,.., X)) < L H(X).
i=1
Dokaz. Po teoremu 1.1.16 vrijedi

HX, X, ) = ) HX X1, X).
i=1

10

Prije smo pokazali da vrijedi H(X]Y) < H(X). Kako je uvjetna entropija za sluCajne vari-

jable specijalan slucaj uvjetne entropije za slucajne vektore, vrijedi 1 H(X;|X;_1, . .

H(X;),zai=1,2,...,n. Time je tvrdnja dokazana.

LX) <

O

Definicija 1.1.18. Uvjetna uzajamna informacija slucajnih varijabli X i Y uz danu sluc¢ajnu

varijablu Z definirana je kao

I(X; Y|Z) = HX|Z) - HX|Y, Z).

Teorem 1.1.19 (Lancano pravilo za uzajamnu informaciju). Neka su X;, X>, ..

slucajne varijable. Tada je

I(X),X5,...,X,; Y) = ZI(Xi§ YIXioi, ..., X))
i=1
Dokaz.

1(X1,X5, ..., Xy Y) = HX,, X5, ..., X)) — HX1, Xo, ..., X,|Y)

= > HX{Xi1,....X0) = ) HXXi1, ..., X, Y)
i=1 i=1

= Z I(X;; YIXq,..., Xioq).
i=1

XY
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O

Definicija 1.1.20. Relativna entropija za uvjetne distribucije P(Y|X) i Q(Y|X) (tzv. uvjetna
relativna entropija) definirana je kao

PQylx)
® 001

Dt (PYIOIIQYIX)) = ) P(x) )~ PGy log

xeX yey

Teorem 1.1.21 (Lancano pravilo za relativnu entropiju). Vrijedi

Di (PX, VQ(X, Y)) = Dg(PXONQ(X)) + Dy (P(YIX)IQ(Y]X))

Dokaz.
~ P(x,y)
Du(PXX, QX Y)) = ZX yzy Px,y)log 5 7=
_ Z Z P(x.y) log Px)PGIX)
e Q( )Q(yIX)
P(ylx)
- P(x,y) log "' P(x,y)log
; yZy] Q( ) Zy yZy 00)

= D (PXIQ(X)) + Dk (PY|X)|Q(YX)).

1.2 Kodiranje izvora

Ve¢ smo spomenuli kako je teorija informacija duboko povezana s procesom komunikacije.
U slucaju digitalne komunikacije, bilo da se radi o raznim kablima ili o elektromagnetskom
spektru, kod svih komunikacijskih kanala prisutna su razlicita fizikalna ogranicenja. Jedno
od tih ogranicenja je kapacitet kanala. U sustini, to je najveca stopa po kojoj se informacije
mogu slati kroz kanal uz proizvoljno malu vjerojatnost pogreske. Iz tog razloga vrlo je
bitno da kanal koristimo $to je efikasnije moguée. Sto to to¢no znaci?

Primjer 1.2.1. U konjskoj utrci sudjeluje osam konja Cije su vjerojatnosti pobjede redom

32723216 84 84° 84> a Entropija ove konjske utrke je

1 1 1 1 1 I 1 1 4 1
HX)=-=-log=—--log- - -log=— —1log— — — log— =2 bit
(X =—glogy ~glog g ~glosg " 16/°% 16 ~5a % gq ~ V1
Recimo da Zelimo poslati poruku iz koje ¢e se nekako moci zakljuciti koji je konj pobjedio.
Mozda su konjima dodijeljena imena pa bi jedno rjeSenje bilo poslati ime pobjednika.
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lzvor odasilja¢ Prijamnik ‘
informacije (enkoder) ({dekoder) Odrediste

— 3

=

Primljeni
signal

Signal

Poruka Poruka

Izvor suma

Slika 1.4: Shematski prikaz opéenitog komunikacijskog sustava

Drugo, mnogo jednostavnije rjesenje bilo bi poslati indeks konja koji je pobjedio. Na ovaj
nacin, svaki konj moZe se jedinstveno identificirati s tri binarne znamenke (bita). Prema
tome, prosjecna duljina poruke kojom bi se obznanio pobjednik je 3 bita. MoZemo li bolje?
Neka su redom sljedeci nizovi bitova oznake konja: 0, 10, 110, 1110, 111100, 111101,
111110, 111111. Jer distribucija pobjednika nije uniformna, sada je prosjecna duljina
porukejednaka%-1+i-2+%-3+%-4+(;i4-6:2bita.

Dakle, nacin na koji reprezentiramo informaciju utjece na prosje¢nu duljinu poruke ko-
jom istu Zelimo prenijeti. Taj proces drugacijeg obiljezavanja informacije (tzv. kodiranje)
nije niSta drugo nego kompresija podataka. Postoje dvije vrste: s gubitcima (eng. lossy) ili
bez gubitaka (eng. lossless). U praksi je kompresija s gubicima vrlo raSirena zbog ogromne
uStede memorije. Tako na primjer danas najpopularniji formati digitalnih audio 1 slikovnih
zapisa (mp3 i JPEG) koriste kompresiju s gubicima. Medutim, mi ¢emo promatrati samo
kompresiju bez gubitaka u kojoj se kodiranjem uklanja redundantnost. Primijetimo da smo
u prethodnom primjeru osmislili kodiranje takvo da je prosje¢na duljina poruke bila jed-
naka entropiji. U nastavku ¢emo vidjeti da bolje od toga ne mozZemo.

Uvedimo za pocetak par osnovnih definicija vezanih za kodiranje.

Definicija 1.2.2. Neka su S i T konacni skupovi simbola. Preslikavanje C : S — T,
gdje je T* skup svih konacnih nizova simbola iz T, zovemo kodiranje. Elemente skupa T*
zovemo kodne rijeci.

Nama ¢e u ulozi skupa S uglavnom biti skup X, a u ulozi skupa T skup {0, 1}.

Definicija 1.2.3. Za kodiranje C : S — T* kaZemo da je nesingularno ako je C injektivno
preslikavanje, tj.
VMxeS)x#x = C(x) # C(X).
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Definicija 1.2.4. Preslikavanje C* : S* — T* definirano s
Clxixp -+ xy) = C(x1)C(x2) - - - C(x),

gdje je s C(x1)C(x,) - - - C(x,) oznacena konkatenacija pripadnih kodnih rijeci, zovemo ek-
stenzija kodiranja C.

Definicija 1.2.5. Za kodiranje C kaZemo da se moZe dekodirati na jedinstven nacin ako je
pripadna ekstenzija C* nesingularna.

Definicija 1.2.6. Za kodiranje C kaZemo da je prefiksno ako nijedna kodna rijec nije prefiks
nijedne druge kodne rijeci.

Kodiranja

Nesingularna
kodiranja

Jedinstveno
dekodirljiva
kodiranja

Prefiks
kodiranja

Slika 1.5: Skupovni odnos razlicitih klasa kodiranja

Da bi kodiranje bilo od ikakve prakti¢ne koristi, o¢igledno se mora mo¢i dekodirati
na jedinstven naCin. Zbog toga od sada nadalje podrazumijevamo da se kodiranja koja
spominjemo mogu dekodirati na jedinstven nacin, iako to nije eksplicitno naglaseno.

Teorem 1.2.7 (Svojstvo asimptotske ekviparticije). Neka je Xy, X5, ... niz nezavisnih jed-
nako distribuiranih slucajnih varijabli s diskretnom funkcijom gustoce px. Tada vrijedi

1
——log p(X1,X5,...,X,) 5 H(X) kadan — .
n

Ovdje je p diskretna funkcija gustoce slucajnog vektora (X, ..., X,) pri Cemu, ovdje 1
u nastavku, radi jednostavnosti izostavljamo pripadni indeks iz oznake.
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Dokaz. Jer su funkcije nezavisnih slucajnih varijabli i same nezavisne slucajne varijable,
slijedi da je log px(Xi),log px(X3),...,log px(X,) niz nezavisnih jednako distribuiranih
slu¢ajnih varijabli. Po slabom zakonu velikih brojeva sada imamo:

1 1 ¢ P
—~log p(X1, Xa,..., X,) = =~ > log px(X;) = —E [log px(X)]
n n P

= — Z px(x) lOg px(X) = H(X)
xeX
O

Svojstvo asimptotske ekviparticije je svojevrsni analogon zakona velikih brojeva za
entropiju.

Definicija 1.2.8. Neka je X, X, ... niz nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih vari-
jabli te neka su € > 0in € N. Skup nizova (xi, ..., x,) € X" koji zadovoljavaju svojstvo

27MH) < p(xy, Xa, L, Xy) < 27HTZE)
zovemo tipiénim skupom s obzirom na danu distribuciju i oznacavamo ga s AL,
Teorem 1.2.9. Za tipicni skup AL vrijedi:
1. Ako (x1,%2,...,%,) €A™ tada HX) — € < —% log p(x1,x2,...,x,) < HX) + €.

2. P ((Xl, X, € A(E")) > 1 — €, za n dovoljno velik.

3. |AW| < 2nHX*O 20 syaki n.
4. 1A") > (1 = €)2"H®=9 74 n dovoljno velik.

Dokaz. Prvo svojstvo slijedi direktno iz definicije tipi¢nog skupa tako $to niz nejednakosti
prvo logaritmiramo, a zatim podijelimo s —n. Drugo svojstvo slijedi iz prvog svojstva te
iz svojstva asimptotske ekviparticije (Teorem 1.2.7), odnosno definicije konvergencije po
vjerojatnosti. Za dokaz treeg svojstva, raCunamo:

1: Z p(X1,X2,...,Xn)Z Z p(xl7-x2,‘--,-xn)

(X1,X25000, X JEXT (X1, X25000s x,l)eA(E")
—n(H(X)+e) _ ~n—n(H(X)+€)| 4 (n)
> > 2 =2 AP,
(xl,xz,...,xn)EAg’)
Konac¢no, zbog drugog svojstva imamo
l-€e<P ((Xl, LX) € Ag'”) < Z HX)=e) = p=nHX)=e)| A1)
(X1,X2,00.520)EAL

¢ime smo dokazali Cetvrto svojstvo. m|
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U kontekstu komunikacijskih sustava, izvor informacije predstavlja ”generator” sim-
bola iz nekog skupa X gdje se svaki simbol tog skupa generira s odredenom vjerojatnoscu.
Dakle, izvor mozemo reprezentirati slu¢ajnom varijablom X s distribucijom p koja po-
prima vrijednosti u X. Tada je entropija izvora jednaka H(X). Naivno kodiranje nezavis-
nog niza slucajnih varijabli Xy, ..., X,, X; ~ X, podrazumijeva (bijektivno) preslikavanje
iz skupa A € X" u indeksni skup 7 = {1,2,..., M}, gdje je M = [A|. Kao veli¢inu koja
mjeri koliko je ovo kodiranje efikasno mozemo uzeti tzv. stopu kodiranja logTM, prosjecan
broj bitova potrebnih da se kodira izvorni simbol. Na izlazu, dekoder pretvara dobiveni
indeks natrag u originalni niz simbola. Primijetimo da ukoliko je |A|l < |X|", ne¢emo
modi tocno dekodirati sve nizove x" = (xi,...,x,) € X". PoSto za nizove iz skupa A
znamo da ith moZemo to¢no dekodirati, vjerojatnost pogreske pri dekodiranju jednaka je
P, =P((Xi,...,X,) ¢ A) = P(X" ¢ A). Sljedeci teorem govori da ¢ak i ovakvo naivno
kodiranje ima optimalnu stopu kodiranja uz proizvoljnu malu vjerojatnost pogreske kada
kodiramo vrlo dugacke nizove.

Teorem 1.2.10 (Teorem o kodiranju izvora). Neka je X slucajna varijabla s entropijom

H(X), te neka je X, ..., X, niz nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli, X; ~
X, i=1,2,...,n Tada za svaki € > 0 postoji kodiranje niza cija stopa kodiranja zadovo-
ljava @ -H (X)| < € i Cija je vjerojatnost pogreske P, < €, kada n — oo. Obratno, neka

je £ > 0. Tada za svako kodiranje niza sa stopom kodiranja manjom od H(X) — { vrijedi
P, — 1, kadan — .

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan. Ideja je kodirati samo nizove iz tipi¢nog skupa A C

X", dok ostale mozemo preslikati u bilo koji fiksni kod. Po teoremu 1.2.9 postoji n € N

takav da je P(X” € A(E")) > 1 — €. Kako je M = |A")], opet po teoremu 1.2.9 slijedi da je
(1- E)211(H(X)—6) <M= |A(")| < QHX)+e)

Sada za stopu kodiranja logTM vrijedi

<HX)+e.

1 log M
Zlog(1—€) + HX) — e < 22
n n

Pustanjem n — oo dobivamo traZenu tvrdnju. Nadalje, greSka ovog kodiranja dana je s
P.=P(X"¢A")=1-P(X"eA") <e

Time je dokazana prva tvrdnja. Obratno, neka je { > 0 proizvoljan i neka je C kodira-
nje niza ¢ija je stopa kodiranja manja od H(X) — £. Tada vrijedi M < 2"H#X-0_ Dakle,
tada mozemo odabrati najvise 2"7®-9 nizova iz skupa X" koje éemo to¢no dekodirati.
Oznacimo s A skup koji sadrzi te nizove. Primijetimo da ‘A moZe sadrZavati i nizove iz
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tipi¢nog skupa i one koji nisu u tipicnom skupu A" Tada je za svaki € > 0 1 dovoljno velik
ne€N:

P(X" € A)=P(X" € AX" € A”)+P(X" € A, X" ¢ A”)
< PUHX)-0-nHX)~6) P(X" ¢ A(G")) (1.4)
<2760 4 g, (1.5)
gdje nejednakosti (1.4) 1 (1.5) slijede iz teorema 1.2.9. Greska ovog kodiranja je
P,=PX"¢A)=1-PX" €A >1-27"9 ).

Uzmimo € < . Tada je 27"¢~9 < € za dovoljno velik n. Stoga je P, > 1 —2¢, kadan — oo.
Kako ovo vrijedi za svaki € € (0, {), to dokazuje drugu tvrdnju. O

Ovaj teorem pruza nam teoretski ideal kompresije podataka bez gubitaka. Nadalje,
pokazuje kako je suStinska koli¢ina informacije nekog izvora upravo njegova entropija.
No, koliko god rezultati ovog teorema bili fascinantni, on ima jednu veliku manu. Naime,
svi rezultati vrijede samo asimptotski, a u praksi nemamo luksuz slati poruke proizvoljne
duljine. Dakle, teorem nam garantira postojanje efikasnog kodiranja, no ne sadrZi nacin
konstrukcije takvog kodiranja.

Primjer 1.2.11. Neka je X, X>, ..., X, niz nezavisnih Bernoullijevih slucajnih varijabli
td. p(0) = 0.2, p(1) = 0.8 i neka je € = 0.05. Entropija je tada jednaka H(X) = 0.722.
Pogledajmo kako izgledaju tipicni skupovi za razlicite duljine nizova takvih varijabli. Za
n = 25, racunanjem vjerojatnosti svih nizova dobijemo da jedino nizovi s 20 jedinica
upadaju u tipicni skup. Primijetimo kako je ocekivani broj jedinica ovdje upravo np = 20.
Vjerojatnost svakog takvog niza je 0.8%° - 0.2° = 3.689 - 107, a ima ih @(5)) = 53130. To

znadi da je P (Ag%g;) = 53130 -3.689 - 10°® ~ 0.196. Vidimo da duljina niza nije dovoljno

velika da bi vrijedilo P(A(en)) > 1 — € = 0.95. Stovise, prvi n za koji to vrijedi je n =
969. Sada u tipicni skup upadaju svi nizovi s brojem jedinica iz skupa {751,752, ...,799}.
Tehnicki, oni nisu jednako vjerojatni, ali gornja ograda za razliku dviju vjerojatnosti je
270 (2€-27€) §t0 je reda velicine 1072, Slijedi da je |AS )| = Y%, (9?9) $to je otprilike

0.05
reda velicine 1023, odnosno 27*, dok je P(Ag?gg)) ~ 0.951. Iako se radi o ogromnim
brojevima, nemojmo previdjeti Cinjenicu da je Agg? otprilike 2**° puta manji skup od skupa

svih binarnih nizova duljine 969 ¢&iji je kardinalitet 2°%°. Za kraj, spomenimo jos samo kako
niz s najvecom vjerojatnosti x,., = (1, 1,..., 1) nije u tipicnom skupu. Naime, tipicni skup
moZemo interpretirati kao skup svih nizova koji nam daju informaciju otprilike jednaku
prosjecnoj informaciji izvora, tj. entropiji. Zbog toga tipicni skupovi nizova kakve smo
promatrali u ovom primjeru uvijek sadrZe nizove s np jedinica (kada je to cijeli broj) jer je
to upravo ocekivani broj jedinica.
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Primjer 1.2.12 (Huffmanovo kodiranje). Za kraj, pogledajmo jedno prakticno kodiranje,
tzv. Huffmanovo kodiranje. Radi se o kodiranju koje se temelji na ”bottom-up” konstruk-
ciji binarnog stabla pomocu prioritetnog reda gdje veci prioritet imaju simboli s manjom
vjerojatnoscéu. Algoritam izgleda otprilike ovako:

Algorithm 1 Huffmanovo kodiranje

1: kreiraj list stabla za svaki simbol 1 dodaj ga u prioritetni red

2: while postoji viSe od jednog ¢vora u redu do

3: ukloni dva ¢vora s najmanjim vjerojatnostima iz reda

4 kreiraj novi ¢vor stabla kojem su ta dva ¢vora djeca i koji ima vjerojatnost jednaku
zbroju vjerojatnosti djece

dodaj novi ¢vor u red

6: end while
7: preostali ¢vor je korijen stabla i stablo je gotovo

b

Preostaje jos samo dodijeliti pripadnu kodnu rije¢ svakom simbolu. To radimo tako da,
pocevsi od korijena stabla, djecu oznacimo s 0 i 1 te nastavljamo tako Sto za svaki sljedeci
par djece jednom djetetu na kraj kodne rijeci roditelja dodamo 0, a drugom 1 (konvencija
Jje lijevom djetetu uvijek dodati 0). Vidimo da ovaj proces nije jedinstven. Sprovedimo ovaj
algoritam za varijablu

X a b c d e )

1025 025 02 015 0.15

Na kraju je nase preslikavanje dano u sljedecoj tablici:

Xi Di c(x;)
a 025 00
b 0.25 10
c 0.2 11
d 0.15 010
e 0.15 011

Entropija ove slucajne varijable je H(X) = 2.2855 bitova, dok je prosje¢na duljina kodnih
rijeci jednaka 2.3 bita. Primijetimo kako je ovako dobiveno kodiranje ujedno i prefiksno.
Ova klasa kodiranja ima veliku prednost u odnosu na kodiranja koja se mogu dekodirati
na jedinstven nacin. Naime, Citajuci niz dobivenih kodiranih simbola s lijeva na desno, ¢im
dodemo do niza simbola koji odgovara kodnoj rijeci nekog simbola, moZemo sa sigurnoscu
reci koji simbol je u pitanju, dok kod kodiranja koja se mogu dekodirati na jedinstven nacin
moramo uzeti u obzir i iduce simbole u nizu.
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Slika 1.6: Prikaz dobivenog binarnog stabla

1.3 Kodiranje kanala

U prethodnom poglavlju vidjeli smo kako uklanjanjem redundantnosti mozemo komprimi-
rati podatke 1 time biti efikasniji u procesu digitalne komunikacije. No, u cijeloj toj prici
potpuno smo izostavili jednu od najvecih prepreki u komunikaciji uopée: Sum. U realnim
okolnostima nema garancije da ¢e naS$ signal (kodirani simboli) sti¢i do odrediSta “netak-
nut”, tj. nepromijenjen. lako to Cesto ne mozemo direktno vidjeti, proces slanja signala
je svejedno fizicki proces koji nije savrSen kao naS matematicki model pa tako dijelovi
signala mogu postati korumpirani ili se ¢ak u potpunosti izgubiti. Kako u takvim uvjetima
osigurati pouzdanu komunikaciju? RjeSenje je, pomalo ironi¢no, dodati redundantnost.

Definicija 1.3.1. Diskretni kanal definiramo kao sustav koji se sastoji od ulaznog skupa
X, izlaznog skupa Y te skupa uvjetnih vjerojatnosti p(y|x) koje oznacavaju vjerojatnosti
izlaznog simbola y za poslani ulazni simbol x, x € X,y € Y. Za kanal kazemo da je bez
memorije ako izlaz ovisi samo o trenutnom ulazu, tj.

P(Y; = yilXi = xi, Xic1 = Xi1,...) = P(Y: = il Xi = x)).
Definicija 1.3.2. Kapacitet diskretnog kanala bez memorije definiran je kao

C=maxI(X; Y),
p(x)

gdje maksimum uzimamo po svim ulaznim distribucijama p(x).
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Primjer 1.3.3 (Binarni simetri¢ni kanal). Neka su X = Y = {0, 1}, odnosno Saljemo i
primamo binarne znamenke, te neka se ulazni bitovi invertiraju s vjerojatnoséu p, a ostanu
ispravni s vjerojatnos¢u 1 — p. Konkretno, kada poSaljemo 0, s vjerojatnoséu p cée na
odrediste sti¢i 1 i obratno. Na odredistu ne moZemo znati kada je doslo do pogreske pa su
na neki nacin svi bitovi sumnjivi. Racunamo kapacitet ovakvog kanala:

I(X;Y) = H(Y) = H(YIX) = H(Y) = > p()H(YIX = x)
= H(Y)~ ) p()H(p,1 - p) = H(Y)— H(p,1 - p) < 1 = H(p, 1~ p),

gdje posljednja nejednakost slijedi zbog cCinjenice da je Y binarna slucajna varijabla. Jed-
nakost se postiZe za uniformnu distribuciju ulaza pa je kapacitet ovakvog kanala C =
1-H(p,1— p). Uocimo kako je kapacitet kanala jednak 0 za p = % Jjer je tada svaki prim-
ljeni bit ispravan ili pogresan s jednakom vjerojatnoscu pa ustvari primamo nasumican niz
bitova. Nadalje, primijetimo kako kapacitet poprima maksimalnu vrijednost 1 za p = 0,
aliiza p = 1. Naime, ako su svi bitovi invertirani, opet su primljeni bitovi deterministicki
odredeni kao i da su svi ispravni.

1-p

Slika 1.7: Prikaz binarnog simetri¢nog kanala

Primjer 1.3.4 (Binarni brisuéi kanal). Promotrimo sada analogon binarnog simetricnog
kanala. Neka je sada X = {0, 1} te Y = {0, 1, e}. Ovdje se bitovi ne invertiraju s odredenom
vjerojatnosc¢u, vec¢ dio njih jednostavno nikad ne stigne na odrediste, no sada znamo koji
su to (njihova oznaka na izlazu je e). Za takve bitove kaZemo da su izgubljeni ili obrisani.
Oznacimo s « udio izgubljenih bitova te s n vjerojatnost p(1). Tada je kapacitet ovog
kanala jednak

IX; Y)=HY)-HY|X)=H(( -n)(1 —a),n(l —a),a) — Zp(x)H(YlX =X)

=---=Hl,l-a)+(1-a)H(r,1-mn)-H(a,1 —a) = (1 —a)H(r,1 - n).
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Maksimum se ocito postiZe za m = %, te slijedi da je C = 1 — a. U vecini danasnjih ko-
munikacijskih kanala prisutan je mehanizam pomocu kojeg prijamnik moZe slati povratnu
informaciju odasiljacu. Time se mogu popraviti greske u ovakvim kanalima tako da se
izgubljeni bit jednostavno opet zatraZi i tako sve dok ne stigne. Zanimljivo je da kapaci-

tet kanala u kojem izgubljeni bitovi nisu posebno naznaceni nije poznat, vec¢ postoje samo
gornje i donje ograde (vidi [5], [18] i [22]).

1-o

1-o

Slika 1.8: Prikaz binarnog briSuc¢eg kanala

Definicija 1.3.5. (M, n) kod diskretnog kanala (X, M, p(x|y)) sastoji se od:
1. indeksnog skupa {1,2,..., M}.
2. kodiranja X" : {1,2,...,M} — X".

3. dekodiranja g : Y" — {1,2,..., M}, koje deterministicki dodijeljuje vrijednost sva-
kom primljenom signalu.

Definicija 1.3.6. Stopa R (M,n) kdda definirana je s

log M

n

Sada smo spremni iskazati drugi glavni rezultat teorije informacija, tzv. teorem o ko-
diranju kanala. Iako idejno vrlo sli¢an dokazu teorema o kodiranju izvora, dokaz ovog
teorema je mnogo kompliciraniji pa ¢emo ga izostaviti. Temelji se na koriStenju analogona
tipi¢nog skupa iz proslog poglavlja, nasumi¢nog odabira (M, n) koda te ogranicavanju vje-
rojatnosti pogreske. Znatizeljni Citatelj moze Citavi dokaz pronaci u [6].
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Teorem 1.3.7 (Teorem o kodiranju kanala). Za diskretni kanal bez memorije, dostiZne su
sve stope R < C. Tocnije, za svaku stopu R < C, postoji niz (2"%, n) kodova s maksimalnom
vjerojatnoscéu pogreske A — 0.

Obratno, za svaki niz (2"%, n) kodova takvih da A’ — 0 vrijedi R < C.

Iako smo u prethodnim primjerima vidjeli da pogreske pri odaSiljanju signala smanjuju
kapacitet kanala, teorem garantira postojanje kodiranja kojim ¢emo se moci proizvoljno
pribliZiti stopi odaSiljanja jednakoj tom smanjenom kapacitetu uz proizvoljno malu vje-
rojatnost greSke. Nazalost, kako je dokaz vrlo slican teoremu o kodiranju izvora, tako i
ovdje imamo samo egzistenciju traZenog kodiranja te rezultat vrijedi asimptotski, Sto znaci
da je potrebno slati nizove simbola vrlo velike duljine. Opet, u praksi nemoguce. No, to
nije sprijecilo mnoge istrazivace da nedugo nakon objave ovog teorema pocnu razvijati sve
bolja i bolja kodiranja za ispravljanje greski.

Primjer 1.3.8 (Hammingovo kodiranje). Jedna od najstarijih kodiranja za ispravljanje
greSki su kodiranja iz familije Hammingovih kodiranja. Ona funkcioniraju tako sto bloku
od 2" —r — 1 podatkovnih bitova dodaju r tzv. paritetnih bitova na pomno odabrana mjesta,
zar > 2. Neka je r = 3. Tada govorimo o Hammingovom (7,4) kodiranju, tj. bloku
od 4 podatkovna bita dodajemo 3 paritetna. To radimo na nacin da paritetni bitovi stoje
na mjestima Ciji su indeksi potencije broja 2, dakle 1,2 i 4. Ostala mjesta popune se
podatkovnim bitovima.

001 | 010 | O11 | 100 | 101 | 110 | 111
pr | D2 | di | p3 | dy | d3 | dy

Vrijednosti i-tog paritetnog bita p; mora biti takva da paritet svih bitova na pozicijama
gdje je i-ti najmanje znacajan bit jednak 1 bude 0, tj. da ima paran broj jedinica na tim
mjestima. To moZemo kompaktnije zapisati preko logickog operatora XOR:

P1 :d1 @dz®d4.
P2 :dl@d3 @d4.
P3 :d2®d3 ®d4.

Sada smo dobili 3 kontrolne skupine i znamo da je paritet svake od njih jednak 0. Uvedimo
sada kontrolne bitove za te 3 skupine:

(&1 =p1€Bd1€BdZEBd4.
C=p,®d ®d; D d,.
C3 =p3€Bd2®d3€Bd4.
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Ukoliko bi doslo do greske, barem jedan od ovih bitova bi bio jednak 1. Tada ujedno
znamo i koji bit je pogresan. Naime, to je upravo bit na mjestu s binarnim indeksom
c3cycy. Ekvivalentno, taj indeks mozZemo dobiti tako sto zbrojimo modulo 2 sve indekse
gdje se nalaze jedinice. Ovo kodiranje, kao i sva iz Hammingove familije, je ograniceno
time $to moZe ispraviti samo pogreSke u jednom bitu. Nadalje, moZe i detektirati pogreske
u dva bita, ali takvu pogresku ne moZe ispraviti jer ne razlikuje 1-bitne i 2-bitne pogreske.
Neka je d = 1101 blok bitova koji Zelimo odaslati. Pripadna kodna rijec je tada 1010101.
Pretpostavimo da je doslo do greske na predzadnjem mjestu, odnosno ds je invertiran, pa
Jje primljen blok bitova 1010111. Sada je ¢, = 0,c, = 1,¢3 = 1, pa je indeks pogreske
jednak c3c,cy = 110. Primijetimo da bi iste vrijednosti kontrolnih bitova dobili i za greSke
u bitovima d, i d,, odnosno za primljeni blok 1000001. Za 3 ili vise greske moZe se dogoditi
da svi kontrolni bitovi ostanu 0. Zbog toga je ovo kodiranje pogodno u situacijama u kojima
rijetko dolazi do pogreske, npr. u RAM memoriji racunala (ECC memorija).

O

Slika 1.9: Vizualizacija Hammingovog (7,4) kodiranja: paritetni bitovi su postavljeni tako
da paritet u svakom krugu bude jednak O.

1.4 Diferencijalna entropija

U ovom potpoglavlju uvodimo pojam entropije i ostalih izvedenica, ali za neprekidne
sluCajne varijable. lako postoje mnoge sli¢nosti i poveznice s entropijom diskretnih va-
rijabli, postoje i znaCajne razlike. Tako recimo entropija neprekidne varijable moZe biti
negativna te nije invarijantna na linearne transformacije. Zbog Ceste pojave Euleorovog
broja e u gustoCama poznatih slucajnih varijabli, u ovom potpoglavlju s log oznacavamo
prirodni logaritam zbog jedostavnijeg racuna.
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Definicija 1.4.1. Neka je X neprekidna slucajna varijabla i f njena pripadna funkcija
gustoce. Diferencijalna entropija slucajne varijable X definirana je kao

hX) = - fs f(x)log f(x) dx,

gdje je S nosac gustoce f, kada integral postoji.

Kao i u diskretnom slucaju, diferencijalna entropija ovisi samo o gusto¢i od X pa se
ponekad oznacavai s A(f).

Primjer 1.4.2 (Uniformna distribucija). Neka je X ~ U(0,a). Gustoca ove slucajne vari-

jable je
1
- za0<x<a,
x)=4¢
J@) {0 inace.

Racunamo diferencijalnu entropiju.:

“1 1
h(X):—f —log —dx = loga,
0o a a

Vidimo da je h(X) < 0zaa < 1.

Primjer 1.4.3 (Normalna distribucija). Neka je X ~ N(u,c?). Gustoéa ove varijable je
dana s

J) =

1 ( (x - #)2)
exp|— .

o V2n 202
Stoga je diferencijalna entropija jednaka

1 ~ (x—ﬂ)z) ( 1 ( (x—ﬂ)z))

exp|— log exp|— dx
o VN2 J-w ( 20 oV2n 20
V2o [
™ exp(-)tox o VR ()

\/_f log(U\/_)+log(exp( )) exp( )

h(X) =

1
= log(o- V2nr) + >

Uocimo kako entropija ne ovisi o ocekivanju u, ve¢ samo o varijanci 2. To ima smisla jer
promjenom parametra u samo horizontalno translatiramo graf gustoce, dok ga promjenom
parametra o Cinimo Sirim ili uZim.
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Definicija 1.4.4. Neka je X, X, ..., X, niz slucajnih varijabli takvih da je (X, X, ..., X))
neprekidan slucajan vektor sa zajednickom gustocom f(xy, xa, ..., x,). Njihova zajednicka
diferencijalna entropija dana je s

X, Xp,...,X,) =— f(X)1og f(x") dX".
X1ER”
Teorem 1.4.5. Neka je X n-dimenzionalna normalna slucajna varijabla s vektorom ocekivanja
w i kovarijacijskom matricom %, tj. X ~ N,(u, 2). Tada je
1
h(X) = 2 log [(2re)"|X],

gdje je || determinanta matrice X.
Dokaz. Vidi [6], str. 249. O

Definicija 1.4.6. Neka su X i Y slucajne varijable te f(x,y) njihova zajednicka funkcija
gustoce. Uvjetna diferencijalna entropija dana je s

hXIY) = - f Fxy) log f(xly) dx dy.

Kako je f(x]y) = %y))) vrijedi A(X|Y) = h(X,Y) — h(Y), isto kao u diskretnom slucaju.

Definicija 1.4.7. Relativna entropija ili Kullback-Leiblerova divergencija dviju funkcija
gustoca fi g definirana je s

)
Da(f 9= [ fwiogLSax
Primijetimo da je Dk, (f || g) konacan samo kada je nosac od f sadrZan u nosacu od g.

Ovdje je isto konvencija staviti 0 log g =0.

Definicija 1.4.8. Neka su X i Y slucajne varijable te f(x,y) njihova zajednicka gustoca.
Njihova uzajamna informacija definirana je s

flx y)
fOfQ )

Iz definicije slijedi da je I(X; Y) = h(X)-h(X|Y) = h(Y)-h(Y|X) = h(X)+h(Y)—h(X, Y).

10X ) = f F(x,y)log
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Primjer 1.4.9. Neka su X i Y dvije normalne sluc¢ajne varijable s proizvoljnim ocekivanjima,
zajednickom varijancom o te koeficijentom korelacije p. Tada je kovarijacijska matrica

Jjednaka
o?  po?
oo ot |

Vec od prije znamo da je tada h(X) = h(Y) = log(o \27) + %, te h(X,Y) = % log [(2ﬂe)2|2|]

= %log [(27re)20'4(1 —p)]. Dakle, imamo da je

IX; Y) = h(X)+h(Y) - h(X,Y) = —% log(1 — p?).

Za p = 0, varijable su nezavisne pa je uzajamna informacija jednaka 0. Za p = *1,
varijable su u potpunosti korelirane pa je uzajamna informacija beskonacna.

Teorem 1.4.10 (Svojstvo asimptotske ekviparticije za neprekidne varijable). Neka je
X1, Xs, ..., X, niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli s funkcijom gustoce
fx(x). Tada vrijedi

1
—~log f(X1, Xa, ..., X,) — h(X).
n

Dokaz. Analogno kao u diskretnom slucaju, dokaz slijedi direktno iz slabog zakona velikih
brojeva te ¢injenice da su funkcije nezavisnih varijabli i same nezavisne:

1 1 n
—~log f(X1, X2, ..., X,) = —— log(l—[ fX(X,.)]
n n i=1

1 n
== > log f(X) 5 —E[log fx(X)] = h(X).
i=1

O

Definicija 1.4.11. Neka je X, X, ..., X, niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih
varijabli s gustocom f(x) te neka su € > 0 in € N. Tipicni skup za danu distribuciju

definiran je s
< 6} .

Primijetimo da je ovo identi¢na definicija kao i u diskretnom slucaju kada bismo koris-
tili logaritam s bazom 2. Sada ¢emo vidjeti da tipi¢ni skup zadovoljava analogna svojstva
onima iz diskretnog sluc¢aja. Ovdje ulogu kardinaliteta preuzima Lebesgueova mjera skupa.

1
AW = {(xl,xz, X)) €S™ 1 |==log f(x1, X2, .. ., X)) — B(X)
n
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Teorem 1.4.12. Tipic¢ni skup A zadovoljava sljedeca svojstva:

1. P ((Xl, LX) € A(E")) > 1 — € za n dovoljno velik.
2. /l(A(E")) < "% zq svaki n.

3.4 (A(E")) > (1 — €)e""®=9 za n dovoljno velik.

Dokaz. Po teoremu 1.4.10 imamo —% log f(X1, Xa,...,X,) 5 h(X). Prvo svojstvo sada
slijedi iz definicije konvergencije po vjerojatnosti i definicije tipicnog skupa. Nadalje,
imamo

1= f(xl,xz,...,xn) dxldXZ"'an
Sn
> f(X1,xz,...,xn) dx,dx, - - dx,
AD
= f e dxydxy - -+ d,
AW

= ¢ "X+ dxidx, - -+ dx
A(En) n

— ,n(h(X)+e) (n)

=e A (AE ),

¢ime je dokazano drugo svojstvo. Za dokaz treCeg svojstva, neka je n dovoljno velik tako
da vrijedi prvo svojstvo. Tada je

1—6<P((X1,...,X,,) eA@) = f()f(xl,xz,...,xn) dxdx; -+ - dx,

n
Ae

< f()e_”(hm_f) dxidx, - - dx,
A

:e_"(h(X)_f)f dxidx; - - dx,
AP
— ,—n((X)—e) (n)
=e A(A7).
O

Dakle, Lebesgueova mjera tipi¢nog skupa je otprilike ¢”"® . Takoder, moZe se pokazati
da je tipi¢ni skup s najmanjim volumenom (tj. Lebesgueovom mjerom) koji sadrzi vec¢inu
vjerojatnosti. Kako se radi o n-dimenzionalnom volumenu, prosjecna “duljina stranice”
je tada "®. To nam daje interpretaciju diferencijalne entropije kao logaritam prosjecne
duljine stranice najmanjeg skupa koji sadrzi veéinu informacije.
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Za kraj poglavlja, ispitajmo odnos diskretne i diferencijalne entropije. Neka je X nepre-
kidna slucajna varijabla s gustocom f(x). Podijelimo njen raspon (sliku) na podintervale
duljine A. Pretpostavimo da je f neprekidna na svakom podintervalu. Tada po Lagrange-
ovom teoremu srednje vrijednosti postoji x; u svakom podintervalu takav da je

(i+DA
JODA = f f(x) dx.

A
Sada definiramo diskretizaciju nase slucajne varijable X na nacin da ona poprima upravo
vrijednost x; na svakom podintervalu, tj.

X =x, iAN< X < (i+ DA.

fx)

o

X

Slika 1.10: Podjela raspona od X na podintervale jednake duljine A

Oznacimo s p; vjerojatnost IP’(XA = xl-). Tada je

(i+DA
pi = f J(x) dx = f(x)A.

iA
Entropija naSe diskretizirane slu¢ajne varijable je sada jednaka:

H(XY) = - Z pilog p;
== )" FO)Alog(f(x)A)
==Y AfG)log f(x) = Y fx)Alog A

=- Z Af(x;)log f(x;) —log A, (1.6)
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gdje posljednja jednakost slijedi zbog . f(x)A = ff(x) = 1. Ako je f(x)log f(x)
Riemman-integrabilna, prvi ¢lan u (1.6) teZi prema integralu od — f(x) log f(x) kada A — 0.
Upravo smo dokazali sljedeci teorem.

Teorem 1.4.13. Ako je gustoca f(x) neprekidne slucajne varijable X Riemman-integrabilna,
tada vrijedi
H(XY) +1log A = h(f) = k(X), kada A — 0.



Poglavlje 2

Duboko ucenje

Inteligencija je jedan od onih pojmova koje je teSko precizno definirati, ali svatko od nas
ima vrlo dobro intuitivno shvacanje tog pojma. Potencijalno stvaranje inteligentnih stro-
jeva fasciniralo je ljude joS u doba stare Grcke. Akumulacijom znanja i boljim razumije-
vanjem procesa ucenja u bioloSkim organizmima, sredinom 20. stoljeca doslo se do ideje
da strojevi "uce” oponaSanjem mozga. Temeljna gradevna jedinica Ziv€anog sustava je
Ziv€ana stanica ili neuron, a velika vecina ih se nalazi upravo u mozgu koji je glavni or-
gan srediSnjeg ZivCanog sustava. Neuroni medusobno komuniciraju slanjem elektricnih
impulsa i na taj nacin tvore veze koje pak ¢ine mreZe. Izlaganjem podraZajima te veze
postaju jace ili slabije i to je zapravo klju¢ni mehanizam ucenja. Pojednostavljeni model
ovog sustava temelj je grane strojnog ucenja zvane duboko ucenje. lako se izraz odnosi
na opdenit pristup ucenju putem viSe' razina apstrakcije, velika veéina modela bazirana
je upravo na neuronskim mreZama. Kao Sto je ve¢ spomenuto, zaCeci ove grane seZu u
sredinu 20. stoljeca, tocnije u Cetrdesete godine, dok su se mnoge metode koje su i danas
u upotrebi razvile kroz nadolazeéa desetlje¢a. No, arhitekture dubokog ucenja su u ma-
sovnoj upotrebi tek zadnjih petnaestak godina. Primarni razlozi toga su nedavni pristup
ogromnim koli¢inama podataka u sve viSe digitaliziranom dobu te razvoj boljeg hardvera s
ve¢om racunskom moci. Obje ove stvari su kljucne u procesu ucenja (treniranju) modela.
Danasnji modeli dubokog ucenja postizu najbolje rezultate kod mnogih problema strojnog
ucenja, posebice u podru¢jima racunalnog vida i obrade prirodnog jezika.

Pretpostavlja se da je Citatelj upoznat s osnovama strojnog ucenja zbog ¢ega su izos-
tavljene formalne definicije mnogih pojmova. Dobar osnovni pregled moze se na¢i u [12].

'Postoji nekoliko definicija dubine modela te ne postoji konsenzus oko toga kolika bi ona trebala biti da
se model smatra “dubokim” (vidi [9],str. 7-8).

29
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2.1 Umjetni neuron

Najranije i najjednostavnije arhitekture neuronskih mreZa sastavljene su od jednog jedinog
neurona. Osim $to je neuron okosnica kompliciranijih modela, sam po sebi ima znacajnu
predikcijsku mo¢. Stovise, neke poznate tehnike klasi¢nog strojnog ucenja, kao npr. lo-
gisticka 1 linearna regresija, mogu se reprezentirati kao mreZe s jednim neuronom.

McCulloch-Pitts neuron

Prvi model umjetnog neurona uveli su McCulloch 1 Pitts 1943. godine. U [15] pokazali su
da se pomocu njihovog modela neurona (MCP) mogu vrSiti razne logicke operacije. lako
je vrlo brzo postao irelevantan u prakti¢cnom smislu, MCP neuron ima veliku povijesnu
vaznost kao rani pokusaj formalizacije rada bioloskih neurona. Model se sastoji od:

e m binarnih ulaznih signala x;, x,, ..., x,, € {0, 1}.

m pripadnih teZina w;, wy, ..., w, € {-1,0, 1}.

aktivacijske funkcije f : {0, 1}" — {0, 1}.
e granicne vrijednosti t € Z.
e izlaznog signala y € {0, 1}, takvog dajey = f(xy,..., Xp).

Vrijednost izlaznog signala dana je s

{1, kadaje XL, wix; >t
y= o
0, 1inace.
U donjoj tablici dane su potrebne vrijednosti parametara w; 1t za izvedbu logickih operacija
konjunkcije (A) 1 disjunkcije (V) u slu€aju m binarnih ulaznih signala, odnosno za izvedbu
logicke negacije (—) u slu€aju jednog signala.

NV -
w; | 1]1]-1
t 'm|1]| 0

Uocimo kako je do ovih vrijednosti “ru¢no” doSao Covjek koji ih je potom samo unio u
model. Drugim rijeCima, u MCP neuronu ne postoji mehanizam ucenja.
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Slika 2.1: Skica MCP neurona.

Perceptron

Najraniji binarni klasifikator u kontekstu neuronskih mreza je Rosenblattov perceptron iz
1957. godine ([17]). Unato¢ tome Sto je perceptron uvelike baziran na MCP neuronu,
sada se nalazimo u kontekstu nadziranog ucenja pa moramo uvesti neke promjene. Za
pocetak, sada postoji skup za treniranje Ciji je svaki element oblika (x,y), gdje je x =
(x1, x2,...,x,) vektor ulaznih signala (kovarijata), a y € {-1, 1} oznaka pripadne klase.
Osim toga, vrijednosti ulaznih signala x; kao 1 pripadnih teZina w; viSe nisu ogranicene.
Grani¢na vrijednost ¢ iz MCP modela neurona ovdje se moZe uvesti dodavanjem dodatnog
konstantnog ulaza x, = —1, §to odgovara tzv. Clanu pristranosti (eng. bias term) kojeg
nakon ovog dijela rada viSe neemo eksplicitno oznacavati. Aktivacijska funkcija u ovom
slucaju je funkcija signum, definirana s:

1 zax >0,

-1 zax<O.

sign(x) = {

Stoga je izlazna vrijednost jednaka y = sign(}.._, w;x;) = sign(}._; w;x; — wy), odnosno

L)1 za YL wixi > wo,

-1 =za Z?:l w;X; < Wy.
Oznaka je sugestivna jer izlazna vrijednost predstavlja predvidenu vrijednost stvarne klase
y. Ono po ¢emu se ovaj model najvise razlikuje od svog prethodnika je sposobnost ucenja,
Sto ovdje konkretno podrazumijeva koriStenje algoritma za aZuriranje teZina w; koje se
na pocetku inicijaliziraju na nasumicne vrijednosti. Zatim se iterativno prolazi po svim
elementima skupa za treniranje u nasumi¢nom poretku i za svaki element vektor teZina w
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se azurira na sljedeci nacin:
w=w+a(ly-IXx,

gdje je @ > 0 stopa ucenja, parametar kojim kontroliramo magnitudu promjena teZina.
Jedan prolaz po Citavom skupu nazivamo epoha. Primijetimo da se tezine azuriraju samo
u sluCaju da je predvidena klasa pogresna, tj. y # §. Algoritam staje kada u epohi vise
nema pogresnih klasifikacija. Pitamo se za kakve skupove za treniranje ¢e ovaj algori-
tam konvergirati. U odgovoru na to pitanje moZe nam pomo¢i Cinjenica da je granica
odluke modela dana jednadzbom ", w;x; = wy, Sto odgovara jednadzbi hiperravnine u
n-dimenzionalnom euklidskom prostoru.

Definicija 2.1.1. Za skupove tocaka A i B C R" kaZemo da su linearno separabilni ako
postoji n + 1 realnih brojeva w;, w,,...,wy,, k takvih da za svaku tocka skupa A vrijedi
Yy wia; > k, a za svaku tocku skupa B vrijedi Y, w;b; < k.

U skladu s time, vrijedi sljedeci rezultat ¢iji se dokaz moZe naéi u [2].

Teorem 2.1.2 (Teorem o konvergenciji perceptrona). Neka je X skup za treniranje koji
je linearno separabilan s obzirom na pripadne klase elemenata. Tada ce perceptronova
procedura ucenja konvergirati u konacno mnogo koraka.

Dakle, gore opisanom procedurom, perceptron moZe posti¢i savrSenu klasifikaciju u
slucaju linearno separabilnih klasa. No, originalni algoritam Ce se izvrSavati vjecno kada
klase nisu linearno separabilne. Mogli bismo izmijeniti kriterij zaustavljanja tako da algori-
tam stane kada dode do odredenog broja pogresnih klasifikacija. Bez obzira na to, nemamo
veli¢inu kojom bismo usporedili dvije granice odluke, izuzev broj greSaka. Kako je krajnji
cilj ovakvih modela predikcija klase dosad nevidenih ulaza, nepostojanje takve veliCine je
velik nedostatak jer model nee imati jednaku sposobnost generalizacije za razliCite gra-
nice odluke, iako one moZda rezultiraju istim brojem greSaka na skupu za treniranje.

Slika 2.2: Dva (od beskona¢no mnogo) pravca koji razdvajaju dva skupa 2D tocaka.
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Najpoznatija kritika perceptrona je ¢injenica da ne moZze “nauciti” logicku operaciju XOR

([16D.

ADALINE

Vrlo blizak perceptronu je ADALINE (Adaptive Linear Neuron) model. Arhitektura mo-
dela je identi¢na te je jedina razlika u metodi ucenja. Osim toga, ovaj model moZe se
koristiti 1 za predvidanje neprekidne varijable, odnosno za regresijske probleme. Stoga
viSe nemamo ograni¢enja ni na vrijednosti zavisnih varijabli y iz skupa za treniranje. U
opcenitim uvjetima, izlazna vrijednost je sada jednaka y = )\, w;x;, tj. mogli bismo reci
da je aktivacijska funkcija ustvari identiteta. Pravilo aZuriranja vektora teZina ostaje isto
kao u perceptronu:
w=w+a(y —y)X.

U slucaju klasifikacije, na izlaznu vrijednost se primijenjuje funkcija signum ili neka druga
step funkcija kao posljednji korak. No, to se napravi tek nakon $to se azuriraju teZine za
dani ulazni primjer i pripadnu predvidenu izlaznu vrijednost. Dakle, Sto se klasifikacije
ti¢e, ADALINE model se razlikuje od perceptrona po tome Sto se aktivacijska funkcija pri-
mijenjuje na )., w;x; nakon aZuriranja tezina, dok se kod perceptrona primijenjuje prije.
Posljedica toga je Sto se teZine azuriraju i za one ulaze koji su to¢no klasificirani (osim ako
je bas Y w;x; = § = y). Druga posljedica je to Sto viSe ne minimiziramo direktno broj
pogresnih klasifikacija, ve¢ kvadratnu pogresku. Vise o tome u nastavku.

Poveznica s klasi¢cnim modelima strojnog ucenja

Vecina (parametarskih) metoda strojnog ucenja u sustini se sastoji od odredivanja para-
metara koji optimiraju neku funkciju koja sluzi za odredivanje koliko je metoda uspjesno
obavila zadatak za dani skup podataka. Tu funkciju nazivamo funkcijom gubitka. Ona se
najcesce formulira tako da njen optimum bude njen minimum. Kao prvi primjer promo-
trimo linearnu regresiju kao predstavnika klasicnih modela strojnog ucenja. Pretpostavka
linearne regresije je da je veza izmedu nezavisnih i zavisne varijable linearna, odnosno
predvidena vrijednost modela dana je s:

n
y= E Wi X;.
i=0

Za procjenu parametara w; uglavnom se koristi metoda najmanjih kvadrata u kojoj ulogu
funkcije gubitka ima srednja kvadratna greSka (MSE):

1 & .
MSE(W) = — E 0= 9%
J=1
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gdje je m broj elemenata u skupu za treniranje, a y; i §; su stvarna i predvidena vrijednost za
j-ti ulazni primjer. U klasi¢noj metodi gradijentnog spusta sada bi bilo potrebno izracunati
ovaj gradijent na temelju cijelog skupa za treniranje i tek tada azurirati parametre u smjeru
negativnog gradijenta. No, postoji inaCica ove metode, tzv. stohasticki gradijentni spust,
u kojem se “stvarni gradijent” (onaj na cijelom skupu za treniranje) procjenuje na temelju
nasumicnog podskupa skupa za treniranje. Jedna mogucnost je procijeniti gradijent na
temelju samo jednog ulaznog primjera. Doprinos greski jednog fiksnog primjera jednak je

n 2
Lw) = (y=9)’ = (y -2, w,-xl-] :
i=0

Parcijalne derivacije su tada jednake

AL -
=-2 (y - Z wixi] xi = =2(y = 9)xi.
i=0

dw;

Dakle, svaku komponentu vektora teZine w; aZzuriramo tako da nakon svakog primjera iz
skupa za treniranje postavimo njenu vrijednost na w; + 28(y — )x;. U vektorskom zapisu,
uz supstituciju @ = 2 imamo:

w=w+a(y — )X,

Sto je upravo pravilo aZzuriranja u ADALINE modelu! Vidimo da proces u¢enja ADALINE
modela u potpunosti odgovara onome u linearnoj regresiji kada koristimo stohasticki gra-
dijentni spust.

Bitno je uociti da u slucaju perceptrona ovim na¢inom ne mozemo doci do istog za-
kljucka, iako je pravilo azuriranja teZina identi¢no definirano. Naime, kod perceptrona
govorimo o klasifikaciji gdje stvarne i predvidene vrijednosti viSe nisu neprekidne, veé
diskretne pa ne moZemo Koristiti istu funkciju gubitka za racunanje gradijenta. Problem
stvara funkcija signum koja nije derivabilna. Promotrimo sljedecu funkciju gubitka:

L(w) = Z max{-y;(w'x;), 0},

J=1

gdje je w vektor teZina te X; vektor ulaznih signala j-tog elementa iz skupa za trenira-
nje. PokaZimo da minimizacija ove funkcije gubitka odgovara procesu ucenja perceptrona.
Uo¢imo da je maksimum unutar sume veéi od nule kada su y; i w’x; razli¢itih predznaka,
Sto odgovara slucaju pogresne klasifikacije. Zbog toga se funkcija moze zapisati u obliku:

Lw) == > yiw'),

JeEM(w)
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gdje je M(w) € {1,2,...,m} skup indeksa primjera koje smo pogresno klasificirali. Foku-
sirajui se ponovno na jedan fiksni element skupa za treniranje (kojeg smo pogresno kla-
sificirali), odnosno koristeci stohasticki gradijentni spust, vidimo da se tada vektor teZina
azurira na sljedeci nacin:

W =W+ yX.

Kako je y € {—1, 1}, u slucaju pogresne klasifikacije vektor (y — $)x je istog smjera kao i
vektor yx, uz drugaciju amplitudu. Znaci, perceptronova metoda ucenja nije niSta drugo
doli minimizacija gore definirane funkcije gubitka putem stohastickog gradijentnog spusta.

Napomena 2.1.3. Optimalne teZine u linearnoj regresiji pomocu metode najmanjih kva-
drata mogu se dobiti i analiticki. Uvedimo sada klasi¢nu notaciju u opcenitom slucaju s
m elemenata skupa za treniranje (X;,y;) gdje je X; = [Xi1, ..., Xi]" n-dimenzionalni vektor-
stupac. Pomocu tih vektora tvorimo tzv. matricu dizajna X:

—XIT— X110 o X
X = . = .. c Rmxn
_X,Z;_ Xml " Xmn
Zavisne varijable kao i teZine isto su dane u vektorskom obliku: y = [y1, ..., ym]T e R™1,
W= [wy,...,w,]" € R™. Funkcija gubitka tada je jednaka

Lw) = lly = Xwl = (y = Xw)" (y — Xw).

Deriviranjem po w te izjednacavanjem gradijenta s nulom, dobijemo da je vektor teZina
koji minimizira funkciju gubitka dan s:

W= (x"x)" xy.

Medutim, u praksi se Cesto preferira koristenje iterativnih metoda poput gradijentnog
spusta jer je racunanje inverza matrice racunski zahtjevna operacija.

Zadrzimo se na slucaju klasifikacije. Bilo bi poZeljno znati koliko je model “siguran”
u svoju donesenu odluku, tj. Zeljeli bismo znati koliku vjerojatnost model pripisuje nekom
dogadaju. Kod klasifikacije, to odgovara pitanju kolika je vjerojatnost da neki ulazni pri-
mjer pripada odredenoj klasi. Predstavnik takvih modela je logisticka regresija. U ovom
modelu pretpostavljamo da je zavisna varijabla y uz dane nezavisne prediktore x Bernoulli-
jeva slucajna varijabla. Dakle, sada je y € {0, 1}. Vjerojatnost da y dolazi iz klase oznacene
jedinicom dana je s:

p=POh=1|x;w) = c(w'x),
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gdje je o tzv. logisti¢ka funkcija definirana s:

1
l1+e*
Ovdje se parametri procijenjuju metodom maksimalne vjerodostojnosti (MLE). Kako je
pretpostavka da se radi o Bernoullijevoj distribuciji, funkcija vjerodostojnosti za dani m-
Clani skup za treniranje dana je s:

o(x) =

Lply) = 1_[ pl(1—p)'.
i=1

Maksimiziranje ove funkcije ekvivalentno je minimiziranju negativnog logaritma ove funk-
cije Sto se Cesto preferira jer je lakSe baratati sumom nego produktom te je proces raCunski
stabilniji:
NLL = =log (L (pily)) = = ) yilog pi + (1 = y) log(l = py).
i=1

Ova funkcija ima ulogu funkcije gubitka kod logisticke regresije. Parcijalne derivacije za
jedan fiksni element su dane s:

ONLL

o = X(p =),

Wi

pa bi stohasti¢kim gradijentnim spustom u svakom koraku vektor tezina azurirali na sljedeci
nacin:

wW=w+a(y — p)X.
Ako bi u perceptron modelu kao aktivacijsku funkciju koristili logisticku funkciju, tada
bi izlazna vrijednost modela bila upravo jednaka p, tj. § = p. Sada vidimo da smo opet
dosli do istog postupka kao 1 u metodi u€enja perceptrona. Prokomentiraymo sad jo§ malo
nasSu funkciju gubitka. Definiramo dvije distribucije P i Q koje sadrze stvarne i predvidene
vjerojatnosti da dani ulazni primjer pripada klasi 1,tj. P € {y,1 —y}, Q € {p,1 — p}. Tada
je

H(P) + Dy (PIQ) = —ylogy = (1 = y)log(l =y) + ylog &+ (1= log 5

= —ylogp — (1 —y)log(l - p),

a to je upravo negativna log-vjerodostojnost za jedan ulazni primjer. Ova veli¢ina se u
literaturi naziva unakrsna entropija (eng. cross-entropy) distribucije Q s obzirom na dis-
tribuciju P. Sad vidimo da minimizacijom funkcije gubitka smanjujemo KL divergenciju
Dk (P||Q), odnosno trazimo distribuciju Q kojom ¢emo se maksimalno pribliZiti stvarnoj
distribuciji P. Opcenito, kada god pretpostavimo nekakvu uvjetnu distribuciju p (y | x; w),
metoda maksimalne vjerodostojnosti nalaze da koristimo —log p (y | x; w) kao naSu funk-
ciju gubitka. Stoga je unakrsna entropija sveprisutna u dubokom ucenju.
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2.2 Neuronske mreze

U prethodnom dijelu smo se bavili modelima s jednim umjetnim neuronom, a sada se
okre¢emo neuronskim mreZama - modelima s viSe medusobno povezanih neurona najcesée
podijeljenih u slojeve. Podrazumijevamo da se neuronska mreZa sastoji od 2 ili viSe slo-
jeva, s time da se ulazni sloj ne racuna jer on sluzi samo za unos podataka u model te nema
nikakvih racunskih operacija. To implicira postojanje tzv. skrivenih slojeva (eng. hid-
den layer) koji se tako zovu jer njihovi izlazi nisu vidljivi krajnjem korisniku. U susStini,
neuronska mreZa je aproksimacija neke (Cesto vrlo kompleksne) funkcije pomocu kompo-
zicije viSe jednostavnijih funkcija. KoriStenjem viSe slojeva ili viSe neurona u slojevima
mozemo reprezentirati funkcije ve¢e kompleksnosti. Zbog veé spomenutog negativnog
pogleda na podrucje uzrokovano ogranic¢enjima ranih modela, pojava arhitekture neuron-
skih mreza kakvu znamo danas bila je znacajno prolongirana. Najvecu ulogu u preporodu
odigrao je tzv. algoritam unazadne propagacije (eng. back-propagation) za raCunanje gra-
dijenta funkcije gubitka. Iako je bilo i ranijih prijedloga za njegovu upotrebu([23]), oni su
bili ignorirani. KoriStenje algoritma pocelo se ozbiljno razmatrati tek nakon objave rada
Davida Rumelharta 1986. godine ([19]) koji implementira rezultate iz [13].

Unaprijedne neuronske mreze

Unaprijedne (eng. feedforward) neuronske mreze ili viSeslojni perceptron su fundamen-
talni modeli dubokog ucenja. Naziv su dobile zbog toka informacije unutar modela. Na-
ime, podaci s ulaza prolaze kroz skrivene slojeve prema izlazu jednosmjerno, prema na-
prijed”. Na neuronske mreZze mozemo gledati i kao na grafove gdje ¢vorove predstavljaju
neuroni, a neuroni su povezani putem bridova. Konkretno, unaprijedne neuronske mreze
su tezinski aciklicki usmjereni grafovi u kojima se tezine modela pridruzuju bridovima
grafa. U standardnoj arhitekturti, svi ¢vorovi j-tog sloja povezani su sa svim ¢vorovima
(j + 1)-vog. Neka je x € R™! ulazni vektor-stupac, te neka je k broj slojeva mreze. Neka
su py,..., px brojevi neurona u svakom od k slojeva. Tezine veza izmedu ulaznog i prvog
skrivenog sloja tada su sadrZzane u matrici W; € R™?! dok su teZine izmedu r-tog i (r + 1)-
vog skrivenog sloja dane u matrici W, € RP~*Pr+1. Ako se u izlaznom sloju nalazi o ¢vorova,
tada je finalna matrica W, dimenzije p; X o. Proces prolaska ulaznog vektora kroz model
sve do izlaznog vektora opisan je sljede¢im rekurzivnim jednadZbama:

HY = ¢,(W]x) [Iz ulaznog sloja u skriveni]
HPD = ‘/’P”(WZHH(I))) Vpel{l,2,...,k—1} [Iz skrivenog u skriveni sloj]
§ =g (WL HY) [Iz skrivenog sloja u izlazni]

Ovdje je s H” oznalen vektor vrijednosti p-tog sloja, a s ¢, aktivacijska funkcija p-tog
sloja koja se na svoj vektorski ulaz primijenjuje element po element. NajéeSce koriStene
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aktivacijske funkcije su:
e linearna (identiteta): ¢(x) = x

e logistitka: ¢(x) = ——

1+e*

-1
> +1

e tangens-hiperbolna: ¢(x) =

o rektifikacijska (ReLU): ¢(x) = max{O0, x}.

Linearna Logisticka Tangens-hiperbolna RelLU

10 100 5
# 075
08 4
050
2
06 025 3
o z Z 000 El
04 025 ?
-2
~0.50
02 1
s -0.75
00 -1.00 0
x x x

Slika 2.3: Prikaz najpopularnijih aktivacijskih funkcija

fix)
fix)

Postoji mnogo varijanti ReLU funkcije. Jedna od njih je tzv. propusna (eng. leaky) ReLU
gdje se negativne vrijednosti ne postavljaju na nulu, ve¢ se pomnoZe nekom malom kons-

tantom:
001x zax<O,
P(x) = -
X inace.

Ovo je poboljSanje u odnosu na obi¢nu ReLLU funkciju jer sada ni gradijent funkcije vise
nije nula pa ¢e tijekom racunanja gradijenta funkcije gubitka manje neurona biti “trajno
neaktivno”.

Napomena 2.2.1. Vrlo je bitno imati nelinearnu aktivacijsku funkciju u barem jednom
sloju. Naime, kada ga nebi bilo, onda bi cijeli model bio linearan jer je kompozicija
linearnih funkcija linearna pa bi njegova ekspresivnost bila vrlo ogranicena.

U slucaju klasifikacije s K razli¢itih klasa, izlazni sloj se sastoji od K ¢vorova, dok je
aktivacijska funkcija tzv. softmax funkcija. Izlaz funkcije predstavlja procjenu vjerojat-
nosti da ulazni primjer pripada odredenoj klasi. Poznato je da je ta vjerojatnost nekali-

brirana, tj. ne odgovara stvarnoj vjerojatnosti. Koriste¢i oznake od prije, Vi € {1,..., K}
imamo:
e’
#2)i = ——,

2jm €%
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gdje jez = W] H®. Predvidena klasa je tada:

.....

Ako je zy > z; zasve j # k, tada je ¢(z), ~ 1, a ¢(z); ~ 0 (vidi [3], str. 196-198). Za vise
detalja o problemu kalibracije vjerojatnosti, vidi [10]. Primijetimo kako je Y.X, ¢(z);, = 1.
Dakle, primjenom softmax funkcije pretvorili smo ulazni vektor u vjerojatnosnu distribu-
ciju.

Skriveni sloj

S

Slika 2.4: Arhitektura unaprijedne neuronske mreze s jednim skrivenim 1 jednim izlaznim
slojem.

Danas se preporuca koristiti ReLU funkciju. Iako nije derivabilna u nuli, u praksi se po-
kazalo da to nije veliki problem te se bez veCih utjecaja na performanse derivacija moze
nadopuniti u toj jednoj tocki. Funkcija gubitka modela bira se ovisno o pozadinskom pro-
blemu, a najceSc¢e su to ve¢ spomenute srednja kvadratna pogreSka i unakrsna entropija.
Na kraju se funkcija gubitka minimizira nekom ina¢icom gradijentnog spusta. Ovime smo
opisali kompletnu arhitekturu unaprijednih neuronskih mreza. Medutim, fali nam jos jedna
stvar: kako ¢emo zapravo izraCunati gradijent funkcije gubitka? Iako teoretski mogude, na-
ivno racunanje gradijenta kompozicija funkcija s kakvima se susreCemo u dubokom ucenju
nije prakti¢no.

Unazadna propagacija

Kod umjetnog neurona, funkcija gubitka se moze direktno izraCunati kao funkcija tezZina
te je tada raCunanje gradijenta relativno jednostavno. U neuronskim mreZama to nije tako
jer je izlazna vrijednost, a time posljedi¢no i funkcija gubitka, komplicirana kompozicija
funkcija. Algoritam unazadne propagacije ([19]) koristi lancano pravilo diferencijalnog
racuna. Sastoji se od sljedece dvije faze:
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1. Unaprijedna faza: u ovoj fazi ulazni signal iz skupa za treniranje prolazi kroz ne-
uronsku mreZu i racuna se izlazna vrijednost koriste¢i trenutne vrijednosti teZina
(koje se na pocetku inicijaliziraju na nasumicne vrijednosti). U ovom trenutku moze
se izraCunati derivacija funkcije gubitka s obzirom na izlaz.

2. Unazadna faza: sada raCunamo gradijente s obzirom na teZine modela koje éemo
kasnije koristiti u procesu treniranja. Gradijenti se raCunaju unazad, od izlaznog
sloja prema ranijim slojevima, pa je po tome i algoritam dobio ime. Neka je sada
hi, hy, ..., h niz ¢vorova u skrivenim slojevima poslije kojih dolazi izlaz modela o.
Nadalje, neka je tezina veze izmedu ¢vorova h, 1 h,,; oznacena s wg, p,.,), 0 < r <k,
gdje hy predstavlja ulazni signal. Ako pretpostavimo da postoji samo jedan put od
¢vora h; do izlaza o u mrezi, tada se gradijent funkcije gubitka L u odnosu na bilo
koju teZinu moze dobiti pomodu lanc¢anog pravila:

oL oL
a('U(hrfl shr) 60

Yrefl,... k).

do =3 ahiﬂ} oh,

. a_hk i=r ahl a('U(hr—l shr)

Generalizirani izraz koji uzima u obzir sve puteve od 4, do izlaza o tada je:
k=1

80 ahl+1 r
l_l (?hl }GW(}, (21)

b
[h,.,hm,...hk,o]e?) i= 1shr)

oL OL

oW,y 00

A(hr,o):gTLr

gdje je P skup svih puteva od h, do 0. Rekurzija za A (h,,0) moZe se zapisati i na
sljedeci nacin:

oL oL h oh
A hr’ = = —_— =
G0 =31, = 24 Gwan, 2 oh,

hy = hy =

(2.2)

gdje je h svaki ¢vor na koji se &, neposredno spaja. Vrijednost za ¢vor u izlaznom
sloju se postavlja na A (0,0) = g—i. Kako je svaki & u sloju koji dolazi nakon sloja
u kojem je h,, Vrijednosti A (h,0) su nam ve¢ dostupne iz prijasnjih koraka. Evalu-
irajmo sada izraz 5. Neka je teZina veze izmedu h, i h dana s wg,.»), te neka je a;
linearna komblnacua ulaza ¢vora & iz sloja neposredno prije. Tada je h = ¢ (a;), gdje
je ¢ aktivacijska funkcija ¢vora h. Tada ponovno primjenom lan¢anog pravila slijedi:

Oh _ Oh day _ dg(ay)
oh, da, 0Oh,  Oay

“ W, = @' (an) - W, - (2.3)

Dakle, gradijenti se akumuliraju unatrag, s desna na lijevo. Pri tome se svaki ¢vor

procesira samo jednom u svakom prolazu. Preostaje izraCunati izraz %, no
hyp_1.hr
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koristeci istu logiku kao u prethodnom racunu slijedi da je:
oh,
WG,y
Finalno, uvrstavajuci (2.2),(2.3) 1 (2.4) u (2.1) dobivamo:
oL , ,
=hey @@ Y, an- @) Aho)Vrel,.. k. (25

0w, 1) hhy = h

= h,_1 - ¢'(ap,). (2.4)

Primijetimo kako pomoc¢u formule (2.5) ne moZemo izraCunati parcijalne derivacije
u odnosu na teZine iz zadnjeg skrivenog sloja u izlazni sloj w, »). No, uz o = ¢(a,) =
d(hwy, ), po lanCanom pravilu opet slijedi da je:

oL oL 0o oL do  Oa, oL
P =5 = :_'¢(a0)'hk-
Wy ,0) 0o 6w(hk,o) 0o 8610 Gw(hk,o) 0o

Valja napomenuti da se pojam unazadne propagacije odnosi isklju¢ivo na raCunanje
gradijenta, dok se funkcija gubitka naknadno minimizira gradijentnim metodama.

Primjer 2.2.2. [lustrirajmo sada algoritam unazadne propagacije na vrlo jednostavnoj
neuronskoj mreZi:

Dakle, u ovom primjeru je k = 3. Zbog jednostavnijeg zapisa i racuna, neka su sve
aktivacijske funkcije jednake logistickoj, tj. ¢(x) = ——. Tada vrijedi ¢'(x) = (lfe;_xx)z =

I+e*"
: +1e,x ( -1 +le ,X) = ¢(x) (1 — ¢(x)). Nadalje, neka je funkcija gubitka dana s L = (y — 0)?,
gdje je y pripadna zavisna varijabla za dani ulazni signal x. Slijedi da je g—ﬁ = A(o,0) =
—2(y—o0). Uvedimo oznake hy = o, hy := x. Nadalje, oznacimo s a,, ulaz neurona h,,. Tada
je za sve neurone u mreZi h,, = ¢(a,,). Kao sto smo vec rekli, prvo racunamo parcijalne

derivacije s obzirom na teZine najbliZe izlazu:

oL oL o 0o
= 2T - oy - o) (anhs

= =2(y — 0)p(as) (1 — ¢(as)) hs
= =2(y —0)o(1 — 0)h;3.

6(1)(;13,0) (90 (9614 aw(ha,(,)
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Rijesili smo slucaj r = k + 1 = 4. Od sada nadalje moZemo koristiti formulu (2.5).

O—L — A(%,o)ﬂ

aw(h(z,l),hﬁ a(“L)(h<2,|>,h3)
= [Wns.0) - 9 (a0) - A0,0)] - [y - ¢ (a3)]
= =2(y—0) - ha,) - ¢az) (1 = #(a3)) - Wny.0) * $(a,) (1 — Pla,))
= =2y —0) - ha1) - h3(1 = h3) - Wy, - 0(1 = 0).

O—L — A(%,o)ﬂ

aw(h(z,z),hﬁ a(“L)(h<2,2>,h3)
= [Wns0) - 9 (a0) - A0,0)] - [h22) - ¢ (a3)]
= =2(y—0) - hay) - ¢(az) (1 — #(a3)) - Wy.0) * Pla,) (1 — Pla,))
= =2(y = 0) - hooy - h3(1 = h3) - Wy, - 0(1 = 0).

Uocimo kako u svakom sljedecem koraku koristimo vrijednosti iz prethodnog:

oL Ohor.
= A(h(z,l), 0)#
(9&)(;,1 Jhey)

= hy - ¢'(an1) - Oy ¢ (any) - Alhz, 0)
= hy - ho (1 = he) - Oy - B3(1 = h3) - W, 0 - ¢'(a,) - Ao, 0)

aw(hl hon)

= =2y = 0)hy - hon(1 = he,1) - W) - 131 = 13) - Wy 0) - 0(1 = 0).

oL _ (9]1(2’2)

dw,, he)

= hi - ¢'(a02) - Oy - ¢ (@3) - Alhz, 0)
= hy - hoo(1 = @)« Wi - 13(1 = h3) - Wy 0 - ¢'(a,) - Ao, 0)

h2.2))

= =2(y —0)h1 - hon(1 — hp2)) - Was hy - B3(1 = h3) - Wy 0) - 0(1 — 0).

Finalno:
oL oh
= A(h1, 0)—
aw(ho,hl ) a(“)(ho )

= [¢’(a(2,1)) Wy Ay, 0) + ¢(A@2) - Wy e - Alhe2),s 0)] ho - ¢'(a1)
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= =2x(y — 0)hi (1 = hp)wa, i1 = b)) 031 = h3)wes00(1 — 0)
= 2x(y — 0)hi(1 = h) W, a2 (1 = he2) W0 M3 (1 = h3)W s 0 0(1 = 0).

Sada imamo sve parcijalne derivacije te bi mogli aZurirati teZine pomicanjem u smjeru

negativnog gradijenta.
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Konvolucijske neuronske mreze

Specijalni slu¢aj unaprijednih neuronskih mreza su tzv. konvolucijske (eng. convolutional)
neuronske mreze Cija je namjena rad s ulazima reSetkaste strukture, npr. 2D slike. Ve¢ smo
rekli kako su neuronske mreze opcenito inspirirane biologijom. Ovdje je to isto slucaj 1
to u joS vecoj mjeri. Naime, vrSenjem eksperimenata na vidnom korteksu macaka ([11])
ustanovilo se da su Celije u odredenim dijelovima korteksa osjetljive samo na odredene di-
jelove vidnog polja. Nadalje, razliCiti oblici i orijentacije objekata aktiviraju razlicite Celije
koje su pak spojene u slojevite strukture. To otkric¢e dalo je naslutiti da se kod sisavaca
vidno polje rekonstruira pomocu viSe razina apstrakcije. Ovi modeli daju najbolje rezul-
tate u problemima koji se ticu slikovnih podataka te pokazuju koliko je bitno prilagoditi
arhitekturu modela pozadinskom problemu.

Glavna odlika konvolucijskih neuronskih mreZa je prisutnost konvolucijskih slojeva koji
su dobili naziv po matemati¢koj operaciji konvolucije, 1ako je operacija koja se koristi
zapravo tzv. unakrsna korelacija - slicna, ali ne identi¢na operacija. Konvolucijski sloj
uglavnom dolazi neposredno nakon ulaznog. Ulazni primjer sada viSe nije dan u obliku
vektora, ve¢ on ima visinu, Sirinu i dubinu, gdje je dubina broj kanala. Na primjer, u
sluc¢aju RGB slike, dubina je 3. Dakle, opCenito, to je 3D matrica. Na taj nacin cuvamo
prostornu informaciju slike. Parametri konvolucijskog sloja takoder su spremljeni u 3D
strukturu, tzv. filter ili jezgru (eng. kernel). Visina i Sirina filtra su najceSce jednaki te
puno manji od visine i Sirine ulaznog primjera, dok dubina filtera mora odgovarati dubini
ulaza. Broj razlicitih filtera u sloju odreduje dubinu izlaza sloja. Za fiksni indeks dubine,
pripadnu 2D matricu zovemo mapom znacajki (eng. feature map). Neka je sada ulaz g-
tog sloja dimenzije L, X B, X d, (visina X §irina X dubina), a filtri iz g-tog u (g + 1)-vi sloj
dimenzije Fy, X F, X d,. Neka su parametri p-tog filtra u g-tom sloju dani u 3D matrici
WP = [a)g.’,;q)] te mape znacajki u g-tom sloju u 3D matrici H'? = [hf;],z] Tada je rezultat
operacije konvolucije u g-tom sloju 3D matrica dimenzije (L,— F,+1)X(B,—F,+1)Xd,.1,
gdje je d,,1 broj razliCitih filtera u g-tom sloju. Vrijednosti elemenata dane su s:

(gt _ vFq vFq xdd | (.97 (@)
hijp = 2,01 Dt Zpet Wyt hi+r—1,j+s—1,k

Vie{l....L,—F,+1},
Vie{l...B,—F,+1},
Vp (S {1 . ..dq+1}.

Sada vidimo zaSto se ova operacija joS naziva 1 klizeci skalarni produkt. Naime, vrijednosti
se dobiju tako da se svaki filter postavlja unutar mape znacajki i raCuna se skalarni produkt
vrijednosti. Filter se tada pomice tako da se produ sve pozicije u kojima je filter u pot-
punosti sadrZzan u mapama znacajki. Primijetimo kako se ovakvim postupkom dimenzija
ulaznog primjera potencijalno moZe znacajno smanjiti prolaskom kroz model (pa time i

viSe konvolucijskih slojeva). Ovdje ¢emo samo spomenuti da postoje tehnike kojima se to
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A 27

FILTER

> 1ZLAZ
ULAZ 3 3

DUBINA ULAZA | FILTERA DUBINA IZLAZA JEDNAKA JE
MORA SE POKLAPATI BROJU KORISTENIH FILTERA

Slika 2.5: Konvolucija izmedu ulaza dimenzija 32 X 32 X 3 i pet razliCitih filtera dimenzija
5x 5% 3. Izlaz za svaki filter je prostorne dimenzije 28 X 28, dok je dubina izlaza odredena
brojem razliCitih filtera, u ovom slu€aju 5 (preuzeto iz [1], str. 320).

6|3 |aa|s5]|0]3
18[20 | 21 (14 |16
al7|a|o0]afo]a
25| 7 (16| 3|26
7]10[2]3])4]5)?2 ] ——=
14|14 | 21| 16|13
3|7|s5|o3|0]|7
15/15(21|2 |15
s|8|1|2(5|4|2
16[16| 7 16|23
glof1]of6|0]|0
6lal1]slolals 1ZLAZ
ULAZ
101
FILTER| 1 | 0 [ O
ofo|2
N
26
L
16 16

Slika 2.6: Primjer konvolucije izmedu ulaza dimenzije 7x 7 X 1 i filtera dimenzije 3 x3 X 1.
Zbog mogucnosti prikaza u 2D, odabrana je dubina 1, iako primjena jednog filtera rezultira
jednom mapom znacajki, dakle 2D objektom. Za dubine vece od 1, vrijednosti u svakoj
mapi znacajki bi se samo zbrojile (preuzeto iz [1], str. 321).

moZe izbjeéi proSirenjem ulaza “praznim” pikselima (eng. padding). Kao zadnji korak,
na izlaz se primjenjuje neka aktivacijska funkcija (naj¢es¢e ReLU) element po element.
Moguce je ru¢no namjestiti filtre tako da oni detektiraju neke pojave na slici (npr. obrube

objekata), ali ideja je da model sam nauci filtre koji ¢e najbolje uhvatiti relevantne znacajke
slika.



POGLAVLIJE 2. DUBOKO UCENJE 45

Jo§ jedna vrsta sloja koja se pojavljuje u ovim modelima su tzv. slojevi saZimanja (eng.
pooling layer). Operacija saZimanja u g-tom sloju prolazi po svakoj mapi znacajki ulaza
i za svaki kvadrat dimenzije P, X P, vra¢a maksimum vrijednosti iz tog kvadrata (eng.
max-pooling). Izlaz je objekt dimenzije (L, — P, + 1) X (B, — P, + 1) X d,. Za razliku od
konvolucije, sazimanje se vrsi na svakoj mapi znacajki zasebno te su dubine ulaza 1 izlaza
iste. Umjesto da prolazimo po svim kvadratnim podru¢jima dimenzije P, X P,, moZemo
definirati korak S, tako da se kvadrat pomiCe za S, mjesta u horizontalnom i vertikalnom
smjeru. StoviSe, najéedéi pristup u praksi je uzeti S ¢ = P, kako nebi imali presjek izmedu
regija koje se sazimaju. Tada je visina izlaznog objekta jednaka (L, — P,)/S, + 1, a Sirina
(B, — Py)/S, + 1. Postoji i inaCica saZimanja koja vraCa prosjecnu vrijednost u svakom
kvadratu (eng. average-pooling). SaZimanjem postiZemo neku dozu invarijantnosti na
translacije jer translacijom ulaznih vrijednosti izlaz operacije saZimanja nece se znacajno
promijeniti.

120208 30 | O

34|70 | 37 | 4 1124 37

112 (100 25 | 12

Slika 2.7: Primjer saZimanja mape znacajki dimenzije 4 X 4 pomocu kvadrata dimenzije
2 x 2 s korakom §, = 2.

Nedavno se pocelo sumnjati u potrebu za slojevima sazimanja te se pokazalo ([21]) da se
njihovim izostavljanjem mogu postiéi jednako dobri rezultati.

Nakon svih konvolucijskih i slojeva sazimanja u mreZi, izlaz se ’spljosti” u vektor koji
sluzi kao ulaz za klasi¢ni skriveni sloj s neuronima kakve nalazimo u obi¢nim unaprijednim
mrezama. Izlazni sloj se konstruira shodno prirodi problema, s nekom od aktivacijskih
funkcija koje smo ve¢ prije spomenuli.



Poglavlje 3

Eksperimentalni rezultati

U ovom poglavlju implementiramo modele dubokog ucenja 1 testiramo njihovu to¢nost na
nekoliko poznatih skupova podataka za klasifikaciju slika. Uz to, za usporedbu su dani
1 rezultati klasi¢nih modela strojnog ucenja na istim skupovima podataka. Konkretno,
implementiramo jednu regularnu unaprijednu te jednu konvolucijsku neuronsku mrezu.
Od klasi¢nih modela koristimo multinomijalnu logisti¢ku regresiju te stablo odluke. U
svrhu implementiranja koristimo programski jezik Python te softverske biblioteke Tensor-
flow/Keras i scikit-learn. Sto se ti¢e arhitekture mreZa, kao aktivacijska funkcija u svim
skrivenim slojevima koristi se ReLU funkcija. Regularna mreZa sastoji se od 2 skrivena
sloja s 64 neurona u svakom. Konvolucijska mreZa sastoji se od 3 konvolucijska sloja s
32, 64 i 64 razlicitih filtera dimenzije 3 X 3, redom. Izmedu prvog i drugog te drugog i
treCeg konvolucijskog sloja nalazi se jedan sloj za saZimanje u kojem se koristi kvadrat
dimenzije 2 X 2, te je korak postavljen na 2. Nakon toga dolazi standardni skriveni sloj s
64 neurona. Izlazni sloj obiju mreZa sastoji se od 10 neurona i koriStena je softmax ak-
tivacijska funkcija. Pred-procesiranje podataka je svedeno na minimum te se sastoji od
normalizacije vrijednosti piksela na vrijednosti u intervalu [0, 1] dijeljenjem s 255. Kao
malu pomo¢, odlucili smo klasiénim modelima osim samih vrijednosti piksela slika do-
dati 1 znacajke koje predstavljaju horizontalne i vertikalne rubove slike. One su dobivene
prolaskom ru¢no odredenih filtera po vrijednostima piksela slike, dakle konvolucijom.

-1 0 | +1 +1 | +1 | +1

-1 0 | +1 0 0 0

-1 0 | +1 -1 ] -1 | -1

Slika 3.1: Prikaz tzv. Prewitt filtera za detekciju vertikalnih 1 horizontalnih rubova.

46
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Osim toga, dodat ¢emo 1 znacajku dobivenu tzv. HOG (eng Histogram of Oriented Gra-

dients) metodom. Tu ¢emo osim samih promjena u vrijednostima susjednih piksela (sli¢no
kao kod Prewitt filtera) dobiti i “orijentaciju” te promjene pa koriStenjem ove znacajke
ocekujemo bolje rezultate. Detaljno objaSnjenje metode moze se naci u originalnom radu
([7D.
Funkcija gubitka neuronskih mreZa je unakrsna entropija i to je zapravo direktna poveznica
s teorijom informacija. MreZe su trenirane stohastickim gradijentnim spustom opisanim u
prethodnom poglavlju, a stopa ucenja je postavljena na @ = 0.01. Jedina razlika je §to ne
azuriramo teZine nakon svakog ulaznog primjera, ve¢ to radimo nakon grupe (tzv. batch)
od 64 ulaza. Nadalje, koristi se inaica s momentumom koja uzima u obzir i smjer pro-
mjene iz prethodnog koraka s ciljem brZze konvergencije.

Sto se ti¢e modela stabla odluke, nismo ograni¢avali maksimalnu dubinu stabla. Tada
se ¢vorovi granaju sve dok svaki ¢vor ne sadrzi primjere koji pripadaju jednoj klasi ili
sve dok se u svakom ¢voru nalazi vise od k primjera. Kao i za sve ostale parametre, za
parametar k koristit ¢emo standardnu vrijednost, a to je 2. Dakle, dubina stabla je odredena
podacima na kojima se model trenira.

3.1 MNIST skup podataka

Cesto zvan “Hello World!”-om dubokog u&enja, MNIST (Modified National Institute of
Standards and Technology) skup podataka sastoji se od crno-bijelih (grayscale) slika de-
cimalnih znamenki koje Zelimo klasificirati. Slike su dimenzije 28 X 28 piksela. Kako
je svaki piksel odreden samo jednom vrijednosti, ulaz ima dubinu 1. Skup za treniranje
sastoji se od 60000 slika. Klase su gotovo balansirane, tj. ima otprilike 6000 slika svake
znamenke. Ista situacija je 1 kod testnog skupa gdje se nalazi 10000 slika, s otprilike 1000
slika svake znamenke. Kao Sto je ve¢ reCeno, mjerimo tocnost modela, tj. postotak testnih
primjera koje model to¢no klasificira. Nakon 20 epoha treniranja neuronskih mreza, dobi-
veni su sljedeci rezultati:

Stablo odluke (dubina 50) 87.54%
Stablo odluke+Prewitt (dubina 57) 88.37%
Stablo odluke+HOG (dubina 49) 88.22%
Multinomijalna logisti¢ka regresija 92.55%

Multinomijalna logisticka regresija (+Prewitt) | 92.64%
Multinomijalna logisticka regresija (+HOG) | 97.83%
Unaprijedna neuronska mreza 97.61%
Konvolucijska neuronska mreza 99.12%
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train-5923, test:980  train:6742, test:1135 train:5958, test:1032 train:6131, test-1010  train-5842, test:982

train:5421, test:892  train:5918, test-958  train:6265, test:1028  train:5851, test:974  train: 5944, test:1009

316171819

Slika 3.2: Primjer jedne slike iz svake klase MNIST skupa podataka. Iznad svake slike dan
je broj slika pripadne znamenke u skupovima za treniranje i testiranje.

Vidimo da je dodavanje znacajki u model stabla odluke rezultiralo sitnim poboljSanjima.
Kod multinomijalne logisticke regresije vidimo znacajan porast toc¢nosti nakon dodavanja
HOG znacajke te je ona Cak 1 veca od toCnosti unaprijedne neuronske mreZe. lako su ovo
dobri rezultati, napomenimo da koristimo relativno jednostavne mreZe te je poznato da
ovdje modeli mogu postiéi tocnost od oko 99.9% (vidi [4]).

3.2 CIFAR-10 skup podataka

Sli¢no kao i MNIST, CIFAR-10 (Canadian Institute For Advanced Research) je jedan od
najpoznatijih skupova podataka u dubokom ucenju. Ovdje su podaci nesto kompleksniji Sto
problem cCini tezim u odnosu na klasifikaciju znamenaka. Tako su ovdje slike podijeljene
u sljedecih 10 klasa: zrakoplovi, automobili, ptice, macke, jeleni, psi, Zabe, konji, brodovi
1 kamioni. Slike su sada dimenzije 32 X 32 piksela te su u boji pa je sada dubina ulaza 3.
Skup za treniranje sastoji se od 50000 slika, a skup za testiranje od 10000. Klase su ovog
puta u potpunosti balansirane.
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train:5000, test:1000  train:5000, test:1000 train: 5000 test:1000  train:5000, test:1000  train:5000, test:1000

iu

Slika 3.3: Primjer jedne slike iz svake klase CIFAR-10 skupa podataka. Vidimo da su i
skup za treniranje i skup za testiranje savrseno balansirani.

Koristenjem potpuno identicnih modela kao i prije i opet nakon 20 epoha treniranja
neuronskih mreza, dobiveni su sljedeéi rezultati:

Stablo odluke (dubina 44) 26.63%
Stablo odluke+Prewitt (dubina 52) 25.80%
Stablo odluke+HOG (dubina 45) 31.01%
Multinomijalna logisti¢ka regresija 38.16%

Multinomijalna logisticka regresija (+Prewitt) | 46.74%
Multinomijalna logisti¢ka regresija (+HOG) | 57.01%
Unaprijedna neuronska mreza 46.57%
Konvolucijska neuronska mreza 68.21%

Opcenito, dobiveni rezultati su puno 1osiji Sto je i bilo za oCekivati jer je zadatak sada puno
teZi. Sto se ti¢e dodavanja dodatnih zna&ajki, vidimo da je kod stabla odluke dodavanjem
Prewitt znaCajke toCnost Cak sitno pala, dok je dodavanjem HOG znacajke znacajno po-
rasla. Na ovom skupu podataka tocnost modela stabala odluke moZe se povecati pove¢anjem
parametra k. Tako za k = 200 dobijemo sljedece rezultate:

Stablo odluke (dubina 43) 30.54%
Stablo odluke+Prewitt (dubina 51) | 30.37%
Stablo odluke+HOG (dubina 45) | 34.56%

Kod multinomijalne logisti¢ke regresije, obje dodatne znacajke znacajno su podigle tocnost.
Stovise, ona je ve€a od tocnosti unaprijedne neuronske mreze u oba slucaja. Jer je mreza re-
lativno plitka, ona sama nije mogla nauciti reprezentacije slike koje daju bolje znacajke od
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znacajki koje smo mi ru¢no dodali modelu multinomijalne logisticke regresije. Ocekivano,
konvolucijska mreza ima najbolji rezultat. Nadalje, duljim treniranjem ovih modela ne bi
mogli posti¢i mnogo bolji rezultat jer se validacijska greSka svake epohe nije smanjivala
ve¢ od desete epohe nadalje, dok se trening greSka naravno konstantno smanjuje. Dakle,
daljnje treniranje dovelo bi do pretreniranja. No, kako smo ve¢ spomenuli, koristimo rela-
tivno jednostavne mreZe. Cisto u ilustrativne svrhe, istrenirat éemo jo$ jedan dublji model
koji koristi viSe slojeva. Dodatno, sada koristimo i padding, tj. proSirenje slike praznim
pikselima kako bi prostorne dimenzije ulaza i izlaza konvolucijskog sloja ostale iste. Kao
mjera sprjeCavanja pretreniranja uvode se dropout slojevi koji postavljaju vrijednost sva-
kog neurona iz prethodnog sloja na nulu s odredenom vjerojatnosti.

cnn_model = models.Sequential([

layers.Conv2D(32, (3, 3), activation='relu',padding='same', input_shape=(32, 32, 3)),
& 2D(32, (3, 3), activation='relu', padding='same'),
ooling2D((2, 2)),
t(0.25),
layers.Conv2D(64, (3, 3), activation='relu’, padding='same'),
layers.Conv2D(64, (3, 3), activation='relu', padding="'same'),
layers.MaxPooling2D((2, 2)),
layers.Dropout(0.25),
layers.Conv2D(128, (3, 3), activation='relu', padding='same'),
layers. Conv2D( 3), activation='relu’, padding='same’),
layers.MaxPooling2D((2, 2)),
layers.Dropout(0.25),
layers.Flat ™
layers.Dense(64, activation='relu'),
layers.Dense(10, activation='softmax')

Slika 3.4: Kod kojim smo definirali dublji model konvolucijske neuronske mreze.

Nakon 50 epoha treniranja, ova mreZa postigla je to¢nost od 80.6%. Koristeci jos vise slo-
jeva, to¢nost bi vjerojatno mogli dodatno podiéi. No, s dodavanjem novih slojeva potrebno
je sve viSe 1 viSe vremena za treniranje pa smo donekle ogranic¢eni raunskom moci har-
dvera. Inace, najbolji rezultati modela na ovom skupu podataka krecu se oko 99.5% (vidi

[8D.
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Sazetak

U ovom radu dajemo pregled osnovnih pojmova i koncepata teorije informacija i dubo-
kog ucenja. Rad zapocinjemo definiranjem najvaznijih mjera teorije informacija u diskret-
nom slucaju. Nakon toga, obradujemo dva najvaznija teorema Citavog podrucja: teorem
o kodiranju izvora i teorem o kodiranju kanala. Nakon toga uvodimo mjere u neprekid-
nom slucaju i pokazujemo poveznicu s diskretnim slu¢ajem. U drugom dijelu rada ba-
vimo se dubokim u¢enjem. Dajemo kratki povijesni pregled pocevsi od prvih neuronskih
modela. [lustriramo ekvivalentnost nekih klasi¢nih modela strojnog uc¢enja s modelima s
jednim neuronom. Posebnu paZnju posvecujemo unaprijednim i konvolucijskim neuron-
skim mrezama te prolazimo kroz algoritam unazadne propagacije. Za kraj, usporedujemo
to¢nost razlic¢itih modela na problemima klasifikacije slika. Tu naglaSavamo da kao funk-
ciju gubitka neuronskih modela koristimo unakrsnu entropiju, veliinu iz teorije informa-
cija.



Summary

In this paper, we provide an overview of the basic concepts and principles of information
theory and deep learning. We begin by defining the most important measures of informa-
tion theory in the discrete case. After that, we discuss two of the most important theorems
in the entire field: the source coding theorem and the channel coding theorem. We then in-
troduce measures in the continuous case and demonstrate the connection with the discrete
case. In the second part of the paper, we focus on deep learning. We provide a brief his-
torical overview starting from the earliest neural models. We illustrate the equivalence of
some classical machine learning models with single-neuron models. We pay special atten-
tion to feedforward and convolutional neural networks and go through the backpropagation
algorithm. Finally, we compare the accuracy of different models on image classification
problems. Here we emphasize that the loss function used by the neural models is cross-
entropy, a quantity from information theory.
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