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SAZETAK

Cilj ove disertacije je provesti asimptoticku analizu toka mikropolarnog fluida u fizikalno
relevantnim tankim domenama (zakrivljeni kanali, cijevi, sustavi cijevi) i rezimima (nes-
tacionarni tok, neizotermni tok, tok s nestandardnim rubnim uvjetima). Najprije pred-
lazemo asimptoticku aproksimaciju za neizoterman tok mikropolarnog fluida u tankom
zakrivljenom kanalu koju rigorozno opravdavamo dokazujuéi ocjenu greske. Zatim doka-
zujemo egzistenciju i jedinstvenost rjesenja inicijalno-rubne zadace za nestacionarni tok
u tankoj cijevi s ne-nul rubnim uvjetom za mikrorotaciju. Temeljem dobivenih rezultata
te koriste¢i homogenizaciju i analizu rubnog sloja, izvodimo asimptoticki model viseg
reda tocnosti koji opisuje efektivno ponaSanje fluida u cijevi, te izvodimo ocjenu greske.
Kona¢no, opisujemo problem nestacionarnog toka mikropolarnog fluida u sustavu tankih
cijevi. Homogenizacijom te analizom rubnog i unutarnjeg sloja izvodimo asimptoticki mo-
del proizvoljnog reda to¢nosti, te dobivenu aproksimaciju rigorozno opravdavamo ocjenom

greske.
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SUMMARY

The goal of this dissertation is to perform the asymptotic analysis of the micropolar fluid
flow in physically relevant thin domains (curvilinear channels, pipes, pipe systems) and
regimes (unsteady flow, non-isothermal flow, flow with non-standard boundary conditi-
ons). First, we propose an asymptotic approximation for the non-isothermal flow of a
micropolar fluid in a thin curvilinear channel, which we rigorously justify by proving
the error estimates. Then we prove the existence and uniqueness of the solution of the
initial-boundary problem for the unsteady flow in a thin pipe with a non-zero boundary
condition for microrotation. Based on the obtained results and using homogenization and
boundary layer analysis, we derive an asymptotic model of a higher order of accuracy that
describes the effective behavior of the fluid in the pipe, and prove the error estimates.
Finally, we describe the problem of the unsteady flow of a micropolar fluid in a system
of thin pipes. Using homogenization and analysis of the boundary and interior layer,
we derive an asymptotic model of arbitrary order of accuracy, and rigorously justify the

obtained approximation by proving the error estimates.
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UVOD

U klasi¢noj mehanici kontinuuma pretpostavka je da materijal neprekidno i potpuno is-
punjava prostor koji zauzima tijelo. Deformacije i gibanja se izucavaju na makroskopskoj
razini Sto znac¢i da ne promatramo ponasSanje pojedinih cestica. Takav pristup proucava
prosjec¢ne vrijednosti fizikalnih veli¢ina od interesa, te omogucava precizno predvidanje
gibanja mnogih realnih tijela. S druge strane, u inZenjerskoj literaturi ([41,47,57,66]) se
pokazalo da se fluidi s kompleksnom mikrostrukturom ne mogu dobro opisati klasicnom
teorijom, pogotovo u tankim strukturama. Posljednje se poklapa s intuitivnim ocekiva-
njem da ¢e utjecaj mikrostrukture biti znacajan kada je karakteristicna dimenzija domene

mala.

Sredinom Sezdesetih godina 20. stoljeca Eringen u [30] uvodi novu klasu fluida - mikroflu-
ide, koji pokazuju uc¢inke lokalne strukture te mikrogibanja i mikrodeformacija elemenata.
Mikrofluidi su izotropni viskozni fluidi koji su u najjednostavnijem sluc¢aju odredeni s 22
koeficijenta viskoznosti, te su ¢ak i linearizirane jednadzbe prekomplicirane za primjenu

na probleme od interesa.

Iz tog razloga, godine 1966. u [31] Eringen predlaze potklasu mikrofluida zvanu mikropo-
larni fluidi. Pretpostavimo li da su ¢estice rigidne te ignorirajuéi deformacije, odgovarajuci
matematicki model izrazava zakone sacuvanja impulsa, mase i angularnog momenta. Za
razliku od klasi¢ne teorije, materijalne tocke mikropolarnih fluida imaju orijentaciju; time
umjesto uobicajena tri stupnja slobode imamo Sest stupnjeva slobode, tri translacijska i
tri rotacijska. Jos jedna razlika u usporedbi s klasi¢nim modelom jest to da tenzor napre-

zanja nije simetrican, te se dodatno pojavljuje naprezanje sprega.

Fizikalno, mikropolarni fluid je predstavljen velikim brojem malenih sferi¢nih ¢estica uni-
formno rasprsenih u viskoznom mediju, te se te Cestice mogu rotirati. Uvedena je nova

nepoznata funkcija koju zovemo mikrorotacija (tj. polje kutne brzine rotacije cestica), za-
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jedno sa standardnim poljima brzine i tlaka. U skladu s time, Navier-Stokesove jednadzbe
bivaju uparene s novom vektorskom jednadzbom koja dolazi od zakona ocuvanja kutne
koli¢ine gibanja te se pojavljuju ¢etiri nove mikrorotacijske viskoznosti. Na ovaj nacin,
mnogi ne-newtonovski fluidi, kao Sto su tekuéi kristali, krv, odredeni polimerni fluidi te
¢ak i voda u modelima s malim skalama (vidi [73]), mogu se uspjesno opisati uparenim

sustavom mikropolarnih jednadzbi.

Model mikropolarnog fluida je uvazen od strane inzenjerske zajednice te se u literaturi
moZe pronaéi mnogo ¢lanaka s raznim primjenama: Ahmadi [3] koristi teoriju mikropolar-
nih fluida kako bi opisao i prou¢avao suspenziju pri niskim koncentracijama. U [8], Bayada
i Lukaszewicz izvode Reynoldsovu jednadzbu za mikropolarne fluide, te raspravljaju o
obliku dobivene jednadzbe u ovisnosti o pretpostavkama na viskoznosti i dane podatke.
Takhar, Bhargava i Agarwal [94] izuc¢avaju rotirajuci disk u koaksijalnom cilindru, dok
Chang |21] provodi numeri¢ku analizu karakteristika toka i prijenosa topline kod mjesovite
konvekcije na vertikalnoj ploci. Ishak, Lok i Pop u [46] provode analizu toka mikropo-
larnog fluida kroz stagnirajuce podrudje. Sheikholeslami, Hatami i Ganji [91] razmatraju
ucinke prijenosa topline na tok mikropolarnog fluida u poroznom kanalu, te Mehmood,
Nadeem i Masood [64] numericki i analiticki analiziraju tok magneto-mikropolarnog fluida

izmedu paralelnih ploca koje su porozne i rotiraju se.

Nadalje, nalazimo velik broj rezultata koji se bave inzenjerskim primjenama u biomedi-
cini, posebno u modeliranju krvotoka. Abdullah i Amin [1| te Haghighi i Shahbazi [40]
promatraju nelinearni dvodimenzionalni model mikropolarnog fluida u suzenoj arteriji,
dok Ahmed i Nadeem [4] istrazuju u¢inak metalnih nanocestica na magneto-mikropolarni
tok u arteriji sa 6 suzenja. Mekheimer i El Kot [65] izu¢avaju tok magneto-mikropolarnog
fluida u vertikalno simetri¢noj i horizontalno nesimetri¢noj arteriji s blagim suzenjem. Bo-
odoo, Bhatt i Comissiong [18] te Chaturani i Upadhya [22] modeliraju krv kao dvofazni
fluid; mikropolarne jednadzbe opisuju suspenziju eritrocita dok se uzima da je sloj plazme
Newtonovski fluid. U [58|, Maddah, Navidbaksh i Atefi promatraju problem pulsirajuceg
mikropolarnog fluida u elasti¢noj zili. Reddy i Srikanth [90] analiziraju tok mikropolar-
nog fluida u zacepljenoj suzenoj arteriji sa slip rubnim uvjetom za brzinu. Zaman, Ali
i Anwar Bég [97] numericki rjeSsavaju problem mikropolarnog fluida u suZenoj arteriji s

poststenotickom dilatacijom.

Cjelovit pregled matematicke teorije vezane za model mikropolarnog fluida moze se pro-



na¢i u monografiji [55], dok se pregled dosad izvedenih analitickih rjeSenja u inzenjerskoj
literaturi moze pronaci [49]. Nadalje, analiza raznih rjeSenja i njihove primjene su bile

razmatrane u ¢lancima [5,6| te monografijama [29,36,37,68,82,93].

Napomenimo da se u istom razdoblju razvilo nekoliko teorija koje opisuju fluide s mikros-
trukturom koje su sli¢ne ili identi¢ne teoriji mikropolarnih fluida. U [39], Grad izvodi
zakone o¢uvanja mase, linearnog i kutnog momenta, te energije za polarne fluide koristeci
pristup statisticke termodinamike. Condiff i Dahler [24] izvode jednadzbe sli¢ne jednadz-
bama mikropolarnih fluida sa simetri¢nim tenzorom naprezanja sprega. Aero, Bulygin i
Kuvshinskii [2| razvijaju teoriju asimetri¢ne hidromehanike te izvode model sli¢an mikro-

polarnom.

Nadalje, Eringen je uveo nekoliko generalizacija modela mikrofluida, odnosno mikropo-
larnih fluida. U [32] daje jednadzbe gibanja i konstitutivne jednadzbe za mikropolarne
fluide s istezanjem, dok u [33] prosiruje teoriju mikrofluida tako da uzima u obzir u¢inke
prijenosa topline. Nadalje, u [34] uspostavlja jednadzbe anizotropnih fluida u okviru
mikropolarne teorije, te u [35| izvodi jednadZzbe gibanja za termomikropolarne fluide s

istezanjem.

Navedimo neke rezultate iz podrucja mikropolarnih fluida te asimptoticke analize u novi-
joj literaturi. Stacionarni tok mikropolarnog fluida u tankom kanalu proucavan je u ¢lan-
cima [27,28|. Generalizacija tih rezultata u slu¢aju trodimenzionalne cijevi napravljena je
2011. u ¢lancima [74,75] i u slucaju sustava tankih cijevi 2015. godine [9]. Nestacionarni
tokovi newtonovskog fluida proucavani su od strane Panasenka i Pileckasa u seriji ¢la-
naka objavljenih u zadnjih desetak godina. Kao preduvjet za istrazivanje nestacionarnog
toka, najprije su izvedeni rezultati egzistencije za generalizirano Poiseuillleovo rjesenje
u beskona¢nom cilindru. Egzistencija i jedinstvenost rjesenja u Hélderovim prostorima
pokazani su u [86], dok su rezultati za generalizirano Poiseuilleovo rjeSenje u prostorima
Soboljeva doneseni u ¢lanku [84]. Nestacionarni linearizirani Navier-Stokesov problem u
domeni s cilindri¢nim izlazima prema beskonacnosti je bio predmet istrazivanja ¢lanka
[83]. Rezultati vezani za stacionarni i nestacionarni Lerayev problem za Newtonovski
fluid objedinjeni su i prezentirani u [85]. Koristeéi dobivene rezultate egzistencije, je-
dinstvenosti, kao i eksponencijalnog pada, rigorozno su izvedeni asimptoticki modeli viseg
reda toCnosti za nestacionaran tok newtonovskog fluida u tankoj cijevi [70] te u susta-

vima cijevi bez rubnog sloja u vremenu [71]| kao i u opéenitom sluc¢aju [72]|. Asimptoticki
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model za nestacionarni tok newtonovskog fluida u tankoj zakrivljenoj cijevi s pomi¢nom
granicom predlozen je 2019. godine u [19,20]. Generalizacije navedenih rezultata za slucaj

ne-newtonovskog, mikropolarnog fluida moguce je pronaci u ¢lancima [11-13,78|.

U uvodnom Poglavlju 1 opisujemo model mikropolarnog fluida. Najprije izvodimo jed-
nadzbe gibanja za Siru klasu polarnih fluida iz zakona oc¢uvanja mase, zakona ocuvanja
linearne koli¢ine gibanja, zakona o¢uvanja kutne koli¢ine gibanja te zakona o¢uvanja ener-
gije. Uvodimo dodatne pretpostavke poput izotropije, Fourierovog zakona i nestlacivosti,
bez pretpostavki na simetriju tenzora naprezanja. Nakon toga, uvodimo konstitutivne
jednadzbe koje daju model mikropolarnog, odnosno termomikropolarnog fluida. Poka-
zujemo slicnosti i razlike izmedu opisanog te klasicnog modela, te razmatramo prikladne

rubne uvjete za mikropolarne jednadzbe.

Poglavlja 2, 3 i 4 centralni su dio ove disertacije i donose originalne rezultate. U Poglavlju
2 promatramo stacionarni tok termomikropolarnog fluida u tankom zakrivljenom kanalu.
Tok je odreden zadanom razlikom tlakova izmedu krajeva kanala. Prijenos topline se
odvija na gornjem rubu kanala, dok je donji rub izoliran. Najprije opisujemo geome-
triju promatranog kanala, te zatim jednadzbe zapisujemo u bezdimenzionalnom obliku u
tankom nedeformiranom kanalu. Koristeé¢i asimptoticku analizu s obzirom na mali pa-
rametar € koji predstavlja Sirinu kanala racunamo asimptoticku aproksimaciju rjesenja.
Rjesenje je dano u eksplicitnom obliku $to nam omogucéava proucavanje uc¢inaka zakriv-
ljenosti domene i mikropolarnosti fluida na tok u kanalu. Provodimo analizu rubnog sloja
za mikrorotaciju kako bismo poboljsali nasu aproksimaciju. Konacno, izvodimo ocjene
greske ocjenjivanjem razlike izmedu originalnog rjesenja i asimptoticke aproksimacije u

odgovarajuéim normama.

Nadalje, u Poglavlju 3 razmatramo tok nestacionarnog mikropolarnog fluida u tankoj
cijevi s dinamickim rubnim uvjetom opisanim u Odjeljku 1.3.2. Najprije pokazujemo eg-
zistenciju i jedinstvenost rjesenja inicijalno-rubnog problema koji opisuje tok. Tada pro-
vodimo asimptoticku analizu s obzirom na mali parametar & koji opisuje promjer cijevi, te
konstruiramo asimptoticku aproksimaciju rjeSenja viseg reda tocnosti. Aproksimacija je
dana u eksplicitnom obliku, te mozemo uociti ucinke mikropolarnosti, dinamickih rubnih
uvjeta te vremenske derivacije na tok fluida. Provedena je detaljna analiza rubnog sloja
na krajevima cijevi kako bi aproksimacija zadovoljila rubne uvjete. PredloZeni model je

rigorozno opravdan izvodenjem ocjena greske u odgovaraju¢im normama.



U Poglavlju 4 analiziramo nestacionarni tok mikropolarnog fluida u sustavu tankih cijevi.
Konstruiramo funkciju koja je prosirenje rubnih uvjeta na krajevima cijevi i ¢ija je di-
vergencija jednaka nuli, te diskutiramo dobru postavljenost problema. U cijevima daleko
od ¢vorista, tok fluida je uvjetovan redom veli¢ine viskoznih koeficijenata u usporedbi s
malim parametrom & koji opisuje debljinu cijevi. Usredotocujemo se na kriti¢ni slucaj
koji rezultira jakim uparivanjem izmedu brzine i mikrorotacije. Izvodimo asimptoticku
aproksimaciju toka fluida u cijevi te provodimo analizu rubnog sloja uz krajeve cijevi, za
svaku cijev pojedinac¢no. Obzirom da oc¢ekujemo da se fluid ponasa drugacije u ¢voristu,
aproksimaciju u cijevima mnozimo s funkcijom reza koja je jednaka nuli u blizini ¢vorista.
Time nastaje rezidual u blizini ¢vorista koji korigiramo s korektorima unutarnjeg sloja.
Kako bi opravdali dobiveni model proizvoljnog reda, izvodimo ocjene greske u odgovara-

juéim normama.

U Dodatku A dajemo koeficijente asimptoticke aproksimacije izracunate u Poglavlju 3 u
eksplicitnom obliku, $to nam omogucava proucavanje uc¢inaka dinamickih rubnih uvjeta

na tok.

Kona¢no, u Dodatku B proucavamo linecaran Lerayev problem za stacionarni tok mikro-
polarnog fluida. Opisujemo neograni¢enu domenu s cilindri¢nim otvorima prema besko-
nacnosti te rjeSavamo stacionaran linearan mikropolaran problem u prostorima tezinskih
funkcija, odnosno pokazujemo da postoji jedinstveno rjesenje promatranog problema koje
eksponencijalno tezi k nuli u svakom otvoru. Ovaj rezultat koristimo u Poglavlju 4 u

analizi rubnog i unutarnjeg sloja.

Rezultati Poglavlja 2 su objavljeni u |79], rezultati dobre postavljenosti te asimptoticka

analiza iz Poglavlja 3 su objavljeni u [15], dok su rezultati Poglavlja 4 objavljeni u [80].
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OZNAKE I TEHNICKI REZULTATI

Neka je Q C R", n € N, tada s Ci’(R) oznacavamo prostor svih C*(Q) funkcija s kompak-
tnim nosacem u Q. Zam e Ni1 < p < oo s WP (Q) ozna¢avamo Soboljevljev prostor s

kona¢nom normom

( 1/p
m
Z/lD“u(x)lpdx , 1< p<oo,
—JQ
max (CSS supp }D“u(x)‘) , p=o,
Lial<m \ yeq
gdje je la| = a1+ +a, i DI = —L—— Posebno, WO (Q) = LP(Q), te s Wy’ (Q)
L ox

oznacCavamo zatvara¢ prostora Cg’(Q) u W7 (Q) normi. S LE(Q),(Wgﬂ(Q) oznadavamo

tezinske prostore funkcija definirane u Dodatku B za sustave polubeskonac¢nih cijevi.

S W' (Q,) oznafavamo prostor linearnih neprekidnih funkcionala na Wy"”(Q), te s
wm=1/pP-P(§Q) oznacavamo prostor tragova funkcija iz W™ (Q) na 0Q.
Neka je
V={uecCy(Q):divu =0},
tada s H oznacavamo zatvarac¢ prostora V u L? normi, te s V zatvara¢ prostora V u W5’2

normi. Vrijede sljedece karakterizacije prostora H,V (vidi npr. [95]):

H={uecL*Q):divu=0, u-n=0nadQ},
V={ueHyQ):divu =0}
Nadalje, za 1 < p < oo i Banachov prostor X s LP(0,T; X) oznacavamo Bochnerov prostor

funkcija s [0,7] u X uz normu

T 1/p
(/0 ||u(r>||g;dt> Csp<c,

ess supp ||u(t)||X , p = oo.
t€[0,T]

| ”LP(O,T;X) =



Oznake 1 tehnicki rezultati

Neka je Q. tanka domena, to jest kanal visine & u slu¢aju n = 2 te cijev promjera & u
slucaju n = 3, pri ¢emu je & malen pozitivan parametar. Posebno €, moze biti sustav
kanala ili cijevi koje se sastaju u ¢voristu. Oznacimo s Iz lateralni rub domene Qg, te s

Y. uniju krajeva kanala odnosno cijevi. Tada vrijede sljedeci rezultati:

Lema 0.0.1 (Poincaréova nejednakost). Za sve ¢, € Wh?(Q,) takve da ¢, = 0 na I

vrijede sljedec¢e nejednakosti:

||¢8||L2(Qg) <Ce ||V¢8||L2(Qg) ,
lo:ll, 10, < Ce Vel 20,y =2
”‘Pa”mmg) < Ce'lt ||V‘P8||L2(QE)’ n=3.
Lema 0.0.2. Neka je p, € L2(Q;) = {ps € L*(Q;) - Jo Pe = 0}, tada problem

divd; = p. u Qg,

d. =0 na 0Q,

ima barem jedno rjeSenje d, € W&’Q(Qa) takvo da

C
1Vdellzz0,) < < IPelliza,) -

Lema 0.0.3. Za h, € C'([0,T]; W3/22(Z,)) postoji funkcija k" € C1([0,T]; W>?(Q,))

takva da
div & =0,

he = h, na X,
hé" =0 na T,

te vrijede ocjene

ext ahgxt n-1
172 ”L?(QS) iy Lo <Ce7Z,
ext ahzxz n=3

AR 2 g, < Ce'?.

Za dokaze gornjih rezultata, vidjeti npr. [9,56, 59, 71].



1. MODEL MIKROPOLARNOG FLUIDA

Pojedinacne cestice fluida se opéenito mogu rotirati, mijenjati oblik, smanjivati ili pro-
Sirivati, neovisno o toku fluida. Iz tog razloga, Navier-Stokesov model ne opisuje dobro
fluide s kompleksnom mikrostrukturom (poput polimera, tekuéih kristala, krvi, itd.) ¢ime

se javlja potreba za teorijom koja uzima u obzir oblik, deformacije te rotaciju cestica.

Radi svoje jednostavnosti, jedna od popularnijih teorija je Eringenova teorija mikropo-
larnih fluida. Mikropolarni fluidi se sastoje od krutih sferi¢nih ¢estica suspendiranih u
viskoznom mediju koje se mogu rotirati neovisno o gibanju fluida, pri ¢emu ne dolazi do
deformacije ¢estica. Navier-Stokesove jednadzbe su uparene s jednadzbom koja dolazi od
zakona oc¢uvanja kutne koli¢ine gibanja, te je uvedena nova nepoznanica - mikrorotacija,
koja opisuje rotaciju cestica. Pojavljuju se cetiri nove viskoznosti, te ako je jedna od njih

jednaka nuli (mikrorotacijska viskoznost), mikropolarni model se svodi na klasi¢ni model.

Cilj ovog poglavlja je najprije izvesti model Sire klase polarnih fluida s nesimetri¢nim
tenzorom naprezanja, te potom model mikropolarnog fluida. U Odjeljku 1.1 izvodimo
jednadzbu kontinuiteta iz zakona oc¢uvanja mase i transportnog teorema, koja je ista za
obi¢ne i polarne fluide. Nadalje, uzimamo u obzir dodatne pojave kod polarnih fluida po-
put naprezanja sprega i vlastite kutne koli¢ine gibanja cestica, te u Odjeljku 1.2 izvodimo
jednadzbe gibanja za polarne fluide iz zakona oc¢uvanja linearne i kutne koli¢ine gibanja
te zakona ocuvanja energije, uz pretpostavke izotropije i nestlacivosti. U Odjeljku 1.3
uvodimo konstitutivne jednadzbe koje daju model mikropolarnog fluida te diskutiramo
odgovarajuce rubne uvjete. Konacno, u Odjeljku 1.4 zadajemo konstitutivne jednadzbe
koje daju model termomikropolarnog fluida, $to je daljnja generalizacija mikropolarnog

modela koja dopusta prijenos topline.



1. Model mikropolarnog fluida

1.1. KINEMATIKA

Najprije fiksiramo neki pravokutni koordinatni sustav, te promatramo cCesticu fluida koja
u trenutku ¢ = 0 ima koordinate X = (X1, X2, X3). Cestica se krede s fluidom te u kasnijem
trenutku ¢ ima koordinate x = (x1,x2,x3). Njih smatramo funkcijom koja ovisi o poc¢etnoj
koordinati X i vremenu ¢, to jest

x=x(X,1). (1.1)

Pretpostavljamo da je funkcija x neprekidna i invertibilna, odnosno da postoji inverzna
funkcija X = X(x,7) koja daje pocetni polozaj Cestice koja se u trenutku 7 nalazi na
polozaju x. Dodatno, pretpostavljamo da su funkcije x i X dovoljno glatke te da je

Jakobijan transformacije (1.1) dan s

axi
J=J(X,t) =det (6Xj>

pozitivan i konacan.

Svaku funkciju f koja na neki na¢in opisuje stanje fluida u tocki x i vremenu ¢ mozemo

zapisati 1 preko inicijalnog polozaja koriste¢i transformaciju (1.1):

Fx.0) = fx(X,1),1) = F(X,1). (1.2)

Naglasimo da u daljnjem X smatramo parametrom koji oznac¢ava danu Cesticu, a x funk-
cijom koja ovisi o poc¢etnom polozaju i vremenu. Brzina u Cestice pocetnog polozaja X u
trenutku ¢ je dana s

u(x,t)=U(X,1) = %x(X,t).

Uoc¢imo da u slucaju kada je brzina u zadana, transformacija (1.1) je odredena obi¢nom

diferencijalnom jednadzbom i pocetnim uvjetom:

dx(X,1) = u(x(X,1),1),
x(X,0) = X.

Deriviranjem (1.2) dobivamo sljede¢u jednakost:

d _4 _of dxi Of
P = (X0, = 2 (X, 0,0+ S (X0, ).

Dakle, vrijedi formula

d D
EF(X,z):Ef(x,t), (1.3)

10



1.1. Kinematika

pri cemu je 7. f(x,7) = %—{(x,t) +u(x,t) - Vf(x,t) tzv. materijalna derivacija funkcije
f. Formula (1. 3) vrijedi i za vektorske funkcije f, gdje je materijalna derivacija dana s

L f(x,1) = %{(x t) + (u(x,t) - V)f(x,7). Takoder, lako je pokazati da za Jakobijan J

vrijedi sljedeci identitet:

%J(X, ) = diva(e(X, 1), I (X, 1). (1.4)

Sada dokazujemo transportni teorem koji ¢e nam biti potreban za izvodenje jednadzbi

polarnog fluida:

Teorem 1.1.1 (Transportni teorem). Neka je Q(z) volumen koji se krece s fluidom, tada

%/Q(t) flx,t)dx = /Q(t) <(Z—];(x,t) +div(f(x,t)u(x,t))) dx.

Dokaz. Promotrimo zamjenu varijabli x : Q(0) — Q(r) danu s (1.1), odnosno x = x(X,1).

vrijedi

Tada vrijedi

/ f(x,t)dx:/ Fx(X,0), 0 (X, )dX = / J(X,0dX.  (1.5)
Q(1) Q(0)
Deriviranjem jednakosti (1.5) dobivamo

d

—/ f(x,0)dx = / J(X,1)dX

dt Q1) Q(0)

d
_ /Q (0)(th(X )J(X,t)+F(X,t)EJ(X,t)> dx (1.6)

:/ <iF(X,t)J(X,t)+F(X,t)divu(x(XJ)J)J(X’f)>dX’
Q(0) dt

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili (1.4). Ako uvrstimo jednakost

d of

S X 1) = =2 (x(X,1),0) +u(x(X, 1), )V f(x(X. 1), 1)

u (1.6) i vratimo se nazad na domenu (), dobivamo tvrdnju teorema.

Fluid ¢emo zvati inkompresibilnim ili nestlacivim ako je za svaku domenu €(0) volumen
oC¢uvan, odnosno volumen Q(0) je jednak volumenu Q(7), za svaki trenutak 7. Uz f = 1,

iz Teorema 1.1.1 direktno slijedi da je uvjet inkompresibilnosti ekvivalentan uvjetu
diva = 0.

11



1. Model mikropolarnog fluida

Sada ¢emo izvesti jednadzbu kontinuiteta za inkompresibilne fluide iz zakona ocuvanja
mase. Neka je p = p(x,t) gustoca fluida u tocki x u trenutku 7. Tada je masa kona¢nog

volumena Q dana s

mz/gp(x,t)dx.

Zakon oc¢uvanja mase kaze da se masa fluida sadrzana u volumenu Q ne mijenja kako se

Q krece s fluidom, odnosno
d

— x,t)dx = 0. 1.7
0 oy P50 (17)

Primjenom Teorema 1.1.1 iz (1.7) zaklju¢ujemo

p . )
— +div(pu) | dx =0,
/Q(t) <5t (pu)

odakle zbog proizvoljnosti domene Q(¢) slijedi

9
a—’; +div(pu) = 0. (1.8)

Uocimo da iz jednadzbe kontinuiteta (1.8) slijedi da je prostorno homogen fluid inkom-
presibilan ako i samo ako je gustoc¢a jednaka konstanti. Takoder, koriste¢i transportni

teorem i jednadzbu kontinuiteta lako se pokazuje opéenita formula

d

D
— dx:/ — fdx. 1.9
7 Q(t)pf Q(,)thf (1.9)
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1.2. Dinamika

1.2. DINAMIKA

1.2.1. Zakon oc¢uvanja koli¢ine gibanja

Pretpostavljamo da dva tipa sile djeluju na volumen €Q: volumenske sile, koje djeluju na
sve Cestice tijela (npr. homogeno gravitacijsko ili magnetsko polje), te kontaktne sile koje

djeluju na rubnu povrsinu volumena Q.

Neka f oznacava volumensku silu po jedinici mase, tada je pf gustoca dane sile te je

/prdx.

Nadalje, neka je n vanjska jedini¢na normala u tocki na povrsini 0Q, te ¢, kontaktna sila

njeno djelovanje na volumen Q dano s

po jedinici povrsine, odnosno plosna gustoca kontaktne sile. Tada je djelovanje kontaktne

/ t,ds.
oQ

Cauchyjev princip naprezanja kaze da £, u svakom trenutku ovisi samo o polozaju i

sile na volumen Q dano s

orijentaciji elementa povrSine dS, odnosno vrijedi
t,=t,(x,t,n).

Zakon ocCuvanja koli¢ine gibanja sada kaze da je brzina promjene koli¢ine gibanja jednaka

sumi svih sila, odnosno vrijedi

4 pudx :/ pfdx+/ t,ds. (1.10)
dt Jo) Q1) 09(1)
U vidu formule (1.9), zakon o¢uvanja (1.10) glasi
D
/ o2 dx :/ ofdx +/ £,dS. (1.11)
or) Dt Q(r) aQ(t)

Koristec¢i ovu jednadzbu se moze pokazati da su naprezanja lokalno u ravnotezi. Posljedica
toga je da je normalno naprezanje ¢, linearna funkcija u n, odnosno moze se zapisati u
obliku

th(x,t,n) =n(x,0)T(x,1), (1.12)

gdje je T = {T;;} matrica koju zovemo tenzor naprezanja. Sada zbog (1.12) i Greenovog

teorema jednakost (1.11) moZemo zapisati u obliku

/ p%dx:/ (of +divT)dx.
or) Dt Q()
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1. Model mikropolarnog fluida

Zbog proizvoljnosti volumena Q(t) vrijedi

Du

Phr = pf +divT, (1.13)
odnosno
ou; aui> oTj;
i Ui ey O 1.14
p(ar“‘faxj Pt 5y (1.14)

¢ime smo dobili diferencijalni oblik zakona o¢uvanja koli¢ine gibanja. Jednadzba (1.13)
opisuje gibanje svakog kontinuuma, dok je tenzor naprezanja T odreden tipom fluida koji
promatramo. U najjednostavnijem modelu fluida su kontaktne sile okomite na povrsinu
na koju djeluju, to jest oblika su

t,=-p(x)n,
gdje je p tlak. Taj model opisuje naprezanja svih fluida u mirovanju, dok se opéenito kod
fluida u gibanju pojavljuju i tangencijalna naprezanja te tenzor naprezanja ne mora biti

dijagonalan. Tenzor naprezanja se standardno zapisuje u obliku
Tij = —poij + Pij,

te P = {P;;} nazivamo viskoznim tenzorom naprezanja. U klasi¢noj mehanici fluida je

tenzor naprezanja simetrican, te ¢emo takve fluide zvati obi¢nim fluidima.

1.2.2. Zakon oc¢uvanja kutne koli¢ine gibanja

U sluc¢aju obi¢nih fluida, iz zakona ocuvanja mase i zakona oc¢uvanja gibanja se moze
izvesti zakon oc¢uvanja kutne koli¢ine gibanja

d p(x Xu)dx = /

— p(x x f)dx + / (x x t,)dS. (1.15)
dt Jo) Q)

9Q(r)

Zakon ocuvanja kutnog gibanja (1.15) vrijedi ako pretpostavimo da svi zakretni momenti
dolaze od makroskopskih sila. Taj zakon viSe ne vrijedi za polarne fluide, gdje osim
volumenske sile f moramo uvesti i zakretni moment po jedinici mase g, te osim normalnog
naprezanja t, uvodimo i naprezanja sprega (couple stress) ¢,. Dodatno, osim momenta
koli¢ine gibanja kojeg nazivamo vanjskom kutnom koli¢inom gibanja uvodimo i unutrasnju
kutnu koli¢inu gibanja po jedinici mase, odnosno spin po jedinici mase I. Spin je posljedica

toga da u mikropolarnim fluidima Cestice mogu imati vlastitu kutnu koli¢inu gibanja.

Zakon ocCuvanja kutne koli¢ine gibanja za polarne fluide sada glasi

d

— l+xXu dx:/
P Q(t)p( )

Q(r)

p(g+x><f)dx+/ (cn+x Xt,)dS. (1.16)
Q1)
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1.2. Dinamika

Moze se pokazati da kao sto se ¢, mozZe zapisati u obliku n - T, i naprezanje sprega ¢, se
moze zapisati u obliku n - C, gdje je C = {C;;} tenzor naprezanja sprega. Nadalje, vrijedi
identiteta

div(x xT) =x X (divT) + Ty,
pri ¢emu je Ty = {€jxTjk} i €k Levi-Civitin permutacijski simbol. Sada iz (1.16) slijedi

d

= p(l+x><u)dx:/ (pg+px X f+divC +x xdivT +T,)dx.
Q(1)

Q(t)

Diferencijalni oblik zakona oc¢uvanja kutne koli¢ine gibanja glasi
D . .
pE(l+x><u):pg+px><f+d1VC+x><(dlvT)+Tx. (1.17)

S druge strane, vektorskim mnoZenjem x sa zakonom ocuvanja koli¢ine gibanja (1.13)

dobivamo

D D
p(xxD—L;> :pE(xxu):pxxf+x><(divT). (1.18)

Oduzimanjem (1.18) od (1.17) dobivamo zakon o¢uvanja unutrasnje kutne koli¢ine gibanja

DI
= = pg+divC +T,.
pp, = PE+dV

Ako shvatimo spin I kao kutnu koli¢inu gibanja Cestica fluida, onda ga mozemo zapisati
u obliku I = Iw, gdje je I tenzor momenta inercije (odnosno momenta inercije po jedinici
mase) te w kutna brzina koja opisuje rotaciju ¢estica fluida. U ovom radu ¢emo promatrati

izotropne fluide, dakle tenzor momenta inercije je oblika
I;; = 16,

gdje I zovemo koeficijentom mikroinercije. Sada zakon o¢uvanja unutrasnjeg kutnog mo-
menta glasi
D

pID—‘: —pg+divC +T,. (1.19)

1.2.3. Energetske jednakosti

Prvi zakon termodinamike kaze da je porast unutarnje energije sustava jednak zbroju rada
sustava te koli¢ini topline dovedene u sustav. Neka je g gustoca toplinskog toka, te neka je

E unutarnja energija po jedinici mase. Ako pretpostavimo da se ukupna energija sastoji

15



1. Model mikropolarnog fluida

od kineticke energije i unutarnje energije, onda prvi zakon termodinamike za izotropne

mikropolarne fluide glasi

d 1 I
- p<—|u|2+—|w|2+E) dx
() 2

dt 2
(1.20)
:/ (pf-u+pg-w)dx+/ (tn-u+cn-w)dS—/ q - nds.
Q(r) 0Q(t) 0Q(r)
Koristeci (1.14) jednostavno je pokazati da vrijedi
ou; Du;
uTin;dS = / (Tl : + pui—— — p fiu; )
/OQ(t) Y o \ T ox; Dt
iz Cega slijedi
d 1 1D
7 p§|u|2dx = / P§E|u|2dx
Q(r) Q(r) (1.21)

=p f-udx—/ T-Vudx+/ u-t,ds,
Q(r) Q(r) 0Q(r)

pri ¢emu je T - Vu = {Tj,g"’} Frobeniusov unutarnji produkt matrica. Nadalje, iz (1.19)

1mamo

ow; Dw;
w;Ciin;:dS = / (C i + pIwi—— — pgiw; — T Wi ) dx,
/ag(z) I Q(r) T ox; PIVTDr T .

odnosno

d I, ID
LA dx=/ oL
dt Joun 2 o1 2Dt

=p/ g-wdx—/ C‘dex+-/ Tx~wdx+/ w - c,dS.
Q1) Q(r) Q1) 0Q(r)

Koristeci (1.21), (1.22) te Greenov teorem, iz (1.20) slijedi

(1.22)

DE
/ (p—+divq—T-Vu—C-Vw+Tx-w>dx=0.
Q1) Dt
Po Fourierovom zakonu kondukcije topline vrijedi
q = —«Vo,

gdje je k > 0 toplinska vodljivost materijala te 8 temperatura. Tada je diferencijalni oblik

zakona oc¢uvanja energije dan s

DE
pE:div(kV9)+T-Vu+C-Vw—Tx-w.
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1.8. Mikropolarny fluidi

1.3. MIKROPOLARNI FLUIDI

1.3.1. Konstitutivne jednadzbe mikropolarnih fluida

Jednadzbe koje opisuju izotropni polarni fluid glase

D
D—/;:—pdivu,
D

p—u:diVT+pf,
. (1.23)

Dw ) '

pID—t:leC+pg+Tx,
DE
pE:—divq+T-Vu+C-Vw—Tx-w,

pri ¢emu su (1.23) zakon oCuvanja mase, zakon o¢uvanja koli¢ine gibanja, zakon o¢uvanja
kutne koli¢ine gibanja te zakon ocuvanja energije izvedeni u Odjeljcima 1.1 i 1.2. Mi-
kropolarne fluide definiramo kao izotropne polarne fluide gdje su tenzor naprezanja T i

tenzor naprezanja sprega C dani sljede¢im konstitutivnim jednadzbama:

0 Ou; Ou; ou; Ou;
T;j = <—P +/1ﬂ) ij + 1 (ﬁ + j) + [y (—J ﬁ) = 24y €mijWm,

8Xk 8)(1' 8)6,' 8)(1' B 8)6]' (1 24)
C"_C %6..4_0 (aWi+aWj)+c <%_%) ‘
ij =0 ox; d Ox;  0Ox; “\ Ox; Ox; ’

pri ¢emu je A drugi koeficijent viskoznosti, te u dinamicki koeficijent viskoznosti. Ko-
eficijent u, je dinamicka mikrorotacijska viskoznost, te su cg, cq,cq koeficijenti kutnih
viskoznosti. Koriste¢i drugi zakon termodinamike mogu se izvesti nuzna ogranicenja na

koeficijente:
u=>0, 31+2u >0,

cqg >0, ca+cqg >0, 3co+2c4 >0, |cqg—caol < co+cy.
Uoc¢imo da je simetri¢ni dio tenzora naprezanja T upravo jednak tenzoru naprezanja

Newtonovskog fluida

T = (—=p + Adivu)l +2uD,

gdje je D tenzor deformacije dan s

1 [/ 0u; 014])
D=~ —).
Y 2(6Xj+ 8x,~

Ako uvrstimo C = 0, g = w = 0 u jednadzbe polarnog fluida (1.24) dobivamo upravo
Navier-Stokesove jednadzbe. Ovo potvrduje da je klasi¢ni model Navier-Stokesa sadrzan

kao poseban slu¢aj u modelu polarnog fluida.
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1. Model mikropolarnog fluida

Nadalje, uo¢imo da se tenzor naprezanja sastoji od simetricnog i antisimetri¢nog dijela,

te da je antisimetrican dio tenzora naprezanja jednak
Hr€mij(Totu — 2w ),,.

U slucaju kada je mikrorotacija w upravo jednaka vrtloznosti %rot u, antisimetrican ten-
zor naprezanja je jednak nuli te je T jednak tenzoru naprezanja Newtonovskog fluida.
Fizikalno, to znaci da se rotacija Cestica podudara s lokalnim krutim rotacijama fluida te
ne dolazi do unutarnjih naprezanja.

Uvrstavanjem tenzora T i C danih s (1.24) u sustav jednadzbi (1.23) dobivamo

D
F/t) =—-pdivu,
Du .
P = “Vp+(A+pu—p)Vdivu + (u+ ) Au + 2u, rotw + p f,
1.25)
D (
pID—‘: =2u,(rotu —2w) + (co+ cqg — co)Vdivw + (co + cg)AW + pg,
DE
pD_t =-pdivu + p® - divg,

pri ¢emu je
1 2
p® =A(divu)? +2uD - D + 4y, <§ rotu —w) + co(divw)?

+(ca+ca)VW-Vw + (cqg—co)Vw - (Vw)T
funkcija disipacije mehanicke energije po jedinici mase. U ovom radu éemo promatrati
viskozan i inkompresibilan fluid, odnosno takav da vrijedi g > 0 i divua = 0. Nadalje,
pretpostavljamo da je unutarnja energija po jedinici mase proporcionalna temperaturi, to

jest oblika je

E=c¢6, ¢, >0.
Konaéno, sustav (1.25) sada glasi
ap
—+u-Vp=0,
ar TUYP
ou
Je E+(u Vu | =-Vp+ (u+pu)Au+2u,rotw+pf,
divu =0,
ow .
ol 5 +(u-V)w | +4u,w =2u, rotu + (co+cqg — co)Vdivw (1.26)

+(cq +cq)Aw + pg,
a6 1 2 N
oc, E+u -VO ) =2uD - D + 4u, Erotu —w | +co(divw)
+(cqa +¢q)VW - VW + (cg — co)Vw - (VW) + V(kV8).
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1.8. Mikropolarny fluidi

U nastavku ovog rada ¢emo proucavati vise razli¢itih ina¢ica modela (1.26) ovisno o pro-

blemu koji ¢emo razmatrati, s pridruzenim odgovarajué¢im rubnim i inicijalnim uvjetima.

1.3.2. Rubni uvjeti za mikrorotaciju

U matematickoj literaturi se najcesée koriste Dirichletovi rubni uvjeti za brzinu # i mi-
krorotaciju w

u=U, w=W,

gdje su U, W zadane funkcije koje pripadaju prikladnim prostorima te opisuju linearnu i
kutnu brzinu to¢aka ruba domene. Ovi rubni uvjeti se nazivaju relativnim no—slip odnosno
no-spin rubnim uvjetima, te odgovaraju slucaju kada su sile na granici koje uzrokuju
"lijepljenje" Cestica povezano s no-slip uvjetom dovoljno jake da obustave vrtnju cestica
u odnosu na rotaciju granice. Dok ovakav rubni uvjet za mikrorotaciju olaksava analizu
problema s tehnicke strane, nije skroz jasno je li takvo ponasanje Cestica fizikalno, te je li

ovaj rubni uvjet preveliko ogranicenje.

U inzenjerskoj literaturi se predlaze nekoliko opéenitijih rubnih uvjeta za koje se tvrdi da
su fizikalno relevantniji. Aero, Bulygin i Kuvshinskii [2| razmatraju dva grani¢na slucaja.
Prvi je slucaj kada je mikrorotacija na rubu jednaka vrtloznosti na rubu uzrokovane
linearnim gibanjem ruba

1
W= §rotU. (1.27)

Drugi promatrani slucaj je kada se Cestice rotiraju neovisno o granici — tada mora vrijediti
dinamicki rubni uvjet

Cn=0. (1.28)
Slucajevi izmedu dva grani¢na slucaja (1.27) i (1.28) se mogu opisati rubnim uvjetom
1
a (w - irotU) =Chn,

pri Cemu je @ = {oz,- j} koeficijent rotacijskog povrsinskog trenja. Nadalje, Condiff i Dahler

[24] predlazu dinamicki rubni uvjet oblika
1
s<w—§r0tU> =rotu —2w. (1.29)

U grani¢nom slucaju kada je s = oo, dobivamo w = %rot U, odnosno sile na zidu koje uz-

rokuju relativni no—slip rubni uvjet za brzinu su dovoljno jake da sprijece vrtnju molekula
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1. Model mikropolarnog fluida

u odnosu na zid. S druge strane, u grani¢nom sluc¢aju s = 0 Cestice na zidu se slobodno
vrte, te se prosjecna kutna brzina Cestica podudara s vrtloznosti. U tom slucaju ne dolazi
do antisimetri¢nog naprezanja na zidu. U sluc¢aju granice u mirovanju, rubni uvjet (1.29)
mozemo zapisati u obliku

w:%rotu, 0<a<l (1.30)

Gornji rubni uvjet opisuje moguce slucajeve izmedu dva grani¢na slucaja, kada su utjecaji
sile koje uzrokuju no-slip rubni uvjet na zidu te utjecaji mikrostrukture usporedivi, te je

mjera interakcije tih utjecaja opisana parametrom a.

Opisani rubni uvjet (1.30) ¢emo daljnje proucavati u Poglavlju 2, zajedno s jednadzbama
nestacionarnog mikropolarnog fluida. Vise o nestandardnim rubnim uvjetima za mikro-

rotaciju se moZe pronaci u npr. [25,51,67,87].
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1.4. Termomaikropolarni fluidi

1.4. TERMOMIKROPOLARNI FLUIDI

Godine 1972. Eringen ([33]) je predstavio daljnju generalizaciju mikropolarnih fluida,
tzv. termomikropolarne fluide. Konstitutivna jednadzba za tenzor naprezanja sprega C
za termomikropolarne fluide je dana s

Owy <(9w,~ 5Wj> <5Wj ow;
ij vt Cd a

Cii=co—96 + — —
j=co oxy Ox;  Ox; Ox;  Ox;

0
) +5e,.jm;—, (1.31)
X

gdje je 6 mikropolarna toplinska vodljivost. Nadalje, pretpostavit ¢emo da je gustoca p
konstantna funkcija pg svugdje osim uz gustoc¢u volumenske sile koja dolazi od sile teze
—pgces, gdje je jednaka

p = —poab.
Ovdje @ oznacava koeficijent termalne ekspanzije, te je g. gravitacijsko ubrzanje. Uz ovu

pretpostavku, uvrstavanjem (1.24)7 i (1.31) za inkompresibilan fluid dobivamo sustav

0
00 (8—? + (- V)u> =-Vp+ (u+ p)Au +2u, rot w + poag.fes + po f,
divu =0,

0
pol (a—‘: + (- V)w) +4u,w =2, rotu + (co+ g — o )VAivw + (co + cg)AW + pog,

6 1 2
00Cr (E +u- V@) =2uD - D + 4u, <§ rotu — w> + co(divw)?
+(Ca+cqg)VW-Vw + (cqg— co)Vw - (VW) + 5ot w - VO + V(kV6).

Konacno, zanemarivanjem svih kvadratnih ¢lanova u disipacijskoj funkciji dolazimo do

modela termomikropolarnog fluida koji éemo proucavati u ovome radu:

0
00 <a—b: + (- V)u> = -Vp+ (u+ p)Au +2u, rot w + poag.fes + po f,
divu =0,

ow .
pol 5 +(u-V)w | +4u,w =2u, rotu + (co+cqg — co)Vdivw + (co + cq) AW + pog,
00
pocr { o U VO ) =6rotw - VO +V(kV0).

Naglasimo da je uparenje tenzora naprezanja sprega s gradijentom temperature rezultiralo

pojavom mikrorotacije u jednadzbi provodenja topline.
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1. Model mikropolarnog fluida
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2. ASIMPTOTICKA ANALIZA
STACIONARNOG
TERMOMIKROPOLARNOG FLUIDA U

ZAKRIVLJENOM KANALU

U ovom poglavlju razmatramo generalizaciju modela mikropolarnog fluida opisanog u Po-

glavlju 1.4, koji uzima u obzir provodenje topline i utjecaj istog na tok fluida.

InZenjerske primjene ovog modela su bile izu¢avane u nekoliko nedavnih ¢lanaka (]23,44,
45,88|). Lukaszewicz, Pazanin i Radulovi¢ su predlozili i rigorozno opravdali model sta-
cionarnog termomikropolarnog toka u tankom nedeformiranom kanalu u [56], $to nam je
motivacija za razmotriti isti problem u tankom zakrivljenom kanalu. Tok termomikropo-

larnog fluida u dvodimenzionalnoj domeni je opisan sustavom jednadzbi

po(u - V)u = (u+ p,)Au +Vp = 2u,V*iw + pog.abes + po f,
divu =0,
pol(u - Vw) — aAw + 4u,w = 2u, rot u + pog,

pocyu - VO — kAG = 5Vw - V4.

Nepoznanice u gornjem sustavu su brzina u = (u1, u2), tlak p, mikrorotacija w i tempera-
tura 6. Pozitivne konstante su dinamicka Newtonovska viskoznost u, dinamicka mikroro-
tacijska viskoznost u,, konstantna gustoca fluida pg, gravitacijsko ubrzanje g., koeficijent
termalne ekspanzije @, mikroinercija I, koeficijent kutne viskoznosti @ = ¢, +cy4, toplinska
vodljivost k i mikropolarna toplinska vodljivost 8. U ovom poglavlju koristimo sljede¢u

notaciju: ey = (0,1), rot® = 42 — 2 gy = (22 _20) = (0, D).

0x1 0xg ) Ox3’ 0x1
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Nadalje, uvodimo sljede¢e bezdimenzionalne varijable:

. X . poct __ poc,t?
X=—, u-= u, w= w,
4 K K
. p0c3€2 b= 0
P=—a"P "= xp

gdje je € karakteristi¢na duljina domene, te AT karakteristi¢na razlika temperature. Tada

promatrane jednadzbe u bezdimenzionalnom obliku glase

1 R .
E((ﬁ-V)u+Vﬁ):Aﬁ+1_N(2VLW+Aﬁ)+Ra9e2+f,
diva =0, 21
2.1
M R . 2N . N .
E(u-Vw)—LAw:1_N(rotu—2w)+g,

it -VO— A0 =DV*w - Vé.

Bezdimenzionalne konstante koje se pojavljuju u (2.1) su dane s:

Hr 1 a 0
= ’ M = -5 L = -5 D = 5>
K+l 2 Py poct?
2. = 3
Pr= Cr/.l’ Ra = pocra'gcAT€ .
K UK

Bezdimenzionalna konstanta N opisuje vezu izmedu Newtonovskih i mikrorotacijskih vi-
skoznosti, te vrijedi 0 < N < 1. Konstanta M opisuje vezu izmedu mikroinercije i geome-
trije kanala, parametar L (couple stress parameter) opisuje vezu izmedu svojstva fluida
i geometrije kanala, Prandtlov broj Pr opisuje vezu izmedu kinematicke viskoznosti i to-
plinske difuzivnosti, dok Rayleighov broj Ra opisuje prirodnu konvekciju nastalu zbog sile

uzgona.

Poglavlje je organizirano na sljede¢i na¢in. U Odjeljku 2.1 formalno opisujemo geometriju
zakrivljenog kanala, te promatranim bezdimenzionalnim termomikropolarnim jednadz-
bama pridruzujemo odgovarajuce rubne uvjete. U Odjeljku 2.2 izvodimo asimptoticku
aproksimaciju rjeSenja u eksplicitnom obliku, §to nam omogucéuje da uoc¢imo efekte za-
krivljenosti domene kao i mikropolarnosti fluida. Nadalje, provodimo analizu rubnog
sloja posto regularni dio aproksimacije ne zadovoljava rubne uvjete na krajevima kanala.
Konacno, u Odjeljku 2.3 dobiveni asimptoticki model rigorozno opravdamo tako da ocje-

njujemo razliku izmedu originalnog rjesenja i izvedene asimptoticke aproksimacije.
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2.1. Postavka problema

2.1. POSTAVKA PROBLEMA

Jednadzbe ¢emo promatrati u tankom zakrivljenom kanalu danom s:
Q. = {(1,%2) eR*: 0 <Xy <1, h(¥1) < X2 < h(F1) + eho(%1)}
gdje su funkcije 4 i hg klase C2([0, 1]). Uvodimo sljedeée pretpostavke na h i hq:
1
h(0) =0, ho(0) = ho(1), / ho(x)dx =1,
0
(dc > 0) ho(x) = c >0, Vx €]0,1].

Donji i gornji zid kanala dani su s:

[%={(f1,h(x)) %1€ (0,1)}, I[%={(F1,h(%)+eho(¥1)): % €(0,1)},
dok su krajevi kanala oznaceni s:

Se—Q.N{F=i), i=0,1.

1

Jednadzbe koje opisuju stacionarni tok inkompresibilnog, termomikropolarnog fluida u
Q. u bezdimenzionalnom obliku glase

1
E((ug -Vugs+Vp:) =Au + .

N
N(QVng +Au.) + Rabzes + f,,

divu, =0,

M 2N
E(ug -Vwg) = LAw, + m(rot Ue—2We) + e

u;- Vo, = A, + DV*w, - Vo,,

gdje je ug = (uf,u) brzina, w mikrorotacija te p tlak. Sustavu jednadzbi (2.3) pridruzu-

jemo sljedece rubne uvjete:
Lt;:()naif, i=0,1, uazﬂnafi,

1 ~ ~
Pe = _QQI na Z;S’ i=0,1, wg=0na 6989 (24)
&

a6 .. 00 .
~ =0nal? —==Nus®(Gr(¥)—-6;) nal®?,
X9 5)62

0. =6;na X, i=0,1,

gdje je G vanjska temperatura za koju pretpostavljamo da je ograni¢ena funkcija. Na
ulazu i izlazu kanala smo zadali konstantne tlakove Qg i Q1, odnosno tok je odreden

razlikom tlakova izmedu krajeva kanala. Na I smo zadali homogeni Neumannov uvijet
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

za temperaturu 6,. Donji zid kanala je izoliran, dok je Robinov rubni uvjet na I'? u (2.4) 3
zapravo Newtonov zakon hladenja koji opisuje izmjenu topline izmedu vanjskog sredstva i
fluida unutar kanala kroz gornji zid. Bezdimenzionalna konstanta Nus® je Nusseltov broj
dan kao

hyt

Nus® = —,
K

gdje je h, koeficijent prolaska topline. Nusseltov broj opisuje omjer konvekcije i kon-
dukcije, odnosno strujanja i vodenja topline preko granice kanala. Motivirani raznim
rezultatima za Newtonovske i mikropolarne tokove fluida (vidi [10,56,61-63|), uzimamo
sljedece skaliranje:

Nus® = ek, k=0(1),

sluc¢aj. Naime, u sluc¢aju skaliranja Nus® > O(e) temperatura vanjskog sredstva dominira
procesom, dok su u slucaju skaliranja Nus® < O(eg) efekti hladenja gornjeg zida kanala

zanemarivi.

Napomena 2.1.1. Ako vrijedi f,,gs € L2(Q,), te ako su koeficijenti u, i k dovoljno
veliki i razlika tlakova na rubovima kanala dovoljno mala, moZe se pokazati da problem
(2.3)(2.4) ima slabo rjesenje ug, wy € WH2(Qy), pe,0s € L*(Qg), koristeci pristup kao
u [55, Poglavlje 2, Teorem 2.4.1] te [61, Odjeljak 2]. Nadalje, radi rubnih uvjeta za
tlak te nelinearnosti danog problema, brzina u, je jedinstvena u nekoj kugli Bg, = {u €
Ve: ||Vug||L2(é8) < Ro}, gdje radijus Ry ostaje ogranicen kada &€ — 0, pri cemu je Vg =
{u, € WHA(Qy): diva, =0 u Qp, s =0 na Ty u2 =0 na £8,i = 0,1} (vidi [42] i [60]).
Napomenimo da je dobra postavljenost dvodimenzionalnog Rayleigh—Bénardovog problema

za termomikropolarne fluide proucavana u [48].

Zamjena varijabli kojom prelazimo iz zakrivljenog kanala Q. u tanki pravokutnik Q, =

(0,1) x (0,€) je dana s difeomorfizmom @ : Q, — Q,:
(I)<.x1,X2) = (xl, ]’lo(X1))C2 + h(xl)).

Naglasimo da preslikavanje ® ne ovisi o malom parametru &. Nakon zamjene varijabli,
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2.1. Postavka problema

promatrani sustav jednadzbi (2.3)—(2.4) na tankom pravokutniku Q. glasi:

%«vs - G(®)V)y, + G(®)Vq,) = div(Vv,F(®))

N )
~ (2VOV 2, + div(Vv,F(®))) + Ra det(V®)S,e5 + det(VD)F,.

+
1

div(G(®)Tv,) = 0,
%(vs -G (®)Vz,) = Ldiv(F(®)Vz,) + - _NN (rot (V@) v,)

—2det(V®)z,) + det(VD)G,,

Ve - G(®)VS, = div(F(®)VS,) + DV*z, - VS,,
te su odgovarajuci rubni uvjeti dani s:

vi=0zax;=0,1, ve=0zaxy=0,¢,
1
qu—ZQO za x1 =0, q£:—2Q1 za x1 =1,
g &
ze=0zax1=0,1, z.=0zax9=0,¢, (2.6)
Se=60pzax1 =0, Sg=012ax =1,
05, 05,

=0 =0,
6x2 a2 (9)62

= Nus®(Gr(x1) — S¢g) za x2 = ¢,

gdje je ve = ug o ® = (vi,v§) brzina, g, = p, o ® tlak, z; = w, o ® mikrorotacija i
S, = 6, o ® temperatura, F, = f, o ® i G, = g, o ® vanjske sile, te G(®) = cof(VD)
i F(®) = (V®) 'cof(V®). Nadalje, pretpostavljamo da vanjske sile F, = (F7,0),Ge ne
ovise o varijabli xa, 8to je opravdano ako uzmemo u obzir debljinu kanala. U ostatku

poglavlja uzimamo skaliranje F}y = g%Fl and G, = 8%G.

Cilj ovog poglavlja je izvesti i rigorozno opravdati model koji opisuje tok fluida dan sus-
tavom jednadzbi (2.3)—(2.4). U tu svrhu, u sljede¢em odjeljku konstruiramo asimptoticku
aproksimaciju rjeSenja transformiranog problema (2.5)—(2.6), te nakon toga provodimo

analizu rubnog sloja.
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

2.2 ASIMPTOTICKA ANALIZA

Uvodenjem brze varijable y; = 2 dobivamo sljede¢i sustav jednadzbi na Q = (0, 1)2:

1
Pr

0V, 0V

E 6Q
h %3 —h/ %3
|: O(X]-) 1 8 X1 (‘xl)yQ 1 ayz

% 4h =£
; + ho(x1) 7, !

/ Qs 1. ., 6Qs} 1 { ( 6Vs)
—h —(=h = h

o(x1)y2 0y2 et F> (=W (x1)er +e2) d0y2 1-N Lox; o(x1) O0x1

0

) av8> ) ( av8> o [ hy(x1)? L0V,
hy(x hy(x +
oxy ( o(¥1)32 0y dy2 of 1)y20 X1 dys (hO(xl) Y2 dy2
1o (, 0V, 1, 0%V, 10 (hy(x1)h'(x1) v,
_ <h x1) ) - —h(x1) 2 0 y92
€ 0x1 dy2 ho(x1) dy2

1
(W ()VE +VS)

£ 0y20x1 * an2
i )2 +10%,

(x 07,
g2 ho(x1)  dy?

Bxl

ON [, dZ,
] + 1 [ho(xl)yQ—eg - /’lo(xl) ()

-N dy2

1 07, 1
+— (e1 +n (xl)eg) + Raho( )Tgeg + ) ho(xl)Flel,
£ 0y2 £

Vi Ve 1( )% av;> .
0(x1)c9_xl_ 0<x1)y25y2+_ - x1)0y2+5y2 -

c0Zs 0Zs 1 0Zs 0Zs }
0x1

[/’lo(xl)v /’l, (xl)ygia Sh( )Vsa —VQE 8y2

2 (o) 2 (o) 2 (peomdZ) 2

o (h\(x1)? .0z 10 a7 1 927
o ( ot v3 8) - = <h'(x1) 8) — = (x1) 5=

ho(x1) 2 dy2 £ 0x1 dys/ & dy20x1
10 (hG)h(x1) 8Z,\ 1 K(x1)*+18°Z 2N
& 0y2 hox1)  oy:) & ho(x) dys | 1-N
ove 1ave 1 QvE

1
Eabide BV — ho(x1)G,
dys €dys & (X1>3y2 g2 o(x1)

T, oT, 1 oT, 1 _.8T. & < ( )aTS)

i Vi = —h (x1)V] 53—+ = = O
0()(1))72 1ay2 c (-xl) layQ e 28)/2 (9)61 1 aX1

8 < 6T8> ) ( 6T3> 8 [ hy(x1)? ,aT,
—— =) - —(h
axl 0(x1))’2 5)72 (9y2 O('xl)yQ axl + 8)72 ]’l()(x1) y2 ayQ
T. 1 T 1 hi(x1)hH (x T.
Y oys0x1 " “edys ho(x1) 0y2
1 h’(x1)2+182T8 <1azg OT.  10Z. 0T, >
+— +D |-
g 0ys 8x1 £ 0x1 0y

<

ovy
0x1

ho(x1)

— 2ho(x1)Ze ] +
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2.2. Asimptoticka analiza

Pripadni rubni uvjeti glase:
Vi =0zax;=0,1, V,=0zays=0,1,

1 1
Qs=§Qo za x1 =0, Qs=§Q1 za x1 = 1,

Z:=0zax1=0,1, Z:=0zayy=0,1. (2.8)
T8=902axl=0, T5=912axl=1,
oT, oT,
=0 =0, — =¢&%(G ~T, = 1.
Gy, - 0By dy, ~° (Gr(x1) = T¢) za y2

Nepoznanice u (2.7)-(2.8) su sljedece: Vg(x1,y2) = ve(x1,ey2) = (V7(x1,y2), Vi (x1, y2)),

Qs (x1,y2) = ge(x1,€y2), Ze(x1,y2) = z6(x1, €y2), Te(x1,y2) = Se(x1, €y2). Trazimo rjesenje

problema (2.7)-(2.8) u obliku asimptotickog razvoja po malom parametru &:
Ve(xi,y2) = VO(x1,y2) + 8V (x1,y2) + V2 (a1, y2) +...,

Qc(x1,y2) = %Q()(xl’)@) + 1Ql(xl,m) +0%(x1,y2) +£Q°(x1, y2) +. .-,
e e (2.9)

Ze(x1,y2) = Zo(xl, y2) + le(xl, y2) + 8222(x1,y2) +...,

To(x1,v2) = TO(x1, yo) + €T (x1, y2) + T2 (x1, y2) + . . ...

2.2.1. Regularni dio razvoja

2.2.1.1 Aproksimacija nultog reda

Sada uvrstavamo (2.9) u sustav jednadzbi (2.7)—(2.8), te prikupljamo ¢lanove uz istu po-
tenciju malog parametra g. Izjednacavanjem ¢lanova koji se pojavljuju uz £ dobivamo:
1 00°
—: (=H(x1)e1 +ey) —— =0,
51 (FH(n)er+es) 975

iz Gega zakljucujemo Q° = Q°(xy).

Aproksimacija brzine nultog reda V9 dana je sljede¢im sustavom jednadzbi:

I 1 W(x)*+1 OQV{) 0" 8Q1>

1
N = h F _ (_h h/
&’ 1-N  ho(x1) a9y} obr)F + Pr ox1) ax1 1) dy2

1 K(x1)2+10%V) 190!

& - 1-N ho(xl) ayg __E 3}72’

1 vy oV (2.10)
= — W (x])—+—2 =0,

€ dyz  Oy2

1: V(x1,0) =0, V(xy,1)=0,

1

5 0°(0) = Q0. Q°(1) = Q1.
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Ako izrazimo derivaciju po y2 druge komponente brzine preko derivacije po y2 prve kom-
ponente brzine koriste¢i (2.10)3, pomnozimo (2.10)2 s A’(x1) i dodamo (2.10); dobivamo

sljedec¢u jednakost:

L (W) +1)2 0%y ho((x1) 9Q°
— =h - — - 2.11
1-N  ho(x1)  8y2 o) - o (2.11)
Sada iz (2.11), (2.10)3 te rubnih uvjeta (2.10), imamo
1-N [ ho(x1) r< 1 0Q° ) )
VO(x1,y2) = { — = _ ) (53 -y)
1(x1 y2) B h,(x1)2+1 Pr 0xy 1 (yz y2) 212
1-N ho(x1) r<1aQ0 ) ) '
VO(x1,y2) = ——1I {— — = _F ~ y2).
5 (X1, ¥2) 5 (x1) o)+ Pr Ox1 1) (v3—y2)

Aproksimaciju tlaka nultog reda Q¥ mozemo odrediti iz uvjeta inkompresibilnosti za ko-

rektor brzine prvog reda (vidi (2.26)3):

Lt ol vy " vy " v} vy . (2.13)
: - —_ — 4+ — = U. .

0 X1) x1 0 xl))’Q (9)72 X1 )ayQ ayz
Integriranjem lijeve strane (2.13) po [0,a] x [0, 1] dobivamo

o aVO " vy y vl v, o
I e

/ / <8x1 ho(w)VY) = o (x )6(9 (yng)) dyadx;

(2.14)
= [ ot [ rceavt s
0 0 0 0
1 1
- [ mo(@Vitaadr: - [ mo(OV0.2)dve
0 0
gdje smo iskoristili (2.26)4 te (2.10)4. Iz (2.13) i (2.14) sada slijedi
1
/ ho(a)Vy(a, y2)dys = C1, (2.15)
0

gdje je C; konstanta koja ne ovisi o a. Uvrtavanjem (2.12); u (2.15) dobivamo obi¢nu

diferencijalnu jednadzbu

1-N ho(x1)3 ( 1 GQO >
CL=- -F, 2.16
! 12 (W(x1)2+1)2 \Prox; | (2.16)
&ije rjeSenje uz rubne uvijete QY(0) = Qg, Q°(1) = Q1 glasi:
1 12CPr [ (I (s)% +1)?
0 1

x1) = Pr Fi(&)dé - —————ds + Co. 2.17
0w =pr [ rae- T [ R e, (27
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2.2. Asimptoticka analiza

Konstante C1,Co u (2.17) su dane s

B L (1 (s)2 2\ L 1
Cl—l N(/O Mds) (QO—Q1+Pr/0 Fl(f)df), C2=Qo. (2.18)

~12Pr ho(s)3

Sada iz (2.12) i (2.16) dobivamo aproksimaciju brzine nultog reda:

6Cq
ho(x1)

Nadalje, aproksimacija mikrorotacije nultog reda Z° zadovoljava sljedeéi sustav jednadzbi:

VO(x1,y2) = - (e1+ 7 (x1)e2)(v3 — y2). (2.19)

1 W (x1)%+10%22°
) . —L (X1) B = l’l()(.Xl)G,
€ ho(x1) a3 (2.20)

1: Z%x1,0)=0, Z%x1,1)=0.

Rjesenje problema (2.20) je dano s

1 ho(x1)?

—imG(M)()’% - y2). (2.21)

ZO(Xl,)’2) =

Pretpostavimo li dodatno da vrijedi G(0) = G(1) = 0, aproksimacija mikrorotacije nultog

reda ZY dana s (2.21) zadovoljava rubne uvjete na krajevima kanala.

Aproksimacija temperature nultog reda 79 je dana sustavom

1 B (x1)? +18°T°

2 o 2 T

€ . 0(x1) 83)(’)2 (2.22)
T T

1: —(x1,0)=0, —(x1,1)=0.
3y2(x1 ) (9y2(x1 )

Primijetimo da u ovom trenutku ne mozemo odrediti aproksimaciju temperature nultog
reda TY iz (2.22). Medutim, mozemo zakljuciti da vrijedi 70 = T9(x1), Sto ée u sljedecem

koraku pojednostaviti sustav koji opisuje korektor temperature prvog reda.

Dobiveni sustav jednadzbi za korektor temperature prvog reda T glasi :

1 K(x)*+18°T"  92°0T°
P ho(x1) 6)% T O0yg Ox1’ (2.23)
oT? oT?
£: (')_yz(xl’o) =0, a—y2(x1,1) =0.
Rjesenje problema (2.23) dano je s
) = 20 T 00 - 333) (2.24)

120 (W (x1)2 +1)2 dx1

Naglasimo da zbog pretpostavke G(0) = G(1) = 0, korektor temperature T dan s (2.24)

takoder zadovoljava rubne uvjete na krajevima kanala.
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

U izrac¢unatim izrazima (2.19), (2.21) i (2.24) za aproksimacije brzine i mikrorotacije nul-
tog reda te korektor temperature prvog reda mozemo uociti efekte zakrivljenosti domene

na tok fluida kroz prisutnost funkcija s i hg.

Nadalje, nazire se utjecaj mikrostrukture fluida na aproksimaciju brzine nultog reda V°
kroz prisutnost mikrorotacijske viskoznosti u,, o kojoj ovisi parametar N. Medutim,
kako bismo uspjeli uhvatiti u¢inke kutne viskoznosti @ koja se pojavljuje u parametru
L, trebamo odrediti korektore viseg reda. Takoder, napomenimo da jos nismo odredili

aproksimaciju temperature nultog reda 79,

2.2.1.2 Korektor prvog reda

Izraz za korektor tlaka prvog reda Q' dobivamo izravno iz (2.10),:

12C1 Pr (K (x1)? + 1)1 (x1)

1 - —
Q (xl,)’Q) - 1 _N ho(x1)2

yo +r1(x1), (2.25)

gdje je r1 = r1(x1) nepoznata funkcija koju ¢emo kasnije odrediti kako bi korektor brzine

prvog reda zadovoljio uvjet kompatibilnosti koji dolazi od jednakosti za divergenciju.

Sustav jednadzbi koji odreduje korektor brzine prvog reda je dan s

1 1 KW(x)2+10%V] 1 { o0! o0! 00Q?
- — |ho(x1)==— - I, = W (x)—=
- =N ho(x1) 6y§ + Pr 0(x1) ox1 0(x1)YQ Bys (x1) dys
2 70 1 )% d%v0
_ N oz, _ 9 (e 2 ) ) 2
1-Ndys 1-N| 0x; 0y 0y20x1
9 o hé(xl)h'(xl)y28vlo ,
0y2 ho(x1) dy2
1 1 KW(x1)2+10*V] 10802 2N , 920
_— - =N (x1)—
& 1-N h()(xl) ay% Pr 0y9 1-N 0y
1 d ovy) 0?vy (2.26)
- o h/ _ 4 _ h/
* 1-N ! 0)61 ( (xl)ayg) (X1)(9y20xl
h(x) )W AT
+9 0 o(xl) (XI)yQ 9 ’
0y ho(x1) dyo
. i vy y %y y vl v} .
: 0(x1><9_x1_ 0(x1)y26_yg_ (x1>6_y2+8_y2_ 5
& Vi(x1,0) =0, Vl(x1,1) =0,
1
- 0'(0,y2) =0, Q'(1,y2)=0.

32



2.2. Asimptoticka analiza

UvrStavanjem izraza za aproksimaciju brzine nultog reda (2.19) u jednakost (2.26), dobi-

vamo sljedeéu poveznicu izmedu prve i druge komponente korektora brzine:

vl av} ! (x1)
—i(x])=—= + —2% = —6C; >

3y2 — 2y5). 2.27
(9y2 ay2 hO(xl)( y2 y2) ( )

Integriranjem (2.27) po ys dobivamo

hg(x1)
m@% -y3), (2.28)

gdje smo iskoristili rubne uvjete (2.26)4. S druge strane, deriviranjem jednakosti (2.27)

Vy(x1,¥2) = ' (x1)V{ (x1,y2) — 6C

po y2 zaklju¢ujemo
ovy oV} Ry (x1)
—5=h (xl)— - 12C
93 dy3 “ho(x1)

Korektori brzine prvog reda se sada mogu odrediti iz izraza za aproksimaciju brzine nultog

(3y2 - 1). (2.29)

reda (2.19), izraza za aproksimaciju mikrorotacije nultog reda (2.21), izraza za korektor
tlaka (2.25), relacija (2.28) i (2.29), rubnih uvjeta (2.26), i jednadzbi (2.26),(2.26),, te

su dani s

Vi (x1.y2) = A1(x1)(v5 — ¥3) + Aa(x1) (3 — y2).,

1 Y hy(x1) 3 .2 / 2 (2.30)
Vo (x1,y2) = | A (x1)A1(x1) - 6C1m (5 = y3) + A (x1)A2(x1)(y5 = y2),
pri ¢emu je
~ ! (x1)h (x1) (5K (x1)? +2)h" (x1)
Ar(x) =24Cy (h’(x01)2 + Dho(x1) 261 (W (x1)2+1)2
N ho(x1)3
3L (1 (x1)? + 1)2G(x1)’ (2.31)
Ao(r) =6 hy)h (1) (4R (x1)? + DA (x1) '
2 2+ Dho(rr) L (W(x1)2+1)2

N o) 1-N  ho(x1)?
6L (W1 )2 +1)2 2Pr (W(x1)2+ 1)

ri(xn).

Gledajuéi funkcije Aj 1 Ag koje se pojavljuju u izrazu za korektor brzine prvog reda (2.30),

dane s (2.31), vidimo utjecaj kutne viskoznosti @ kroz pojavljivanje parametra L.

Sada zadajemo funkciju rq iz (2.25) na sljedeéi nacin:

_12PrCy [T (W(s)*+ 1) 36PrCy [ hy(s)H(s)(W(s)* + 1)
A e ) S W PSR WO
6PrCy *' (3h'(s)2+1)h"(s) ‘
TIN 2
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

gdje je

L (s)2+1)2 N\ [ [YHy(s)R (s)((s)? + 1)
Cy = —2C) ( /O ()" + 17 ;())(s;)ds) ( /0 0 o ds).

Lako je vidjeti da vrijedi r1(0) = r1(1) = 0. Funkcija r; dana s (2.32) je odredena tako da

Vll zadovoljava uvjet kompatibilnosti

1
/ ho(a)Vi(a,y2)dys = C3, zasvea €|0,1], (2.33)
0

dobiven iz (2.26)4 integriranjem po [0,a] x [0, 1].

U ovom trenutku mozemo iz (2.26), odrediti korektor tlaka drugog reda Q:

0%(x1. y2) = 6C1 Pr ( (W' (x1)? = 1) hfy(x1) (20 (x)? - 1)h’(X1)h"(X1)> 2
’ 1-N ho(x1)2 (B (x1)% + 1)ho(x1) ?
6C1Pr (3K (x1)? = Dhy(x1) (20 (x1)% = DI (x1) 1" (x1)
* 1-N <_2 ho(x1)2 : * (h’(x1)2 + 1)]1()()61) ) y2 (2.34)
r (W (x1)? "(x
- 112C:3]§ = 120(:11))2}1( 1>y2 +ro(x1),

gdje je ra = ra(x1) proizvoljna funkcija koju odabiremo tako da vrijedi r2(0) = r2(1) = 0.

Korektor mikrorotacije prvog reda Z' rjesava sljedeé¢i problem:

1 W 2 1 221 ZO 220
- =L ()" +19 =L {—i (h'(m)a—) —H(x1) g
€ ho(x1)  dy3 dx1 0y2 0y20x1
I (x1) R (x 70 oN [ oV? VY
) 0 ()( 1) ( 1)y26 _ 771 +h/(x1)_2 , (235)
0y2 ho(x1) dy2 1-N \ 0y2 dy2
£ ZY(x1,0) =0, Z(x1,1) = 0.
Lako je odrediti Z! iz (2.35), koristedi (2.19) i (2.21):
Z'(x1,y2) = B1(x1)(y3 — ¥3) + B2(x1)(y3 — y2), (2.36)

pri ¢emu je

4C1N 1 h
O (s

L(1-N) 6L \W(x;)%2+1
1 )’
3L (W(x1)2 +1)2
2C1N _ 1 < h()(xl)
L(1-N) 12L \R(x;)?+1

3
) R (x1) (31 (x1)? = 1)G (x1)

h(x1)G'(x1),
(2.37)

3
Ba(x1) = ) R (x1) (3K (x1)? - 1)G (x1)

1 ho(x1)3

2
o (it ar) W O + g S )G )
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2.2. Asimptoticka analiza

Korektor temperature drugog reda T2 odreden je sljedeé¢im sustavom jednadzbi:

K (x1)? +1°T? 00T° 9’10 9 < aT1>
L = —ho(x1)VVZ— + ho(x1) =5 — =— | #'(x
ho(x1)  dy3 obe1)Vy 0 o) w0 ( 1)6y2
/ 927! a (R (x1)h'(x1) oT!
~ K (x1) +2 0 ¥2
y20x1  dy2 ho(x1) dy2 (2.38)
<621 o1 9z°01" 92" aT1>
dyz dx1 dyz 0x1 Ox1 dya /)’
oT2 oT?
) 0
. - , 0 — O’ _ 5 1 = k G -T .
e By2 (x1,0) Bys (x1,1) (Gr(x1) )

Integriranjem jednakosti (2.38); od 0 do 1 po varijabli ys te koristedi izraz za korektor

temperature prvog reda (2.24) i rubni uvjet (2.38), dobivamo sljedece:

oT"
k(G ~TY - C;—
(Gr(x1) ) o

0°T%  W(x1)*+1
ox?  ho(x1)
OT° (D ho(x1)3h"(x)(TH (x1)* = 1) D ho(x1)*h’ (x1)hg(x1)
dx1 \ 12L (h(x1)2+1)3 2L (W(x1)2+1)?
D ho(x1)3h (x1) ., . 0T® D ho(x1)>h (x1) 0°TY
b G ) G+ LG )
6L (h'(x1)2 +1) dx1 6L (W (x1)2+1) Ox?
,0T% (D% ho(x1)*h))(x1) D% ho(x1)°K (x)) " (x1)

Ox; \24L2 (W(x1)2+1)3  20L2  (W(x1)2+ 1)

D?>  ho(x1)° , . OT° D% hg(xp)P
TR o 1)3G(x1)G (xl)ax1 + 0L CIEE

+G(X1)

(2.39)

+G(X1)

5 62T0
—
axl

G(x1)

Uz uvjet kompatibilnosti (2.39) zadajemo rubne uviete T°(0) = 6y i T9(1) = 6y, ¢ime
dobivamo sljededi sustav za aproksimaciju tlaka nultog reda T9:

9210 oT"

Hl(xl) Hx% +H2(X1)(9_Xl +H3()C1)TO = H4()C1), (2'40)
7°(0) = 6y, T°(1) =6,
gdje je
D ho(x1)3h (x D2 ho(x1)?
Hl(xl) :ho(xl) + &WG@Q + TE (h/(;)l();i_ 1)3G(x1)2’
X 3,7 X 2 X 5
Hy(x1) =—Cy - 112)L }(IZ/((;1)>2}1+(1)12 (Th' (x1)? = 1)G(x1) + 6§L2 (h'(hgfl();.),. 1)3G(x1)G/(x1)
2ho(x1)2h’(x1)h6(x1) D ho(x1)?' (x1) _, (2.41)

T Y ST AT RSV

D2 ho(x1)*hf(x1) D? ho(x1)° I (x1)h” (x1)

YT (W (x1)2 +1)3 G(x1)? - TR T G(x1)?,
’ 2 ’ )
H3(x1) = — %k, Hy(x1) = —%k(ﬁ(n).
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Zbog pretpostavki na glatkocéu funkcija i i hg lako se pokazuje da problem (2.40)—(2.41)

ima jedinstveno rjesenje. Time je odredena aproksimacija temperature nultog reda 7°.

Konat¢no, korektor temperature drugog reda koji je rjeSenje sustava (2.38) je dan s

T?(x1,y2) = D1(x1)y5 + Da(x1)y5 + D3(x1)y3 + Da(x1)y3 + Ds(x1)y3, (2.42)
pri ¢emu je

D2 ho(x1)6h'(x1)h”(x1) 26T0 D2 ho(x1)6 2(92T0
(x1) + G(x1)
180L2  (W(x1)2+1)5 dx1  180L2 (h'(x1)2 + 1)4 dx?
D? ho(x1)0 oT°
- G(x1)G’
360L2 (g 2+ i 0 VG ) g
D2 ho(xl)ﬁh’(xl)h”(xl) (x )26T0 _ D2 ho(x1)6 282T0
60L2  (W(x1)2+1) Y 0xs T 60L2 (W (x1)2 + 1)3 x>
D? ho(x1)8 oT°
G(x1)G’
1012 (W 2+ D0 VG W g
h 0 h 4h// 5h 2_1 0
Da(ay) = - & o(x1) 9T° D ho(x1)*h” (x1)(5h" (x1) )G(xl)ai
2 h’(x1)2+1 0xq 12L (h'(xl)2+1)4 0x1
D ho(x1)*W (x1) ., . 0T° D ho(x1)*H (x1) 9°TY
L 0eC S a F L 2 17 Y g
(h'(x1)*+1) X1 (h'(x1)*+1) X
N C1N ho(x1) (9T0_ D? ho(x1)5h{)(x1) (x )28_710
LO=-N)I(x1)2+10x;  96L% (W(x1)2+ 1% " ox
D? ho(X1)6 ar’  D? ho(x1)6
- G(x1)G’
96L2 (h'(x1)% +1)* (1) (xl)axl T 9612 (W(x1)2+ 1)
h()(xl) oT° N Bho(x1)4h”(x1)(5h’(x1)2 — 1)G(x )(9_TO
h’(x1)2+1 Ox1 6L (h’(x1)2+1)4 ! ox1
~ 2h0(x1)3h’(x1)h6(x1)G( >8_T0 _ Bho(x1)4h’(x1)G,<x >(9_T0
3L (W(x1)2+1)2 ox;  3L(W(x1)2+1)3 " Vax
D ho(x1)*n (x1) x )62T0 __10CiN_ ho(x1) oT°
COL (W (x0)2+ 13 ax2  BL(1L=N) W(x1)2+ 1 dxy
Ci ho(x1) oT° , _3CN ho(x1) ATO
2 h’(x1)2+1(9x1 L(1-N) h’(x1)2+18x1

+G(x1)aT0 (_ D_ho(xi)*h”(x1) (5K (x1)* ~ 1) +2h0(x1)3h’(x1)h0(x1))

Di(x1) =-

Dg(xl)

5 0%T
2
Oxy

G(x1) , (2.43)

D4(X1) =C

D5 (x1) :%k(GT(Xl) e

dx; \ 12L (h'(x1)2 +1)4 2L (W(x1)2+1)3
D ho(x1)*n'(x1) ., . OT° D ho(x1)*n (x a°1°
D ho( 1)2 ( 1§G LA o 1)2 ( 12,)G(x1) 2
6L (W (x1)2 +1) dx1 121 (W'(x1)2 +1) 9x

+ G(xl)

20T (D% ho(x1)°hy(x1) D% ho(x1)H (x0) " (x1)
dxp \48L2 (W (x1)2+1)*  40L%  (R'(x1)?2+1)5
D? ho(x1)® or’  D? ho(x1)° 5 0°TY

G(x1)G’ .
0 )2+ A0 Y ) G o ey 2 4 )i O Y ox?
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2.2. Asimptoticka analiza

Primijetimo da aproksimacija temperature nultog reda 7°, dana kao rjeSenje problema
(2.40)—(2.41), uvazava ucinke kutne viskoznosti @ kroz parametar L, kao i u¢inke mikro-
polarne toplinske vodljivosti ¢ kroz parametar D, gdje se spomenuti parametri pojavljuju

u izrazima danima u (2.41).

2.2.2. Rubni sloj
Regularni dio asimptotickog razvoja ima sljedeé¢i oblik:

1
VI, (1. y2) = VO(x1, ya) + &V (x1. ya),

1 1
Orrsloao2) = 50" (11) + L0 (k0 32) + 0%, v2), (244)

1
Z.[s,leg(xl,yz) = Z%x1,y2) + £Z* (x1, y2),
2
Tg[J]eg(xl, y2) = To(xl) + 8T1<X1, yo2) + 82T2(X1, y2).

Asimptoticka aproksimacija (2.44) izra¢unata u Odjeljku 2.2.1 zadovoljava rubne uvjete
na gornjem i donjem zidu kanala. Stovige, aproksimacija tlaka nultog reda Q(L(?le@ aprok-
simacija mikrorotacije nultog reda Zﬂeg i aproksimacija temperature prvog reda Tg[,ljeg

zadovoljavaju i rubne uvjete na krajevima kanala.

Sada uvodimo dodatnu pretpostavku da prve derivacije funkcija & i hg i8¢ezavaju u okolini

(1]

x1 = 01x; = 1. Posljedi¢no, druga komponenta aproksimacije brzine prvog reda Vg e
jednaka je nuli kada x1 = 0,1, iz ¢ega zakljucujemo da V[sl’],eg zadovoljava rubne uvjete na
krajevima kanala. Nadalje, korektori tlaka prvog i drugog reda Q' i Q? sada isto zadovo-

ljavaju rubne uvjete na krajevima.

Medutim, korektor mikrorotacije prvog reda Z! ne zadovoljava rubne uviete, §to znadi da

trebamo korigirati nas asimptoticki razvoj u rubnom sloju na krajevima kanala.

U tu svrhu, uvodimo korektore rubnog sloja mikrorotacije prvog reda u okolini x; = 0 u

obliku

X1
Zepr0(x1,y2) = 825150 (?,yz) , (2.45)
te u okolini x1 = 1 u obliku
1 X1 — 1
Zeni1(x1,y2) = &y ——2) (2.46)

Korektori rubnog sloja s desne strane (2.45) i (2.46) su definirani na polubeskona¢nim

kanalima Go = (0, c0) x (0, 1), odnosno Gy = (—0,0) x (0,1). Kako korektori rubnoj sloja
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

ne bi ovisili o parametru &, funkciju F(®) aproksimiramo s njenom vrijednosti u (0,0).

Ova aproksimacija ¢e biti opravdana u ocjeni greske u Odjeljku 2.3.

Uvedimo zamjenu varijabli y; = Z- te stavimo G = 0. Uvritavanjem (2.45) u sustav (2.5)

i prikupljanjem ¢lanova uz istu potenciju od & dobivamo sljedeé¢i problem za Z;l o

— i —Ldivy(F(®(0)V,Z},) =0

e Zyo(0,y2) + 2'(0,32) = 0, (2.47)
€ Zbll,o()’bO) =0, Zz}z,o(YL 1) =0.
Kako je matrica F(®(0)) pozitivno definitna, postoji jedinstveno rjesenje Z;l 0 € Wb2(Go)
problema (2.47). Koristeéi standardne metode lako je pokazati da rjesenje Zbl o ekspo-

nencijalno tezi k nuli kada [y| — +co (vidi npr. [38]). Korektor rubnog sloja Zbl | ha

suprotnom kraju kanala se konstruira analogno.

2.2.3. Asimptoticka aproksimacija

Asimptoticka aproksimacija u tankom pravokutniku [0, 1] X [0, €] odredena u Odjeljcima

2.2.11 2.2.2 sada ima sljedeci oblik:
[1] 1] X2\ _ 0 X2 1 X2
V (x1 X )—Vg,,eg( X1, 8> =V <X1, 8)+8V <x1, 8),
2] _ol2 X2\ _ 1 o 1 )
Qs (x1,x2) =0 reg (Xl, 8) =3¢ (x1) + SQ <x1, ) +Q° <X1, . ) :
(1] 1] X2 X2 X9
Zs (x1,%2) =Zg reg <x1, ;) + Ze b0 <x1, ;) + Ze bl <x1, ;) (2.48)
X2 X2 X1 X2 -1 x
_Zo(xl’s>+8Z1<xl’ >+8Zblo< ) 821’”( £ ’8)’
2 2 X2 X2
Tg[ ](xl,xg) :Tg[,r]eg (xl, ;) TO(x1) + eTt (xl, ~ ) + 272 (xl, . ) ,
gdje su VO i V! danis (2.19) 1 (2.30)(2.31), 0%, Qi Q% s (2.17)(2.18), (2.25) i (2.34), Z°

i Zzl's (2.21) 1 (2.36)-(2.37), Zblo i Z},, korektori rubnog sloja mikrorotacije razmatrani
u Odjeljku 2.2.2, te su T%, 7! i T? dani s (2.40)-(2.41), (2.24) i (2.42)-(2.43).

Napomena 2.2.1. U slucaju kada je h(x) = 0 i ho(x1) = 1 (to jest kada promatramo
tok u nedeformiranom kanalu), dobivena asimptoticka aproksimacija (VE], E},ZL ],Tg[ ])
dana s (2.48) se podudara s onom izvedenom u [56], Sto je i ocekivano. Shodno tome,
zakljucujemo da astmptoticko rjesenje predloZeno u ovom poglaviju uzima u obzir zakriv-

ljenost kanala. Naime, u slucaju nedeformiranog kanala druga komponenta aproksimacije
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2.2. Asimptoticka analiza

brzine VLU dane s (2.48)1 je jednaka nuli, dok je u slucaju zakrivljenog kanala druga kom-
ponenta netrivijalna. Ucinke zakrivljenosti takoder moZemo uociti kroz prisutnost funkcija

h i hy koje opisuju zakrivljenost kanala.

Kako bi opravdali dobiveni asimptoticki model, u sljede¢em odjeljku ocjenjujemo raz-
liku izmedu originalnog rjeSenja problema (2.5)—(2.6) te dobivenog asimptotickog rjesenja

(2.48) u prikladnim normama.
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

2.3. RIGOROZNO OPRAVDANJE

U ostatku odjeljka koristit éemo sljedeée ocjene:
IG(@)]|,~q,) < C [F(@)]],q,) < C, (2.49)

gdje je C > 0 konstanta neovisna o &. Ocjene (2.49) se lako pokazuju koristec¢i h, hy €

C?([0,1)).
Uvodimo sljedeé¢e oznake:

I'*=(0,1)x{0,e}, TE=(0,1)x{e}, I'® =(0,1) x{0}, = ={i} x(0,¢), i=0,1.
Osim Leme 0.0.1, bit ¢e nam potrebni sljedeéi tehnicki rezultati:

Lema 2.3.1. Za sve ¢, € Wh2(Q,) vrijede sljedeée nejednakosti:

||‘p8||L2(F5) < ce'l? ”VSOEHLQ(QE) ’ ”‘Pe”L?(zf) <C ”V‘PSHH(QS) , 1=0,1.
Lema 2.3.2. Neka je f, € L3(Q;), tada problem

div(G(®)u,) = f, u Q,,

u, =0 na 0Q,

ima barem jedno rjeSenje u, € Wol’Q(Qg) takvo da

C
IVaelli2g,) < = ”fé‘”L?(Qg) :
Lema 2.3.3. Postoji a1 > 0 takav da F(®)& - &€ > a1|€|%, za sve € € R2.
Lema 2.3.4. Postoji ay > 0 takav da AF(®)- A > as|A|?, za sve A € Ma(R).

Dokaz Leme 2.3.1 se moze pronadi u [81], dok se Lema 2.3.2 pokazuje sli¢no kao i Lema
0.0.2. Lema 2.3.3 je dokazana u |28, Lema 3.2|, dok Lema 2.3.4 slijedi iz Leme 2.3.3 i
identitete

AF(®)-A=F(®)ATe;-ATe; + F(®)ATey - ATes.

Sada smo spremni dokazati apriorne ocjene za brzinu, tlak, mikrorotaciju i temperaturu.
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2.3. Rigorozno opravdanje

2.3.1. Apriorne ocjene

Propozicija 2.3.1 (Apriorne ocjene). Neka je(ve, ge, 26, Se) rjeSenje problema (2.5)—

(2.6). Tada vrijede sljedece ocjene:

gdje je C konstanta neovisna o €.

Dokaz. Mikrorotacija z, zadovoljava sljedece jednadzbe na Qg:

- M
_Ldiv(F(@)Vz,) + — Aet(V®)z, = v, - G(®)Vz,

1-N
ON .
7 10H(VD) ;) + det (V)G (2.50)
Ze =0 na 09Q;.
Mnozenjem (2.50) s z, i integriranjem po Q. dobivamo
_ M ~
L/ F(®)Vz, - Vz. + / det(V)|z,|* = ——/ Ve G(®)Vzeze
Q 1-N Q Pr Q
¢ N © ‘ (2.51)
+— rot (V) v,)z, +/ det(V®)G .z,
1-N Q. Q.

Vrijedi jednakost

/Q vg-(";(cb)vzgz,S:%/Q vg-é((I))V(zg)QZ%/Q G(®)v, - V(z.)?

_ 1 (A Ty 2 L (i T 2 _
=3 /95 div <G((I)) v8z8> b /QE div (G((D) v8> 72; =0,
pri ¢emu smo iskoristili div(G(®)7v,) = 0 te ¢injenicu da vrijedi z, = 0 na dQ,. Ocjenju-

jemo preostale izraze s desne strane (2.51) koriste¢i Lemu 0.0.1:
/Q 10t ((V®)Tv6)ze < C I9v4ll 200, Izl 20,

< Ce|lVvellr2(a,) IVZzellz2(,) »

/Q et (VO)Gezs < ClGellza, Ieellia,

C

= 1G12(0,) l1zell 22,
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Takoder, uo¢imo da vrijedi

det(V®) = ho(x1) > ¢,

gdje je ¢ konstanta iz (2.2). Sada iz (2.51) i Leme 2.3.3 za dovoljno mali ¢ slijedi ocjena

C
IVzellr2(a,) < CellVvellp2(a,) + v (2.52)

Temperatura S, zadovoljava
—div(F(®)VS,) = v, - G(®)VS, + DV*z, - VS,,

Se=0gzax1 =0, Sg=0601zax=1, (2.53)

658 aSE

22 _ =0, —=%
0x9 a2 0x9

Uvodimo funkciju §; takvu da S, = 0 na X§ i X7 na sljede¢i nacin:

=ek(Gr(x1) — Se) za x2 = €.

S =8, —D5, D5 =06y+x1(6, —6)).

Mnozenjem (2.53) s S; i integriranjem po €, dobivamo

- R (x))xg + B (x1))2 + 1 -
/ F(@)vs;.vsg+ek/ Urglxajwa + (x1)) |5;§|2:_/ F(®)VDS - vs:
Q. re ho(x1) Q

&£

—/ vg-f;(cp)vszsz—/ vg-G(tl))VDﬁSZ+D/ Vize - VS.S;
Q. Qe

Qg
0Z¢ . oS

_ hl h/ E %
o, A, e /Fs( o(x1)xz2 + (X1))ax158 (2.54)

R (x)xg + 1 (x1))2 + 1
_(91—90)/g(hé(X1)x2+h'(xl))S:_"gk/rf( - il:)-(xlg -
(hy(x1)x2 + ' (x1))* + 1
—ck ./I“f ho(xl)

-D(601 - 6o)

GrS:

DSs:.

Vrijedi

gdje smo iskoristili div(G(®)Tv,) = 0 te ¢njenicu da je $* = 0 za x; = 0,1 te v, = 0 za

x2 =0, &. Nadalje, vrijedi

/QE Viz, - VS'S! = —% /Q V2o x (V(S)2) = -% /Q rot (z6(V(S2)?)
= —%/ n x (ZE(V(S:)2) =0,

0Q,
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2.3. Rigorozno opravdanje

pri ¢emu koristimo z, = 0 na dQ,. Jos raspisujemo integralni ¢lan na I'®:

/g(hb(m)xz + h'(xl))gfsz :% /S(h{)(x1)x2 ¥ h,(xl))aim(SDQ
- /r .9 a% ((Bp(xn)ea + 1 (x1))(52)%)
- % /E(hg(x1)x2 + " (x1))(85)?

- % / (g (a1 (1)) (1)

gdje smo iskoristili ¢injenicu da A’(0) = A'(1) = 0 i hy(0) = h{(1) = 0. Sada ocjenjujemo

izraze s desne strane jednakosti (2.54) koristeci (2.49) te Leme 0.0.1 i 2.3.1:

[ F@ws s, <C 90810, IV:
Q. £

L*(Q,)
<CVe VS| 20,

./sz ve  G(®)VDIS: <Clvell i,

Se

L4(Q,)
<CV e | Vvellr2q,) ||VSE

0Z¢ .,
Ji e < IV, |
<Ce||Vzell2(a,) VS
/‘(hg(xl)xg + h”(xl))(S;’;)2 sc|

<Ce||vS;

L2(Q,)°

Se

L?(Q,)

LQ(QE) D

%112
Sellzz(re

2
L2(Q,)°
[ htpea s (e < ey + ) e

<Ce||VS;

Se

L2(Q8) ’

GrS, <Ce||GrllL2(rs)

Se

L2(ry)

(hE)(Xl)XQ + h/(xl))z +1
ok -/Ff ho(x1)

SC\/;||VS§||L2(QE) ;

(ha(x1)xz+h’(x1))2+ Lo s .
ok /r ho(x1) D:8; <Ce [0z aqe) 182l 2
<CVed VS| 2, -

Sada iz (2.52), (2.54), (2.55) te Leme 2.3.3 za dovoljno mali ¢ slijedi ocjena

19S:ll,2(,) < CVER IVl g, + CVe.

VD§||L2(Q£

L2(I#)

(2.55)

(2.56)
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Razmotrimo sada sustav jednadzbi koji zadovoljava brzina v:

%((vg G(®)V)v, + G (®)Vq,) = div(Vv.F(®))
N L . 7
T TRV L+ (T F(B))) + Radet(VO)S,e0 +det(VOF, )

div(G(®)Tv,) = 0,
vi=0zax;=0,1, v =0zaxy=0,e¢.

Mnozenjem (2.57) s v, te integriranjem po Q. dobivamo

1 ~ 1 1 -
—— | Vv F(®) Vv, = —— G(®) v, -
TN g, e (@) Ve Prg2QO/23 (®)'ve-er
! 1Q / G(®) v, e ! (Ve - G(®)V)v, - v 2.58
Pr &2 1 v & 1 Pr a, & e Ve ( . )

+

2N
/ VOV 7z, v + Ra/ det(V®)Sqv5 +/ det(V®)F . - v..
1=NJo, Q. Q.

Kao i ranije, moze se pokazati identitet

/ (ve - G(®)V)v, - v, = 0.
Qg

Takoder, vrijedi

Qo/
>

G(®) v, e - Q1/ G(®) v, e = /69 div ((G(®)"v (Qo +x1(Q1 - Q0)))

& &
0 Z0

:/Q (G(®) v, (Qo +x1(Q1 - Qo)) -

Ocjenjujemo preostale izraze s desne strane (2.58) koriste¢i (2.49) i Lemu 0.0.1:

£ (G(®)"ve (Qo +x1(Q1 - Qo))

82 Q.

IA

C
2 Qo +x1(Q1 - Q0)||L2(Q£) Ivellz2(a,)

C
e IVvellr2q,) >

IA

/Q VOV, vs < C V2l 20, Vel 20,
< CellVzellpz(a,) 1Vvellr2(a,) »

(2.59)
/Q det(VD)Sev5 < C IS:ll,2( 176l 20
< C& |VSell 20, IVVell 2o, »

1
[ @), v, < WPl el

C
< Ve IVvell2(q,) -

44



2.3. Rigorozno opravdanje

Iz (2.52), (2.56), (2.58), (2.59), te Leme 2.3.4 zaklju¢ujemo

C
19vell 2, < —= (2.60)

Ve
Pretpostavimo li da za tlak vrijedi normalizirajué¢i uvjet /Q qe = 0 (tlak je odreden do na

aditivnu konstantu), po Lemi 2.3.2 postoji r, € W&’Q(Qg) takav da

div(é((I))Trg) =qg, u Qg

C (2.61)
IVrell2,) < — ”an?(QS) :
Mnozenjem (2.5)1 s re te integriranjem po Q doblvamo
- 1 -
[ e = g [ 6@ s 2 [ e,
‘ (2.62)

+/ —V(I)Vng Te+ Ra/ det(V®)S.es - e +/ det(V®)F, - r..
o 1-N Q. Q.

Izrazi s desne strane jednakosti (2.62) se mogu ocijeniti koristeéi (2.49), Lemu 0.0.1 te

ocjene (2.52), (2.56), (2.60) i (2.61)2, ¢ime kona¢no imamo

IA
Dl

gl 20

2.3.2. Ocjene greske

U ovom odjeljku izvodimo ocjenu greske pratedi pristup iz [56], gdje ¢emo koristiti apriorne

ocjene (2.49), Leme 0.0.1, 2.3.1-2.3.4 te svojstva funkcija h i hg.

U dokazu naglasak stavljamo na ocjenu integralnih ¢lanova koji se ne pojavljuju u analizi
greske u [56], te uzimamo u obzir da smo u Odjeljku 2.2.2 provodili analizu rubnog sloja

koristedi aproksimaciju funkcije F (@), $to moze utjecati na red greske.
Teorem 2.3.1 (Ocjene greske). Neka je (vg, ge, 26, Se) rjeSenje problema (2.5)—(2.6),
te neka je (VE], E,ZE],TS[Q]) asimptoticka aproksimacija dana s (2.48). Tada vrijede

sljedece ocjene:

HV(V‘g - VL”) L20,) < C\/g,
‘ 4e — [2] < £
‘L2 r T e

HV(zg — 7z . (2.63)

gdje je C konstanta neovisna o €.

5. Tl
& & H
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Dokaz. Najprije uvodimo sljedeée oznake za razliku originalnog rjesenja i asimptoticke

aproksimacije:
Ro=v,- VY, ro=qo-0% wo=z.-7", Kk,=5,-17.

Mikrorotacija z, zadovoljava sljedeéi sustav:

i AN M, -
~L div(F(®)Vz,) + 7 det(V)z, = —— (v - G(®)Vz;)
- r
N
S rot((V®) v,) + det (V®) G, (2.64)
ze =0 na 0€Q;.

(1]

Aproksimacija mikrorotacije Z; " je rjeSenje sustava jednadzbi

N A% A
~Ldiv(F(®@)vz) = iho(xl)(; _ 2N <— + h’(xl)—2>

1- 0x9 0x9
—Ldiv(F(®)VZ.p10) — Ldiv(F(®)VZep 1)+ J°, (2.65)
zZW =0 na e,

1]

Z([gl] =1, na X, Z£ =n] na X,

gdje je ng = S'Zbll( Py s) ’71_8sz0(3 é) i

(1] [1] [1]
6 aZ{f reg a aZS reg 6 aZ{'} reg
JE =—L|— ]’l 2 — h’ ’ _ hl ,
laxl ( 0(x1) 0xq ) 0x1 ( 0(x1)x2 0xo 0x9 0<x1)x2 0x1

/ 1]
0 h()(xl)2 gazs[:,reg 0 ( , 5Zl> , 5221
+ s < o (1) x5 Ars —e— | W(x1)=— ) —¢h (m)axﬁx1

| <h6(x1)h’(x1) 821)

(9)62 ho(xl) 2 0)62

Lako je provjeriti da vrijede sljedec¢e ocjene:

+2¢e

||770||L2 Es < CeXp( 0_/8 ||77]_||L2 Za < CeXp( 0-/8) ”Jg”LQ(QE) < C\/E,
gdje su C, o > 0 konstante koje ne ovise o €.

Sada oduzimanjem (2.65) od (2.64) dobivamo sljede¢i sustav jednadzbi:

N 4 M ~ M ~
L div(F(®)Veo,) + - NN Aet (YD), =~ ve - G(®)Vw, — 5 R, - G(@)VZL

My G@yvzl 2N ot (VO (v = VIY) + L div(F(®)VZop10)
Pr I-N
+L div(F(®)VZep11) + B, (2.66)
ws =0 na I'°,

wg =-n; na Xj, wg=-n] na Xf,
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2.3. Rigorozno opravdanje

pri ¢emu vrijedi [|B%]12(q,) < CHe.

Izrazi div(F(®)VZepi0) i div(F(®)VZepr1) koji se pojavljuju s desne strane jednakosti
(2.66) dolaze od korektora rubnog sloja te nisu jednaki nuli, ali ¢emo pokazati da su
dovoljno mali. Uzimajucéi u obzir (2.47) i regularnost funkcija i i kg te koristeci hf(0) =

1’ (0) = 0 izvodimo sljedecu ocjenu:

| div(F(®)VZep1,0)| = | div((F(®) — F(@(0)))VZep10)|

0 6Z1§1,0 0 , , / azl}l,O
= 8(9_)61 ((ho(xl) — hp(0)) or - eax1 (hg(x1)x2 + A (x1) = h'(0)) os
6 7 7 4 8Z1 )
~ %oy <(h0(xl)x2+h (x1) = K'(0)) a;zo)
0 hy(x1)? o, _RO(x)R (x1)  R(x)?+1 1\ 92,
+& X5 +2 X2 + -
8)62 ho (xl) hg(xl) ho()q) ho(O) 6)62
_ 0 2 0Zy0 0 9 0Z,,
= 80—x1 (O(x1 o - 86—)61 (hg(x1)x2 + O(x7)) .
o (., 0Zy,
L, ((ho(xl)x2+0(9€%)) 6;110>

iz ¢ega mozemo zakljuciti !
|| div(F(®)VZep1.0)] | 2(q,, < CVe. (2.67)

Za rubni sloj na suprotnom kraju kanala x; = 1 se na analogan nacin izvodi ista ocjena.

Sada uvodimo novu test funkciju wj koja je jednaka nuli na rubu domene 9€2,, definiranu
s

Wi =we — DY, DY =—nf+x1(~15 +18).

staknimo da se ocjena (2.67) moze poboljsati ako uvedemo dodatne pretpostavke na regularnost funkcija
h i hg. Naime, ako pretpostavimo hg € CX([0,1]), h € C**1(]0,1]) i
h0)=0, i=1,.., k-1,
RD0)=0, i=1,..,k,
imamo sljedeé¢u ocjenu:

<Ccef 12 i=0,1.

HdiV(F(q))VZE,bl,i)‘|L2(Qg) =
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Vrijede sljedece ocjene za D¢ :

||DZ‘)||L2(QE) < Cexp(-o/e),

VD‘;’”LQ(QS) < Cexp(—o/e),

(2.68)
IDZ]],4q,) < Cexp(-0/e).
Sada mnozimo (2.66) s w} te integriramo po Q., ¢ime dobivamo jednakost
L/ F(cp)vw Vg + < / det(V@)|w?|? = —L/ F(®)VD? -V}
Q.
/detV(DD‘” *——/ ve -G D)V, w;
Sl / ve - G(®)VDYw! — — / Ra-c(q>)vz§]w; (2.69)
Pr Q.
M 2N
/ o)zl + 2N [ ot (V@) (v, - VIO
T1oN Q.

+L/ le V.Zgblo a) +L/ le )V.Zg’bl’l)w:\+/‘ ﬁsw
Qg

Vidimo da zbog rubnog uvijeta w® = 0 na dQ; te &injenice da div(G(®)Tv,) = 0 vrijedi
jednakost

</Qg Ve G(®)Vwiw] = %-/Qg ve: G(®)V(w;)? = %/g& G(®@) v, V(w)?
= %‘/s;6 div (G((I))TVg(w:>2) — %/ div (G( )TV5> (w:’;)Q 0.

‘ v

Gornja nejednakost nece dati zadovoljavajuce ocjene, no ona se moze poboljsati raspisom

Nadalje, vrijedi ocjena

nelinearnog ¢lana. Naime, vrijedi

[1] [1] (1]
vl Gzl = vl (ho(xl)azs 0Z: 9% )

— h’ h’ _—
0)61 ( O(X1>X2+ (XI)) 8x2 3)62

Posebno, imamo

6C1h.(x x2
—(hgy(x1)x2 + h'(xl))V{) + Vg = 1—0(1)x2 2 _ X2 ’
ho(x1)

iz ¢ega mozemo zakljuciti
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2.3. Rigorozno opravdanje

Preostali izrazi s desne strane (2.69) se mogu ocijeniti koriste¢i (2.49), (2.67), (2.68),
Propoziciju 2.3.1 te Lemu 0.0.1:

*
Vo,

| F @902 Vi < [F@)], 0 VD 9,

<Cexp(—c/e) ”Vw:;”L?(Qg) ’
/g det (V@) DY w;, <C&*||det(VO)|| o o) VDL 12, ) Vil 2(q,
<Cg’exp(-o/e) ”Vw:‘”LQ(Qg) ’

/Q ve - G(®)VDLW, < [[G(®)] oo, Ielliia,)

*

We

e V082,

SC8||VV5||L2(QE) Vw;”w(gg) VDZ)”L?(QE)

<Cveexp(-o/e) ||V‘U:”L2(Qg) ’

/Q R. - G(@)VZw; <[|G(®)] 0 g, V2

Rell 2@, @il 2,

L2(Q¢) |

<Ce||VRl 2(q,) || Ves

L2(Q)°

W’ vl G@)yvzl!

/ vl G(@)yvzllw: <|
Qe

L? (Qs) L2 (Qg)

(2.70)
SC\/EHVQ):“L%QE) ’

/ rot (V) (ve — V9wt <C HV(VS _vl
Qe

L2(Q,) ”w:”LQ(QS)

SCSHV(VS _vlly

L2(Q.) ||VCU:. L*(Q.)

+Cs HV(VL” _ylo

’LQ(QS) IVoill 20,

<Ce|IVR. |l 2(a,) Vi 20, + CVE |V}

L2 (Qp) ’

*

We

/Q div(F(®)VZs pr.0)w] < ||div(F(®)VZepi0)l|,2(0,) @il 2,

SC\/;”VQ):“LQ(QS) )

/ div(F(®)VZspi1)ws < ||div(F(q>)vzg,bl,1)||L2(QE)
Qe

‘U:”ﬁ(gg)
SC\/;”VQ)Z“LQ(QE) ;
[ Foi <18,
Qg

<CVed Vool o, -

‘”Z”B(QE)

Sada iz (2.69), (2.70), Leme 2.3.3, te ¢injenice da je det(V®) > ¢ > 0, za dovoljno mali
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

parametar & dobivamo ocjenu
||Vw2||L2(Qg) < Ce||VR; | 12(q,) + CV &2,

odnosno
||Vw8||L2(Qg) <Ce ||VR8||L2(Q&) +C V 83. (271)

Razmotrimo sada sustav jednadzbi koji rjeSava temperatura Sg:

—div(F(®)VS,) = —v, - G(®)VS, + DV*z, - VS,,

Se=6;naXxf, i=0,1, (2.72)
0S¢ 0S8
Fr =0 za x9 =0, F =ek(Gr(x1) — Sg) za x2 = &,

]I

te sustav jednadzbi koji zadovoljava aproksimacija temperature Tg[2

oT" 079 610 0zt 61" a_zo 6_T1

— div(F(®)VTH) = —ho(x;)V? D D% 4 eD
WF(®)VET) = —holer Vi g+ D+ oD o + P o o
0x1 0x9 (2.73)
1 = 0,4 8°1% (i,~) na 3y, i=0,1,
[2] [2]
T, T
e —vmn =0 T —ek(Grn) - 1) sy =
pri cemu je
LE = — i (hO(Xl)aixl(STl + 82T2)> + ai)q <h6(X1)XQaiXQ(8T1 + 82T2)>

(9)C1
5(; 0 1 22) 9 hé(x1)22‘9 1, 272
+ s ho(x1)x2 e (eT" +&°T%) o5 \ To0r) x5 s (eT" +&°T7)

0 < (9T2> 0 < 6T2) 0 hy (Xl)h’(xl) (S“T2

2 ’ 2 ’ 2 0

+2—— (W) — | +2— (W (x)=— ) =2 X )
© 0x1 ( 1)8x2 0x9 ( 1)('))61 € 0x9 ho(x1) 28x2

Oduzmimo sada (2.73) od (2.72), ¢ime dobivamo sljede¢i sustav za Kj:

0] ~

—div(F(®)VK,) = v, - G(®)VK, - R, - G(@)VT? - (v vl . G(@)vr?

-V G(@)(VT - VI.Y) + DV 2, - VK, + DV*w, - VI,

1 1 1 1 0 2
sz - 20 () gy 4 2p 2 0T 202 0T | 2y 02 0T

6)62 6x1 € 8x1 0)62 3)62 (9)61
2D520 T2 . (2.74)
0x1 0xo ’
Ke=¢ naXxf i=0,1,
0K 0K
£ =0zaxe=0, g+8kK8:§8zax2:8,
0x9 0x2
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2.3. Rigorozno opravdanje

pri ¢emu je £F = —&?T? (i,2),i=0,11& =—&’k(T'(-,1) +€T%(-, 1)).
Vrijede sljedeée ocjene:

IL%N L2, < Ve, ||§3||L2(zg) <cVe,

(2.75)
”gf”LQ(Zf) < C\/;, ||§s||L2(rs) < C&>.

Uvedimo sada novu test funkciju K3 koja je jednaka nuli na Xf, i =0, 1:
K:=K.-DX, DEX=¢8+x1(88-28).

Lako je vidjeti da vrijede slijedece ocjene:

[V0E ] 2(q, < €Ve? VDo, < Co
||D§||L2(Q£) < C\/g_’ ||D§||L4 Q ) = \/_

Mnozenjem (2.74) s K} te integriranjem po Q. dobivamo

(2.76)

- Ro(x1)xo + 1 (x1))2 +1
/ F(@)VK;.VK;+81</ (glx)xz + 1'(x1)) IK:|?
Q. 2 ho(x1)

N 0K
= —/ F(®)VDX . vk - / (hi(x1)x2 + h (x1)) —K;
Qg re (9)C1

K R (x1)x + 1 (x1))% + 1
_/g(hf)(xl)x2+h’(x1))aaD8 /5( o 2:()615 -

X1
/ (l’lE)(X1)X2+h’(X1>)2+]_
—ck
s ho(x1)
—/ vg-G(d))VDij—/ R, G(®)VIZk: (2.77)
Q.

Q,

[

&

DXk - / ve - G(®)VKIK:
Qg

- / vl -vy. @)k - / vI9. G @) vr? - vilk:
Qe

&

+D / V'ze  VKZKZ +D / Viz: - VDiK;+D / Vi, - VTK?
Qg Q

&

YA
D [ vizM - Z0 oyl -l / 2pZ2 2 k»
+ /Qg ( &£ & ) ( & & ) 8+ 988 axz axl
/ 2 VA 6T1K / 2D520 6T2K 2D520 0T2K / 1K
Q € 6)61 3)(2 Q € 0)62 8x1 988 0)61 6)62 Q. e

Kao i ranije, lako je pokazati da vrijede sljedeci identiteti:

/ ve - G(®)VKIK: =0, / Vize - VKIK: =0,
Q. Qg
oK: 1

[ e+ ) G = =5 [ Gy + 7)) K)°

ol



2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Preostale izraze s desne strane jednakosti (2.77) ocjenjujemo koristeci (2.49), (2.75), (2.76)

Leme 0.0.1, 2.3.1 te Propoziciju 2.3.1 na sljede¢i nacin:
[ F@VDE VK <[[VDE]q

<C\/&3|VK;

2
L2(I#)

VK;”LQ(QE)

LZ(Qs) s
oK; .

/ (ha(X1>XQ+h,(X1)) P K; SC|

& )C1

<Ce||VK;

K

2
LQ(QE) s
K

oD
[ a4 ) 5Kz <C 9D |

<Ce? VK

K,

L2(T#)

LQ(Qg) s

£eKg <Cll€ell2(re)

<CVe&b||VK;
(ho(x1)x2 + ' (x1))* +1 K x

ek /l"f hO(x1> D‘g KS <Ce ||D8 ||L2(F€) ||K8||L2(l"8)

<Ce*||VK;

Kellizqre

/ (ha(xl)xg + h'(xl))Q +1
e ho(x1)

+

LQ(QE) ’

L2(Qs) s

K,

/Q ve - G@VDEK: < Ivelliia,) VDX o K i

<CVeT [Vvelli2q,)

VK

2(@,)

<C& |Vvell 2(q,)

VK’

L2, (2.78)

K,

Loty IRellz(,) |

A (2] (2]
R, G(®)VT,”K; <||VT,
/gzg @) H L)

<CellVR:2(0,) IVK: ]| 20, )
/ vl -v0)- @il <c| vl - vl G(@)vrP
Qe

K

L2(Q,) L2(Q.)

K,

L0, L Y

+| (V- v G -1l

K,

L2(Q,) | L2(Qg)
SC\/;”VK;”L%QS) ;

/ V9. G@)vr? - vik: <
Qe

<C\/e3|VK:

V9. G@)vr? - vi)

K

L2(Q,) L*(Q.)

L2(Qg) s

o2



2.3. Rigorozno opravdanje

/Q Vize VDK <C (VD | i,y 1V2ell 20, [1KE ] 2,
<CV & ||VK; 2@,
L [2] * [2] %
‘/g;g V wg . VTg K8 S “VTg LOO(QS) ||Va)g||L2(Qg) | K8 LQ(QS)

<C Vel 20,

VK| 20, -

/ viz -z vl -tk < v - 2 vl - 1)
Qs

K;

& L2(Q,) L*(Q,)

SCVQS”Vth%QQ’

1 1 1 1
Q, 0xo 0x1 0x9 0xq 12(

K,
SCV&;”Vth%QQ’

5 VAN o |0zt oT?
e2p [ S g <ce?| St |
Q axl a)CQ axl 6x2 L2(Q

K

L*(Q.)

<CVé&d ||VK;

VAR E VARIE
82D/ 9z_ o1 K: <Cé? 02701
Q (9)62 8x1 (9)62 aX1 LZ(Q

SCVGE”VK:L%QQ’

21)/ 07" 6T2K* <Cs? 07" oT?
£ — & \|l=——
Q, 0x1 Oxg © 7 0x1 O0xs

L

o
—~
o
5
N

K,

L?(Qc)

L2(Q,) ”KSHLz(Qe)
<C\V/&5||VK;

/Q LK} <|IL°|l 120, |

<C\V/&5||VK;

L2(Q,)°

K,

L*(Q.)

L2(Q) *

Sada iz (2.77), (2.78) te Leme 2.3.3 za dovoljno mali ¢ slijedi

VK

L2(Q,) <C (3 IVR: 2(0,) + IVwell 2@, + \/83> ,

odnosno

”VKs”L?(QE) <Ce ||VR3||L2(Q£) +CV &3, (279)

pri ¢emu smo iskoristili (2.71) i (2.76).
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Obratimo sada paznju na sustav jednadzbi koji zadovoljava brzina v,:

) 1 - 1 ~ 2N
le(VVgF(q))) + EG(@)VqS = —E(Vg . G(@)V)Vg + mV(I)VJ‘zg

+Ra det(V®)S 2 + det(VD)F

1-N

div(G(®)"v,) = 0, (2.80)
vi=0naX, i=0,1, v.=0nal”,
1 . .
ge = —QQi na %7, i =0,1.
e

(1]

Nadalje, aproksimacija brzine prvog reda V' je rjesenje sustava

1) 1 o _ 1 1 0Q*
——div(VWWEF(®) + —G(@)vo? = — Fi+— =
5 ATV (@) + 56 (@)V0F = Sholxi)Fi+ 5ho(v) G en
1 00> ON oz oz
__h/ _ hl & _ h &
prlog e =Ty < olx1)xe g —hoba) o - | e
2N

+—1 NV(I)V*Z,LO} + M?,

. 1 0 a .,
div (G(®)TV,)) = E o (ho(x1)VY) - Sa—m(ho(h)xﬂf),

vil—omnass, i=0,1, V=0 nare,

o

1 1
—Qona 55, 0F = =01 na ¥,
& &

pri ¢emu je

1 [ o avil\ 5 vl 9 avl
Mg - — | — h &€ _ h/ & v h, c
1-N [axl < O(XI) 6x1 ) 8)61 ( 0()61))62 3)(2 8x2 O(Xl)x2 8x1
o [ hyx1)? ,ov d ov! 92V}
_ h/ - _ h/
+6X2 < ho(xl) 2 (9)62 83)61 <XI) 0)62 € (X1)5X23X1
o 0 (bR () V!
ox2 \ ho(x1) Coxs )|’

te Vrijedi ||M8||L2(Q8) < C\/E

Uoc¢imo da vrijedi sljedeca ocjena

| div (G(@) V)| 21, = O(Ve?),

Sto nije dovoljno dobro kako bismo izveli Zeljenu ocjenu. Iz tog razloga uvodimo korektor
divergencije ¥, kao rjeSenje iduceg problema:
. 0 o .,
div (G/(®),) = 6= (ho(x V) - o5 —(hy(x1pxaVY),

X1 X2 (2.81)
Y. =0 na 99Q;.
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2.3. Rigorozno opravdanje

Koristeci (2.33) te rubni uvjet (2.26), vidimo da je zadovoljen nuzan uvjet kompatibilnosti:

0

1
/Q ax1 (ho(x1)V}) - hb(n)%(xzvll) = 8/0 (ho(1)VL (1, y2) = ho(0)V}(0, y2))dys

1
. / (61 )V (1, 1) = 0,
0

pa po Lemi 2.3.2 problem (2.81) ima barem jedno rjesenje takvo da vrijedi
IV¥llz2(0,) < CVE. (2:82)

Korigirana aproksimacija brzine sada ima oblik

v oyl

&

te zadovoljava sljedeci sustav jednadzbi:

L div(oi!!
N

. div(VY¥.F(®))

~ 1 - 2] 1 1
F(®)) + EG((D)VQs = ;ho(xl)Fl A

1 007 1 00? 2N 0]
+—ho(x1)——e1 — —h| + VOV-Z
o(x1) X1 ‘1 r o(¥1)x2 0xo “ATTTN ¢

Zs > 00 + M. (2.83)
1

(1]

div (G(®)TV.") =0,

VW=onaze, i=0,1, V' =0nare.

g2

Oduzimanjem (2.83) od (2.80) dobivamo

1 1 - 1 . )
G V(TR (®)) + - G(®)Vre =~ (v, G(®)V)R,
I P o )
L (&, - 6w - L Gt
- (V@) + - _Nquwl(zg — 719 4 Raho(x1)Sees + e, (2.84)

div (G(®)'R,) =0,
RE=0naxf, i=0,1, R,=0nal",
pri emu vrijedi |[yell 2q,) < C+e. Funkcija R, = (Iéff, Iég) je razlika izmedu rjeSenja v,

te korigirane asimptoticke aproksimacije, dana s:

Promotrimo sljede¢i pomo¢ni problem:

div(G(®)7d,) = ry + — / 0,
|-Q'8| Q.

(2.85)
d. =0 na 09,.

95



2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Pretpostavimo li da vrijedi normalizirajuéi uvjet za tlak fQ qe =0, tada je jasno da desna
strana jednakosti (2.85), pripada prostoru LQ(Q,Q). Dakle, postoji barem jedno rjeSenje
d. problema (2.85) takvo da vrijedi (vidi Lema 2.3.2):

C
vd < — 9
” 8||L2(Q£‘) - & |Qg| / QE ( 86)
Pomnozimo li sada (2.84) s d, te integriramo po €., nalazimo
B = VR.F(®)-V
(re |Qg|/ ) N/Qg F(®)-Vd,
| . 5 (@) 7
+— | (ve - G®)V)R,-d.+— [ (R:-G(®)V)V, -d,
Pr Pr
1 ’ | 0 18 (2.87)
=1~ ~ [1 -
+E Q. (Vs ’ G(‘I))V)Vs dg — m ./QE V‘I’EF((I)) -Vd,
2N
- VOV~ (z, — ZLO]) d, - Ra/ ho(x1)Sges - d, _/ e - dp.
1-NJa, . Q.

Cetvrti ¢lan s desne strane jednakosti (2.87) raspisujemo na sljedeci nacin:

/ V. G@vvl . a,
Q.

Nadalje, vrijedi

. ob b ob ob
a - G(q)V)b h0<X1)ala_)Cl - ]’l (xl)x2a16—x2 - ()Cl)ala—x2 +as—— 6)62

Izraze dobivene u (2.88) ocjenjujemo koristec¢i (2.86), Lemu 0.0.1 te gornju jednakost:

- 0
/ (V‘[gl] . G(‘D)V)V‘L]‘]dg < ”ds”L?(QE) ‘ (Vl +8V1)I’l0(xl)a (VO +8V1)
Qs 1 LZ(Q«S)
’ ’ 6
+ldell 2, H(—ho(xl)xQ(Vf +eV]) + (=l (x1)V} + VQl))a_xQ(VO +eVl) i
L2(Q)
< CVed |Vdyll 2, »
~ oY,
/ vl G(®)V)P,d,| < el 2, H(V{)+8V11)h0(x1) 5
Q. X1 1L2(9,)
/ 0 1 / 1, iy 9¥e
+lldellr2q,) |[(=ho(x1)x2 (VY + Vi) + e(=h (x1)Vy +V3)) 9
*2 ll2(0,)
< CVe? |Vdyll 20, » (2.89)
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2.3. Rigorozno opravdanje

[ v -G@mpla,
Q¢

/ (¥ - G(D)V)¥.d,

<Ce

wa,) 1Wellzza,) el o

< Cel|[V¥ellr2(q,) IVdell 2@
< CVeb | Vdsll 20,

< Wellpa,) IV¥ell2(q,) 1dell 2@,

< Ce ||V‘I’g||ig o 1Vdell 2
(Qe) (

< C&%||Vd| 12,

Preostali izrazi u (2.87) se mogu ocijeniti koriste¢i Lemu 0.0.1, Propoziciju 2.3.1, te ocjene

(2.49), (2.71) i (2.79):

/ VR.F(®) - Vd,
Qg
/(vg.(;(cp)V)ieg-dg
Qe

/Q vov 2 - d. <C ||V wu 2 . 1l 20
ve|vh@t -z, el
<Ce? |[VR.| 20, IVdelli2(,) + CVER IVl 20,

[ otesees - do <C KMo, Iellz, + € [ o 1l
Ce* IVKeliz(a,) Vel + Co |17, o 19delizqa
<C& |[VRe |20, IVl 20, + CVE? VALl 20, -

Ji e de <l Il

<C|VR:| 20, IVl 20, -

< ||V£||L4(Q (Q) ||d8||L4(Q

<Ce [9v.ll 20

<CVE VR 2 0

D IVR| 20, 1Ve 20

§ ||Vdg||Lz<gg) ,

> = (1]
< ||R3||L4(Q£) vae (@) ldellL2 @
<CVe VR (0, 1Vl 20, -
<C ”VTs“LQ(QE) ||ds||L2(Q

<CVe? |Vdll2q,)

<CVe IV, 20

(2.90)
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu

Sada iz (2.86), (2.87), (2. 89) (2.90) slijedi ocjena

C. -
I L PR 291

re +

|Q£|

Kona¢no, mnozimo (2.84) s R, te integriramo po Q, kako bi dobili

VR.F(®)-VR. = —— [ VR.F(®)e; - R,
1- Qg I- 7
~— | VRF(®)er - R, —i | (e G(®)V)R; - Re
Ty
pl,-<RG<>>V“R——/V“~ oV R, 29
vy | TE@) VR o [ V0T~ 2 ks

+Ra/ ho(xl)SseQ'Rg+/ yE'Rg.
Q. Qg

Koristeci (2.84)4 i (2.84)5 izvodimo sljede¢u ocjenu:

= /‘e (ho(m)(;%1 = (ho(x1)x2 + A (M))ZRg) ‘R;

/ VR.F(®)e; - R,
i

X2
:/ho(xl)aRiR e R R ) iR (2.03)
& 0x1 0x2 0x2
= 6R8R‘9 = /Eég(l,XQ>aRT<].,X2)dXQ =0.
o 0x9 0 0x9

Do istog zakljucka za odgovarajuci ¢lan na X se dolazi analogno.

Integral

raspisujemo i ocjenjujemo analogno (2.88) i (2.89), dok se preostali ¢lanovi ocjenjuju
analogno (2.90).
Tada se koriste¢i (2.92), (2.93) i Lemu 2.3.4 moZe pokazati da za dovoljno mali & vrijedi
sljedeca ocjena:

||VR8||L2(Q£) < Cve3.
Zbog (2.82) imamo

”VRa”LQ(Qg) < CvVes, (2.94)
Sto nam daje ocjenu (2.63);. Ocjena (2.63), sada slijedi iz (2.91) i (2.94), ocjena (2.63)4

slijedi iz (2.71) 1 (2.94), te ocjena (2.63), slijedi iz (2.79) i (2.94). Time je dovrSen dokaz.
|
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2.3. Rigorozno opravdanje

Napomena 2.3.1. U ovom odjeljku smo prilagodili dokaz [56, Teorem 4.1] opcenitijem
slucaju zakrivljenog kanala kako bismo izveli ocjene greske (2.63) u Teoremu 2.53.1. Kljucne
razlike w analizi greske s obzirom na nedeformirani kanal su integralni clanovi u (2.69), koji
dolaze od korektora rubnog sloja, te integralni ¢lanovi u (2.77), koji potjecu od Robinovih

rubnih uvjeta za temperaturu, a za koje smo izveli zadovoljavajucée ocjene.
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2. Stacionarni termomikropolarni fluid u zakrivljenom kanalu
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3. ASIMPTOTICKA ANALIZA
NESTACIONARNOG MIKROPOLARNOG
FLUIDA S DINAMICKIM RUBNIM

UVJETOM ZA MIKROROTACIJU

U matematickoj literaturi je ¢esta upotreba Dirichletovog rubnog uvjeta za mikrorotaciju,
kako bi se olaksala analiza promatranog problema. Naime, dokaz dobre postavljenosti
(inicijalno—)rubne zadacée postaje tehnicki zahtjevan problem u sluc¢aju nestandardnih
rubnih uvjeta. S druge strane, razumno je ocekivati da ¢e opéenitiji rubni uvjeti bolje

opisati razli¢ite fenomene koji se javljaju zbog postojanja mikrostrukture.

Migun [66] te Kolpashchikov, Migun i Prokhorenko [52] daju prve vazne cksperimen-
talne rezultate koji sugeriraju upotrebu nestandardnih rubnih uvjeta za mikropolarne
jednadzbe. Nadalje, Niefer i Kaloni su istrazivali kretanje krute sfere u mikropolarnom
fluidu pri smicanju u [69], dok je Kirwan [50] prou¢avao nekoliko razli¢itih rubnih uvjeta

za mikrorotaciju.

U novijoj literaturi se mogu pronaci razmatranja mikrorotacijskih rubnih uvjeta u raz-
nim postavkama. Bayada, Benhaboucha i Chambat |7]| su proucavali lubrikacijski sloj u
tankom kanalu, uz rubne uvjete povezane s viskoznosti na rubu domene (tzv. "boundary
viscosity"). Hoffman, Marx i Botkin analiziraju u¢inke otpora na sfere u mikropolarnim
fluidima u [43], dok Deo i Shukla razmatraju laminaran tok mikropolarnog fluida oko sfere
u [26]. U [77] Pazanin izvodi efektivan model koji opisuje lubrikaciju s mikropolarnim flu-
idom, dok Bonnivard, Pazanin i Sudrez—Grau [17]| izuc¢avaju u¢inke naboranog ruba na

tok mikropolarnog fluida u tankoj domeni.
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

Motivirani nedavnim rezultatima dobre postavljenosti problema nestacionarnog mikropo-
larnog toka fluida s ne-nul rubnim uvjetima u dvije dimenzije (vidi [14]), u ovom poglavlju
donosimo dokaz dobre postavljenosti u tri dimenzije, te predlazemo efektivni model viseg
reda koji opisuje spomenuti tok. Najprije u Odjeljku 3.1 uvodimo sustav mikropolarnih
jednadzbi s rubnim uvjetom (1.30) za mikrorotaciju, te zatim u Odjeljku 3.2 dokazu-
jemo egzistenciju i jedinstvenost slabog rjesenja. U Odjeljku 3.3 provodimo asimptoticku
analizu s obzirom na debljinu cijevi te izvodimo asimptoticku aproksimaciju drugog reda
koja uvazava efekte mikrostrukture fluida, vremenske derivacije te nestandardnih rubnih
uvjeta. Provedena je detaljna analiza rubnog sloja u blizini krajeva cijevi kako bismo
poboljsali toc¢nost aproksimacije. U posljednjem Odjeljku 3.4 izvodimo apriorne ocjene te

zatim rigorozno opravdavamo izvedeni model.

3.1. POSTAVKA PROBLEMA

Promatramo nestacionarni mikropolarni fluid u tankoj cilindri¢noj domeni
Q. =B, x[0,l] =&B(0,1) x [0,1],

gdje je B(0,1) krug radijusa 1 te & < 1 mali pozitivni parametar. Rub domene S = 9Q,

je unija tri skupa: dno cilindra Sg, vrh cilindra S te lateralni rub Sy.

Linearizirane jednadzbe nestacionarnog mikropolarnog fluida u Q. dane su s

0
(;l: —xAu.+Vp,=arotw.+ f,,
divug =0, (3.1)
ow, )
Frale aAw, — BVdivw, + 2aw, = arotu. + g..

Nepoznanice u (3.1) su brzina u., mikrorotacija w, i tlak p.. Gustoca p je konstanta
postavljena na 1. U (3.1) smo upotrijebili notaciju y = v+v,, a =2v,, a =c,+cy te B =
co+cqg—cgq, gdje je v kinematicka Newtonovska viskoznost, v, kinematicka mikrorotacijska
viskoznost, te cq, ¢, 1 cg koeficijenti kutnih viskoznosti. Dane funkcije f, i g, opisuju

izvore linearnog i angularnog momenta.

Sustav (3.1) uparujemo s nehomogenim Dirichletovim rubnim uvjetom za brzinu na Sp i
STI

e (31,32,0,1) = we(x1, 00,1, 1) = b (2, 2,1 (3.2)
E E
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3.1. Postavka problema

gdje je h, zadana brzina na krajevima cijevi x3 = 0 te x3 = [.

Na lateralnom rubu cijevi §; zadajemo no-slip rubni uvjet za brzinu

u: =0 na Sy, (3.3)

te na 0Q. zadajemo dinamicki rubni uvjet za mikrorotaciju opisan u Odjeljku 1.3.2:

&

_ aO £
W, = 7rot ug, age(0,1]. (3.4)

Koeficijent af) koji se pojavljuje u rubnom uvjetu (3.4) opisuje interakciju izmedu pro-
matranog fluida i lateralnog ruba domene S;. Prema [16], moZe se definirati preko kine-
maticke viskoznosti ruba domene vy, to jest kao af = = U ovom poglavlju ¢emo

pretpostaviti da je af istog reda veli¢ine kao i mali parametar &, odnosno da je oblika

a; = €agp, ap € R.
Inicijalni uvjeti su dani s

us(x,0) =0,
(3.5)
we(x,0) =0.
Napomenimo da su uvjeti kompatibilnosti za problem (3.1)—(3.5) zadovoljeni, jer su za
brzinu zadani jednaki rubni uvjeti na krajevima cijevi Sp i S7. Uvodimo oznaku

F*(t) = /B nes (22,1 :82/Bh3(y’,t) = 27 (), (3.6)

£
gdje je y’ = x;', x" = (x1,x2) te hg3 treca komponenta od h,.

Pretpostavimo da za funkcije f, i g, vrijedisljedece: f,(x’,0,1) = f.(x",1,1)ig. (x",0,t) =
g.(x’,1,1). Dodatno, pretpostavimo da funkcije f.(x,7), g.(x,1) i hg(’%,t) iS¢ezavaju u
okolini #+ = 0. Iz (3.6) tada slijedi da F(f) takoder is¢ezava u t = 0. S ovim pretpostav-
kama se ne pojavljuje rubni sloj u vremenu jer ¢e inicijalni uvjeti (3.5) biti zadovoljeni.
S druge strane, morat ¢emo provesti analizu rubnog sloja u prostoru jer regularni dio
asimptotickog razvoja nece zadovoljavati rubne uvjete na x3 = 01 x3 = [ (vidi Odjeljak
3.3.2). Dodatno, napomenimo da promatramo linearizirane jednadzbe jer nelinearni dio

mikropolarnih jednadzbi ne pridonosi asimptotickom razvoju drugog reda.

Cilj sljedeceg odjeljka je pokazati dobru postavljenost problema (3.1)—(3.5).
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

3.2. EGZISTENCIJA I JEDINSTVENOST RJESENJA

Pretpostavimo li da vrijedi h, € C'([0,T]; W3/22(Sp)) n C*([0,T]; W3/22(S7)), mozemo
definirati funkciju k%" € C1([0,T]; W>2(Q,)) kao rjesenje problema (vidi Lemu 0.0.3)
divhe =0 u Q.
hgxt =0 na SL,

h:;xt = hg na SB,ST.

Dodatno, za svaki ¢ € [0, T] vrijede sljedece ocjene:

ohe
i, +| 2] <o
ext ohg" 3.7
[V ||L2(Q£)+ v ot |20, <C, (3.7)
C
I8 < .

Kako bi pojednostavili slabu formulaciju problema, uvodimo sljedeé¢e oznake:
(u,9))u :)(/ Vu - Vedx,
Qg

(v =a [

Q.

(u,p) :/ u - @dx.
Qg

gdjesuu,peViw,ye W&’Q(Qg).

Vw - Vipdx +ﬁ/ divwdivigdx + 2a/ w - Ydx,
Qg Q

£

Uocimo da su bilinearne forme ((-,-)), i ((+,-)), neprekidne i koercitivne na V, odnosno
Wy (Q) :

c1llull? < ((w,u))u, VueV,

(,0))u < c2llully llelly, Yu,p eV,
(3.8)

3wl 1oy < (W W)y YW € Wo?(Q),

572 (Qe)
(0. 9))w < callwllyragg ) W12,y Vw0 € Wos(Q0),

gdje su c1, c2, c3, c4 > 0 konstante neovisne o malom parametru &.

Nadalje, neka je P ortogonalna projekcija s L?(Q,) na H, te oznacimo s A Stokesov
operator definiran s

Au, = —PAu,, u, € D(A),
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3.2. Egzistencija i jedinstvenost rjesenja

pri éemu je D(A) = W?2(Q,)NV. Sli¢no kao u [89, Odjeljak 7] moze se pokazati da postoji

konstanta C4 koja ne ovisi o € takva da

luellwz2,) < CallAugll2q,) - (3.9)

Sada formuliramo na$ problem u varijacijskom smislu: trazimo par funkcija (v, z¢) takvih

da

0
ye € L20,T; D(A)) n C([0,T]; V), ;; e LX(0,T; H),
3.10)
5 (
20 € L2(0.Ts Wy (2,) C(0. T LX(Q0). 55 € LA(0.T:H (),
vrijede sljedeée jednakosti:
Ve acg
%)t ((Ve,®))u = a(rot ze, @) + T(rot 1ot ve, @) + (fe @)
ahext aa,s
- < £, go> — (R, )y + —2(rot ot A, @), Ve €V,

o1 : (3.11)
0z oxt a5 (v, ‘
o U)+ ((ze,¥))w = a(rotve, ) + a(rot RS ) + (g ¥) — 5 g rot ¥

ae ahzxt a,S a&
—70 ( oo ot ¢> - 70((rot Ve ) — 70((rot RE ) ), Y € WP (Q,),
te su zadovoljeni inicijalni uvjeti
at at
ve(0) =0, z:(-0) = —70 rot ve(-,0) — 70 rot B (-,0) na Q. (3.12)

Tadajesu., =v.+he", w, = z8+%‘5 rot v£+% rot B¢ dano rjesenje problema (3.1)-(3.5).

U sljedecem teoremu dokazujemo dobru postavljenost problema (3.10)—(3.12).

Teorem 3.2.1. Neka je f. € L%(0,T; L*(Qs)), g. € L?(0,T; H'(Q,)). Tada postoji

jedinstveno rjesenje problema (3.10)—(3.12).

Dokaz. Neka je prostor X definiran kao

X = {v v e L*(0,T; D(A)) N C([0,T]; V), % € LQ(O,T;H)} :
uz normu danu s
ov

L2(0.T;H)

Ivllx = vlliL20,7;0a)) + P lcqorv) + ’ a

Nadalje, neka je ¥, € X. Definiramo operatore k : X — L2(0,T; H1(Q.)), j : X —
L%(0,T; H) na sljededi naéin:

ag (v, ag N 2 1,2
rot ¥ +7((rotv8,t//))w, ¥ e L7(0,T; Wy (Qe)),

(kG5 = 2 (2,

. aag ~ 9
(J(ve), ) = T(rot rotve, ), ¢ € L*(0,T;V).
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

Lako je vidjeti da vrijede sljedece ocjene:

& &

(07 (07
kGl 20r 1000 < Comy Wellx [5G 207 < Cig Pl

gdje su konstante Cy, C; neovisne o &.

(3.13)

Koristeci ocjene (3.8), (3.9) i (3.13) te standardne metode diskretizacije u vremenu (vidi

npr. [55]) moze se pokazati egzistencija jedinstvenog para funkcija (vg,z.) takvih da

d
V; e L%(0,T; H),

ve € L*(0,T; D(A)) N C([0,T]; V),

07, )
zt e LX(0,T; HY(Qy)),

zo € L*(0,T; W, % () N C([0,T]; L*(Q,)),
vrijede jednakosti

(%‘»0) +((Ve, @) = a(rot 2o, @) + (j(75), @) + (fer @)

ahext
_ &g
(%

0) ~ (R )+ (). ). VeV,
92e t
(%2 )+ (et = alrotve, ) + alvot B + (g, )

—(k (7)) = (k(RE),4), V€ Wi (Q),
te inicijalni uvjeti
QS e 8 ext
ve(-,0) =0, z:(-,0)= Y rot v (-, 0) — 5 rot 7" (-,0) na Q.
Nadalje, vrijedi sljedeca ocjena:

a/g ~
grotvg(-, 0)

||v8||X SCS <||f8||L2(O,T§L2(Qg)) + ||g8||L2(O,T;H*1(Q‘9)) + L2(Q£)

+

Drothg(0)|  +]litw)] S ICA]
9 g \» 12(Q.) €/11L2(0,T;H) €/ML2(0,T;H-1(Q,))

e
oriL2e.) T || gy

VA 2

' ext
LQ(OsT;Lz(Qs)) + ||J<hg )“LQ(O’T;H)

+ ||k(hzm)||L2(0,T;H_1(Qs)) > )

gdje je Cs konstanta neovisna o €.

Takoder, uo¢imo da vrijedi ocjena

||1"Ot‘~’e("0>||L2(98) <G ||‘~"£||C([O,T];V) <G ”f"s”X'

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Konacno, definiramo preslikavanje A : X — X s A(v.) = v,, te tvrdimo da je A kontrakcija

1

na X za dovoljno mali &. Neka suvl, #2 € X, te neka su (v1,z0) i (v2,z2) rjesenja problema

66



3.2. Egzistencija i jedinstvenost rjesenja

(3.14)~(3.16) za ., odnosno 2. Onda je (¥.,%) = (vL —vZ zL — z2) rjeSenje problema

(3.14)(3.16) za vy = v. — 92, uz f,,g.. h¢" = 0. Tada iz (3.13), (3.17) i (3.18) slijedi

P

ocjena
a&
lAGE) = ATy = 19:llx < Cs(C+Cj+Ci) [Pe = ¥l = gcs(cr+cj+ck)% [ |
Dakle, A je kontrakcija za & > 0 takav da vrijedi
6Cs (C+Ci+Ch) 5 < 1,

¢ime zakljuéujemo da postoji jedinstveno rjeSenje problema (3.10)—(3.12).

Napomena 3.2.1. FEgzistenciju tlaka p, moZemo dobiti na standardan nacin koristeci

De Rhamov teorem (vidi npr. [95]).

Zbog slozenosti promatranog problema (3.1)—(3.5) ne mozemo pronadi eksplicitno rjesenje
bez da znacajno pojednostavimo model, te je stoga glavni cilj ovog poglavlja pronaci

asimptoticki razvoj viseg reda to¢nosti koji dobro aproksimira rjeSenja problema.

U ostatku poglavlja izvodimo asimptoticku aproksimaciju drugog reda toc¢nosti problema

(3.1)—(3.5), te provodimo analizu rubnog sloja.
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

3.3. ASIMPTOTICKA ANALIZA

Reskaliranjem domene s obzirom na brzu varijablu y” = (y,y}) = x;, dobivamo sljedeci

sustav jednadzbi na Q = B(0,1) x [0, []:

o _ 0%m 1_ _ dp
5 éAy/u —/\(a—x§ + ;Vy/p + B_)i),es
1ows 0dwo owy 10wz 1ows 10w ~
= a<ga—y2 - 8—)%)6!1 +a<6_x3 - ga—yl>e2 +a<;0_yl — Ea_y2>e3 +f,
édivy/ﬁ* + 8—2:3 =0,
ow a . 0w p o /33aw3 B o . %W (3:19)
o 8—2Ay/w a6_x§ - ;Vyfdlvy/w* - ;Vy/a—xg - ga—xsdlvy/w*eg B x§ e3
_ 10us Ous ouy 10us
+2aw +a(—— - —)el +a(— - ——>e2
g0ys 0x3 0x3 €0y
+a(1@ - 1%>33+g
gdyr €0y2 ’

pri ¢emu je u(y’,xs,t) = ug(ey’,xs,t), w, = (d1,u2), w(y',x3,1) = we(ey’,x3,t), W, =

(\X/’l,WQ), ﬁ(y,’x?nt) = ps(gy,ax?)’t)a f(y/,X?),t) = fg(é‘y’,Xg,t), teg(y,ax?nt) = gg(‘gylsx?)’t)'

Koristimo sljedece oznake za parcijalne diferencijalne operatore:

v 9% vy 0vy
Ayy = S+t divy vy = — + —,
ayy  0y; dy1 0y
dy dp Oy Oy
Vyp=—e1+—es, 10ty p = —e1— —e9,
e oy1 0y o 0y 0y1

pri ¢emu je (e1,e2, e3) kanonska baza lokalnog koordinatnog sustava, v = (vq,ve,vs) te
Ve = (Vl,VQ).
Trazimo rjesenje (3.19) u obliku asimptotickog razvoja danog s:
~ _ ~0/. ~1/ 7 2~27 1
u(y',xs,t)=u(y',xs,t)+eu (y',x3,t)+&e“u”(y’,x3,t) +...,
~ 7 _i~0 1~1 ’ ~20 1 ~3 (., 3.20
POy, xs3,t) = 2P (X3,t)+8p (¥, x3,8) +p~ (¥, x3,1) +ep(y', x3,8) + ..., (3.20)
w(y', x3,1) = wo(y’,x3, 1)+ sﬁll(y’,xg, t) + 82w2(y',x3, H+...,

te pretpostavljamo da su dane funkcije }, g oblika

’ 1 ~0 ,
SO x3,1) = =/ (¥, x3,1),
- B 1 o,
gy, xs,1) = gg (y',x3,1).

Nadalje, pretpostavimo da su funkcije f i g neovisne o y’, §to je razumna pretpostavka s

obzirom na to da promatramo tanku (odnosno dugu) cijev.
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3.8. Asimptoticka analiza

3.3.1. Regularni dio razvoja

Uvrstavanjem asimptotickog razvoja (3.20) u sustav jednadzbi (3.19) te prikupljanjem cla-
nova uz iste potencije malog parametra &, dobivamo rekurzivni niz problema koji opisuju

aproksimaciju nultog reda te korektore viseg reda.

3.3.1.1 Aproksimacija nultog reda

Aproksimacija brzine nultog reda #° je dana kao rjeSenje sljedeceg problema:

50

L ~0 1, 0p _ 7Y
g : —)(Ay/u +Vy/p +(9_)C3€3_f ,
1
- divy ¥ =0, (3.21)
£
1 : #°=0 na Sr.
Rjesenje problema (3.21) je oblika
0 _ (=0 -0 -0/ 1 n2y [ 70 ap°
u, = (ul’u2> = (0’ O>’ u3(y ’x3at) = 4_(1 - |y | )<f3 ()C3,t) - a_(x?)at))y
X X3 (3.22)

Py x3,0) = f (x5, 1) y1 + f3 (x3.8)y2 + X3P 00 (1),
pri ¢emu je ]5117 1 eor (£) funkcija koja ¢e kasnije biti odredena tako da budu zadovoljeni uvjeti

kompatibilnosti za korektor rubnog sloja brzine prvog reda (vidi Odjeljak 3.3.2).

Iz jednadZbe za divergenciju imamo jednakost

i
1: divpal+—2 =0,
Wy, B3

¢ijim integriranjem po B = B(0, 1) dobivamo

0
io~1 ~0
‘/Bleyfu* + 0_)63 /B Us = 0,

0

~1 ’ ~0

u, -y +— [ uy=0. 3.23
/63 Ox3 Jp ° (3.23)

Sada zbog (3.22) i (3.28)3 iz (3.23) slijedi

odnosno

T 0 5]50 _
o (B0 -52) = F ()

¢ime dobivamo sljedeéi izraz za aproksimaciju tlaka nultog reda pP:

pl(x3,1) = Sx F(t)x3 + /0 b (&, 1)dé + po(t), (3.24)

T
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

gdje je po(t) proizvoljna funkcija koja ovisi samo o vremenu f.

Konacno, iz izraza (3.22) i (3.24) dobivamo aproksimaciju brzine nultog reda u klasi¢nom

Poiseuilleovom obliku:
~ ’ 2 ’
w5y 1) = = (1= y'*)F(0). (3.25)

Nadalje, sustav jednadzbi koji opisuje aproksimaciju mikrorotacije nultog reda w° glasi

1 N a0 =
pol - aAyer —,BVyrdlvy/wS =g,
o ag0d 0l 9 il (3.26)
1 :w'= —< , — , — ) na Sy.
2 \dyz  dy1 dy1 Oy

Uzimajuéi u obzir dobiveni izraz za aproksimaciju brzine (3.25), rubni uvjet (3.26)2 je

jednak

2a0F 2ao0F
w0 = (— 2 y2, <0 yl,()) na Sp.
T n

Sada je lako provjeriti da je rjeSenje problema (3.26) dano s

~ ’ 1 , ~ QCL’QF

Wwl(y',x3,1) = m(l —1y'1%)8) (xs,1) - 2

- , 1 , - 2&’0F

WOy, x3,1) = m(l — ¥'1%)85 (x3, 1) + L (3.27)

- 1 _
0 x0,0) = 1= (1= ) xa.)

Vidimo da u izrazima za prve dvije komponente aproksimacije mikrorotacije nultog reda
(3.27) mozemo uociti efekte rubnog uvjeta (3.4) kroz pojavu parametra ag. Medutim,
kako bismo mogli uociti i u¢inke mikropolarnosti na brzinu fluida, kao i u¢inke derivacije

po vremenu, moramo nastaviti racun te odrediti korektore viseg reda.

3.3.1.2 Korektori prvog reda

Prve dvije komponente korektora brzine prvog reda @) = (ﬁ%,ﬁ%) zadovoljavaju sljedeci

sustav jednadzbi:

1 a

YAy VP2 = (—y9.v1)80,

S XDyl +Vyp 2cx( ¥2,¥1)83

1: divy @l =0, (3.28)
£ i, =0 na Sg,

gdje ¢emo funkciju p? = x3 151271 eor (1) odrediti kasnije kako bi bili zadovoljeni uvjeti kom-

patibilnosti za korektore rubnog sloja brzine drugog reda (vidi Odjeljak 3.3.2).
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3.8. Asimptoticka analiza

Rjesenje problema (3.28) je dano s

- ’ a , -
iy (y', x3,1) = ——16)(&(1 — 1y’ 1%) 289 (x3, ),
(3.29)

a , .
iiy(y, x3,1) = T( — ¥ 1?)y185(x3, ).

Treca komponenta korektora brzine prvog reda ﬁ:l,) je dana sustavom jednadzbi

1 ) a N daagF aflo anO ~
- - A ’ 1 = —— + 0 - - B b t ’
. XAylig 2a +ﬁ( )’182 y281) + T 0x3 7 0x3 V2 pbl’cor( ) (3.30)

£ ﬁil,,:() na Sy.

Rjesenje problema (3.30) glasi
(1= 1y"1%)y289 (x3.1)

~1/.r a "o -0 a
,x3,1) =— ——————(1 - ) ————

aaF (1) "2 1 2 5];10<x3’f)
1= ly'[2) = —(1 - 9/ xs. 1)
" (=119 8)(< 1)y . (3.31)
N )
1 2 0f20()€3,l) Pp cor<t) 2
_ 1 _ ’ _ 5 1 _ ’ .
8)(( Yy =5 ™ (1-1F)

.. . .o _ ~ 1 ~ 1 s> . . .
Prve dvije komponente korektora mikrorotacije prvog reda w, = (W1, W) rjeSavaju sustav

jednadzbi
1 4aF 983 (x3,1)
=1 —aAyw, - BVydivyw] = - (—y2,y1)—5(y1,y2)367’
3 (3.32)

~1
) 1 Q <5M3 al/t3>
€ w, = ——=) na S,

dy2” Oyi L

gdje je izraz za I/Nt;) dan s (3.31). Raspisivanjem rubnog uvjeta (3.32)y dobivamo
2
-1 aa ~0 @pa 2 250 f
S 08 (12— 3y2)g0 - O
wq 8)((2@/ B)y1y2g2 16X(20+ﬁ)( Y1 )’2)81 X y2
8];20 " aoﬁllal,cor(t)

+ % 8_f0 - ﬂ(l —y? = 3y?)
8 yiy2 ox3 16y D) Yo Ox3 Ay Y2,
2
1 Qpa 2 2\~0 aag o0 F
2 16X(2a'+ﬁ)( _3y1_ >g2+8X(2 +IB))’1)’281+ ﬂ')( Y1
~1
(o44] 9 afl o 8f2 aﬂpbl,cor(t)
+—(1-3 _—— — - .
16)(( Vi yz)(9 ol R ARE P
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

Rjesenje problema (3.32) je sada dano s

50
~ 1/ aF(t) ) B "o agg(m,t)
x3,1) = — =2 (1 - N A St R
Wiy'sxs, 1) == —— (1= 1y )y2 16“<6H5)( 19y s
aao ~0 a’OCl 2~0
+— 1) - ————— 1
S+ ) 28 T gy )
apa(2a - B) aalF (1) @ 3 f2(x3,1)
— (1 - n2y 20 M) J1) — —— + — -
(L=l )16X(2a+ﬁ)2g1(x3 ) o 2T

ao(20 — B) Of3 (x3.1)
16y(2a+B) Ox3

@ 2(9]520()63,1‘) +(
8)(y2 5)63

alolelJl,cor (Z)

—y'1?)

Ay y2,
0 (3.33)
~ 1/ aF(t) ) B ) agg(x;g,t)
x3.1) = 1- S — -
Wy (', x3,1) Tra (1=1y'1")y1 16a(a+,6’)( ly'I9) oxs
@pa 20 n2y @o0a(2a = B) g
- 1) — (1 - ,t
8X(2a+ﬁ)ylg2<x3 ) ( |y| )].6 (20+ﬂ)2g2(x3 )
2 0
aag ~0 aayF(t) ag 50f)(x3,1)
N — ’l' —_ -
+ 8X(20+ﬁ)y1y2g1(m )+ o TS o
Y 16y(2a+pB) Oxs 8)(y1y2 0x3

_ aOﬁll)l,cor <t)
—4)( 1.

Nadalje, treca komponenta korektora mikrorotacije prvog reda Wé zadovoljava sustav

jednadzbi

M=

- - 3.34)
our ol (
8:W§=@<—2——1> na Syg.

Uzimajuéi u obzir dobivene izraze za wY, il i i} dane s (3.27) i (3.29), sustav (3.34) glasi

a5 0
—aAy Wl = — B <y1 <5’1+y2 82>,
~1 apa 2 2 2 2\ ~0
w3 = 32)(&(1 —3y]—y3+1-y7—3y3)83 na Si.
Rjesenje problema (3.35) je dano s
~0 ~0
~1yor _ B "2 ( 08} (x3,1) 382(x3’f)) a@pa g
,Xg,1) = ———(1— + — ,1). (3.36

Uocimo da se u izrazima za korektore brzine i mikrorotacije prvog reda dane s (3.29),
(3.31), (3.33) i (3.36) pojavljuje koeficijent mikrorotacijske viskoznosti, pa moZzemo za-
kljuciti da aproksimacija prvog reda uvazava u¢inke mikropolarne strukture fluida. Nada-

lje, kroz prisutnost koeficijenta a¢ u izrazu za tre¢u komponentu korektora brzine prvog
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3.8. Asimptoticka analiza

reda danog s (3.31) vidimo da aproksimacija brzine prvog reda uvazava ucinke rubnog
uvjeta (3.4). U idu¢em odjeljku nastavljamo s ra¢unom kako bismo mogli uo¢iti i u¢inke

derivacije po vremenu.

3.3.1.3 Korektori drugog reda

Prve dvije komponente korektora brzine drugog reda a2 = (ﬁ%, ﬁ%) su dane kao rjesenje

sljedec¢eg problema:

owt  awl awY  awl
1 — yAyii? +Vyp? = ( 3 _ W2 OM1 3),
ACythew Byl = dys  Oxz Ox3 Oy1

itk

. ) 3 3.37

g : divyu; = __axg’ ( )
g u?=0 na Sj.

Izrazi za w9, WY, i3 i wi su dani s (3.27), (3.31) i (3.36), iz ega dobivamo da je desna

strana jednakosti (3.37); jednaka

ﬁ ag;(l) 2 2 agg 1 712 agg
~ e g\ 2 1-y2-3 _ 1
a( 8a(2a +,3)< Yy +(1-y7 ya)ax3> 2(2a+ﬁ)( vl )_(9)(3,
1 ;12,08 B y . 08" 029
20a+ B8 1—3y5 —y5)— —2 .
(2a +ﬁ)( 4 )ng * 8a(2a + ) (< Y1 y2)8x3 y1y2 8x3>>

Naglasimo da postoji jedinstveno rjesenje problema (3.37) (do na konstantu u tlaku), jer

. . . i . Otk
je zadovoljen uvjet kompatibilnosti fB a—zg’ =0.

Sustav (3.37) moZemo zapisati u sljede¢em obliku:

5 0p3
—xAyii} + 8_1;1 = A1y} + Aoy1ya + Agys + A,
5 0p® 2 2
_/\,/Ay’uz + 5_ = Apy] + Agy1y2 + A7y; + As,
y2 (3.38)
oui iy 3 3 2 2
v T a0 = Agy| + A10yy + Agy1ys + A10y1y2 — Agy1 — A1oy2,
y1  0y2
W2 =i3=0 na S,
gdje su Ay, ..., Ajg dani u Dodatku A (vidi (A.1)).
Rjesenje problema (3.38) sada glasi
~D 7 _ 72 2 2
ui(y',x3,t) = (1= |y’|*)(B1y] + Bay1y2 + B3y; + By),
i5(y, x3,1) = (1= |y'|*)(Bsy} + Bey1y2 + B7y3 + Bs), (3.39)

P2y x3,1) = M1yS + Moy + M3y1y3 + Myyiys + Msyy + Mgya,
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

gdje su By,...,Bg i Mj,..., Mg dani u Dodatku A (vidi (A.2)—(A.3)).

Treca komponenta korektora brzine drugog reda ﬂ% rjeSava sustav jednadzbi

owy  Ow; 0%y ouy
(EI A s RO

1 —yAguz=
XBy g aayl (9y2 axg

(3.40)
P L?% =0 na Sy,

pri ¢emu su funkcije @, wi i wy dane izrazima (3.25) i (3.33). Desna strana (3.40); je

jednaka
0gy apa apa(2a — B)
1-3v2 )4 3 _ 50 4, Q02X 7 P) 50
“ (( 1 y2)27raf S8a(a +,3)y1y2 x3 4y (2 +ﬁ)y1g2 y18)((204 +ﬁ)2g2
— aao a/OF _ @ 8f1 + ap(2a - ) af~10 _ @ (')];20 B aoﬁllﬂl,cor(t)
8x (2 +,6’)y2g1 9% 4)(y1 Oxs y18)((2a/+,8) dx3 8)(y2 dxs 4y
aF 2 2 ﬁ agg aqq ~0 apa ~0
+—(1-y7-3 —_—
5 (L= Y1 =3y3) - s p) 20 Sratp) ) e s )

apa(2a - B) CVOF Q) aflo Q) 01;20 ao(2a - B) 0f2
—y2 581t y1 Y2 T2
8x(2a + B) mxy 8y  Oxs 4y " Oxs 8x(2a + B) dx3

51
aopb[’cor(t>> 2 1 2_ 2 aF ~9

4/\/ ~ Pblcor (t)
Problem (3.40) se sada moze zapisati u obliku

Ay’“% = All)’% + Ap2y1y2 + A13y§ + A14y1 + A1s5y2 + Ats,

(3.41)
i3=0 na Sy,
gdje su koeficijenti Aqy,..., A1 dani u Dodatku A (vidi (A.4)).
Rjesenje problema (3.41) je tada dano s
i3 = (Iy'|* = 1)(Boy] + Bioy1y2 + B11y3 + Bi2y1 + B13ya + Bua), (3.42)
gdje su koeficijenti By, ..., B4 dani u Dodatku A (vidi (A.5)).
Nadalje, prve dvije komponente korektora mikrorotacije drugog reda w? = (W%, W%) rje-
Savaju sustav jednadzbi
diiy il 8%w? oW,
1. —ahyw? - v,div,wf:a( 3 _ 3>+a/ . i
y W = By oy o) T a2 TP
~0
~oaw? = (3.43)
ot
ouz oal ol o
&% Wz=@< s_ 2 _1_ 3) na Sz,
dya 0x3 0x3 Oyi
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pri ¢emu su funkcije ﬁ)g,ﬂ%,ﬁ%,ﬁ%,ﬁ/é i ﬂ% dane s (3.27), (3.29), (3.31), (3.36) i (3.42).
Tada je desna strana jednakosti (3.43); jednaka

a <myw2§3 + m(l - yi-3y3)8] - QZiFm
1 af0 1 o o 0 OfY Phicor(t)
_Y1)’287 - a(l -1 -3y )6x3 SR
m(l —3y7 - y3)g5 + mmmé? + 2::—3;7371
s (1-3y2 - yz)% - iymaf20 - ﬁil’wr(t)h)
8x 0xs3 Ox3 2y

1 9%g) 1 8289
+a | so——(1-){ -2 —5 (1-i-y3)—=
2(2a + f8) b7 0x2 T 2(2a0+ B) 2 5x3

a2g0 82§0
+B(—%(l—3y§—y§) e

a(2a +ﬁ) 8x§ 4(1’(20’ + 5 axg ’
%8 B g
_ 1—vy2 - 3y2)22
da(2a +p)" 12 02 8a(2a+/3)( y1=3v3) 0x?

1 Y 1 W 2a0F
-2 <—1_ 2 _ vyl _ , 1—v2 - y9)5Y + )
“ 2(2a+,8)( Y1 Y2)81 - = 2(2a+,8)( VI Y2)8a+ — =0

1 s 2.08) 209 OF 1 5 o 8§8 209 OF
=2y 2O - (12 =
(2(2a+ﬁ)( i), 7ry2c9t’2(2cx+ﬁ)( Rl e T

te se rubni uvjet (3.43)y svodi na

9 Qg
Wi =5 (Qy%y239 +y3B1o + 3y12B10 — B1oy1 + 2y2yaBi1 + 4y3B11 — 2y2B11
2 2 a 683
+2y1y2B12 + y{B13 + 3y5B13 — B13 + 2y2B14 —
16y (9X3

a agg a 683

yl 16 ya 0x3 yly? 16 ya 0x3

@ (__a y2ag3+ ¢ 2y, 58’3 a y35§3_
16ya” “dx3  16ya” " ax3 16ya” 2 dx3

2 _%
279

4y3Bg — 2y1y3Bog

+2y1Bg — 3yTy2Bio — Y3Bio + y2B10 — 2y1¥3B11 — 3y3B12 — y3B12 + B12

—2y1y2B13 — 2y1B14> .
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

Problem (3.43) sada mozemo zapisati u obliku

22 429 2.2 2.~2

_a(a W1+8 W1>—,8<6 w1+ 0 W2>
ay% 0y% (9)/% 0y1y2

= C1y] + Cay1y2 + C3y3 + Cay1 + Csys + Cg,

*w2  0?w3 *w? 9wl
- >t | A T
ayl ay2 ay].y? 6)’2

= C7y% + Cgy1ya + Coys + Cigy1 + C11y2 + Cia, (3.44)

VV% = C13y:{’ + C14y% + C15y%y2 + C16y1)’% + C17y% + ClS)’% + Ci9y1
+Co0y1y2 + C21y2 + Co2 na Sy,

52 = Coury 3 2 2 2 2

ws = Cogy7 + Cosy; + Cosyiya + Cogy1ys + Cory] + Cogys + Cogyi
+C30y1y2 + C31y2 + C32 na Sy,

gdje su koeficijenti Cy, ..., Cs2 dani u Dodatku A (vidi (A.6)).

Rjesenje problema (3.44) je dano s

Wiy’ xs,1) =(1y'1* = 1)(D1y] + Day1y2 + D3y + Day1 + D5ys + Dg)

+C13y5 + Cigy1y3 + (1 = [y/[*)y1N1 + Crays + Ci5y5y2

+ (1= |y'I*)y2Na + C17y; + C1sy3 + Caoy1y2 + (1 = |y'I*) N3 + C1gy1

+ Ca1y2 + Cog,

(3.45)

Wiy, x3,1) =(1y’|* = 1)(D7y} + Dsy1y2 + Doy3 + D1gy1 + D11y + D12)

+ Cazy} + Coy1y5 + (1= [y'1?)y1Ns + Casys + Cosyiyo

+ (1= [y'[*)y2Ns5 + Cary} + Casy3 + Csoy1y2 + (1 = |y'|*) N

+ Co9y1 + C31y2 + C32,

gdje su koeficijenti Dy, ..., D121 Ny, ..., Ng dani u Dodatku A (vidi (A.7)—(A.8)).

Tre¢a komponenta korektora mikrorotacije drugog reda W% je dana kao rjeSenje sustava

jednadzbi

awo a?wo g, 2W0
1: —aApwl=-——S+ 3 4 divyw! + 3 _ 2aw)
alAyws Y a@x% ,Bax3 wyw, +8 X% aws
dul  dal
+a|l —=2-—), (3.46)
dy1 0Oy
ous o’
2 -2 _ @0 2 1
: =—=2-— Sy
¢ REI (6y1 8y2> e oL
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3.8. Asimptoticka analiza

gdje su izrazi za funkeije w9, il, i}, wi, @? 142 danis (3.27), (3.29), (3.33) 1 (3.39). Desna

strana jednakosti (3.46); je jednaka

1 2 9,085 1 s . 0%8) 0 ( aF
(12— e (1-y2 - AT (=2
4a/( Y1) ot +a4a/( Yi=2) 6x§ +ﬁ6x3 27ra/( y1y2)
B s .08 aag - apa(2a - B)
P (132 - + _ (=2y,) a7 P
Talarp) 1Y) g0 e+ 57282 T TP 00 1 528
ag  Off ao(20 - B) 0f;)  aF 2 2,083
220,70 4 (o + oy - — P (12 3y
8/\/y2 0xs ( y1)16/y(2a + ) dx3 27101( y1y2) 16a(a +,8)< 1 y2)8x3

apa(2a - B) aag
282t
16x(2a + B) 8x(2a +

ao(2a — B) 5J;10 Qg 3_];20)

~0
(=9 _9
)y1g1 ( y2)16)((2a + ) dx3 8)(y1 0x3

2
a 2 _ 2\50 a 2 2 ~0> 9”1 2 _ .2\50
+ 1-3y%- + 1-y2-3 +B——s—(1—y2 -
. (16Xa( Y1 Y2)83 16)(0/( yi—3y3)83 ﬁaxg 4oz( Y1~ 3)83
L 2 2\-0
_2"@(1 —¥1—¥3)83:
dok je rubni uvjet (3.46)2 jednak
- 0
W3 =5 (2y1Bs — 4y Bs — 2y1y3B5 + y2Bg — 3y1y2Bs — y3Bs — 2y1y3B7 — 2y1Bs

+2y1y2B1 = Bay1 + yBa + 3y1y3Ba — 2y2B3 + 2y} ya B3 + 4y3B3 + 2y2B4> :
Sada problem (3.46) moZzemo zapisati u obliku

Ay'W;Q), = C33y% + C34y1y2 + C35y3 + C36y1 + Cs7y2 + Cas,

(3.47)
W3 = Cs9y} + Caoys + Ca1y3y2 + Caoy1y5 + Cagy1 + Caays + Cy5 na S,
gdje su koeficijenti Css, ..., Cy5 dani u Dodatku A (vidi (A.9)).
Kona¢no, rjesenje problema (3.47) je dano s
w3y x3,1) =(Iy’|> = 1)(D13y} + D1ay1y2 + D1sy3 + D16y1 + D17y2 + D1g)
+ Ca9y} + Caayryy + (1= |y'1*)y1N7 + Caoys + Caryiys (3.48)

+ (1= y'1*)y2Ng + Cazy1 + Caay2 + Cus,
gdje su koeficijenti D13, ..., Dig te N7, Ng dani u Dodatku A (vidi (A.10)—(A.11)).

Time je dovrsen izvod regularnog dijela asimptotickog razvoja.
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

3.3.2. Rubni sloj u prostoru

Regularni dio asimptotickog razvoja odredenog u Odjeljku 3.3.1 je oblika
[2] o(* s 2.9 (X
Upreg(X,t) =" | —,t)+eu (—,x3,t) +&“u”(—,x3,1),
g P> P>
3 1 1 x’ x’ a(x
p[sleg(x 1) = QPO(X?,, 1)+ P (- X3, ) +p ( » X3, >+8P3<;,x3,l>,
xl B xl ’
wEleg(x 1) = w? <—,x3, t) +ew! (—,x3, t) + &2w? (— X3, t) ,
€ P> €
te je izracunat tako da zadovoljava rubne uvjete na lateralnom rubu cijevi Sy, dok rubne

uvjete na krajevima cijevi Sg i S7 jo§ nismo uzeli u obzir. Kako bismo to korigirali te

dobili precizniju aproksimaciju, uvodimo korektore rubnog sloja u x3 = 0:

) ol = (vo(;_t)wl(gf e (22,
Pepiol.1) = PO(’; =, t)+7>1<g,%,t)+e¢>2<g,§,t>, (3.49)
w2 o) = WO (2 ) ewt (50 2w (U104,

te korektore rubnog sloja u x3 = I:

aﬂll(x,;)zyo(x—',x?’g_l )+ yl(x == l,r) 2y2(x x3_l,r),

€ £
P (x.1) = QO(’; B+ Q1<x Bl Q2(x S 6
=2 (L0 ez (B0 ) v (B 000

Korektori rubnog sloja u x3 = 0 s desne strane jednakosti (3.49) su definirani na polubesko-
nac¢noj cijevi Go = Bx{0, c0), dok su korektori rubnog sloja u x3 = I dani s (3.50) definirani

na G; = B X (—o0,0). Dodatno, uvodimo oznake w = dB X (0, ) te o0 = dB X (—0, 0).

Naglasimo da zbog pretpostavke da funkcije f,., g. i he iSCezavaju u okolini od ¢t = 0
regularni dio aproksimacije zadovoljava homogene inicijalne uvjete te se ne pojavljuje fe-

nomen rubnog sloja u vremenu.

Sada uvodimo zamjenu varijabli y3 = =2, stavljamo f = g = 0 te uvrstavamo korektore

rubnog sloja u x3 = 0 dane s (3.49) u mikropolarne jednadzbe (3.1). Prikupljanjem cla-
nova uz istu potenciju malog parametra & dobivamo rekurzivni niz problema koji opisuju
nase korektore rubnog sloja. Analogan proces provodimo na suprotnoj strani cijevi x3 = [

s korektorima rubnoj sloja danima s (3.50).
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3.8. Asimptoticka analiza

3.3.2.1 Aproksimacija nultog reda

Korektori rubnog sloja brzine i tlaka nultog reda (V°,£%) u x3 = 0 dani su s
YAV +VPY =0 u Gy,
divy?’=0 u Gy, V'=0 na w, (3.51)
VO, 0,1) = (i (¥, 1), ha(¥'. 1), hs(y', 1) — (¥’ 1)).
Sve tvrdnje o egzistenciji, jedinstvenosti te eksponencijalnom padu rjeSenja koje ¢emo

iznijeti u ovom odjeljku se pokazuju istim metodama kao u Dodatku B, koristeéi ¢injenicu

da imamo egzistenciju funkcije b koja je profirenje rubnih uvjeta na krajevima cijevi.

Problem (3.51) ima jedinstveno rjeSenje, jer vrijedi nuzan uvjet kompatibilnosti:

[ (matysn =a80.)) = Fio) - £ =0,
Nadalje, rjesenje (VY, P?) eksponencijalno tezi k nuli kada yg — +co.
Problem za korektore rubnog sloja brzine i tlaka nultog reda (3/0 ,QM ux3=1jedans
—xAY’ +vQ" =0 u G,

div¥’=0 u G, ¥ =0 na o, (3.52)

YO, 0.0) = (ha(y's0). ha(y's 1), hs (v, 1) = a3, 1)).

Egzistencija, jedinstvenost te eksponencijalni pad k nuli rjesenja (yo , Q) problema (3.52)
slijedi analogno kao i za (V°, PY).

Korektor rubnog sloja mikrorotacije nultog reda W u x3 = 0 je dan kao rjesenje problema

—aAWY - BVdiv W’ =0 u G,

a
WO = ?Orot VY0 na w,

0 10 3.53)
, ag ( Oug ous (
(Wo(y ’0, l') = ? (a—yz(y ,O, t), __i)(y ,0, t>,0>

+% rot VO(y',0,1) = w(y’, 0,1).

Postoji jedinstveno rjesenje problema (3.53). Dodatno, WY eksponencijalno tezi k nuli

kada yg — +oo.

Nadalje, problem za korektor rubnog sloja mikrorotacije nultog reda Z% u x3 = [ je dan
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

sustavom

—aAZ? - pvdivZ’=0 u G,

Z0= % rot Y na o,
70 70 (3.54)
’ o1y} 6”3 ’ au?) ’
-ZO ,O’t == ’lata_ ’lat90
(v, 0.1) = < ( s ', 1.1) I ', 1.1) >

+% rot Yy, 1,1) = wO(y', 1, 1).

Egzistencija, jedinstvenost i eksponencijalni pad rjesenja Z° problema (3.54) slijedi ana-

logno kao i za W?.

3.3.2.2 Korektori prvog reda

Korektori rubnog sloja brzine i tlaka prvog reda (V! P1) u x3 = 0 zadovoljavaju sustav

jednadzbi
—)(A(Vl +VP = arot WP u Go,

divV'=0 u Gy, V'=0 na o, (3.55)
Vy',0,1) = —a'(y’,0,1).

Kako bi problem (3.55) bio dobro postavljen, mora vrijediti uvjet kompatibilnosti

/ag(y’, 0,7) = 0. (3.56)
B
Ako odaberemo korektor tlaka 15117[ cor(?) 12 (3.22) kao

_ daapF (1)

~1
pbl,cor <t) - P ’

lako je provjeriti da je uvjet kompatibilnosti (3.56) zadovoljen. Dakle, sustav jednadzbi

(3.55) ima jedinstveno rjesenje koje eksponencijalno tezi k nuli kada ys — +oo.

Egzistencija, jedinstvenost i eksponencijalni pad korektora rubnog sloja (Y L Q') na su-

protnom kraju cijevi xg = [ slijedi analogno.
Korektor rubnog sloja mikrorotacije prvog reda ‘W' u x3 = 0 je dan sustavom

—aAW! - pVdivW! = arot V0 u G,

W' = %rotq/l na w,
-1 ~1 ~1 1 357)
’ ag (9”3 ’ au?) ’ auQ ’ aul ’ (
w! ,0,t)=— | —(y',0,1), ——=(y/,0,¢t), —=(y’,0,t) — —=(y’, 0, ¢
(¥ 0.1) = 5 ( 6y2<y ) 1 (»',0,1) 6y1(y ) ayQ(y )

J%(vl(y’,o, 1) —wl(y,0,1).
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Problem (3.57) ima jedinstveno rjeSenje koje eksponencijalno tezi k nuli kada y3 — +oo.
Egzistencija, jedinstvenost i eksponencijalni pad korektora rubnog sloja Z! na suprotnom
kraju cijevi x3 = [ se pokazuje analogno.

3.3.2.3 Korektori drugog reda

Korektori rubnog sloja brzine i tlaka drugog reda (V2 $2?) u x3 = 0 su dani sustavom

jednadzbi

0
—YAV? + VP2 = rot V! - 6;’ u Go,
div¥?=0 u Go, V?*=0 na o, (3.58)

W/Q(y’, 0,¢) = —ft2(y’,(), t).

Najprije moramo provjeriti vrijedi li nuzan uvjet kompatibilnosti za problem (3.58):

/ a2(y.0.1) = 0. (3.59)
B

Odabiremo korektor tlaka p2, (1) iz (3.28) kao

Phtcor(t) = 87)( /B (Iy'1* = 1)(By(t)y] + Bio(t)y1y2 + Bu1(t)y5 + B1a(1)), (3.60)

pri cemu je

1 <a2F(;) aalF(t) _OF >+aaoﬁ},l,mr(t)

+4 -3—(1) 3%

B =—
14(1) a X ot

Sym
S ovako odabranim korektorom tlaka uvjet kompatibilnosti (3.59) je zadovoljen. Uo¢imo

da integral s desne strane (3.60) mozemo izracunati eksplicitno, ¢ime dobivamo

9 1 a2F(t) a2a§F(t) oF aaoﬁllﬂ,cor(t)
Phi.cor(t) = 3 a 0 X - 45 )= 2x '

Sada problem (3.58) ima jedinstveno rjesenje koje eksponencijalno tezi k nuli kada y3 —

+00.

Egzistencija, jedinstvenost i eksponencijalni pad korektora rubnog sloja (y‘{ QQ) na su-

protnom kraju cijevi xg = [ slijede analogno.

Konacno, problem za korektor rubnog sloja mikrorotacije drugog reda W? u x3 = 0 je
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dan s
P 0
—QA(WQ—ﬁVdiV(WZZI“th/l— :::‘/ —2aW? u Go,
(W2:%rot V2 na w,
W2(y',0,1) = (3.61)
ou? out oul ou? on? on?
@Q 3/ 2 1/ 2 uy
— | =—0",0,¢) — —=, —(y",0,¢ ,0,1), —= 0,1t ,0,1
5 ((m(y ) . axg(y )= 1(y ), 1 (»',0,7) = 6y2(y ))

+V3(y',0,1) = w3(y’,0,1).
Postoji jedinstveno rjeSenje problema (3.61), te rjeSenje eksponencijalno tezi k nuli kada

y3 — +o00.

Egzistencija, jedinstvenost i eksponencijalni pad korektora rubnog sloja Z2 na suprotnom

kraju cijevi x3 = [ slijede analogno.

3.3.3. Asimptoticka aproksimacija

Predlozena asimptoticka aproksimacija odredena u ovom poglavlju je dana s

(0 x3 1) =il (6 x3. 1) 4 (0 a3, 1) + (8 xa, 1)

- /X o/ x’
0( ,t) +8u1(—,x3,t> +82u2(—,X3,t)
E E E
x' x x' x x' x
+q/0(—, 3,t>+8q/1<—,—3,l‘>+82(‘/2(— Al t>
e e 8 e €
x' x3-—1 x' x3-—1 x' x3-—1
PPESTL e (F ) ()
g & e

&
2 / ~ 3 7 ~ / ~ ’
PR 3, 1) 2P (8 x5, 1) 4 Py, (x5, ) + Py, (& x5, 1)

1 1 _/x x’ 3 (X
=3P (x3,1) + p (— X3, >+p ( , X3, )+ap <;,X3,t>
—500 <x 3 t) +?1<£,x—,t> +eP? (i,)ﬁ,o
e € e € e €
_OxX3l 1x_'X3l QxX3—l
S5 )@ (G ) e (5 ),
[2]

2 2 ~ |2
W g, 1) =g (8 1) + W), () + W) (X xa1)
’ ’

X X !
:wo(—,x;;,t> +8W1(—,X3,t> +82W2<— X3,t>
£ £ £
x x x' x x x
+WO<—,—3,t)+8W1<—,—3 ) 2w2( 3,:)
£ e € e’ ¢
x’ x3-—1 x' x3-—1 x’ x3-—1
+Zo<_7 3 ’t> +8~Zl (_,3— t) +82Z2< 3 ,t>7
£ £ £ £

£ g’
gdje je (ﬁ([f,]reg, ﬁLg]reg, W[gzleg) regularni dio asimptoticke aproksimacije odreden u Odjeljku

(3.62)

3.3.1, dok su (ﬁgﬂ O,ﬁELZO,WLQLZ o) 1 (ﬁf}b”,ﬁg]bl l,ﬁlﬂl ;) korektori rubnog sloja u pros-
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3.8. Asimptoticka analiza

toru u x3 = 0, odnosno x3 = [, odredeni u Odjeljku 3.3.2.

Cilj ovog odjeljka bio je konstruirati asimptoticko rjeSenje koje uzima u obzir sve vazne
fizikalne procese. Izracunali smo korektore do drugog reda te proveli analizu rubnog sloja
u prostoru, ¢ime smo dobili asimptoticki model viSeg reda to¢nosti opisan s (3.62). Dani
model je pogodan za proucavanje utjecaja mikropolarnosti, dinamickih rubnih uvjeta, te

derivacije po vremenu na tok mikropolarnog fluida u tankoj cijevi.

Asimptoticku aproksimaciju (3.62) je potrebno rigorozno opravdati tako da se dokazu od-

govarajuce ocjene greske u prikladnim normama, $to ¢emo napraviti u sljedeé¢em odjeljku.
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

3.4. RIGOROZNO OPRAVDANJE

3.4.1. Apriorne ocjene

Teorem 3.4.1 (Apriorne ocjene). Neka je (ug, w,) rjeSenje problema (3.1)—(3.5), tada

vrijede sljedeée ocjene:

el o120 + 1VRel 200 7:12(0,)) < C-

Iwellz=o,r:22(0.)) + IVWellL201:02(0.)) < €,
ou,
ot

(3.63)

+IVuell o0 2(0.)) + 1A L2(0,1:02(0.)) <
L2(07:L2(Q,))

2

gdje je C konstanta neovisna o €.

® |0

C
IPell20r22(0.)) < pe
Dokaz. Neka je (ug,we) = (ve + hE, 2z + % rot v, + %g rot h¢™) slabo rjesenje problema
(3.1)—(3.5), odnosno neka (v, z) zadovoljava (3.10)—(3.12). Posebno, v, zadovoljava

av a,e 6hexl‘ a,s
(9; — xAve +Vp, =arotz, + a;o rotrotve + f, — 6? + AR + a;ﬂ rot rot hSY.

Kako vrijedi rot rot v, = —Av, za v, takve da divv, = 0, gornja jednakost glasi

ovg
ot

aS
- <X—a?> Ave+Vp, —arotz€+f

gdje je

R ahZXt < a,é‘) exf
fs_fe_ ot X~ 617 h

Djelovanjem operatorom P (vidi Odjeljak 3.2) na gornju jednakost imamo

0 a
av; + <X—a?o> Av,=arotz, +Pf,, (3.64)

pri ¢emu smo iskoristili agf,

€ H. Doista, vrijedi divrotz, =0 u Q,, te rotz, -n =0

na 09, slijedi iz z, = 0 na dQ,. MnoZenjem (3.64) s av“’ + EAY, te integriranjem po Qg
dobivamo:

2 &
1 l4
Ji 5 (v-a) 5 [ 1o e (-aP)e [ 1np
Q. 2 2 Q.
ov, ov, A
=a rotz, - —— +a& rotzg-ﬂv8+ Pfg- +& Pf, Ay, (3.65)
Q. ot Q. ot Q.

—g/ e

ovg
ot
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3.4. Rigorozno opravdanje

Koristeéi Youngovu nejednakost, iz (3.65) za dobar odabir parametra ¢ slijedi ocjena (vidi

npr. [96])
w.|> d
/ el g —/ Vv, +/ AV |
Q. ot dt Q. Q.
2 P 2 (3.66)
e L e e I
& & at L2(Qg)
Integriranjem (3.66) po ¢ imamo ocjenu
ov
6; +IVvell oo, 2(0.)) + 1AVellL2(0:02(0.))
L2(0,T;L2(Q.)) c (3.67)
< ClVzslizorez ) +
gdje smo iskoristili (3.7) te ¢injenicu da su norme ||Av,|| 12(@.) 1 Avell2(q,) ekvivalentne
na D(A). Sada uvrstavamo ¥ = z.(-,7) u (3.11)2 ¢ime doblvamo
sip | teea [ wntep [ aivegteza [
ag 0
:a/ rotvg-z8+a/ rothf;xr-zg+/ 8, e — — v8~rotz8
Q. Q. Q. 2 Jo, Ot
aa ahext CZS a,s
_70 _a«;‘ -rot Zs — a/—O/ Vrotv, - Vze —ﬁ—O/ divrot v, div z (3.68)
Qg

—2a—/ rot Ve « Zg — a—/ Vrot hS" - Vz, - B /dlvrothex’dlvzg

—2a—/ rot h& - z

Najprije uo¢imo da vrijedi divrotv, = divrot hS" = 0. Nadalje, zbog (3.7) i Leme 0.0.1

vrijede ocjene

/ rot he' -z < Ce || Vzell12(q,) »
Q.

e ext (3.69)
% Bh t t
— ‘1ot Ze + aVrot he" - Vze +2arot h™ -z | < C||Vzg||L2(Q )
2 Jao ot
Ostale izraze u (3.68) ocjenjujemo koristec¢i Lemu 0.0.1 te ocjenu (3.66):
/Q votve - ze < V4l 120, Izell 2
< Ce|lVvellp2(q,) IVzellz2(q,) »
[ gz < ez, Necllie,
< Cellg.ll 20, V26l 2, - (3.70)
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

a_g Ove ‘Tot z, < Ce s IVZell 2
9 o, It e = It 2. ellL?2(Q
<Ce ”Vz£”i2(95) +C ”VZSHLQ(Qg) .
@

Vrotve - Vze < Ce [|Avell12(q,) IVZell 2(0,)
Q.

<Ce ”st”i2(98) +C ”VZSHL2(9 )

Koriste¢i Youngovu nejednakost, iz (3.68), (3.69) i (3.70) za dovoljno mali ¢ slijedi ocjena

d 2 2 2 2
E/Qg |z¢| +/QE |Vze|* < Ce ||Vv8||L2(Q£) +C. (3.71)
Integrirajuéi (3.71) po ¢t dobivamo
2 ! 2 2
sup ||z8("t)||L2(QF) +/ ||VZ5||L2(Q <Ce ||VV8||L2 (0.T;12(Q)) +C. (3.72)
t€[0,7) ’ 0

Sada uvrstavamo ¢ =v.(-, 1) u (3.11)1, iz ¢ega imamo

CZS 8h§xt
2dt,/ |v,9|2 ( - 70)/ |Vv8|2—a/ rot zs - vs—./gg 3 -V
ab‘

(3.73)

Iz ocjene (3.7), Leme 0.0.1, jednakosti (3.73) te Youngove nejednakosti slijedi ocjena

d 2 2 2 2
E/QS Vel +/Q£ Vvel® < Ce*[IVzell 2 g,y + C- (3.74)
Sada integriramo (3.74) po ¢ te koristimo ocjenu (3.72) ¢ime dobivamo
2 r 9
sup [[ve( 02+ [ 1V7ellf2q,) < C. (3.75)
1€[0,7] ’ 0 &

Iz (3.67), (3.72) i (3.75) slijede ocjene

T
Sup ||z8 ? )||i2(§28)+/0 ||Vz8||%2(98) S C,

te[0,T

5 c (3.76)
v
5 - +IVvelloo2(0.)) + 1AVellL201:02(0.)) < =
Hllezo7;22(0.)) €
Nadalje, po Lemi 0.0.2 postoji funkcija d. takva da
divdg = pe,
d. =0 na 0Q,
te vrijedi ocjena
C
||Vds||L2(Q, = ||Ps||L2 : (3.77)
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3.4. Rigorozno opravdanje

Sada uvrstavanjem ¢ = d; u (3.11); dobivamo

v, af
/|p8|2:/ d ~dg+<)(—a—o>/ Vv3~dg—a/ rot z,, - d,
Q. Q, Ot 2/ Ja, Q.
8hext CYE
+/ £ ~dg—</\/—a—0>/ Ahgx’-dg—/ f.-ds.
Q. 01 27 Ja, Q.

Desnu stranu jednakosti (3.78) mozemo ocijeniti koristeci (3.7), (3.75), (3.76) 1 (3.77), te

(3.78)

tada integriranjem po ¢ kona¢no imamo

® 0

Ipellzz0r:02(0,.)) < = (3.79)

Sada ocjene (3.63) slijede iz (3.75), (3.76), (3.79) te (3.7).

3.4.2. Ocjene greske

Uvodimo sljedec¢e oznake za razliku izmedu rjeSenja problema (3.1)—(3.5) te asimptoticke

aproksimacije dane s (3.62):

2 2 2
Dgzug—uy, ngwg—wy, rgng—pL].

Glavni rezultat ovog odjeljka moze se formulirati na sljedeé¢i nacin:

Teorem 3.4.2 (Ocjene greske). Vrijede sljedece ocjene:

||Ds||L°°(0,T;L2(Q£)) + ||VD8||L2(0,T;L2(QE)) < C83,

I8l o (o.r:22(0,)) + 1VSell 20.1:02(0,)) < CE, (3.80)
Irellzz0r22(0,)) < Cs?,

pri ¢cemu konstanta C > 0 ne ovisi o €.

Dokaz. Asimptoticka aproksimacija mikrorotacije w E] zadovoljava sljedeéi sustav na Q,:
ow? 2] 2 2] [1]
el aAw; —pBVdivw,’ +2aw.” =arotu, +g.+H,,

9 @ 2

wL] = Eorotu‘[g] +A;+n% na Sp,

a("}
wf] = 70 rot uLQ] + A +15 na Sr, (3.81)
aE

wE] = 70 rot uLQ] +A; na Sg,

wll(-.0) =0,
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

pri ¢emu je

1 o (X 1 (x x x x’ x
u‘[g}(x,t) =i <—,t> +ent <—,x3,t> + Yo <—, —3,t +eVH (=, —3,t
e P e € e €
x’ x3-1 x' x3-—1
+y0<_, 3 ,t)+gy1 <—, 3 ,t),
e &

€ &

te vrijede ocjene

||Hs||L2(0,T;L2(Q£)) = 0(32)’

(3.82)
||'7(193||L2(0,T;W1/2’2(SB)) > ||n?||L2(O,T;W1/2’2(ST)) = O(exp(-0/e)).
£ ﬁ2 IZQ
Funkcija A, = 82(%0 (275 - ngl,) je rezidual koji dolazi od dinamickog rubnog uvjeta,
definirana je na cijeloj domeni Q. i vrijede ocjene
04,
12l 20.7:22(0.)) - || 5; = 0(s"),
L2(0’T§L2(Q£)) (3 83)
1 .
IVl 20i2200.0) - |V 5, = 0(e")
L2(0.,T;L%(Q¢))

Nadalje, iz Leme 0.0.3 te ocjene (3.82)2 zakljuCujemo da postoji funkcija n, takva da
N, =n% na Sg, n, =n5 na St, n, = 0 na §; te vrijede ocjene

0
s = O(exp(—o/e)),
Ot l20r;L2(@.))

'Vang

”nE”LQ(O,T;LQ(Qs)) ’ ‘
(3.84)

= O(exp(—0/g)).

||V”8||L2(O,T;L2(Qs)) ’ L2(0.T;L2(Q,))

ot

S druge strane, mikrorotacija w, rjeSava sustav (vidi (3.1)—(3.5)):

ow,
ot

—aAw, - BV divw, +2aw, =arotu. + g,
aS
We = ?Orot ug, na 0Q, (3.85)

we(-,0)=0.

Oduzimanjem (3.81) od (3.85) dobivamo:

0S. .
Frale aAS,; — BV div S, +2aS. =arot(u, — u[gl]) -H,,

a,a
_ 70 £
SE——2 rot Dy — A, — 1y na Sp,

a("}
Se = 70 rot D, — A, — 5 na Sr, (3.86)
@
S, = ?roth — Az na Sg,
Sg(', 0) = 0.
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3.4. Rigorozno opravdanje

Neka je S% =S, — % rot D, + Az +n,. Tada je S; = 0 na dQ;, pa mnozenjem (3.86) s S;

te integriranjem po €. dobivamo

2 2 * x12
2dt/|S|+oz‘/|VS|+,6"/‘dle +2a/|S|

e % [ 0D 04 / e
= t(ug — S, — S,
¢ ‘/g;‘8 ro ( e ) 2 Q. 8t Q. ot Q. ot

ra 0 / Vrot D,VS: / VAVS: —a / vy VS: (3.87)
Qg Qg

+ﬁ /dlvrotD div S; — ,8/ div A div S — ,8/ divp, div S}

+2a—/ rotDESZ—Qa/ /lgS:—Qa/ ngSf_;—/ H.S:.
2 Qg Q. Qg Qé

&

Uocimo da vrijedi divrot D, = 0. Preostale izraze s desne strane jednakosti (3.87) ocje-

njujemo koriste¢i Lemu 0.0.1 te ocjene (3.82)1, (3.83) i (3.84):

Sell2 @,

/Qgrot( —uLBs;scHV( —uL”)HL2(Qg)|

< Cof[vtm—ul), . |

L?(Qc)

+Ce HV(uE] —ulty s IS

L2(Qg)
< Cs VDl 20
oD,

2(@,) T C¢ 12(Q,)

< Ce

RACCETRE

L2(Q,
|

0,
ot

Se

LQ(Q ) LQ(QE)

04,

<C
“\ ot

Ivs:
12(@,)

L?(Q,)

< Ce”||vS:

/ g . 6'78

o, 0t ° ot |12,
on,
ot

2@,
||S*||Lz
|

L2(Q,)
< Ceexp(-0/e) ”VSZ”L?(QE) ’

< Ce

L*(Q.)

a{-}
70/ Vrot DVS}; < Ce ||Vrot Dellp2(q,) |

2(95) s

/Q VAVS; < ClIVAll2a,) V83 20

< Ce

LQ(Qa) ’
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

/Q V. VS; < C |V || (g,

L2(Q,)
e (3.88)
/ div A, div S, < C VAl 2(q,) 2(Q.)
Qe
<Ce L2(Q.)°
/ div, div S} < € [Vn]l,20,, 19S5 2,
< Cexp(—-o/e) ”VS:”H(Q )
g
7/95 rot DS, < Ce|[VDgll12(q,) ||Se L2(Q,)
< Cée? IVD .20 L2(Q)°
A8 < Al 2 S,
/Qg £ ellL2(Q,) L2(Q,)
< Ce? ||V aAell 2,
< Ce”||vS: 12(Q.)
[ nesi sl
Qg
2
< C&* |V o0, 1982l 20,
< Ce?exp(—o/e) VS22 0.
/Q H_.S; < CllHell2(q,) Se L2(Q,)
< Cel||Hgll 12, ||VS: L2(Q.)
< €5 950
Koristeci ocjene (3.88) te Youngovu nejednakost, iz (3.87) dobivamo ocjenu
d 9 2
el S*|1? + A
dt/gg| q /m' :
oD, |
< Ce2 VD, |2y, + Ce2IAD, I, + €% [ 22| s,
at LQ(QS)
odnosno integriranjem po ¢ imamo
2 r 2
sup [1S%(. / ||VS*|| < Ce / ||VD8||L2(Q‘E)
1€[0,7] 0 3.89
i (3.89)
+c32/ IAD,[17 g )+C82/ — +Ce'.
0 & 0 8t L2(Q£)
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3.4. Rigorozno opravdanje

2]

Sljedece, asimptoticka aproksimacija u, - zadovoljava

au,[f] 2]

i - xAug' + fo] = arot le] +f.+E;

div u?] =7,

u[f] =h,+rj na Sg, ug] =hg+r; na Sr, (3.90)
uLQ] =0 na S,
ul(-,0)=0,
pri ¢cemu vrijede ocjene
2 26”7% 3
IE:l 20,7502 (0.)) = O(&7)s Imelli20.0:020.)) = ||€ 2 =0(&”),

“3ll2075L2(0,) (3.91)

Irgllz20,rwi22(s,)) = Olexp(=0/e)), Ir7llL20.mwiz2(s)) = Olexp(-o/e)),
te je

wl (x, 1) = w° (x—,t> +ew! (%,x:)), ) + WO (_ % t) +eW! <x x3,t)

€ & E &£

+Zo<x X3 — l >+Szl(x X3—l,t>'
&

& & &

Jer norma od m; nije dovoljno mala kako bi postigli Zeljene ocjene, konstruiramo korektor
divergencije:

8322:\1!,(— X3, )e,-, (3.92)

i=1

pri ¢emu je funkcija ¥ = (W1, ¥2) rjeSenje problema

oW, 0V, Oil
dyr  dyz  dx; (3.93)

¥ =0 na 0B;.

Naglasimo da ovdje varijablu x3 tretiramo kao parametar. Lako je vidjeti da je zadovoljen
~2

nuzan uvjet kompatibilnosti /B % = 0, ¢ime zakljuc¢ujemo da postoji rjeSenje problema
3

(3.92)-(3.93). Posebno, vrijede ocjene

oY,

< Cs3,
a1 =e

LQ(O,T;L2 (Qg)) (394)
”A‘P8“L2(O,T;L2(Q£)) < C&.

IV¥ellz201:02(0,.)) +

Uvodimo novu oznaku:
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

Nadalje, brzina u, zadovoljava sljedeéi sustav:

6(;8 — xAu.+Vp,=arotw, + f,,
divu, =0,
u.=h, na S, u.=h, na Sr, (3.95)
u.=0 na S,
u.(-,0)=0.
Oznac¢imo D} =u, — ﬁg], tada iz (3.90) i (3.95) dobivamo sljedeci sustav za D, :
652 — xAD; +Vr® = arot(w, — w([gl]) -E,
divD} =0,
D;=0 na Sg, (3.96)
D;=-r;+¥, na S, D;=-r7+%¥, na Sr,
D;=0 na S,
DZ(-,0) =0,
gdjeje E; =E, — 63;8 + yA¥.. Dodatno, uvodimo ¢, kao rjesenje problema
div{, =0,
{,=-r3+¥, na Sp, {,=-r;+¥, na Sr,
{.,=0 na Sy,
pri cemu vrijede sljedece ocjene:
(ZA P < Ceb.
L2(0,T;L2(Q,)) (3.97)
||A§a||L2(0,T;L2(Qg)) < s
Neka je D;" = D} — {,. Tada iz (3.96) imamo da D}* zadovoljava
ala)tz* - xAD7 +Vr, = arot(w, — w‘[gl}) -E,
divD; =0, (3.98)
D" =0 na 9Qg,
D;(-,0) =0,
pri ¢emu je EY = E; + 65“; - xAZ,. 1z (3.91), (3.94) i (3.97) slijedi ocjena
IES 2070200, < C&™ (3.99)
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3.4. Rigorozno opravdanje

Istim metodama kao i u Teoremu 3.4.1 moZemo pokazati da za rjeSenje problema (3.98)

vrijedi

oD |
ot

+ ||AD**
L2(0.T;L2(Q.))

L2(0.T;L2(Q,))

Il 2
= CHV oo =l 12(0,T5L2(2,)) C”VEg LA@e))
< C||VS.|? )+ C V0w I_ | +Cst
L2(0.T;:L2(Q, “ L2 0,1;02(Q0))
% 2 sk 4
< C”VS 1207:12(0,)) T €8 [AD; L2(OTL2(Q ) e

gdje smo iskoristili (3.83), (3.84) te (3.99). Za dovoljno mali & time dobivamo

+ ||AD**

oD**|*
ot

L2(0,T;L2(Q,))

Sada iz (3.89), (3.94), (3.97) i (3.100) za dovoljno mali ¢ slijedi ocjena

T
* * s || 2
up 1850+ [ 19 < 6% [ 9D

120, +Ce". (3.101)
1€[0,7]

Nadalje, mnozimo (3.98) s D" i integriramo po Q., ¢ime dobivamo:

2d;/ D] +X/ VD)2 —a/ rot (w —w”)D**—/ EZDY.  (3.102)
Qg Qg

Izraze s desne strane jednakosti (3.102) ocjenjujemo pomocu Teorema 0.0.1 te ocjene

(3.99) na sljedeci nacin:

/rot( —wL])D**
Qg

sk

e l2(,)

[U)

rot(we — wg

Lo |

< Ce <||V58||L2(Q£) + HV(W‘E] — wE])HLQ(Q )> ||VD:* L2(Q,)

< Ce (|IVSill 20, + C&%) VDY

| By <,
Qg

< Cel|EY

LQ (Qs) ’
(3.103)

sk

e iz (o,)

L2(Q.)
< Ce*|vDy

L*(Q.)

L2(Q.)
Sada primjenjujemo ocjene (3.103) te Youngovu nejednakost na desnu stranu nejednakosti

(3.102) ¢ime za dovoljno mali & dobivamo

d
—/ |D;*|2+/ IVD|* < C*||VS:
dt Q. Q.

2
120, + Ce". (3.104)
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3. Nestacionarni mikropolarni fluid s dinamic¢kim rubnim uvjetom

Integriranjem (3.104) po ¢ te koristenjem ocjene (3.101), za dovoljno mali & imamo ocjenu

sup ||D‘9 (,l‘)” + ||VD‘8 < CeS. (3.105)
t€[0,T]
Konacno, iz (3.101) i (3.105) imamo
2 ! 2
sup 183 Dlq,)+ [ 1980, < C&°. (3.106)
t€[0,7] € 0 €

Jos je potrebno ocijeniti razliku tlakova r.. Neka je d, takva da (vidi Lemu 0.0.2)

1
divd, =rg + / pg],
Qg

€2 |
d. =0 na 0Q;
te vrijedi ocjena
C 1 2]

IVdell 200y < = |lre + D 3.107
L (Qg) & |Q£| Q, & Lz(g ) ( )

Mnozenjem (3.98) s d, te integriranjem po Q. imamo

1 2] 2 oOD**
/ <r8+ /pg) =/ 8~dg+)(/ VD" -Vd,

Q. 1Q:| Jo, o, 01 Q. (3.108)

—a/ rot(wg—we[gl])~d€+/ E; -d..
Q. Qe

Desnu stranu jednakosti (3.108) ocjenjujemo koristeé¢i ocjene (3.99), (3.100), (3.105),

(3.106) i (3.107). Kona¢no, integriranjem dobivenog imamo ocjenu

Irell2(0.r;2(0.)) < ce. (3.109)

Sada ocjene (3.80) slijede iz (3.105), (3.106), (3.109) te ocjena (3.83), (3.84), (3.94) i
(3.97).
|
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4. ASIMPTOTICKA ANALIZA
NESTACIONARNOG MIKROPOLARNOG

FLUIDA U SUSTAVU CILJEVI

U inzenjerskoj praksi potrebno je opsezno znanje toka fluida u sustavu gdje je vise cijevi
medusobno povezano tvoreéi razgranatu strukturu, poput vodoopskrbnih sustava cijevi
ili krvozilnog sustava. Takve cijevi su ¢esto jako tanke ili jako dugacke, te se u ¢voristima
granaju na dvije ili viSe cijevi s potencijalno razli¢itim profilima. Radi sloZenosti geome-
trije proucavane domene, modeliranje toka fluida u sustavu cijevi je zahtjevan problem s
ciljem pronalaska pojednostavljenog modela visokog reda tocnosti koji bi bio prigodan za

numericke simulacije.

Stacionarni tok Newtonovskog fluida u sustavu tankih cijevi je razmatran u [54,60], dok
su asimptoticki modeli za nestacionarni Newtonovski fluid u sustavu tankih cijevi pred-
loZeni i rigorozno opravdani u [71,72]. Nadalje, stacionarni tok mikropolarnog fluida u
sustavu tankih cijevi je proucavan u [9], a rezultati za tok u tankoj cijevi u nestacionar-
nom rezimu se mogu pronaci u [12,78]. U ovom poglavlju je cilj nadopuniti postojecu
literaturu pronalaskom i rigoroznim opravdanjem asimptotickog modela nestacionarnog

mikropolarnog toka fluida u sustavu tankih cijevi.

U daljnjem ¢emo se ograniciti na proucavanje jednog ¢vorista te m ravnih cijevi s kruznim
profilom, pri ¢emu promjeri mogu biti razli¢iti (vidi sliku 4.1). Naglasimo da se analiza

ovog slucaja moze prosiriti i na opcenitiji sustav cijevi s vise ¢vorista.

Poglavlje je organizirano na sljede¢i nac¢in. Najprije u Odjeljku 4.1 opisujemo promatranu
domenu koja se sastoji od m tankih cijevi spojenih u ¢voristu. Uvodimo sustav jednadzbi

koji opisuje tok nestacionarnog mikropolarnog fluida i zadajemo pripadne rubne i ini-
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

cijalne uvjete, te potom razmatramo dobru postavljenost proucavanog problema. Kao
Sto je pokazano u [76], asimptoticko ponaSanje mikropolarnog toka u cijevi ovisi o redu
veli¢ine viskoznih koeficijenata u usporedbi s malim parametrom &, koji opisuje omjer
debljine i duljine cijevi. Iz tog razloga u Odjeljku 4.2 promatrani problem zapisujemo
u bezdimenzionalnom obliku te usporedujemo karakteristicne bezdimenzionalne brojeve
koji se pojavljuju u jednadzbi oc¢uvanja kutne koli¢ine gibanja s malim parametrom €. Na
taj nacin dobivamo 3 razli¢ita modela u cijevima daleko od ¢vorista. U ostatku poglavlja
brzine i mikrorotacije. Dobivenu aproksimaciju popravljamo u rubnom sloju na kraje-
vima cijevi dodajuci korektore rubnog sloja. Nadalje, jer se fluid unutar ¢vorista ponasa
drugacije nego u cijevima, uvodimo korektore unutarnjeg sloja. U tu svrhu u Dodatku
B dokazujemo apstraktni rezultat o eksponencijalnom padu u prostorima tezinskih funk-
cija, po uzoru na [85]. Konac¢no, u Odjeljku 4.3 predlazemo asimptoticku aproksimaciju
rjeSenja proizvoljnog reda tocnosti, te dokazujemo ocjene greske kako bismo rigorozno

opravdali predlozeni model.

4.1. POSTAVKA PROBLEMA

Definiramo domenu Q. koja se sastoji od m cijevi QL, i = 1,2,...,m duljine ¢, gdje se
cijevi spajaju u évoristu QY koje sadrzi ishodiste O. Cijevi imaju kruzne presjeke B. s

potencijalno razli¢itim promjerom, to jest presjek i-te cijevi je oblika

B.=¢B =gl{x ¢ R? : |x| < ).

Oznacimo s {0, (€} )k=12,3} lokalne koordinate koje pripadaju i-toj cijevi sustava, za i =

1,2,...,m. Tada je i-ta cijev sustava dana s:

QL ={(x,x}) eR*: 0 <x{ <&, x' = (xb,x}) e BL}.

U daljnjem tekstu globalne koordinate ozna¢avamo s x, a lokalne koordinate s x'. Cvoriste
u kojem se cijevi spajaju je oblika Q2 = £Q°, pri éemu je QU ograni¢ena C? domena.
Pretpostavljamo da se svi presjeci cijevi Q. nalaze u ¢voristu QY. Sada je promatrana

domena definirana na sljede¢i nacin:
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4.1. Postavka problema

Kraj i-te cijevi oznacavamo s
2L ={(t.x}) eR’: xl € B},
zai=1,2,...,m, dok je lateralni rub domene Q. dan s I'y = dQ.\ (U?’ilng) .

23

El () Ql

22
Slika 4.1: Opisani sustav cijevi za m = 3.

Sustav jednadzbi koji opisuje nestacionaran tok viskoznog mikropolarnog fluida je dan s:
ou

Pt plute V)t = (4 )t + Vi, = 2ty 10t we 4 pf
divug =0,
o (4.1)
ol 6;8 +pl(ug - VYwe — (co+cq)Awe — (co+cqg—co)Vdivw, + 4w,

=2urrotUs + P8,

gdje je ug(x,t) = (uf(x,1),uf(x,),uf(x,)) brzina, we(x,t) = (wi(x, 1), w(x,1), w§(x,1))
mikrorotacija, te pg(x,t) tlak. Pozitivne konstante u (4.1) su sljedec¢e: u je Newto-
novska dinamicka viskoznost, u, je mikrorotacijska dinamicka viskoznost, I je koefici-
jent mikroinercije, cg,cq, 1 ¢g su koeficijenti kutnih viskoznosti te p gustoca. Izvori
linearnog i kutnog momenta su dani s f.(x,t) = (f7(x,2), f5(x,12), f5(x,2)) 1 go(x,1) =
(87(x,1), 85(x, 1), 85(x,1)).

Zadajemo sljedec¢e rubne uvjete:

u. =0 na I,
i

. . X .
ug(fi,xi,t) :hlg <_*7t> na nga l: 1,2a~'-7m7 (42)
&

we, =0 na 0Q,,
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

te inicijalne uvjete:

us(x,0)=0, wg(x,00=0 u Q.. (4.3)

Funkcije hf9 definirane na krajevima cijevi . su dane u obliku
C/xt NG
h. (;*, t> = Z g/t pt (;*, t> ,i=1,2,...,m, (4.4)
=0
pri ¢emu je b/ € CQ([O, T];WQ’Q(Bi)), zai=1,2,...,m, j =0,1,...,J. Nadalje, neka
funkcije b/ iS¢ezavaju u okolini ¢ = 0, to jest neka su jednake nuli na [0, ,], za neki mali

t. > 0. Dodatno, uvodimo sljede¢u notaciju:

(1) = /
B
_x

i=1,2,...,m j=0,1,...,J, gdje je y. = =. Da bi nuzni uvjeti kompatibilnosti bili

h'"I <E,’> dx’, = 82/ R (yl,t) dyl = £2F" (1), (4.5)
E B

i
&

zadovoljeni, pretpostavljamo da vrijedi sljedecée:

> F()=0, ¥Vt [0,T), j=0,1,....J. (4.6)
i=1

Kako smo pretpostavili da sve funkcije h*/ iS¢ezavaju u okolini r = 0 za i = 1,2,...,m,
j=0,1,...,J, takoder vrijedi Fé’j(O) = 0 pa je automatski zadovoljen i uvjet kompatibil-
nosti koji dolazi od inicijalnih uvjeta (4.3). Konac¢no, pretpostavimo da funkcije f, i g,
takoder iS¢ezavaju blizu r = 0. Na ovaj nac¢in ¢e asimptoticka aproksimacija automatski
zadovoljavati inicijalne uvjete te time izbjegavamo fenomen rubnog sloja u vremenu. Me-
dutim, pojavljuje se rubni sloj u prostoru koji ¢emo analizirati u Odjeljku 4.2.2.
Komentirajmo najprije dobru postavljenost promatranog problema (4.1)—(4.3).
Rubne funkcije k. mozemo progiriti do funkcije h¢ € C2([0,T]; W?2(Q,)) takve da vri-
jedi:
divhe =0 u Q,,
he" =0 na T,
hE" =h! na X, i=1,2,...,m,
te su zadovoljene sljedece nejednakosti za svaki ¢ € [0, T]:

Ihe

ext 3
||h£ ||L2(Q£) + at L2(Qg) B C8 ’ (4 7)
||VhZXI||L2(Q ) + Vahzxt b C82, |
& ot LQ(Qg)

98



4.1. Postavka problema

gdje je konstanta C neovisna o malom parametru £. Ovdje smo iskoristili Lemu 0.0.3 te

uzeli u obzir oblik funkcija k. dan s (4.4).

Slabim rjeSenjem problema (4.1)—(4.3) smatramo par funkcija (ug, w.) = (ve + RS, w,),

gdje (v, we) pripadaju prostorima

0
v, € L2(0,T;V) N L®(0,T; H), 0‘;‘9 e L%(0,T; H),
o (4.8)
we € L*(0,T; W, *(Q:)) N L¥(0,T; L* (), a: € L%(0,T; L3(Q,)),
te zadovoljavaju integralne jednakosti
6‘)8 ext ext
P 5 PP | e Vvergtp [ (BT -Vve - @tp | (ve V)BT -
Qg t Qg Qg Qg
8hf.?XI ext ext
+(u + pr) Vv, - Ve =2y, rotwg - @ — p ——+ (B V)R ) -
Q. Q. Q, \ Ot
—(u+ur)/ Vh?“-VsHp/ fe- @,
. Qe Qe (4.9)
pl/ 8-‘I’+pl/ (vg-V)wg-‘I’+(ca+cd)/ Vw, - V¥
o, Ot Q. Q.
+(co+cqa— ca)/ divwgdiv‘l’+4y,/ we ¥ = 2,u,/ rotv, - ¥
Qg Qs QE
+2yr/ rot B - ‘P—pI/ (RS- V)w, - ‘I’+p/ g.' v,
Qg Q. Qg
zasve p € Vizasve ¥ e Wé’Q(QS), kao i inicijalne uvjete:

ve(x,0)=0, wg(x,0)=0 u Q.. (4.10)

Dobra postavljenost i visa regularnost problema (4.8)—(4.10) za 0 < T < oo je uspos-
tavljena u [55], za f.,g, € L?(0,T;L*(Q.)). U ostatku poglavlja glavni cilj je provesti

rigoroznu asimptoticku analizu problema (4.1)—(4.3) s obzirom na mali parametar &.
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

4.2 ASIMPTOTICKA ANALIZA

Ozna&imo s r > 0 radijus skupa Q. to jest
r = sup [lx||2,
xeQ0
te neka je ¢ glatka tzv. "cut-off" funkcija takva da je {(s) =0za s < 1 te {(s) =1 za

s > 2. Nadalje, definiramo
Q ={(x',y))eR}:0<x! <, y. € B'}

te oznacimo € = U OQi . U daljnjem pretpostavljamo da se funkcije f, i g, mogu zapisati

na sljedeci nacin:
n X\ o /X X
1 ! *
fs(x’t) = Z§ (E) fs (?’t> +f8,int <E’t> ’
xt - /x! x
1 ~ *
ga(x»t) = Z( (E) gfs <z’t) +g£,int (;’t> >

pri ¢emu je

J=0
J
+1 i, ij _ LJ i Lj i . _ .
L= eltlgh, gt =glleh+giel, i=1,2,...,m, j=0,1,...,J, (4.11)
J=0
J J
_ +1 7
fs,int Zgjfmp ga,int_zsj g,m
Jj= Jj=0

Funkcije u (4.11) pripadaju sljedeéim prostorima: fll ,g2 ,g3] € L*(0,T;L*(B")) za i =
L,2,...,m j=0,1,...,J1i € L*(0,T; L3(Q)) za j = 0,1,...,J. Ovdje je L(Q)

tnt’ gtnt

prostor tezinskih funkcija definiran u Dodatku B.

Kao u [9], uvodimo zamjenu varijabli

X ~ +
i=2 j=HTH,
L pL?
- Ug . L . L
u, = , We= We, Pe= Pe»
& Uref & Uref & & (IJ + /,[V)Uref & (4 12)
L N . pL? pL
Fl’.] = T 79° f = —f > g = g 2
UrefL2 © Uref(/v‘+ﬂr) © ¢ Uref(:“"',“r) ©
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4.2. Asimptoticka analiza

gdje je L = max;-12, . {; karakteristi¢na duljina sustava cijevi, te je U,.s karakteristicna

vrijednost brzine. Tada promatrani sustav jednadzbi (4.1) zapisan u bezdimenzionalnom
obliku glasi
ou,

T K(itg - V)ity — Aty + Vpg = 2N 10t Ws + f,

diva, =0, (4.13)

ow . N . N . N .
Mga—; + KM (i - V)We — R1o AW, — Ry, Vdiviw, + ANW, = 2N rot li; + g,

Pozitivne bezdimenzionalne konstante koje se pojavljuju u (4.13) su dane s

pUrerL I Co+Cy4 co+Cqg—Co iy
= s Me=—, Rie=7—"""—-5, Roue=—""-3, =—.

M+ pr L (u+pr) L (u+pr) L o+
Karakteristi¢ni broj M, opisuje vezu izmedu mikroinercije i geometrije sustava cijevi, K
mjeri koliko dobro viskozne sile nadoknaduju inercijske sile, Ri¢ i R, opisuju vezu izmedu
viskoznosti i geometrije domene, dok N opisuje vezu izmedu Newtonovske i mikrorotacij-

ske viskoznosti i karakterizira uparenost jednadzbi za brzinu i jednadzbi za mikrorotaciju,

te je reda veli¢ine O(1).

Prema [76], koeficijenti Ry, k = 1,2 se mogu usporedivati s malim parametrom & §to nas
vodi do tri razli¢ita asimptoticka ponaSanja. U Odjeljku 4.2.1 ¢emo izvesti regularni dio

asimptoticke aproksimacije za sva tri slucaja.

Napomenimo da ¢emo u ostatku poglavlja postaviti gusto¢u fluida na 1 kako bismo po-
jednostavili notaciju. Nadalje, pretpostavljamo da vrijedi M, = £2M, gdje je M = O(1),

Sto je u skladu s opisanim primjenama.

4.2.1. Tok daleko od ¢évorista

oni

. .. ~i np Af ! o . .. .
Sada uvodimo brzu varijablu y, = (35, y’3) = (2, 3) , te trazimo aproksimaciju rjesenja
ﬁl’ MA)E =

problema (4.13) u i-toj cijevi u obliku #, = € ew', ps = p'. Dobivene reskalirane

cijevi su neovisne o parametru € te ih oznac¢avamo s

A .

Q’:{(}Eﬁ,j’i)eR3:0<)€’i<fi, jieéi},

— I

gdieje ;=4 te B = (3L e R2: |9t < 4}, fi =2, zai = 1,2,...,m.

Kako bismo pojednostavili notaciju, izostavit ¢emo indeks i kada radimo s bezdimenzi-

onalnim funkcijama. Sada bezdimenzionalne jednadzbe u reskaliranoj cijevi Q daleko od
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

Cvorista glase:

oi it it o 0% ap 1
&2 4 3 n 3 1 n 2 N .
Kii - Ay i+ ——e1 + -V,
o 05> oy; o Mo T e
~ ~ ~ J
. ows 6w2> ows Ows i
= 2N [ to Wy + < e - _ + I fleq,
roty, wi 552 093 ) %1 JZ::O‘? fiei
ouq
divy a+&’=— =0,
E lVy* (9)21 (4 4)
. . . . R 1
9 d d 9 X 92
&M uj 6 i tv 5 1 tv +85MKL23 tv Ayw+82—Aw
97 0%, dyo dys3 ’ ox?

R o oW
—Ro, (32 agle1+ga—A(divy w)er +&Vy — TS +V L divy w > +AN* W
X X1

=2N

) . ) J
ou ou ou ou
&2 roty i + &2 < A?’ - AQ) e 3 A3 3272 } Z *24
’ dy2 0y3 0x1 951 ¢ =

Koristimo sljedece oznake za parcijalne diferencijalne operatore:

v 9%y 0 .
Aj,*v = _AQ PYCE lej,* Vv = 2 + &,
‘ dy; 9y3 dy2  0y3
Oy Iy Oy 590
Vs o = —eo+ —e3, 1oty o = —e9—
T899 7 093 ANV

pri ¢emu je (e1, e2, e3) kanonska baza lokalnog koordinatnog sustava, te v = (vq,va, v3).

4.2.1.1 1. slucaj

Pretpostavimo da vrijedi Ry, < O(g?) za k = 1,2, to jest da su koeficijenti Ry, oblika
Ric = ag?, Ry, = Be¥ zay > 2, a,B > 0. Izjedna¢avanjem ¢lanova u (4.14) uz najma-
nju potenciju parametra & koja se pojavljuje u jednadzbi, dobivamo sljedeéi sustav za

aproksimaciju brzine, tlaka i mikrorotacije:

1
- VA ) = 07
. y.P
9p ow ow A
1 : —ijt+—Ape1:2N [roty*wl+< vfg - VYQ>€1 +f106’1,
0% 02 0¥3 (4.15)
£ : divy, u =0,
9 " 1 { P (8123 6ﬁ2> N 1
g = — |rot; u —
9 PO T\ G5, T 99, e
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4.2. Asimptoticka analiza

Iz (4.15)1 mozemo zakljuciti p = p(%1,7). Nadalje, uvrstavanjem (4.15)4 u (4.15)2 dobi-

vamo sljedeéi sustav jednadzbi za u:

ap 9§y gy 20
1-N)A; u =0,
( Ay, = 8%, T3 (‘9YQ 0y3 th

d%is  0%is
—A; tis — N — — — =0,
> (3Y23y3 9y3

0%y 9%is
Ay lig—N| ——-—2=] =0,
v (6y2(9y3 dy3

(4.16)

lej,* u=0.

Mnozenjem (4.16)9—(4.16)3 skalarno s @, := (iis, ii3) te integriranjem po B dobivamo
A A\ 2 AN 2
/‘V . +N/ 8u2 Oits (672> - (%)
dy20y3  \dy3 dy2 (
2 SN2
oo (2 ()] (22 () -]
B 93 92 B | \0Y2 93 832033

Nadalje, vrijedi
PN S\ 2 SN2 N SN2
(82" (22)) « () (2
92 0y3 dy2 dy3 9y2 9y3

Kako je N < 1, vidimo da su oba integrala u drugom redu (4.17) veca ili jednaka nuli,

4.17)

pri ¢emu je drugi integral jednak nuli ako i samo ako % = % = 0. Uzimajuci u obzir
homogene Dirichletove rubne uvjete na dB, iz (4.17) sada mozemo zakljuciti @, = 0.
Dakle, rjesenje problema (4.15) je oblika & = iije1, w = woea+Ww3es. Pripadni rubni uvjeti
su dani s:

i1, W2, 3 =0 na 0B.
Naglasimo da mozemo odrediti eksplicitno rjesenje u slucaju kada funkcije flo i g9 ovise

samo o 7. Naime, iz (4.16); mozemo zakljuciti sljedece:

N oA 1 R 0 0
ﬁ1(y*,t)=—m(ri2—|y | )<6{) —f1>-

Integriranjem jednadzbe za divergenciju viseg reda dobivamo
4
S r; 6 p 20

te je sada rjeSenje problema (4.15) dano s

#(y..1) = - ( — 3. er,

plan ) :—8“—}“#0( P51+ 790 ) + pold). (4.18)

2 . 1
v (y,.1) = —F + +—g°,
w(y..1) i (1) (=y3ea + yaes) e
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

gdje je po proizvoljna funkcija koja ovisi samo o vremenu 7. Koriste¢i (4.12) se vra¢amo

u dimenzionalnu postavku te iz (4.18) dobivamo aproksimaciju nultog reda u i-toj cijevi

Q' u sljede¢em obliku:

. 2 : ; i
u,(xi, 1) = —4(82V,~2 - |xl*|2)Fl’0(t)ell’
7Tl’l.
AL X YR R X A
L) =~ 0018+ 000 + i),
i
o 9 S .
wi(xl 1) = —= FO(1) (=xiel, + xieh) + ——g°,
ard Ay

l
gdje je p6 proizvoljna funkcija koja ovisi samo o varijabli . Korektori viseg reda se takoder

mogu eksplicitno odrediti u sluc¢aju kada vanjske funkcije ovise samo o vremenu.

4.2.1.2 2. slucaj

U ovom slucaju razmatramo koeficijente reda veli¢ine Ry > O(g?) za k = 1,2, dakle
kada su Rg. oblika Ry, = ag”, Ro. = Be” zay < 2, a, B > 0. Sustav jednadzbi koji opisuje
aproksimaciju brzine, tlaka i mikrorotacije je tada dan s:

1 .

—_ Vﬁ*ﬁ —_— 0,
£
. 0dp { R (6W3 an) } 0
1: —Aja+——e; =2N |roty Wi+ | ———=]e1| + f e,
T > 092 093 ! (4.19)
£ : divy u =0,
g - CZAS,*W - ,BVS,* diVj,* w=0.

Iz (4.19)1 slijedi p = p(%1,7), dok iz (4.19)4 moZemo zakljuciti w = 0. RjeSenje problema
(4.19)2—(4.19)3 je oblika & = ;e te zadovoljava jednadzbu

op 20
= . 4.20
0x1 fl ( )

—Aj,*lftl +

Ako pretpostavimo da flo ovisi samo o , rjeSenje od (4.20) je dano s

PPN 2 . R A0 n
U(y*,t) = A4(ri2_ |y*|2)F0(t)e1’
r.
i
O0/n A 8 A0 an ) an o
po(xl,t) = _EFOO )x1 +f10(t )x1 +p0(l‘).

1

Aproksimacija brzine je jednaka kao u Slucaju 4.2.1.1, dok je aproksimacije tlaka u i-toj
(dimenzionalnoj) cijevi Q. dana s

. S(u + . . . . !
P = - 0 4 001 4 i),
i
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4.2. Asimptoticka analiza

pri ¢emu je p6 = pg(t) proizvoljna funkcija koja ovisi samo o vremenu ¢. Kao i u prethod-
nom slucaju, korektori viseg reda se mogu eksplicitno odrediti kada f f'e, g% ovise samo o

vremenu.

4.2.1.3 3. slucaj: Jaka uparenost

Sada promatramo kriti¢ni slucaj izmedu 1. i 2. slucaja, to jest pretpostavljamo da vrijedi
Rie = O(£?) za k = 1,2. Ovo smatramo najzanimljivijim slu¢ajem, jer vodi do jake upa-
renosti izmedu aproksimacija brzine i mikrorotacije. Regularni dio asimptotickog razvoja

rjeSenja problema (4.13) u bezdimenzionalnoj cijevi Q trazimo u obliku

J J J
ﬂLJ] = Zsj+2lij, W[gﬂ = Zsj+1wj, ﬁ[gj} = Zsjﬁj, (4.21)

J=0 J=0 J=0

gdje je
W = W57 )es +Wh(5,.7 e, (4.22)

za ] =0,1,2,...,J.

Neka je Ri, = ag?, Ro, = B&, @, > 0. Uvritavanjem asimptotickog razvoja (4.21) u
promatrani bezdimenzionalni sustav (4.13) i izjednacavanjem clanova koji se nalaze uz
iste potencije parametra & dolazimo do sljedeceg sustava za aproksimaciju nultog reda

@°, wP, pO):

1
= v;. 0% =0,
© y.P
opY owl  owY .
1 =A%+ e+ pl = 2N |roty w0+ [ —2 — —2 ) ey | + fler,
: dx1 ’ ) dy2  0y3
(4.23)
£ divy, i = 0,
on3  9i
£ —aAy*WO - BV;_ divy, wl +4Nw? = 2N roty, LZ? + S 2 )| +8°
' dy2  0y3
Uzimajuéi u obzir (4.22), problem (4.23) se svodi na
oWl owl .
—Ay*ﬁ(l) — 50 =2N —A3 — —AQ +f0,
dy2  0y3 (4.24)
—aA; w0 - BV; divy WO +4NWw? = 2N 1oty 4 + g°.
Dobiveni sustav (4.24) je upotpunjen s rubnim uvjetima
0 _ 0 w0 _ 5
i; =0, w =0na 0B. (4.25)
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

Na slican nac¢in dobivamo sustav jednadzbi koji odreduje korektore prvog reda (”1’ wl, pl):
owl  ow}
—A. 0l —§ =92N 3 2 ,
y.U1 51 ((9)72 35, + fl
—ahy W = BV; divy W'+ ANW! = 2N 1oty il + g, (4.26)
il=0, w'=0 na 9B,
dok korektori viseg reda zadovoljavaju sustav jednadzbi:
| owl  owl\ .. ol
—Aj il = §;=2N [ =2 - =2 )+ fl - ——,
* dy2  0y3 ot
ow/™? (4.27)

—aA; W — BV; divy W/ +ANW/ = 2N 1oty il + g/ - M e

LIJ1=O, w/ =0 na 0B,

za j = 2,3,...,J. Ako vrijedi flj(,t) € LQ(B), gj(-,t) € L2(3)2, svi problemi (4.24)—
(4.25), (4.26), (4.27) imaju jedinstveno rjeSenje (ﬁ{(~,f),wj( )) € W12( B) x W5’2(l§)2,
j=0,1,...,J, takvo da vrijedi

[ .15, = F1(0). (428)

Tvrdnja se lako moze pokazati koristeci slican pristup kao u [92, Odjeljak 2|. Kako bismo

osigurali regularnost u vremenu, potrebno je uvesti sljedeé¢e pretpostavke:

af N )

% e LX(B), i; e LX(B)?, j=0,1,...,J,
52 2 . 920772 .

f} e L}(B), —=—— e L*(B)? j=2.3,...,J.

ot ot

Napomenimo da su funkcije §; u potpunosti odredene s (4.24)1, (4.26)1 i (4.27)1. Do-
datno, uzimamo ¢;(t) = q(t),j =0,1,...,J gdje je ¢ = g(t) proizvoljna funkcija, kako bi
makroskopski tlak bio neprekidan u ¢voristu.

Ovime zaklju¢ujemo odredivanje regularnog dijela asimptotickog razvoja u sva tri slucaja.
U ostatku poglavlja ¢emo prezentirati analizu rubnog sloja na krajevima cijevi te unutar-

njeg sloja blizu ¢vorista, u kriticnom sluc¢aju promatranom u 4.2.1.3. Napomenimo da se

analogna analiza moze provesti i u prva dva slucaja.
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4.2. Asimptoticka analiza

4.2.2. Korektori rubnog sloja

Regularni dio asimptoticke aproksimacije rjesenja daleko od ¢vorista ¢e zadovoljavati ini-
cijalne uvjete zbog uvedene pretpostavke da su funkcije hi,, [ &> 8. jednake nuli na nekoj
okolini t = 0. Nadalje, aproksimacija je odredena tako da zadovoljava rubne uvjete na
lateralnom rubu domene Iy, no jo§ nismo uzeli u obzir rubne uvjete na krajevima cijevi
2, i =1,...,m. Kako bismo to korigirali i poboljsali aproksimaciju, uvodimo korektore

rubnog sloja u )2’1 = f,-, i=1,2,...,m:

Jj=0
J Si_ P
N ei 2y AL (ML T X
Q)= &M@ (=0 ) (4.29)
J=0
J o p. o
Sl 1 aig (X1~ G X
Zgb,(x,t):z " Zy s —1
j=0 €

Korektori rubnog sloja na desnoj strani jednakosti (4.29) su definirani na polubeskona¢no]

NP, i . . o 17 Af Xt . i .
cijevi G, = (=00,0) x B'. Uvedimo zamjenu varijabli |, = =—, y, = % te stavimo

f. =g, =0. Sada uvrstavanjem izraza (4.29) u sustav jednadzbi (4.13) te izjednacavanjem
¢lanova uz istu potenciju parametra & dobivamo rekurzivni niz problema koji odreduju

korektore rubnog sloja.

Problem koji opisuje korektore rubnog sloja nultog reda u bezdimenzionalnoj i-toj cijevi
G', je dan s:
—A(VZ? + VQZ? = 2N rot 22?,
div V) =0, (4.30)
—aAZy — BV div 2} + AN Z)) = 2N rot V).
Pripadni rubni uvjeti glase

~7.0 oA ~1,0, . « i i oA
Vy (0,35,1)=h"(3L.7) - a" (3L,1),

~ ',0 i A o A
Z,(0,50,7) = w03, 1), (4.31)

.0 ~i0 .
V. Zy =0 na (—c0,0) X 4B,

pri ¢emu je W = % Uvjet kompatibilnosti za problem (4.30)—(4.31) je zadovoljen zbog
(4.5) i (4.28):
~7,0 i~ i i~ o
[ (560 - i n) ast <o
B
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

Neka je funkcija Kgl € Wh2(G!) rjesenje problema
divk), =0 u G-,
Kgl i~ @0 na {0} x B,
Kgl =0 na (—0,0)XxdB,
takvo da vrijedi Supngl C {jfl eG Iy < 2?1-} (vidi [71, Appendix]). Sli¢no, postoji
funkeija LY, € W?(GL) takva da
Ly =0 u {3'€ G 1y > 27},
L), =-%"" na {0} x B,
Lgl =0 na (—o0,0)XdB'.
TraZzimo rjeSenje problema (4.30)—(4.31) u obliku ‘"I?Z,’? = R2?+K21, ZZ? = SZ’?+L21, gdje
RZ’? i Sib’? zadovoljavaju sljede¢i sustav jednadzbi u G, :
~ARY +VQ}) = 2N rot S + 2N rot LY, + AKY,,
div RY) = 0,
~aASE) - pV div S) +ANSY) = 2N 1ot R} + 2N rot K, + ALY, (4.32)
+BVdiv L), — ANL),,

Ri,O

bl,S’b’? =0 na 9G.,.

Za svaku polubeskonacnu cijev G, i = 1,2,...,m vrijedi Teorem B.0.1 iz Dodatka B za
f=2Nrot LY, g=2NrotKY, —4NLY,

0

aKgl ‘9L21 aLbl,j
Fi= 1=y Hi=hgs
Vi Vi

,j=1,2,3.

;0

35"

b

Dakle, problem (4.32) ima jedinstveno rjesenje takvo da eksponencijalno tezi k nuli kada
|_)3"| — 400, zasvakii=1,2,...,m.
Problem za korektore rubnog sloja prvog reda na G, je dan s
~i1 ~ ~ 10,1
—A V), + VQZ’II = 2N rot Zy,
A
div Vy; =0,
A .4l ~ i)l i1
—CYAZbl — ﬂV le Zbl + 4N‘Zbl = 2N rot (Vbl .
~7.1 i~ /\.,1 i A i oA
Vi (0,3%,1) = h" (3L,7) —a" (31.1),
~ l,l i A o i oA
Zy (0,34 8) = =W (31,1),

NS N
V. Zlbl =0 na (—co,0) X dB',

(4.33)
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4.2. Asimptoticka analiza

~ "1 i . . ‘
pri ¢emu je B = l’}r—;, dok problem za korektore rubnog sloja reda j =2,3,...,J glasi
. TR i " "
~A V] +VQ = 2N 1ot Zy) — a—b} kY (Ve
! k1+ko=j-3
.. L. . o azi,j—Q

—aAZ,) - pVdiv Z,) +ANZ,) = 2N 1ot V;) — M al;l

ok o i,k (4.34)
-MK Z (q/lbl1 : V)Z;ﬂg,

Ai’j Al 2 Ai,j ~A] A~ N N
Vi (0,y,.1)=h"(y,,t) —a"’ (y,,1),
Zy(0,5,7) = ™ (31,7),
Vil Z5 =0 na (—0,0) x 9B,

gdje je n = guf, Jj = 2,3,...,m. Dobra postavljenost i eksponencijalni pad k nuli

rjeSenja problema (4.33) i (4.34) se uspostavlja na isti na¢in kao i za korektore rubnog sloja
nultog reda. Napomenimo da pretpostavke na regularnost funkcija b/, i = 1,2,...,m,

Jj=0,1,...,J osiguravaju regularnost u vremenu korektora rubnog sloja.

4.2.3. Korektori unutarnjeg sloja

Regularni dio asimptoticke aproksimacije u i-toj bezdimenzionalnoj cijevi daleko od ¢vo-
rista, odreden u Odjeljku 4.2.1.3, je oblika

AN/ PP 4D Al . 49 AL O\
al’ (@l i) = e/t (—;,t) = 3 &2 (—;zt) i,

J=0

J o
AV i+l ~ii [ X% 2
Wfs[ ](x’*,t) =) g/tlph (—;,r)

J J
P (R E) = 3 el pH (a1 F) = Y el (<80 +45(7)) -
J=0 =0
Korektori rubnog sloja na krajevima cijevi odredeni u prethodnom odjeljku su dani u
obliku (4.29). S obzirom na dosada$nja razmatranja sustava cijevi (vidi 9,60, 71]), oce-
kujemo da ¢e ponaSanje toka unutar ¢vorista Q2 biti bitno razli¢ito od onog u cijevima

daleko od ¢vorista. Shodno tome, mnozimo aproksimaciju toka u svakoj cijevi s izgla-

dujué¢om funkcijom koja is¢ezava u blizini ¢vorista Qg. Ovaj produkt stvara rezidual u
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

unutarnjem sloju koji éemo nadoknaditi s korektorima unutarnjeg sloja oblika

J
A . . X .
Q[g Em(x,t) = Z 8]+1QJ <—,t> ,
j=—1 &
] 5 x
2=y 7 (L)
E
=0

Neka je 7 = 1, sada uvrstavamo

u sustav jednadzbi (4.13) te prelazimo na brzu varijablu y = ’é Reskalirana bezdi-
menzionalna domena G se sastoji od ¢Cvorista Q0 = %QO te polubeskonacnih cijevi

Q= {(31,9)) € R? : 31 > 0, . € B'}. Izjednacavanjem ¢lanova uz & ! dobivamo

m Ai
’
N ( ) Qoe}.
i=1
koji ima rjeSenje s kompaktnim nosacem

ﬁg() )+ dold).

1

sljedec¢i problem za Ol

ﬁ>|>—l

‘<>
N)

Nadalje, problem za (Vo, 0°, ZO) u G je dan sustavom jednadzbi

AV V0 = 2N 1ot 27+ fop + fO.,

div v’ = =72, (4.35)
—aAZ’ - pVdivZ’ +4ANZ’ = oN1ot V' + 80 + g%

te pripadnim rubnim uvjetima
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4.2. Asimptoticka analiza

Funkcije u (4.35) su dane s

1 & ¥ 0 1<, (V) 0
0 ” ~ , A R a7, ,
res:’;_gzg (7)(11 ’+(Vbl>+;Z§ (?)(SByll_QI_Q;l)ell

2N . ’ Al‘l ,0 ,0
T3 Zé’ <7 ( Wheh + s el — Zbl3ez+zb12e3>
i=1
o _ 1< (9 (Ai,O (‘)i,0>
Zres__;zllg 7 uy + bil)> (436)
=
S, (5 o, (7 00
0 ’ 1 ,0 ,0 ” 1 ~ 1,0
Bres =75 Z{ (T)( Viiseh + Vi he! ) r—QZK = ( ’ +Zb,>
i=1 i=1
m Si
Y . oA . 2000
+§Z§ (;) < Zbl1 + (div w™? + div Zlbl)e’1>.
i=1

Uoc¢imo da su funkcije fres, 2V, g2, iz (4.36) jednake nuli van kugle radijusa 27. Dodatno,

vrijedi 70, € Wé’z(Goo) te je zadovoljen uvjet kompatibilnosti za problem (4.35):

N 1 2F yl 0 y m o
/G y:—;Z/ ( )/( +(Vbz1>d*dy1—CZF’(t):
© i=1 ~

pri ¢emu smo iskoristili (4.6) i (4.28). Sada moZemo zakljuéiti da postoji funkcija JV €
Wg’Q(GOO N By;) takva da

div J' =20 .
Ovdje By; oznatava kuglu u R? radijusa 27, to jest Ba; = {y € R3 : |§| < 27}. Za vise detalja
vidi [71, Appendix|. Rjeenje problema (4.35) trazimo u obliku (f/o, ZO) = (R +J°, ZO),

~0
gdje RV i Z zadovoljavaju sustav jednadzbi

0 +AJ0

res

divR? = 0, (4.37)

N ~ ~0
~AR+VQ° = 2N 1ot 2" + fo + f

~0 ~0 ~0 ~
—aAZ -BVdivZ +4NZ =2NtotR'+g" +g° +2Nrot JO,

te rubne uvjete

R%, 2" =0 na 8Ge. (4.38)

Za svaki t > 0, postoji jedinstveno rjeSenje problema (4.37)—(4.38) koje tezi k nuli kada
|[y| — +co (vidi Dodatak B).
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

~

Problem za (Vl o', Zl) u G je dan sustavom jednadzbi

—AV +VQ _2NrotZ +.fmt+fres’

divv' =z, (4.39)
~1 .5l -1 ol 1
—aAZ - pVdivZ +4NZ =2NrotV + 8., + 8res
te rubnim uvjetima
V,Z =0 na 9Go. (4.40)

Funkcije koje se pojavljuju u (4.39) su dane s
1 m )A}i y ~: .
1 _ ” 1 ~0,1 1 i1
fres_f_gzg (7) < ’ (vbl> Zéf ( ) —q2 - Q )ell

OIN <, (V)
ML o (—1)( e+l - Zik el + Zhteh)

m i
A.,l . A',l . a " yl ~ "11
b+ Vi) 5 2 () (544 200)
i=1
m Si
Y i Y N N
+’§Z{ ( 1) <VZb11 (dlvw”1+d1VZlb,)e‘1>.

Egzistencija, jedinstvenost te eksponencijalni pad rjesenja problema (4.39)—(4.40) se po-

kazuje na isti na¢in kao i za korektore nultog reda.

o . . o - IS N
Konaé¢no, problem za korektore unutarnjeg sloja viseg reda (V°,07,Z7), j =2,3,...,J u

G glasi
—AV +VQ/ = N ot Z’ +f,m + flos

divV’ =7, (4.41)
—aAZ' - pVdivZ +ANZ' = 2Nrot V! + gl + gl

te su pripadni rubni uvjeti dani s

V.72 =0 na 9G.. (4.42)
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Funkcije u (4.41) su definirane s

1 m }A]i . 1 m )A)i
Jj ” 1 SN BN ] ’ 1 of oi A o LAVY)
fes =23 )¢ 7) (a) el +Vip) +2 ) ¢ <7> (S50 = djm1 = Qi )l
)
IN & , ii . e A oV
ALJ 0 ~l,] 1 1,] 1 1] 1
+ Z{ (_W3 ey+wyes — 2y ey +sz,2e3> BT

1 yli , 5’3 ik aike i 1 (P VN ik ik
Z 21 T\ plk1pika i L 1) 71 i,k1 k2
!f{ - 4 ral G e1+f§ P 4 P Vi1 Vi

r
~ k -k
~K Z vy,
k1+ko=j-3
~ 1 v ¥ . -
Ges =% 2.7 ( - (@ + V). (4.43)
i=1
. 2N <« ¥ NP 3 L
J / 1 1,] L] " 1 A7 5]
Bres =75 ;g (7 (_(Vb1,3el2+(vbz,2e§>+f_2;§ = (w”+Zb1)
AT /\j—2
BN " ( 5i.j N S & 0z
+= "I = | (VZ, + (divw"™ +divZ e’)—M _
r;{ ; pia *( b1 )€1 Py

n o oi oi o
LodYiN (V1N cikiniko . Lo (V1N 0 [ Y1\ cyiky ke
Sk o Z[?5<7>{<7)”3 W T )T ) Vel 2

ki+kg=j-3 i=1

+¢ (%) ({ (%) - 1) (VR )2 ( (h) aiky ,V> (5 (%) Z»Z;Q)
3 ) i { ]
-
' (4 (%) Vi -V) Z7+ (Vv (4 (yr—l

k1+ko=j-3
pri ¢emu je g1 := 0 kada j = J. Svi izrazi u (4.43) imaju kompaktan nosa¢ u kugli
radijusa 27 ili eksponencijalno teze k nuli kada |y| — 400, $to zna¢i da mozemo primijeniti
rezultate iz Dodatka B na isti nacin kao i kod korektora nultog reda. Dakle, za svaki
J =2,3,...,J imamo jedinstveno rjesenje problema (4.41)—(4.42) koje eksponencijalno

tezi k nuli kada |y| — +4co, za svaki t > 0. Kao i ranije, za regularnost u vremenu
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

korektora unutarnjeg sloja moramo pretpostaviti sljedece:

Aj A]'
6fim‘ agim‘

ot = ot
82}.]'—2 QA2

in gin .
ai?t’ af?t € L3(Gw), j=23.....J.

€ L3(Gw), j=0,1,....J,

4.2.4. Asimptoticka aproksimacija

Regularni dio asimptotitke aproksimacije u i-toj cijevi QL, i =1,2,...,m daleko od &vo-

rista Q2 je dan u sljedeéem obliku:

i

J J i
AV N 2y [ Xx _ a2 (X% i
Ug (x*,t)—Ze U ?,t —ZS Ul ;,l el,
i J

Jj=0 =0
gdje je |
vy’ <x—t> = Upep i) (’L,) ’
(0 = %ff}(f)’ q,(t) = % 1
w,’ (";Q _ UrLef W <’%z> k=2.3.

N NNy,
Funkcije Uy, 85,4, Wy, Wy

q;(t),

oznacavaju regularni dio razvoja u i-toj bezdimenzionalnoj

cijevi odreden u Odjeljku 4.2.1.3. Korektori rubnog sloja na kraju i-te cijevi QL, i =

1,2,...,msudanis

J=0
J L _ ¢ i
L] i _ J+1l . AbJ X1 i Xy
Q0 = ) eteQp] (1),
j=0
J i i
AV TN jHl i (Y1 T4 Xy
Z =) Nz H— )
j=0
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pri cemu

E
Ql_] 'xll_gl xixc — (ﬂ+MV)UV€félj )eil_gl -XA:_; i‘
bl e &’ L bl e &g )’
Zl] xl_fl x:_zk ¢ _%Zi,j )21 fz .f* ~
bl s ’ L bl s s

Ovdje su funkcije V) n s Q bl , Z bl korektom rubnog sloja na kraju i-te bezdimenzionalne

cijevi odredeni u Odjeljku 4.2.2. Korektori unutarnjeg sloja definirani na Q. su oblika

Vi ey = 3w (2.0),

Jj=0

oY) ()= 3 o0 (Z.1).

j=1
0 J x
1
Zglnt<x t) ZSJ+ Z] (E t) )
/=0

gdje A
12 (J—C,t> = UperV’ (f,f> ,
e £
QJ (f,t>: (:u‘l‘:ur)Uref Aj (-E’f>,
P> L &

. U, -
VA <£,t> Zref i (f t>.
& L

su korektori unutarnjeg sloja u bezdimenzionalnom sustavu cijevi

Q

Funkcije f/j, QAj, Zj

odredeni u Odjeljku 4.2.3. Konacno, asimptoticka aproksimacija toka mikropolarnog flu-
ida u sustavu cijevi Q, je dana s

approx Zg (r8> x*,t +i§ ( l ) gﬁ<xi’t)

(e () e
approx S x| i i N x) £ i
et (2) s () i
‘= i—1 4.44
e (4.44)
+1-¢ l Qsint(x’t)’
approx, S X} i, i N X 8 i
WP V] _ Zé/ (r1> ng(x*,t) + Z 4 (i) Zg,[;ﬁ(x ,1)
i=1 i=1
(-e(22) e,
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pri ¢emu je €piy := min=1 2. _m €. U razvoju (4.44) smo korektore unutarnjeg sloja pom-
nozili s izgladuju¢om funkcijom kako bismo uklonili njihov utjecaj na krajevima cijevi;

ovo ¢emo opravdati u ocjeni greske.

Cilj iduceg odjeljka je rigorozno opravdati predlozeni asimptoticki model, odnosno ocije-
niti razliku rjesenja problema (4.1)—(4.3) i dobivene asimptoticke aproksimacije (4.44) u

prikladnoj normi.
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4.3. Rigorozno opravdanje

4.3. RIGOROZNO OPRAVDANJE

4.3.1. Apriorne ocjene

Teorem 4.3.1 (Apriorne ocjene). Neka je (ug, w) slabo rjeSenje problema (4.1)—(4.3).
Tada vrijede sljedece ocjene:

2
luell Lo (0.7;L2(Q,)) T Va2 01;L2(Q.)) = Ce”,

oug
ot

lIwell

+

L*= (0’T§L2 (QF))

(0.7;L2(Q,)) T

oug
ot

< C82,

L2(0.T;L2(Q))

|[Vw, ||L2(0,T;L2(Q£)) < C83,

(4.45)

ow, ow,
w +VW

Ot ll=(or:L2(@.)) ot

< C83,

L2(0.T;L%(Q¢))

gdje je C konstanta neovisna o €.

lpe ||L2((),T;L2(QS)) < Ce,

Dokaz. Neka je (ug,we) = (ve + hS,w.) slabo rjesenje problema (4.1)—(4.3), odnosno

(4.9)2 dobivamo

Qd/ |w8| + ( ca+cd/ |ng|2 c0+cd—ca)/ (divw8)2+4,u,/ |wg|2
t Qg

= _1/ (Ve - VIWg - ws — 1/ (RE" - Vwg - wg + 2,u,/ 1ot ve - we (4.46)
Q, Qg

Qg
+2,u,/ rot hS - w, +/ 8. We.
Q. Qe

Za funkcije ag, b, takve da diva, =0 u Qi as, b, = 0 na Q. vrijedi

1 1 1
/ (ag-V)bg-bS:—/ ag-Vlb,glz:—/ div(a8|b8|2)——/ divag|b.|*> =0, (4.47)
Q. 2 Ja, 2 Ja, 2 Ja,

Sto znaci da su prva dva izraza s desne strane jednakosti (4.46) jednaka nuli. Ostale izraze

neka (v, w,) zadovoljava (4.8)—(4.10). Uvrstavanjem W = w(-,¢) u

u (4.46) ocjenjujemo koristeci ocjenu (4.7)2 1 Lemu 0.0.1:

/Q rotvg - we < ”VVsHLQ(QE) ||We||L2(Q£)
< CellVvellp2(,) IVWellr2(q,) -
‘/g2 l"Ot hgxt * wg S ||Vh§.Xt||L2(Q£) ||w8||L2(QE)

< Cs|[v hgxt“LQ(%) IVWell2(q,) (4.48)
< C&%||Vwellr2(a,)-
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

/Q g we < |gell 2 Wellizga,)
< Cs||g8||L2 |Vw£||L2 Q)

<ce’ ||VW£||L2(Q )
Sada iz (4.46), (4.48) te Youngove nejednakosti slijedi ocjena
/ lwe|? + / IVwe|* < Ce? ||Vv,ll7, +cs (4.49)

Integrirajuci (4.49) po ¢ dobivamo

T T
2
sup ||w8("t)||L2(Q8) +/(; ”VWe”%g(QS) < C82A ”Vve”LQ Q,) +Cé". (4.50)

t€[0,7)

Nadalje, uvrstavamo ¢ = v (-, 1) u (4.9)1, iz ¢ega slijedi

Vel® + (i + iy / Vv, |? = / Vv v / (RS - Vv, v
th/ & & ( & & Qs & &
hex[
—/ (ve - VRS v, + 2/1,/ rot we - vg —/ / (hE" - V)RS -y, (4.51)
Qe Q. Qe Q.

—(,u+,ur)/ Vh‘;”-Vv8+/ fe Ve
Q. Qg

Koriste¢i (4.47) vidimo da su prva dva ¢lana na desnoj strani jednakosti (4.51) jednaka

nuli. Koristeéi ocjenu (4.7) i Lemu 0.0.1 ocjenjujemo preostale izraze na desnoj strani

jednakosti (4.51) na sljedeéi nacin:

e D v < R g
< C& VRS o) 1996172
< Ce”2 Vel faq,) -
/Q rotwe v < [Twelliaa, Vel

< CelVwellrz,) IVvellr2(a,) -

/ ohg' o |ome"
o, 0 "%

Ivell2(a.)
L*(Q;)
ext
< Ce||—32 IVvelli2@,)
L*(Q,)
< Ce' |Vvell iz, - (4.52)
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4.3. Rigorozno opravdanje

[) (hgxt ) V)hf;x’ ve < ”h?t”yl(gg)

&

|Vhi‘xr||L2(Qg) velli@,)
< Cel2 VAo IVl 2@,

< Ca"? || Vvelliz(a,) -

/Q VRSV, < [[VBS |2 1972200,

&

< Cg&? IVvellz2,) >
Fove <llfell 2y Ivelliz
/Qs e || ||L2(Qe) el (Q)

<Ce ||f8||L2(Q£) ”VVEHLQ(QS)

< Ce' |Vvell2(q,) -

Vratimo se sada na (4.51). Uzimajuéi u obzir izvedene ocjene (4.52) te koriste¢i Youngovu

nejednakost dobivamo ocjenu

d
E/Q |vg|2+/Q Vvel? < C® IIVWll7a g ) + Ce™2 IVW,ll7a ) + Ce™. (4.53)

Integriranjem (4.53) po ¢ i koriStenjem nejednakosti (4.50) vidimo da za dovoljno mali &
vrijedi

T
2
sup ool fa, + [ 190, < €5 (454
1€[0,7] 0 g

Konaé¢no, uvrstavanjem (4.54) u (4.50) dobivamo

T
2
sp O, + [ 19w < Cof. (455)
t€[0,T] i 0

Deriviranjem integralne jednakosti (4.9) i uvrstavanjem ¢ = 65;(-, HNiY= %(-,t) mo-

zemo sli¢nim metodama kao i gore dobiti sljedeée ocjene’:

a . 2 T a . 2
sup || Z5(.,1) +/ vZ < Ce,
refo,r] 1l 01 2@, Jo ot ||12(@,)
o 5 T a2 (4.56)
sup “(-,1) +/ vV—= < Cs®.
reo.r) Il 01 ) Jo Il 0t iz,

Ocjene (4.45)1—(4.45)4 sada slijede iz (4.7), (4.54), (4.55) i (4.56). Preostalo je utvrditi

postojanje funkcije tlaka te izvesti pripadne ocjene. Promotrimo linearan operator 7

Formalno, nasa slaba rjeSenja nisu dovoljno glatka za gornji postupak. Ocjene (4.56) se mogu dobiti
izvodenjem apriornih ocjena za Galerkinove aproksimacije i prelaskom na limes (vidi npr. [53]). Ovdje
trebamo povecati glatko¢u zadanih funkcija, to jest pretpostavljamo dodatno da vrijedi agf, agf €

L2(0,T; L%(Qg)).
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

definiran s

ov,
7:(90):/ o1 '¢+/ (va'v)vs'¢+<ﬂ+ﬂr)/ Vva'V‘P+/ (hZXt'V)va'Qo
Q. Q. Qe Q.

ahext
+/ (Vs'V)hZ“'so—Z/Jr/ rotwg-so+/ (—‘9+(h§x’-V)h§x’) X
Qe Q. Qg (91‘

+(,u+ur)/ th”-w—/ foo.
Q. Q.

Lako se provjeri da je ¥ ograni¢en na W&’Q(Qg) te da vrijedi F(¢) = 0 kada dive = 0,

dakle postoji funkcija pg(-, 1) € L3(Q,) takva da (vidi npr. [38])

F(p) = /Q pa(x,1) div @(x)dx, Ve € Wy?(Qp). (4.57)

Promotrimo sljedeé¢i problem:

divd, = p, u Q,,
(4.58)
d. =0 na 0Q,.
Kako su zadovoljeni uvjeti Leme 0.0.2, zaklju¢ujemo da problem (4.58) ima rjeSenje d,
takvo da
C
IVdell12(0,) < — P2, - (4.59)

Uvrstavanjem ¢ = d(-,¢) u (4.57) dobivamo sljede¢u jednakost:

ov
/ngIQ:/ 68~dg+/(vg'V)vg-dg+(/~l+,ur)/ Vv, - Vd,
Q. Q, Ot Q. Q

&£

+/ (RS - V), - d. +/ (ve - V)RS - d, - 2,ur/ rotwg - d, (4.60)
Qg Q. Q.

6hext
+/ (—as +(h§’“~V)h§x’)-de+(,u+#r)/ Vh?"Vde—/ Se-de.
Q. ! P e

Koriste¢i ocjene (4.7), (4.54), (4.55), (4.56)1 te Lemu 0.0.1, mozemo ocijeniti izraze na

desnoj strani jednakosti (4.60). Kona¢no, integriranjem dobivenog po ¢ te koriStenjem
ocjene (4.59) zakljucujemo
IPellz(0.rL2(0,)) < Ce.

Ovime je dokaz dovrsen.

4.3.2. Ocjene greske

Uvodimo sljedec¢e oznake za razliku izmedu originalnog rjesenja problema (4.1)—(4.3) te
asimptoticke aproksimacije (4.44):

D[SJ] —u, - ugpprox,[ll, d‘[gf} _ pzpprox,[fl’ SLJ] —w, — wgpprox,[f].

= pe
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4.3. Rigorozno opravdanje

Sada iskazujemo glavni rezultat ovog odjeljka.

Teorem 4.3.2 (Ocjene greske). Vrijede sljedece ocjene:

D! +|[vDY! < Ce’®
L2(0.T512(Q.)) L2(0.T512(Q.))
/] /]
oD +[v22e < Ce’*
ot ot
L>(0,T;L2(Q;)) (0.7;L2(Q))
sl +[[vs! < Ce'*?
L>(0,T;L%(Q)) L2(0,T;L%(Qe))
/] /]
0S¢ + VaS‘9 < Ccelt?,
ot ot
L>(0,T5L2(Q¢)) L2(0.T;L%(Qe))
d[J} < C8.1+2
e lL201;02(9,)) ~ ’

gdje je C konstanta neovisna o &.

approx,|J]

Dokaz. Aproksimacija mikrorotacije w, zadovoljava sljedecu jednakost:

0 approx,[J] a rox a rox
Ve 1wl ,[J]_V)wgpp oY —(

ot

—(co+cqg—cq)Vdivwy

J
Cq + cd)Awappmx ]

pprox,[J] V]

approx,|J] +g,+ R:g, )

approx,[J]

+4uw, = 2u, rot uy

(4.61)
wiPProxlll — g na 90,

wPProsll e 0) = 0 u @,

pri ¢emu je

m i iJ— i i,J-1 i,J
gl _ X1 JOWHTL W 0Zy 19<s
Re _IZéV(rs) (8 or ¢ or ¢ 6t T ot

+I JaZJ ! I J+16Zj
ot

3 e (e ) ()

(e (@)

(e @) (e s
e

N— —

l

A
&
i

il
re

( Uikt . ) Zk2 4 ({ <_1) (V;jl V) zk2 4 (Vkl V) ({( ) Wik2
re re

Vkl . ( ) lk2>] +7 Z 8k1+k2+2(vk1 . V)Zk2 +£1'
J—2<k1+ko<2J
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

Posljednja funkcija £; oznacava rezidual koji se pojavljuje zbog mnoZenja korektora
unutarnjeg sloja s izgladujuéom funkcijom ¢ <M>, te je njen nosa¢ sadrzan u skupu

gml n

{x € Q; : |x| > fme}‘ Kako korektori unutarnjeg sloja eksponencijalno padaju k nuli

izvan ¢vorista, zakljuCujemo || Lil[z2(q,) < Cexp(—o/eg). Sada je jednostavno pokazati da

< Ccetl, (4.62)

e

L*(Q,)

Oduzimanjem (4.61); od (4.1)3 dobivamo

]

g5
I—=— — (cq + cd)ASLJ} —(co+cqg—co)VdivSy' + 4,urS,[€” = 2u, rot DLJ]

ot

(4.63)
~(ue - V)SL - 1D wywrrrert - ge V)

gdje SLJ} zadovoljava sljedece rubne i inicijalne uvjete:
SLJ} =0 na 09,
s (x,0)=0 u Q..

Sada mnozimo (4.63) s SLJ] te integriramo po Q. ¢ime dobivamo jednakost
Id 2 2 ) 2
37 o, + (co +¢q) /Qg ’VS(LJ] +(C0+Cd_ca)/gg (dle,[SJ])
2
+4ﬂ,/ - 2;1,/ rot Y1 sV _ 1/ (us - V)SY . sV (4.64)
Qg Q. Qe

7 / (DY . wyperrros] . gl _ / RV . g1,
Qg Q.

Kao i u prethodnom odjeljku, lako je pokazati da vrijedi

/ (us-V)SY - s = 0.
Qe

s/

s/

Preostale izraze u (4.64) ocjenjujemo koriste¢i Lemu 0.0.1 te ocjenu (4.62) :

/rotDL”-SL”sHVDL” 4
Q. L%(Q,) L%(Q,)
< Ce HVD,L” sVl :
12(Q,) 12(Q,)
/ (DY) . ywerrreli) gl )DLJ] yapprox.l sl
Q. L4(Q.) L2(Q;) L4(Q,)
< Ce*? HVDLJ] Ul : (4.65)
12(Q,) 12(Q;)
/ RV gl )Rg,m [/
a. 0TI 2@ 17T e,
< CS‘ R ]
B o iz 70 ez,
< Ce’*? ‘VSL” .
12(Q;)
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4.3. Rigorozno opravdanje

Iz (4.64), ocjena (4.65) te Youngove nejednakosti mozemo zakljuciti da vrijedi

d 2
i

2
s/ < Ce? HVDL” £ e, (4.66)

L*(Qc)

Hvs“

L2(Q,) L2(Q,)

te sada integriranjem (4.66) po t dobivamo

’ / Hvs” < CSQ/THVDL” ’
L2(Q,) L2(Qg) 0

+Ce¥ ™ (4.67)
L?(Q,)
approx,|J]

eJ]("t)

sup
t€[0.7]

Nadalje, aproksimacija brzine u, zadovoljava sustav

approx,|J]
ou,

- + (ugpprox,[fl i V)ugpprfm[f] —(u +,ur)Auprmx’[J] + Vpgpprox,[fl
= 2u, rot wappmx +f.+ Rf’m,
appr 3|x| V]
di pp OXH -V ( ) vy ,
e S\t /) Vot (4.68)
uippmx’m =0 na I,
uappmx’m =h na ¥, i=1,2 m
& £ FoRl Rt B >
approx [.I]< 0) 0 u Q,
gdje je
7 i,J-1 i,J i,J—1 i,J
RV _ Y ¢ ﬁ 41903 ¢ +81+2‘9U1 ¢ +8J+18(Vbl 4ol i
& i° \re or 1 ot ! ot ot
+ 8J+1 aVJ_l J2¥ 6VJ

ot

@)
() () () ()
(e ) o)
(e ool

xi .
+(Vk1 . V) (é’ <_1) (VZ;CQ)] + Z 8k1+k2+2(vk1 . V)Vk2 +‘£2.
r&
J-2<k1+k3<2J

Posljednja funkcija Lo je rezidual koji se pojavljuje zbog mnozenja korektora unutarnjeg
sloja s funkcijom ¢ (3|x|> te vrijedi ocjena ||L2|l;2(q,) < Cexp(—o/e). Tada je lako

vidjeti da

RSV < ce'?2. (4.69)

L*(Q.)
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

Oduzimanjem (4.68); od (4.1); dobivamo jednadzbu

oDV
o1

—(u+p)ADY 4+ va” = 24, vot SV - (u,-v)DY - (DY) wyu PV RV (4 70)

]

Razlika brzine i aproksimacije brzine D’ zadovoljava jednadzbu za divergenciju

pV Sl

div =V¢ ({’mm Vit

te rubne i inicijalne uvjete

DLJ] =0 na 0Q,,

pYx,00=0 u Q.

Napomenimo da je uvjet kompatibilnosti za D[ ] zadovoljen. Doista, V¢ (3|xr|l> ima kom-
paktni nosa¢ sadrzan u sredini svake cijevi, te ovisi samo o udaljenosti od ishodista (to

jest o x"1 u lokalnim koordinatama). Koristeé¢i navedeno, te ¢injenicu da je fluks funkcije

\44 , jednak nuli u svakoj cijevi lako je vidjeti da vrijedi

3lx| ]
/ Vg (5 ) Va,int =0.
Qe min

Sada uvodimo novu funkciju D([gj} = DLJ] - ﬂ[gj], gdje je 71'([9]] rjeSenje problema
-y 2LARY
div =V¢ <€mm V&l.m u Qg,

NLJ] =0 na 0Q..

Jer je nosa¢ funkcije V¢ (3|x|> sadrzan u sredini svake cijevi i jer korektori unutarnjeg

sloja eksponencijalno is¢ezavaju van ¢vorista, vrijedi ocjena (vidi [71])

871'([9]]
+

/]
\Y)
H e ot

< Cexp(-0o/e). (4.71)
L?(Q¢)

L?(Q.)

7 /]

Ocito je da je divergencija funkcije D

A

jednadzbu (4.70) mnozimo s D, te integriramo po Qg, ¢ime dobivamo jednakost

SUIES mym_/ om:” =]
2dt/ ‘D + (p+ LS‘V . —ZM,'/gzgroth D, T D,

—(u +,u,)/ Vn"[gj} : VD[EJ] —/ (uge - V)D[EJ] -DLJ] _/ (s - V)ﬂLJ] .b‘[ﬂ (4.72)
Q. Q. Q.

_/ (i)ff] _V)ugpprom[f] -ﬁ[gj] _/ (”[gJ] ,V)uzpprox,[fl _[)Lf] _ Rgg[ll ,ﬁ[gfl'
Q. Qe Qe

L]

jednaka nuli te da vrijedi D, = 0 na 0Q,. Sada
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4.3. Rigorozno opravdanje

Izraze s desne strane (4.72) ocjenjujemo koristeci (4.69), (4.71), Lemu 0.0.1 i Teorem 4.3.1:

/rotSLJ]-Da < Hi)‘[sj]
Qg L2(QS) LQ(Qa)
< czsllv H p :
L2(Q,) L2(Q,)
/ o) Sy _||om I
Q. ot ot 2(@.)
J
sco|e| vl
- £ lL2Q,)
2@,)

< Cegexp(-o/e) HVi)Lj] L2’

/ va!l v, < |val’ |vo.”
Q. 12(2,) 12(9.)

< Cexp(—o/e) HVDLJ}

/Q (e -V)DY DY < el o, HDLJ]

< Cs'? ||Vl 2

L2(Q,)

) Hvbi’]
LYQ.) L2(Q

- 2
v
L2(Q,)

< C&%? HVD[J

L2(Q,)

o\ Rl Bl V]
/gg(ug Vme Ds < el H ¢ s, HV”‘S 12(Q

< €& |[Vaell o, D‘LJ]HLz(Qg) HV”‘LJ] L2(Q,) o
< Ce™Pexp( O'/S)HVD[SJ] 0’
R e YO T i
Q. ° L ) 12(2,)
el oo,
< Cse 5/2HVD“ LQ(Q .
[t ot ] o,
<Cel” ‘[SJ] L*(Q;) ‘VD‘[S HVu o [J] L*(Q;)
< Ceexp(-0/e) me L0’
RV Y < HRJ‘,[J Hi)[f]
0. ©IE iz, I8 iz
< Ce R“”H HVDL” 2
L*(Q¢)
< C8J+3 VD[ ] @ ).
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4. Nestacionarni mikropolarni fluid u sustavu cijevi

Iz (4.72), ocjena (4.73) te Youngove nejednakosti zaklju¢ujemo da vrijedi nejednakost

T
de 1178 llL2(q,) “ ll2(@,) (4.74)
2 2 :
< Cs? HVSL” +CE? HVDL” +Ce¥S,
L2(Qg) L2(QS)

Sljedece, integriramo (4.74) po ¢ te koristimo ocjenu (4.67) ¢ime za dovoljno mali & dobi-

vamo

(1)

2 ! V] 2J+6
VD < +o,
12(Q,) +/o H ° =Ce (4.75)

2
su
D 12(2,)

1€[0,7]

Sada iz (4.67) i (4.75) slijedi

r 2
V] H2 / H ] 2744
sup |[Ss (¢ + A < Ce™™. 4.76
vl &-4) 12(Q.)  Jo ° 2, (4.76)
Na slican nac¢in se mogu dobiti ocjene
v T 1|
D D
sup 9D: (-, 1) +/ Va = < Ce¥*o,
5 5 (4.77)
as[-’] T aS[J]
sup = (-,1) +/ V—= < Ce¥H,
repor] || O v 0 ke

Kako bi jo§ ocijenili razliku tlakova, promatramo problem

1 a rox
Ry
|-Qs| Q.

(4.78)
O[SJ] =0 na 0Q,.
Prema Lemi 0.0.2, postoji barem jedno rjeSenje problema (4.78) takvo da
] Cln, L / approx.|J]
Vo < —|lds' + — . 4.79
H & LZ(QF) & & |Qg| QE p("; L2(Qé) ( )

Mnozenjem (4.70) s HLJ] te integriranjem po Q. dobivamo

2 ]
/ (dLJ} + L/ pgpprox,[ﬂ> :/ ob;" 0 4 (#+,u,)/ vpY! . ve
Qg |Q8| QE Qg at Qa

—2,ur/ rotsL”-aLj]+/ (ug-V)DLj]-HLJ]+/ (DN wyuerrron Ul gl (4.80)
Qg Q Qg

o[ R
Qg
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4.3. Rigorozno opravdanje

Izraze na desnoj strani jednakosti (4.80) ocjenjujemo koristeci (4.69), Lemu 0.0.1 i Teorem

4.3.1:
J J
/ aDL].OLj]S c’)D.[g} OLJ]
Q. ot ot 12(9,) L2(Qc)
/]
<ce| D] |vel] , .
L2(Q,) LA@.)
/ vp! . vl sHVD[g” VoY :
o, 12(2,) L2(Q,)
/ rot S gV <HVSM /
Q. ©or T “ 2@ 178 N2,
< Ce HVSL” gL/ :
LQ(QI;‘) L2(Qb‘)
' W] al] V] /]
/QJ”E VID; -6, < lugllLaq,) (|02 LY(Q,) £ llL2(,)

< €12 ||Vl 2, [VOY

vDY
L2(Q

2@ ) (4.81)
/]

E 9

< Cs™2 ”vaL”
2(@,)

/ (DLJ} 'V)ugpprox,[J] .0‘[91} < HD[EJ]
Q.

12(Q,)
approx,|[J]

L4(Q.) L*(Q,)

approx,[J]
Vu,

< Cs'l? ( vpY

L*(Q.) L2(Q) L2(Q.)

&£ )

L?(Q¢)

< ™2 ( vl

/ R/ gl < Hﬂg,m
Qe

L2(Qc)
/]

&

L?(Q,) L?(Q,)

< co RV vo!!

L*(Q.)

‘VHLJ ]

L*(Q.)

< C8J+3

L2(Qq)
Iz (4.80) te ocjena (4.81) slijedi

1 rox,[J]
a4 / approx)|
© 10 Jo, 7

+[[VDellp2(q) + € IVSsll2(0) + 8J+3> INCATENSE

2

L(®) (4.82)

<C (HaDs
ot 2

Uzimajuéi u obzir (4.75), (4.76), (4.77) te (4.79), iz (4.82) dobivamo sljede¢u ocjenu za
dg:

< C81+2.

L?(Q)

1 r J]
a4 / approx)|
© 10 Jo, 7

Ovime je dokaz dovrsen.
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A. KOEFICIJENTI ASIMPTOTICKE
APROKSIMACIJE RJESENJA

PROBLEMA (3.1)-(3.5)

Funkcije A4, ..., Aqp iz (3.38) su dane s:

a(4a +B) 09

Ar(xs, 1) = S8a(2a + ) Ox3 (x3,1),
0~0
Az(x3,1) 4a(2aaﬁ ) ai; (x3,1)
da +3B) 089
Aalraat) = G I ),
4 agY
A(xs,1) = kif(ii@) aii (x3,1),
4a +38) 08V
As(ra,t) =~ g0 L L),
ap ag(z) (A.l)
As(xa,1) = “1a(2a + B) dx3 (x3.1),
~0
Ar(xs.1) = e+ B) 081

" 8a(2a + B) dx3
a(4a + B) (957(1)

Ag(xs,1) = 8a(2a + B) dxs (x3,2),

50 2 70
A9<x3,l’) __ 1 < a agQ ()C3’ l) + (9 fl (X3,t)> ,

8u \ 2a + B 0x3 8x§
1 a 08 0% fy
A - 981 (g 1) - T2 ,
10(x3, 1) 3 <2a+ﬁax3 (x3,1) P (x3,1)
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A. Koeficijenti asimptoticke aproksimacije rjeSenja problema (3.1)—(3.5)

Funkcije By, ..., Bs iz (3.39) su dane s:

_ 1 (a(6a+p) gy P’
Bulxs, 1) = 192u (a(2a + ) dx3 (x3,1) +5 s, (xa1) )

1 6~0 82 0
Bo(x3,1) ( ap 51 (x3,2) + a—f;(x?nf)> ,

- 48u \ a(2a + B) dx3 X3
1 [ a(6a+5p) 083 02 f)
B ,t = ,t 7t s
3(x3, 1) 192u (a(2a/ + ) O0xs (x3.1) + Ox2 (e3.1)
1 6 8~0 02 0
By(x3,t) = ~103 a(6a + ) 08 (x3,7) +5 ];1 (x3,1) |,
u \ a(2a + B) dx3 ox; (A2)
Bs(a1) = — 1 a(6a +58) 08} (x5, 1) 52];20()( ) .
51%3, 192u \ aa+B) oxs " axz 0V )
1 ap 98 O f7
B ’t = - ) - T 9 ’t )
6(x3, 1) A8u (a(?a + ) 0x3 (x3,1) Ox3 (x3, 1)
1 (a(6a+p) 98! *fy
B 1) =— ) =5 o1 s
(3. 1) 192u (a(2a + ) Ox3 (x3, 1) Ox3 (x3,1)
1 a(6a + ) ag? 52];20
B , 1) = ,1)—5 , 1 .
Funkcije My, ..., Mg iz (3.39) su dane s:
1 82]?10
Mi(x3,t) = —< (x3,1),
8 8x§
10%f)
My (x3,1) = —< (x3,1),
8 ng
1 52]?0
Ms(xs,1) = —2 5 = (x3.1),
5 (A3)
My (x3,1) 162];20( ) |
4(x3, 1) = =2 ——- (X3, 1),
8 0x; )
a(6a + ) 8§8 162f10
M 1) = — , 1 - , 1),
5(x3,1) 24a(2a + f) dx3 (k3,1 + 5 ox2 (x3.1)
a(6a + agY 10%f)
Mg (x3,1) = (6a +5) L(xs, 1) + 2 (x3,1).

" 24a(2a + ) dx; 6 Ox2
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Funkcije A1q, ..

., A16 1z (3.41) su dane s:

A (o) = % (azi(t) _ 6(‘9_1;“(0> ,
Aia(xs3, 1) =0,
e % (a2§(t) B 38_1;0)) ’
A14(xs3,1) = ;;20((2‘;1?) 2aa+ﬁgg(x3,t) + Z—g(x?),[)) , (A4)
A1s(x3, 1) = _2‘;0‘20((221@) (2aa+ﬁg?(x3,t) - Z—g(xg,t)> ,
Args. 1) = _’L% (aZQFa(t) N aQQiF(I) _ (98_1? ; ) % N %ﬁzl’wrm.
Funkcije By, ..., Bi4 iz (3.42) su dane s:
Bio(xs, 1) = %Aw =0,
Bi1(x3,1) = 7A139g A 8;7( (“2§(’) - 08_1:0)) .

1
Bi3(x3,t) = A5 =

70
aap(a +B) ( a g?(xg,t)—a%(xg,f))’

8 16p2(2a + ) \ 20+ B dx3
Bia(x3,1) = 1A + ! (A11 +A13)
14(x3,1) = 7416 + 55 (A + A
_ 1 [a®F(t) +4a2a/(2)F(t) ~ 33_}7 )+ aaoﬁil,wr@
Sum @ u ot 82
L
+ @pbl,corg)'
Funkcije Cy,...,Cs iz (3.44) su dane s:
8ua — 36 - 4a? 0°8) afy
Cl(xg,t) :&g?(xg”t) + ﬁ d gl (_X'3, )+i£()€3,l’)
8u(2a + pB) 8a(2a + ) dx3 8u Ox3
1 o8y
e AN A ’t 2
* a ) o OB
c é R L
,t R —— ,l s - a_ ’t H
2(x3.1) du(2a +ﬁ)g2(x3 )+ da(2a + B) 6x§ (x3. 1) + 4 Oxs (x3,1)
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A. Koeficijenti asimptoticke aproksimacije rjeSenja problema (3.1)—(3.5)

8ua —3a% B2 - 4a? 9%g) 3a 0fY
Cs(x3,1) =——/—————— Jf 1)+ ——=(x3,¢
1 g0
2(2a +,6)W(X3’t)’
C4()C3,Z‘) =0,
Cs(x3,1) =— — —2aF(t) — —(t ’ )
5(x3,1) ﬂ( . ak(t) at() o
a? - 8ua 4a2—,82 32?? a 3f20
Cos ) =g B+ o ) S0+ ) ox (63,1) = 5 gy ¥ 1)
1 o)
" 3atp) o "B
_8ua-3a® B2 — 4a? 0°8) 3q 0f
C7(x3,1) —mgg(xs,l) + Ra(2a + B) 8x§ (x3,1) @a—xg(xs,l)
1 03
. P
22a+p) ot ol
) 2 20 0
é poR a0l
Cslxa, 1) =7 (2a +,6)g1(x3’t)+ da(2a +B) 0x2 (x3,1) At Ox3 (x3, 1),
_ 8pa-a* 362 — 4a? 9%8) a Of°
Colers, )_8,11(20' +,8)82(x3’l) " Ra(2a + B) ox2 (3:0) = 3 9vs (x3, 1)
T
22a+8) ot >
1
2ao [ a*F(t) OF apy; o (1)
= —2aF (1) - Z(n) | - 2L
Cro(x3,1) - ( ” ak(t) 5 (2) R
Cr1(x3, 1) =0,
Cra(x3, 1) _M~0(x £) + da’ - g 62g0( ) i@_ff(x )
2 =g 20+ )22 T 8aa + B) ax2 T T S by
I T
22a+p) gt “ >
6~0
apa 085
C 1) = —23 (x3,1), A6
13(x3, 1) 3250 Oxs (x3,1) (A.6)
2
_ @ a F(l‘) oF
Cra(xs. 1) dun ( a ot ® )
2
_ @ a F(t) oF
Ci5(x3,1) = Tan ( " Y (1)),
<0
__0a 0%
Ci6(x3,1) =320 Oxs (x3,1),
aa’(a +pB) a afo
C s = - 0 3 s - _2 s s
17(x3, 1) 3242 (2a + B) (2a T ) = 5 t))
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Cig(xs, 1) =—

Cig(x3,1) =

Cao(x3,1) =

Ca1(x3,1) =

Coa(x3,t) =
Ca3(x3,1) =
Coyq(x3,t) =
Cos(x3,t) =

Cag(x3,1)

Cor(xs,1) =—

Cog(xs,1) =—

Cog(x3,1) =

C3o(x3,1) =

C31(x3,t) =

C32(x3,1) =

3““8(‘1’"':3) a g 6];20
32u2(2a + B) (2a+,8 (s "‘>—6—X3(X3,t) :

20a 08
32,ua Oxs3 ’

aao(“"‘ﬁ) a 8]510
162 (2 + B) <2a+ﬁ 2(x3 t)+a—m(x3,t) ,

a’() 9
4'upbl cor

aao a/+,8 af;O
__(XQ,,I) )
32u2(2a + B) \ 2a +ﬁ dxs

a’o t
—_ l- s
dpr < 8t ( ))
20a 085

32ua dxs
apa 5g3

. 1),
32ua Oxs Ty 1)

_ap (a’F(1) OF
__4;1_7r<7_5<t>)’

3acd(a + B) a 810
3212 (2a + ) ( 82(x3.1) + =~ (x3.1) |

aa%(a+ﬁ) ( a O

32u2(2a + B)

o4y aZF(I> +2a2a'(%F(t) 28F l‘) _ aagﬁ}?l,cor(t)
dur a u t

ag .o
- @pbl,cor (t)

16u2(2a + B) \ 2a +ﬁ

@pa 3§3

aaé(mm( T s t>-a—ff<x3,r>>,

’t b
32,ua/ Ox3 Ty 1)

2 70
aay(a + B) a af
3202(2a + ) (2a poele i)+ g, t>) :

_ ago <G2F(l‘) +2a (},’SF(Z‘) _ 26_F l‘)) + aagﬁ})l,cor(l‘)
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A. Koeficijenti asimptoticke aproksimacije rjeSenja problema (3.1)—(3.5)

Funkcije Dq,..., D12 iz (3.45) su dane s:

_a*(a+p) - 2au(6a+p) a 8f2
Db, 1) = 192a(a+ B)2a < p) o1 Vs ) = 192ua g 1)
6a — 58 62g1( . 6a + B 9g° )
T 19202a +B) a2 " 192a(a + B)(2a + ) Ot (x3.1),
2app - a*(a +f) a Off
Dol 1) = A8ua(a + B)(2a + B) 82l¥3.1) = A8ua Ox3 By 1)
_ ﬁ 82 2 ()C l) ﬁ agQ( l)
1Ba(2a+p) ox2 " 4sala +B)(2a +B) 0 ’
_5a*(a+ ) — 2au(6a +5B) ba 5f2
Dyl 1) = 192000+ B)2a+f) °! V) - 1920 B "0 1)
6a—p 0%g° q_ 6a + 58 ag° .
192@(2& +p) 0x3 (x5 1) 192a(a + B)(2a + B) Ot (x3, 1),
D4()C3, l‘) =0,
@ CIQF(I) oF aﬁl];l’cor(t>
D5()C3,t) —m ( r —ZGF(I)—E(I) _—160’/,[ ,
2au (360> + 3608 + %) — a*(6a + B)(a +B)
De(xs,1) = 192ua(a + B)(2a + B)? & 1)
a(6a+p) Of) . 36a®-58 0%
192ua(2a + B) dx3 (x3, 1) 192a(2a + B)2? 9x2 (x3.1)
3602 + 368 + B> 08"
" 192a(a + B)(2a + B)2 ot (x3, 1), (A7)
_ba 2(@+B) — 2au(6a +58) _, ba 5f1
Dr(xs.1) = 192ua(a + B)(2a +,8) 82 2(x3.1) + 192ua dxs3 P 1)
6a—p  9%8) t 6a + 5 08y t
T 192a(2a + B) 02 (3 ) - 192a(e + B) (20 + B) 01 (x3,1)
2app - a*(a+f) a Of)
Ds(xs, 1) = A8ua(a + B)(2a +,B)g1(x3’ 0+ 48ua Ox3 By 1)
B %8, B g}
- 48a(2a + ) ox? (xa. 1) + 1B (a+p)(2a+p) 8 ;s t),
_a2(oz+,8)—2a,u(6a+ﬁ) 0 a afl
Dobxs D) =0 i@ s za +8) 29D To3a oy 1)
6o — 58 0°89 t 6a + 8 a3 t
" 192¢(2a + B) 0x2 (xan1) = 192a(a + B)(2a + B) ot (x3, 1),
2F (1 OF APy cor (1)
Dio(xs, 1) = — ;—(; <“ /f ) _ 2aF(t) - E(r)) + fé—a#
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2au (360> + 3608 + %) — a*(6a + B)(a +B)
192ua(a + B)(2a + B)?

a(6a+p) Of

Dia(x3,1) =

g5 (xs,1)—

o? - 582 9%

t) — t
10200 (2a + B) 9xs "> ")~ T00a(2a + )2 ox2 (e, 1)+
362 + 3608 + B 083 (. 1)
192a(a+B)(2a +B)2 ot © >
Funkcije Ny, ..., Ng iz (3.45) su dane s:
@pa 6g3
Ny (s, 1) = 32ua 8x3( 31)
a2
Qg F(t) OF
N ) = — t
2(x3,1) 4/17'(( a ﬁt()
aata(a +f) a af9
Ns(xs,1) = —=—0 & (x3,1) = =2 (xa.1) ),
8u?(2a + p)?2 \ 2a +,8 0x3 (A8)
) .
_ Q) a F( ) 6F
0g
_ @pa 83
acta(a +f) a af
No(xs, 1) = — 02 39 (x3, 1) + = (x3,7) | .
6% 1) =~ B 0a 4 B2 (2 g )+ g (s
Funkcije Css, ..., Cy5 iz (3.47) su dane s:
a+2p 32§§ a’ — 2au 0 1 3
C ,1) = )+ —— N 1),
33(x3,1) la(a+B) 022 (oo 1)+ — g 8l t) = 5 2 1)
C34(x3,1) =0,
a+28 0%8) a’-2au 1 08}
C 1) = )+ ———— N 1),
35(x3,1) da(a +p) dx3 (xa, 1) + 4ua? 83(xa1) - 4a? 9t 2 1)
50
aapf g3 apf 9 f2
C 1) =— ,t ,1),
36(x3 ) 2#(2(1’+ﬁ)2 axg ()Cg )+ 2ﬂ<2a+ﬁ) ax% (Xg )
50 2 70
aapf 08 af 0°f)
C 1) =— 1) — ,1),
) == e B2 axs ) T Spa 4 ) ox? (v3.1)
202 + 4af + B2 02§§ a’ —4dau 0
& , 1) =— ) ————¢ ,
38(x3, 1) a2(a + ) axg (x3,1) Sua? g3(x3,1)
1 089
—_— A.
i o) (A9)
a+ 959
Cs9(x3,1) = ao(a +f) L (x3,1),

16,ua(2a + ) 0x3
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A. Koeficijenti asimptoticke aproksimacije rjeSenja problema (3.1)—(3.5)

AL )

Cates) ot B S 0,

Cotso) = pomt it B B0,

Cus(xs,1) = - 462(;1 (6;(?;;25)) Zig (x3,1) — i)fgo(xg,t)) :
Cuax3.1) =~ 4(;1 (c;(?;;fﬁﬁ)) Zig (x3.1) + 5;)20 (x3’t)> :
Cy5(x3,1) =0.

Funkcije D13, ..., D1g iz (3.48) su dane s:

1 a+2p 0%} a’ —2au _ 1083
Dy3(x3, 1) < B(XS,I)+ﬂ—agg(X3,t)———3(X3,f) ;

~64a a+p 6x§ a Ot
D14(X3,t) =0,
1 (a+280%) a’-2au 103
D ,t = 7t - ,t YR 7t )
15(x3,7) 64a<a+,8 52 (x3,1) + o g3(x3,1) oy (x3,1)
-0 2 70
apP a 08 9 fy
D 1)=- 1) — ——=(x3,1
16030 == 15 o 1 p) <2a T B ax oY) ox2 (x3.1) | (A.10)
-0 2 70
apP a 08 9" fi
D ) =— 1)+ ) ),
LA A TNy <2a+ﬁ[)x;>,(x3 ) ox2 (x3.1)
1 3a? + 6af + 2% 0%8) a? —6ay
D 1) = - ) - —— 1
18<x3 ) 64&2 ( a+ﬁ 5)6% <x3 ) u g3(x3 )

08,
323 (xa 1) ).
3, (s )>

Funkcije N7, Ng iz (3.48) su dane s

_aap(a+p) 0g°
Nilxs, 1) = 16ua(2a + B) 0x3 (53, 1), (A11)
N _aap(a+pB) 98) .
8(xa. 1) = 16ua(2a + B) 0x3 (x3. ).
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B. STACIONARNI MIKROPOLARNI FLUID
U DOMENI S OTVORIMA PREMA

BESKONACNOSTI

Neka je @ ¢ R? domena koja se van ograni¢enog podrudja dijeli na m disjunktnih polu-

beskonac¢nih cijevi koje su u nekom koordinatnom sustavu x’ dane s
Qi ={(x},x}) € R3 cxy >0, X, =(x5,x5) €0y}, i=1,2,..., m,

gdje je oy € R? ograni¢ena domena. Uvodimo sljedeée oznake:

Q) = Q\ (U sz) :
i=1
Qi = {x' € Q; : x| <k},

m
Qy =0 U (U Qik) ,
i=1
wir = Qirs1\Qik, 1=1,2,...,m,
Wik = Wik-1 Y wjx Y wiks1, i=1,2,...,m,

gdje je k € Ny. Neka je Eg (x) = Ep, (x‘l) glatka monotona tezinska funkcija pridruzena

cijevi Q; takva da
Ep,(x) >0, Eg(0) =1,
a1 < E_g,(x)Eg,(x) < a2, Vx € Q;,
b1Eg,(k) < Eg,(x) < baEg,(k), Vx € wi, (B.1)
IVEg, (x)| < bgy.Ep,(x), Vx € Q;,
lim Eg, (x) = o0 ako B; > 0,

x1—>00

137



B. Stacionarni mikropolarni fluid u domeni s otvorima prema beskonac¢nosti

pri ¢emu konstante ai,as, b1, by ne ovise o k, te konstanta bs ne ovisi o ;. U ostatku
odjeljka ¢emo raditi s tezinskom funkcijom Eg, (x}) := exp(2B;x}). Doista, lako je provjeriti
da ovako definirana Eg, zadovoljava uvjete (B.1), pri ¢emu nejednakost (B.1)4 vrijedi za

v« = |Bi|. Dodatno, definirajmo

1, x € Qp,
Eg(x}), xeQ,i=12,...,m,

nge je B = (ﬂla L ’Bm>'

Nadalje, uvodimo prostore tezinskih funkcija (Wé’z(Q) kao zatvarace prostora C;(€2) u

normi danoj s

1/2
; /

Itz = | D) | Ep®)ID"u(x)Pdx |
r la]=0 ¥

uz oznaku L/%(Q) = (W’g’z(Q). Naglasimo da kada je 8; > 0, elementi ovih prostora eks-
ponencijalno teze k nuli kada |x/| — +c0, x € Q;. Prostori tezinskih funkcija (Wé,’2(.Q(k)),

(W[é’z(wik) te ‘W[l),’z(cbik) se definiraju analogno. Kona¢no, definiramo tezinsku funkciju

;

1, X € Qo,

B (x) = Eﬁi(xil), XxX€eQy, i=1,2,...,m,

Eﬂi(k), X € Qi\Qik, i=1,2,...,m.

Lako je provjeriti da vrijedi

IVEY (x)] < bay.Ey) (x), Vx € Q (B.2)
te
E)(x) < Ep,(x). Vx € Q, (B.3)
J

kada B; > 0. Dodatno, vrijedi nejednakost
[ Esomer s [ £ @ (B.1)
Q) Q

Takoder, trebat ¢e nam tezinska Poincaréova nejednakost (vidi [85], Poglavlje I, Odjeljak

1.1.3, Lema 1.9):

Lema B.0.1. Za svaku funkciju u € (Wé’Q(Q) koja je jednaka nuli na 9Q vrijedi sljedeca

tezinska Poincaréova nejednakost:
/Eﬂ(x)lu(x)|2dx <C, / Ep(x)|Vu(x)[*dx.
Q Q
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Promotrimo sada linearni mikropolarni sustav jednadzbi na Q:

OF;

—Au+Vp—2Nrotw+f+Z 3
x;’

divu =0,
3

G
—aAw — BV divw + ANw = 2N rot u +g+Z—+ VH;, (B.5)
= % A

u,w =0 na 0,

/u-n:(),

gdje su @,B,N > 0 te N < 1. Slabim rjeSenjem problema (B.5) smatramo par (u,w) €

V x Wé’z(Q) takav da su sljedeci integralni identiteti zadovoljeni:

/Vquo 2N/T0tw¢+/f‘p2/ ax,

a/Vw-Vx/1+,8/divwdiv:/1+4N/w-¢:2N/rotu-://+/g-t// (B.6)
Q Q

oy :
_Z/QGj.gj_JZ/Qdemp,

j=1
zasve g €V, Y € Wé’Q(Q). Sada dokazujemo rezultat koji je nuzan za analizu provedenu

u Poglavlju 4:

Teorem B.0.1. Nekasu0 < < B, i=12...,mif,gF;,G;Hj € L3Q), ] =
1,2,3, tada postoji slabo rjeSenje problema (B.5). Dodatno, postoji funkcija tlaka p €
Ll2 (Q) takva da

ocC

/Vu Vo = 2N/r0tw <p+/f Q- Z/ /pleQD, (B.7)

za sve @ € Wé’z(Q). Nadalje, pretpostavimo da vrijedi dQ € C? te da F;,Gj,H;, j=1,2,3
imaju kompaktne nosace. Tada za dovoljno mali B, slabo rjesenje (u,Vp,w) pripada

prostoru (WﬁQZ(Q) X L%(Q) X “W;Q(Q) i zadovoljava ocjenu
oy 19PN 30) + oy < (1123 + gz
3 3 3
+Z ||Fj||L2(Q) + Z ||Gj||L2(Q) + Z ||Hj||L2(sz)>'
=1 =1 =1
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B. Stacionarni mikropolarni fluid u domeni s otvorima prema beskonac¢nosti

Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost slabog rjesenja problema (B.5) se moZe pokazati na
standardan nacin koriste¢i Lax-Milgramovu lemu. Preostalo je joS dokazati eksponenci-
jalni pad rjeSenja k nuli. Jer smo pretpostavili da funkcije F;, G;, H; imaju kompaktne
nosace, one ne utjecu na ponasanje toka kada |x| — +co. Shodno tome, mozemo pretpos-

taviti F;,G; =0, H; =0, j =1,2,3 u ostatku dokaza.

Uvrstimo sada u jednakost (B.6)y testnu funkciju ¢(x) = El(gk)

a/ |Vw|2+,8/ |d1vw|2+4N/ D)2 = —a/Vw (VEY - w)
—,B/dlvaE w+2N/ rotu-w+[2Eé)g-w.

Izraze s desne strane jednakosti (B.9) ocjenjujemo koristeci (B.2), Lemu B.0.1 te Youngovu

) 1/2 ) 1/2
5a</VE/§)|vW|2> </ VEé)|w|2>
Q Q
SCy*/Eék)leP,
Q
1/2 1/2
<ﬁ(/ VE/gk)|divw|2> (/ VE/gk)lw|2>
Q Q
<cy. [ i
Q

1/2 1/2
< 2N< E;")|Vu|2) (/ E[g">|w|2) (B.10)
Q

(x)w(x). Tada imamo

(B.9)

nejednakost:

o /Vw . (VEl(gk) W)
Q

B

/leWVE( -w
Q

Iz (B.9) te (B.10) zaklju¢ujemo

@=cy) [ EQwwpeon [ EOwR <Y [ O vupscmn) [ EPgR B.11)
o P o ? 2Jo P o #

Odaberimo dovoljno mali y, tako da @ — Cy, > 0, onda iz (B.11) slijede ocjene

2N/ w|? < _/Eg‘)|Vu|2+c/Eg‘)|g|2,
Q Q
E Vw2§C</E(k) Vu2+/E(k) 2).
[ £wwi e e+ [ £l

(B.12)
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Sada primjenjujemo nejednakosti (B.3) i (B.4) na ocjene (B.12) te pustamo limes k — oo,
¢ime dobivamo

N
2

2N Wl < 5 IV g+ C gl -

B.13
190125 0 < C (190l ) + 1% o
£2(Q) = £3(Q) L3(Q))

Nadalje, za funkciju u koja je rjeSenje problema (B.6) postoji funkcija wh) ¢ W5’2(Q)
takva da

suppW(k) C UQik
i=1

div WH (x) = — div(EY (x)u (x)).

Dodatno, vrijedi nejednakost
(B.14)

gdje je y. konstanta iz nejednakosti (B.1)4 i C je konstanta koja ne ovisi o k ni o u
(vidi [85], Poglavlje I, Odjeljak 1.1.3, Lema 1.13). Sada uvodimo test funkciju ¢(x) =
E[(_j,k)(x)u(x) + W®) (x). Jasno je da vrijedi @ = 0 na 9Q te divg = 0, pa uvrstavanjem ¢

u integralni identitet (B.6); dobivamo

/E[g")|vu|2:_/vu.(VE;">.u)—/Vu~vw(’<>+2N/E;")rotw-u
Q Q Q Q

e [rotw - w®s [ E0f s [ gow®,
Q Q Q

Izraze na desnoj strani jednakosti (B.15) ocjenjujemo koristeci (B.2), Lemu B.0.1, (B.12),

(B.15)

(B.14) te Youngovu nejednakost:

1/2 1/2
/Vu-(VE[gk).u) < (/ VE/g")|Vu|2> </ VEék)|u|2)
Q Q Q

< Cy*/Elgk)WulQ,
Q

1/2 1/2
< (/ E;f)wuw) </ EE?lVW(k)F)
Q Q

SCy*/Eék)|Vu|2,
Q

/ Vu - vWk)
Q
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B. Stacionarni mikropolarni fluid u domeni s otvorima prema beskonac¢nosti

2N = 2N

(k) / (k)
E. rotw -u w - -trot(E) 'u
/Qﬁ [ xou(f )

< 9N E() rotu|+ 2N

—uzes + uses
/ (9)61 )
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Kako je N < 1, mozemo odabrati dovoljno mali y, tako da vrijedi

/Eék)|Vu|2 sC(/ E/(),k)|f|2+/E/g")|g|2>. (B.17)
Q Q Q

Sada mozemo iskoristiti nejednakosti (B.3) i (B.4) te pustiti limes k — oo ¢ime dobivamo

2 2 2
1901y < € (11 0y + el ) (B.18)

te iz (B.13) i (B.18) slijedi

19w ) < € (11500 + 12500 )- (B.19)

Poznato je da postoji funkcija p € L () takva da vrijedi (B.7) (vidi npr. [38]). Dodatno,

vrijedi sljedeca lokalna ocjena:

e llw2 ) + 1P N2 0) + 19 llw22 (0 (B.20)

<C (||Vu||L2(a3ik) + ||VW||L2(¢aik) + ||f||L2(¢Z),-k) + ”g“LQ((Z)ik)) ’

gdje konstanta C ne ovisi o k (vidi Lema 13. i Lema 15. u [92]). Sli¢no, vrijedi nejednakost

lullwzz, )+ IVPllL2(Q,,) + [IWllw220
Q1)) (21)) Q1)) (B.21)

<C (||Vu||L2(Q(2)) + ||Vw||L2(Q(2)) + ||f||L2(Q(2)) + ||g||L2(Q(2))) -
Sada mnozimo (B.20) s Eg,(k), te potom koristimo svojstvo (B.1); funkcije Eg, (x). Su-
miranjem dobivenih ocjena po k konac¢no dobivamo

lllay22 0, + 1901 2(00) + 191y 22,
22(0,) 2 22(0,) (B2

< € (Il g2 + IVl 20 + 112200 + Nl 2200 ) -
Ocjena (B.8) sada slijedi iz (B.18), (B.19), (B.21) i (B.22).

Napomena B.0.1. Teorem B.0.1 vrijedi © u slucaju kada m = 1, to jest kada je Q
polubeskonacna cijev

Q={xeR®:x; >0, x, €0}
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