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Sadržaj iv
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Uvod

U matematici, metoda bisekcije je tehnika pronalaženja nultočki koja se primjenjuje na

neprekidne funkcije gdje su poznate dvije vrijednosti s različitim predznacima. Metoda

dijeli interval u kojem postoji rješenje na manje intervale. Glavna ideja iza ove metode je

da ako neprekidna funkcija mijenja predznak unutar intervala, onda mora postojati barem

jedna nultočka unutar tog intervala. Iako je vrlo jednostavna i pouzdana, metoda bisek-

cije je relativno spora. Stoga se često koristi za dobivanje grube aproksimacije rješenja,

koja se zatim može koristiti kao početna točka za brže konvergentne metode. Ova metoda

takoder je poznata kao metoda raspolavljanja intervala, metoda binarne pretrage ili metoda

dihotomije.

Procjenom funkcije na krajevima svakog intervala i odredivanjem novog intervala na

temelju predznaka tih vrijednosti funkcije, metoda bisekcije jamči konvergenciju barem

jednom korijenu unutar početnog intervala. To je jednostavan i pouzdan pristup koji može

rješavati različite vrste jednadžbi, čineći ga vrijednim alatom u računalnoj matematici.

U ovom radu ćemo primijeniti metodu bisekcije na simetrični svojstveni problem, od-

nosno pomoću ove metode ćemo pronaći odredene dijelove spektra realne simetrične ma-

trice A. U prvom poglavlju rada ćemo se upoznati s osnovnim pojmovima vezanim uz

svojstveni problem i simetrične matrice. U drugom poglavlju razvijamo dva algoritma

rješavanja simetričnog svojstvenog problema bazirana na metodi bisekcije; prvi algori-

tam pronalazi svojstvene vrijednosti realne simetrične matrice A u zadanom intervalu, dok

drugi algoritam traži k-tu najveću svojstvenu vrijednost matrice A. U trećem poglavlju se

bavimo pronalaskom svojstvenog vektora pridruženog odredenoj svojstvenoj vrijednosti

simetrične matrice, za potrebe čega uvodimo metodu potencija i pojam Rayleighevog ko-

eficijenta. U četvrtom poglavlju predstavljamo implementaciju navedenih algoritama u

programskom jeziku Matlab.
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Poglavlje 1

Simetrični svojstveni problem

1.1 Svojstveni problem

Definicija 1.1.1. Neka je A n × n realna matrica te neka postoji broj ¼ ∈ C te n × 1 vektor

x različit od nule tako da vrijedi

Ax = ¼x.

Vrijednost ¼ nazivamo svojstvena vrijednost matrice A, a vektor x (desni) svojstveni vektor

matrice A pridružen svojstvenoj vrijednosti ¼. Skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A

se naziva spektar matrice A te se označava sa Ã(A).

1.2 Simetrična matrica

Definicija 1.2.1. Realna kvadratna matrica A je simetrična ukoliko je jednaka svojoj tran-

sponiranoj matrici AT , odnosno ako vrijedi ai j = a ji za sve i, j.

Neka je A simetrična i ¼ ∈ Ã(A), tj. postoji x , 0 tako da vrijedi

Ax = ¼x (1.1)

Ako pomnožimo obje strane jednadžbe (1.1) s x∗ slijeva, imamo

x∗Ax = ¼x∗x (1.2)

Jer je x , 0 vrijedi

x∗x =

n
∑

i=1

xixi =

n
∑

i=1

|xi|
2 > 0.

2



POGLAVLJE 1. SIMETRIČNI SVOJSTVENI PROBLEM 3

Sada imamo

¼ =
x∗Ax

x∗x
.

Ukoliko kompleksno adjungiramo obje strane u (1.2) dobivamo:

x∗A∗x = ¼x∗x

A je simetrična i realna pa je A∗ = A:

¼ =
x∗Ax

x∗x
.

Sada je ¼ = ¼ pa vrijedi

¼ ∈ R,

odnosno sve svojstvene vrijednosti realne simetrične matrice su realne. Realne vrijed-

nosti možemo poredati po veličini, pa ćemo u ostatku rada koristiti sljedeću konvenciju:

¼1(A) g ¼2(A) g · · · g ¼n−1(A) g ¼n(A).

Za razvijanje metoda će nam od velike koristi biti sljedeći teorem koji nam daje interval u

kojem je sadržan cijeli spektar simetrične realne matrice A:

Teorem 1.2.2. (Geršgorin) Neka je A ∈ Rn×n simetrična matrica. Definiramo Ri kao sumu

apsolutnih vrijednosti nedijagonalnih elemenata matrice A u i-tom retku:

Ri =

n
∑

i=1
i, j

|ai j|

Tada za spektar Ã(A) matrice A vrijedi:

Ã(A) ¦

n
⋃

i=1

[

aii − Ri, aii + Ri

]

Dokaz. [3] □
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Tridijagonalne matrice

U radu ćemo pokazati da se iterativne metode za rješavanje simetričnog svojstvenog pro-

blema mogu osjetno ubrzati ukoliko se matrica prethodno svede na tridijagonalni oblik, pa

uvodimo pojam tridijagonalne matrice:

Definicija 1.2.3. Matrica T ∈ Rn×n je tridijagonalna ako vrijedi

Ti j = 0 za |i − j| > 1.
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
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∗ ∗ 0 . . . 0

∗ ∗ ∗
...
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. . .
...

...
. . .
. . . ∗

0 . . . . . . ∗ ∗
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Definicija 1.2.4. Neka je zadan vektor a ∈ Rn, a , 0. Neka je H ∈ Rn×n ortogonalna

matrica oblika

H = I −
1

µ
vvT , gdje je µ > 0, v , 0

za koju dodatno vrijedi

Ha = −³e, gdje je e ∈ Rn, ∥e∥2 = 1 zadani vektor.

Matrica H se zove Householderov reflektor.

Napomena 1.2.5.

• Lako se može pokazati da je matrica H simetrična, odnosno da vrijedi HT = H.

• Ukoliko stavimo µ =
∥v∥2

2

2
, imamo

HT H = H2 = (I −
2

∥v∥2
2

vvT )(I −
2

∥v∥2
2

vvT ) =

= I −
2

∥v∥2
2

vvT −
2

∥v∥2
2

vvT +
4

∥v∥4
2

vvT vvT =

= I −
4

∥v∥2
2

vvT +
4

∥v∥2
2

vvT = I

odnosno matrica H je ortogonalna.
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Householderove reflektore možemo primijeniti na traženje tridijagonalne forme sime-

trične matrice A. Zapišimo A kao

A =

[

a11 aT
1

a1 A1

]

Ako je a1 , 0, možemo naći Householderov reflektor H1 takav da je

H1a1 = −³1


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Ako označimo

P1 =

[

1 0T

0 H1

]

,

imamo

P1APT
1 =

[

a11 (H1a1)T

H1a1 H1A1HT
1

]

=






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Ako je a
(1)

1
= 0, stavimo

H1 = I.

Ako je a
(2)

2
, 0, možemo naći Householderov reflektor H2 takav da je

H2a
(1)

2
= −³2
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Označimo

P2 =






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Sada imamo

P2P1APT
1 PT

2 =


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Ponavljanjem istog postupka n-2 puta dobiva se simetrična tridijagonalna matrica. Stavimo

P B Pn−2Pn−3 . . . P2P1

Kako su matrice P1, . . . , Pn−2 ortogonalne, matrica P je takoder ortogonalna. Slijedi da je

tridijagonalna matrica PAPT simetrična te da ima isti spektar kao i A.



Poglavlje 2

Algoritam

2.1 Pronalaženje nultočke neprekidne funkcije

Neka je zadana neprekidna funkcija f : I → R te neka je [a, b] ¦ I. Neka takoder vrijedi

f (a) · f (b) < 0. U tom slučaju postoji c ∈ (a, b) takva da je f (c) = 0. Jednu od tih nultočaka

možemo pronaći koristeći metodu bisekcije:

Algorithm 1 Bisekcija za nultočku funkcije

function [ x ] = BisectionFunctionZeros(a, b, f , tol)

while b − a > tol do

c = 0.5 · (a + b)

if f (a) · f (c) > 0 then

a = c

else if f (a) · f (c) < 0 then

b = c

else

x = c

return

end if

end while

x = 0.5 · (a + b)

end function

U svakoj od iteracija se interval koji sadrži nultočku prepolovi, sve dok ne bude manji

od unaprijed odredene tolerancije. Na kraju se kao nultočka vraća polovište zadnjeg od

intervala. U slučaju da je nultočka funkcije upravo polovište jednog od intervala iz iteracija,

ta vrijednost se odmah vrati i algoritam prekida izvršavanje.

7



POGLAVLJE 2. ALGORITAM 8

2.2 Pronalaženje sv. vrijednosti simetrične matrice u

zadanom intervalu

Sylvesterov teorem o inerciji

U ovom odjeljku ćemo razviti algoritam zasnivan na metodi bisekcije koji će pronalaziti

svojstvene vrijednosti simetrične realne matrice A u zadanom intervalu. Bitna tvrdnja pri

razvijanju algoritma je Sylvesterov teorem o inerciji, za potrebe kojeg uvodimo pojam

inercije:

Definicija 2.2.1. Inercija simetrične matrice A je trojka cijelih brojeva Inertia(A) = (¿, ·, Ã)

takva da je ¿ broj negativnih svojstvenih vrijednosti od A, · broj svojstvenih vrijednosti od

A jednakih nula, te Ã broj pozitivnih svojstvenih vrijednosti od A.

Ukoliko je zadana ortogonalna matrica Q, tada su matrice QT AQ i A slične te imaju

jednaki skup svojstvenih vrijednosti. Ukoliko Q nije ortogonalna, nego samo regularna,

kažemo da su QT AQ i A kongruentne. U tom slučaju QT AQ i A nemaju nužno jednak skup

svojstvenih vrijednosti, ali nam idući teorem govori da će njihove odgovarajuće svojstvene

vrijednosti imati jednake predznake.

Teorem 2.2.2. (Sylvesterov teorem o inerciji) Neka je A simetrična matrica i X regularna

matrica. Tada A i XT AX imaju jednaku inerciju, odnosno Inertia(A) = Inertia(XT AX).

Dokaz. Neka je n dimenzija matrice A. Pretpostavimo da A ima ¿ negativnih svojstve-

nih vrijednosti ali da XT AX ima ¿′ < ¿ negativnih svojstvenih vrijednosti. Neka je N ¿-

dimenzionalni potprostor razapet svojstvenim vektorima pridruženim negativnim svojstve-

nim vrijednostima od A. Tada je svaki x ∈ N oblika x =
∑

Àixi, gdje su xi ortonormirani

svojstveni vektori pridruženi negativnim svojstvenim vrijednostima od A. Vrijedi Ax =
∑

ÀiAxi =
∑

Ài¼ixi, pa iz ortonormiranosti vektora xi slijedi xT Ax =
(

∑

Àix
T
i

)

(
∑

Ài¼ixi) =
∑

À2
i ¼i∥xi∥

2
2
=

∑

À2
i ¼i < 0, jer je ¼i < 0 za svaki i. Neka je P (n−¿′)-dimenzionalni potpros-

tor razapet svojstvenim vektorima pridruženim nenegativnim svojstvenim vrijednostima od

XT AX, na sličan način za svaki x ∈ P vrijedi xT XT AXx g 0. Jer je X regularna matrica,

prostor XP je takoder (n− ¿′)-dimenzionalan. Pošto je dim(N)+ dim(XP) = ¿+ n− ¿′ > n,

mora postojati vektor y različit od nule koji je sadržan u presjeku prostora N i XP. Tada

vrijedi yT Ay < 0 jer je y ∈ N. Kako je y ∈ XP, postoji x ∈ P tako da je y = Xx. Sada

je 0 f xT XT AXx = (Xx)T AXx = yT Ay, što je kontradikcija. Slično se pokaže da ne

može vrijediti ni ¿ < ¿′. Slijedi da je ¿ = ¿′, odnosno matrice A i XT AX imaju jednak

broj negativnih svojstvenih vrijednosti. Na analogan način se može pokazati da vrijedi ista

tvrdnja i za brojeve pozitivnih svojstvenih vrijednosti promatranih matrica. Dalje slijedi da

promatrane matrice imaju i jednak broj svojstvenih vrijednosti jednakih nuli. □
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Neka je A realna simetrična matrica. Pretpostavimo da pomoću Gaussovih eliminacija

možemo faktorizirati matricu A − zI = LDLT , gdje je L regularna a D dijagonalna. Po

prethodnom teoremu imamo Inertia(A− zI) = Inertia(D). Pošto je D dijagonalna matrica,

njena inercija se lako izračuna. Broj negativnih svojstvenih vrijednosti od D će biti jed-

nostavno broj negativnih vrijednosti na dijagonali matrice D. Pošto D ima jednaku inerciju

kao i A−zI, to će ujedno biti broj negativnih svojstvenih vrijednosti od A−zI, odnosno broj

svojstvenih vrijednosti od A manjih od z. Analogan zaključak se dobije za broj svojstvenih

vrijednosti od D jednak nuli te broj pozitivnih svojstvenih vrijednosti od D.

Pretpostavimo da želimo pronaći broj svojstvenih vrijednosti od A u intervalu [z1, z2).

To će biti jednako broju svojstvenih vrijednosti od A manjih od z2 umanjenom za broj

svojstvenih vrijednosti od A manjih od z1. Za potrebe algoritma definiramo

Negcount(A, z) = broj sv. vrijednosti od A manjih od z.

Slijedi da je broj svojstvenih vrijednosti od A u intervalu [z1, z2) jednak

Negcount(A, z2) − Negcount(A, z1).

Algorithm 2 Metoda Bisekcije za svojstvene vrijednosti u intervalu [a, b)

na = Negcount(A, a)

nb = Negcount(A, b)

if na = nb then

break /* Nema sv. vrijednosti u zadanom intervalu */

end if

Stavi [a, na, b, nb] u radnu listu /* Radna lista se sastoji od intervala [x, y) koji

sadržavaju barem jednu svojstvenu vrijednost od A */

while radna lista nije prazna do

Makni [low, nlow, up, nup] iz radne liste

if up − low < tol then

Print
”
U intervalu [low, up) se nalazi nup − nlow svojstvenih vrijednosti”

else

mid = (low + up)/2

nmid = Negcount(A,mid)

if nmid > nlow then

Stavi [low, nlow,mid, nmid] u radnu listu

end if

if nup > nmid then

Stavi [mid, nmid, up, nup] u radnu listu

end if

end if

end while
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Kompleksnost Gaussovih transformacija na nekoj gustoj matrici A bi bila O(n3), dok u

slučaju tridijagonalne simetrične matrice A situacija je puno jednostavnija:

A − zI =
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



= LDLT

=





































1

l1
. . .

. . .
. . .

ln−1 1





































·





































d1

. . .

. . .

dn





































·





































1 l1

. . .
. . .

. . . ln−1

1





































Sada imamo

a1 − z = d1, d1l1 = b1

Dok za i = 2, . . . , n imamo

l2
i−1di−1 + di = ai − z, dili = bi

Uvrstimo li li = bi/di u gornju jednadžbu, dobivamo

di = (ai − z) −
b2

i−1

di−1

(2.1)

čime složenost odredivanja dijagonalnih elemenata di iznosi O(n).

Ukoliko dodatno definiramo b0 ≡ 0 možemo zapisati algoritam za funkciju Negcount(A, a):

Algorithm 3 Negcount za tridijagonalnu matricu

function [ k ] = Negcount(A, a)

k = 0

for i = 1 to n do

d = ai − a − b2
i−1
/d

if d < 0 then

k = k + 1

end if

end for

end function

Pokazuje se da je metoda stabilna čak i za jako male vrijednosti di−1. [2][4][5]



POGLAVLJE 2. ALGORITAM 11

Uvodimo sljedeću definiciju:

Definicija 2.2.3. Najveća relativna greška koja se može dogoditi prilikom zaokruživanja u

konačnoj aritmetici se zove jedinična greška zaokruživanja, a označava se sa ϵ.

Lema 2.2.4. Neka je |¶i| f ϵ, gdje je ϵ jedinična greška zaokruživanja te neka je Äi = ±1

za i = 1 : n i nu < 1. Tada vrijedi:

n
∏

i=1

(1 + ¶i)
Äi = 1 + ¹n,

gdje je

|¹n| f
nϵ

1 − nϵ
C µn

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom.

Za n = 1 i Ä1 = +1 imamo ¹1 = ¶1, pa iz |¶i| f ϵ trivijalno slijedi

|¹1| f
ϵ

1 − ϵ
.

Za n = 1 i Ä1 = −1 imamo
1

1 + ¶1

= 1 + ¹1

¹1 =
1

1 + ¶1

− 1 =
−¶1

1 + ¶1

|¹1| f
ϵ

1 − ϵ
,

odnosno tvrdnja vrijedi za n = 1. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki n − 1 ∈ N.

Za Än = +1 imamo

n
∏

i=1

(1 + ¶i)
Äi = (1 + ¶n)(1 + ¹n−1) = 1 + ¹n

¹n = ¶n + (1 + ¶n)¹n−1

|¹n| f ϵ + (1 + ϵ)
(n − 1)ϵ

1 − (n − 1)ϵ

=
ϵ [1 − (n − 1)ϵ] + (1 + ϵ)(n − 1)ϵ

1 − (n − 1)ϵ

=
nϵ

1 − (n − 1)ϵ
f µn
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U slučaju Än = −1 imamo
1 + ¹n−1

1 + ¶n

= 1 + ¹n

¹n =
1 + ¹n−1

1 + ¶n

− 1 =
¹n−1 − ¶n

1 + ¶n

|¹n| f

(n−1)ϵ

1−(n−1)ϵ
+ ϵ

1 − ϵ

=
nϵ − ϵ + ϵ − (n − 1)ϵ2

1 − ϵ − nϵ + ϵ + (n − 1)ϵ2

=
nϵ − (n − 1)ϵ2

1 − nϵ + (n − 1)ϵ2
f µn

□

Lema 2.2.5. Brojevi di izračunati u konačnoj aritmetici koristeći jednadžbu (2.1) imaju

jednake predznake kao d̂i izračunati egzaktno iz matrice Â koja je
”

jako slična” matrici A:

(Â)ii ≡ âi = ai i (Â)i,i+1 ≡ b̂i = bi(1 + ϵi), gd je je |ϵi| f 2.5ϵ + O(ϵ2)

Dokaz. Neka d̃i označava vrijednosti izračunate koristeći (2.1) uključujući i greške za-

okruživanja:

d̃i =

[

(ai − z)(1 + ϵ1,i) −
b2

i−1
(1 + ϵ2,i)

d̃i−1

· (1 + ϵ3,i)

]

(1 + ϵ4,i), (2.2)

gdje su svi epsiloni manji od jedinične greške zaokruživanja. ϵ1,i označava grešku za-

okruživanja kod prvog oduzimanja, ϵ2,i grešku kod množenja, ϵ3,i grešku kod dijeljenja i

ϵ4,i grešku kod drugog oduzimanja za i-ti član u (2.1). Definiramo varijable

d̂i =
d̃i

(1 + ϵ1,i)(1 + ϵ4,i)

b̂i−1 = bi−1

[

(1 + ϵ2,i)(1 + ϵ3,i)

(1 + ϵ1,i)(1 + ϵ1,i−1)(1 + ϵ4,i−1)

]1/2

≡ bi−1(1 + ϵi)

(2.3)

Očito je da d̂i i d̃i imaju jednak predznak. Koristeći 2.3 i lemu 2.2.4 imamo

(1 + ϵi)
2 =

(1 + ϵ2,i)(1 + ϵ3,i)

(1 + ϵ1,i)(1 + ϵ1,i−1)(1 + ϵ4,i−1)

(1 + ϵi)
2 = 1 + ¹, gdje je |¹| f

5ϵ

1 − 5ϵ
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1 + 2ϵi + ϵ
2
i f 1 +

5ϵ

1 − 5ϵ

2ϵi f
5ϵ

1 − 5ϵ

ϵi f
5ϵ

2

[

1 + 5ϵ + (5ϵ)2 + ...
]

ϵi f 2.5ϵ + O(ϵ2).

Uvrstimo li (2.3) u (2.2) dobijemo

d̂i(1 + ϵ1,i) = (ai − z)(1 + ϵ1,i) −
b̂2

i−1
(1 + ϵ1,i)(1 + ϵ1,i−1)(1 + ϵ4,i−1)

d̃i−1

,

odnosno ako uvrstimo d̃i−1 = d̂i−1(1 + ϵ1,i−1)(1 + ϵ4,i−1) imamo

d̂i = (ai − z) −
b̂2

i−1

d̂i−1

čime je tvrdnja dokazana. □

2.3 Pronalaženje k-te najveće sv. vrijednosti simetrične

matrice

U ovom odjeljku ćemo razviti još jednu varijantu metode bisekcije koja se takoder zasniva

na tridijagonalnoj simetričnoj matrici. Zadana je matrica T :

T =





















































a1 b1 0 . . . 0

b1 a2 b2

...

0 b2 a3
. . .

...
...

. . .
. . . bn−1

0 . . . . . . bn−1 an





















































(2.4)

Neka Tk predstavlja k×k vodeću glavnu podmatricu od T . Definiramo polinome pk(x) =

det(Tk − xI), r = 1, . . . , n. Razvojem po zadnjem retku matrice T imamo

det(Tk − xI) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 − x b1 . . . 0

b1 a2 − x
. . .

...
...

. . .
. . . bk−1

0 . . . bk−1 ak − x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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= (ak − x) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 − x b1 . . . 0

b1 a2 − x
. . .

...
...

. . .
. . . bk−2

0 . . . bk−2 ak−1 − x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− bk−1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 − x b1 . . . 0 0

b1 a2 − x
. . .

...
...

...
. . .

. . . bk−3 0

0 . . . bk−3 ak−2 − x 0

0 . . . 0 bk−2 bk−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (ak − x) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 − x b1 . . . 0

b1 a2 − x
. . .

...
...

. . .
. . . bk−2

0 . . . bk−2 ak−1 − x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− b2
k−1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 − x b1 . . . 0

b1 a2 − x
. . .

...
...

. . .
. . . bk−3

0 . . . bk−3 ak−2 − x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

Odnosno dobivamo

pk(x) = (ak − x)pk−1(x) − b2
k−1 pk−2 (2.5)

Ukoliko stavimo p0(x) = 1, gornja jednadžba vrijedi za k = 2, . . . , n.

Budući da se pn(x) može izračunati u O(n) koraka, smisleno je pronaći njene nultočke

koristeći metodu bisekcije. Neka je pn(y)pn(z) < 0 te y < z, tada će algoritam

Algorithm 4 Metoda bisekcije za nultočke od pn

function [ x ] = ZerosBisection(pn, y, z)

while |z − y| > tol do

x = (y + z)/2

if pn(y)pn(z) < 0 then

z = x

else

y=x

end if

end while

x = (y + z)/2

end function

pronalaziti intervale koji sadrže neku svojstvenu vrijednost ¼k(T ), a svakom iteracijom

su upola manji po duljini od prethodnog.

Svojstvo Sturmovog niza

Uvodimo sljedeći teorem:
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Teorem 2.3.1. (Svojstvo ispreplitanja) Neka je A ∈ Rn×n simetrična matrica te neka je

Ak = A(1 : k, 1 : k). Vrijedi:

¼k+1(Ak+1) f ¼k(Ak) f ¼k(Ak+1) f · · · f ¼2(Ak+1) f ¼1(Ak) f ¼1(Ak+1)

za k = 1 : n − 1

Dokaz. [6] □

Teorem 2.3.2. (Svojstvo Sturmovog niza) Ako tridijagonalna matrica iz (2.4) nema nije-

dan element na sporednoj dijagonali jednak nuli, tada svojstvene vrijednosti od Tk−1 strogo

”
dijele” svojstvene vrijednosti matrice Tk:

¼k(Tk) < ¼k−1(Tk−1) < ¼k−1(Tk) < · · · < ¼2(Tk) < ¼1(Tk−1) < ¼1(Tk)

Dokaz. Iz teorema 2.3.1 slijedi da svojstvene vrijednosti od Tk−1 ”
razdvajaju” svojstvene

vrijednosti matrice Tr. Treba pokazati da su sve nejednakosti stroge. Pretpostavimo da

je pk(µ) = pk−1(µ) = 0 za neke k i µ. Iz (2.5) i iz bk , 0, k = 1 : n − 1 slijedi da je

pk−2(µ) = pk−3(µ) = · · · = p1(µ) = p0(µ) = 0, što je kontradikcija jer je p0(µ) = 1. Slijedi

da nejednakosti moraju biti stroge. □

Označimo sada s a(¼) broj promjena predznaka u skupu

{p0(¼), p1(¼), . . . , pn(¼)}.

Uvodimo konvenciju da pr(¼) ima različit predznak od pr−1(¼) ukoliko je pr(¼) = 0.

Pokaže se da je a(¼) jednak broju svojstvenih vrijednosti od T koje su manje od ¼. Dokaz

tvrdnje se može pronaći u [6].

Pretpostavimo da T ima r elemenata na sporednoj dijagonali jednakih nuli. Tada je T

jednaka direktnoj sumi (r + 1) tridijagonalnih matrica nižeg reda:

C =



































T (1)

T (2)

. . .

T (r+1)



































Označimo red matrice T (k) sa mi, tada vrijedi
∑

i mi = n. Dodatno, unija spektara ma-

trica T (k) čini spektar od T , te ako je x svojstveni vektor matrice T (k), pripadajući svojstveni

vektor y matrice T je dan sa
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yT = (0, . . . , 0, xT , 0, . . . , 0).

Stoga ćemo bez smanjenja općenitosti pretpostaviti da nijedan od elemenata na spo-

rednoj dijagonali matrice T nije jednak nuli jer u suprotnom polazni problem razbijamo na

manje sa tim svojstvom.

Pretpostavimo da želimo izračunati ¼k(T ). Definiramo b0 = bn = 0. Iz Geršgorinovog

teorema 1.2.2 imamo da je ¼k(T ) ∈ [y, z], gdje je

y = min
1fifn

ai − |bi| − |bi−1| z = max
1fifn

ai + |bi| + |bi−1|

Uzimajući [y, z] kao početni interval i koristeći rezultate iz Svojstva Sturmovog niza

2.3.2, dolazimo do sljedećeg algoritma:

Algorithm 5 Metoda bisekcije za ¼k(T )

function [ x ] = EigenvalueBisection(a, y, z)

while |z − y| > tol do

x = (y + z)/2

if a(x) > n − k then

z = x

else

y=x

end if

end while

x = (y + z)/2

end function



Poglavlje 3

Pronalazak svojstvenog vektora

3.1 Metoda potencija

Za računanje svojstvenih vektora pridruženih pripadajućim svojstvenim vrijednostima ko-

ristit ćemo metodu inverznih iteracija, no u svrhu opisivanja te metode prvo uvodimo me-

todu potencija. Kao ulazni argument funkciji se osim matrice A predaje i neki inicijalni

vektor x0 , 0:

Algorithm 6 Metoda Potencija

function [ x, k ] = PowerMethod(A, x0)

x =
x0

∥x0∥2

k = 0

while nije zadovoljen kriterij zaustavljanja do

y = Ax

x =
y

∥y∥2

k = k + 1

end while

end function

Teorem 3.1.1. Neka je A ∈ Cn×n dijagonalizabilna matrica, za čije svojstvene vrijednosti

¼i, i = 1 : n vrijedi

|¼1| > |¼2| g · · · g |¼n|.

Neka su svojstveni vektori definirani kao

Avi = ¼ivi, ∥vi∥2 = 1, i = 1 : n.

17
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Pretpostavimo da zapis od x0 u bazi svojstvenih vektora ima netrivijalnu komponentu u

smjeru v1, tada za niz xk vrijedi

lim
k→∞

xk = v1,

a konvergencija ovisi o izrazu
(

|¼2|

|¼1|

)k

.

Dokaz. Jer je A dijagonalizabilna, može se napisati kao A = VΛV−1 gdje jeΛ = diag(¼1, ¼2, . . . , ¼n)

i V = [v1 . . . vn] regularna matrica svojstvenih vektora. Prema tome skup v1, . . . , vn čini

bazu prostora. Izrazimo vektor x0 u toj bazi:

x0 = c1v1 +

n
∑

i=2

civi

Jer je c1 , 0 po pretpostavci, imamo

Akx0 = c1¼
k
1v1 +

n
∑

i=2

ci¼
k
i vi

= c1¼
k
1















v1 +

n
∑

i=2

ci

c1

(

¼i

¼1

)k

vi















Označimo x iz k-te iteracije gornjeg algoritma sa xk. Vrijedi xk ∈ span{Akx0}. Zato imamo

da je kut izmedu potprostora razapetih sa v1 i xk jednak kutu izmedu potprostora razapetih

sa v1 i Akx0. Slijedi da za xk vrijedi

cos ("(xk, v1)) = cos ("(Akx0, v1)) =
|v∗

1
Akx0|

∥Akx0∥2

=

∣

∣

∣c1¼
k
1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 +
∑n

i=2
ci

c1

(

¼i

¼1

)k
v∗

1
vi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣c1¼
k
1

∣

∣

∣

∥

∥

∥

∥

v1 +
∑n

i=2
ci

c1

(

¼i

¼1

)k
vi

∥

∥

∥

∥

2

Jer je ¼1 dominantna i izolirana od ostatka spektra, vrijedi ¼i

¼1
< 1 za i = 2 : n, tj.

limk→∞( ¼i

¼1
)k = 0. Jer je ∥v1∥2 = 1 imamo

lim
k→∞

cos ("(xk, v1)) = 1 =⇒ lim
k→∞
"(xk, v1) = 0

Čime možemo zaključiti da xk konvergira prema jediničnom svojstvenom vektoru od ¼1.

□

Po teoremu 3.1.1 imamo rezultat da ako je dominantna svojstvena vrijednost dobro iz-

olirana od ostatka spektra, metoda potencija brzo konvergira. U suprotnom, konvergencija

će biti spora.
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3.2 Rayleighev kvocijent

Pretpostavimo da smo izračunali aproksimaciju svojstvenog vektora w i aproksimaciju

svojstvene vrijednosti µ matrice A. Razumno je za ocjenu aproksimacije uzeti normu rezi-

duala

r = Aw − µw, (3.1)

no kako je µ samo aproksimacija svojstvene vrijednosti, možemo i bolje. Uvodimo pojam

Rayleighevog kvocijenta.

Definicija 3.2.1. Neka je A ∈ Cn×n hermitska te neka je zadan vektor w , 0. Broj

R(A,w) =
w∗Aw

w∗w

se naziva Rayleighev kvocijent.

Promatramo rezidual dobiven Rayleighevim kvocijentom:

rR(A,w) = Aw − R(A,w)w = Aw −
w∗Aw

w∗w
w.

Primijetimo da ako je x = vi svojstveni vektor imamo

R(A, x) =
v∗i Avi

v∗
i
vi

=
¼iv
∗
i vi

v∗
i
vi

= ¼i,

tj. Rayleighev koeficijent je tada jednak upravo svojstvenoj vrijednosti kojoj je pridružen

svojstveni vektor vi. Vijedi sljedeće:

w∗rR = w∗Aw −
w∗Aw

w∗w
w∗w = 0,

odnosno rR je okomit na w. Takoder vrijedi:

∥r∥22 = ∥Aw − µw∥22 = ∥Aw − R(A,w)w + R(A,w)w − µw∥22

= ∥rR + (R(A,w) − µ)w∥22

= ∥rR∥
2
2 + |R(A,w) − µ|2∥w∥22 g ∥rR∥

2
2,

gdje je posljednja jednakost dobivena iz okomitosti rR na w. Slijedi da se u 3.1 najmanja

norma reziduala za zadani w postiže upravo za µ = R(A,w). U [1] je pokazano da je

pogodan kriterij zaustavljanja uvjet

∥rR(A,w)∥2 < tol
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3.3 Metoda inverznih iteracija

Pretpostavimo sada da je matrica A dijagonalizabilna i da su joj svojstvene vrijednosti

uredene na sljedeći način:

|¼1| g |¼2| g · · · g |¼n−1| > |¼n| > 0,

odnosno najmanja svojstvena vrijednosti je po apsolutnoj vrijednosti izolirana. Tada ma-

trica A−1 ima svojstvene vrijednosti:
∣

∣

∣

∣

∣

1

¼n

∣

∣

∣

∣

∣

>

∣

∣

∣

∣

∣

1

¼n−1

∣

∣

∣

∣

∣

g · · · g

∣

∣

∣

∣

∣

1

¼2

∣

∣

∣

∣

∣

g

∣

∣

∣

∣

∣

1

¼1

∣

∣

∣

∣

∣

> 0,

Ako metodu potencija primijenimo na A−1 ona će konvergirati ka svojstvenom vektoru koji

pripada
∣

∣

∣

∣

1
¼n

∣

∣

∣

∣

, a to je upravo vn. Tako smo dobili svojstveni vektor najmanje po modulu

svojstvene vrijednosti od A. Zbog korištenja inverza matrice A−1 ova metoda se naziva

metoda inverznih iteracija.

Brzina konvergencije u ovom slučaju je odredena sa

|¼−1
n−1
|

|¼−1
n |
=
|¼n|

|¼n−1|
< 1

Želimo sličan postupak primijeniti na računanje svojstvenih vektora koji ne pripadaju ¼1 ni

¼n. Ukoliko metodu inverznih iteracija primijenimo na matricu A−ÃI, gdje je Ã puno bliži

nekoj svojstvenoj vrijednosti ¼i od bilo koje druge svojstvene vrijednosti, onda je ¼i − Ã

najmanja svojstvena vrijednost od A − ÃI pa će metoda inverznih iteracija konvergirati

prema svojstvenom vektoru vi koji pripada ¼i. Drugim riječima, za vrlo točnu aproksima-

ciju svojstvene vrijednosti imamo vrlo brzu konvergenciju.

Sada možemo napisati algoritam koji će primijeniti metodu inverznih iteracija za pro-

nalazak svojstvenog vektora pridruženog svojstvenoj vrijednosti koja je najbliža ulaznom

parametru Ã.

Algorithm 7 Inverzne iteracije

function [ x, k ] = InverseIteration(A, Ã, x0, tol)

x =
x0

∥x0∥2

q = xT Ax

while ∥Ax − qx∥ > tol do

y = (A − ÃI)−1x

x =
y

∥y∥2

q = xT Ax

end while

end function
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Rezultati

U ovom poglavlju ćemo prezentirati rezultate dobivene ranije opisanim metodama. Opi-

sane algoritme ćemo implementirati u programu Matlab. Algoritme ćemo izvršavati sa

zadanom tolerancijom tol = 10−6.

Za pojedini algoritam ćemo konstruirati tridijagonalne matrice sa unaprijed poznatim

svojstvenim vrijednostima. Za konstrukciju takve matrice, definiramo dijagonalnu ma-

tricu D koja na dijagonali sadrži odabrani spektar. Matricu D zatim pomnožimo s nekom

ortogonalnom matricom Q zdesna te sa QT slijeva. Na kraju funkcijom hess dobijemo

tridijagonalnu matricu odabranog spektra.

Algoritam za pronalaženje svojstvenih vrijednosti u intervalu

Za prvi opisani algoritam ćemo konstruirati kvadratne tridijagonalne matrice reda 10 i 100.

U oba slučaja ćemo namjestiti spektar da u relativno malom intervalu sadrži više svojstve-

nih vrijednosti, dok će ostale svojstvene vrijednosti biti
”
razdvojene”.

Mjerit ćemo broj potrebnih iteracija za dobivanje svakog od dijelova spektra. Analizirat

ćemo vrijeme izvršavanja algoritma te ga usporediti s vremenom izvršavanja QR metode

sa pomakom, koja će takoder biti implementirana u programu Matlab, a o kojoj se više

može pročitati u [3].

21
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Generiramo matricu reda 10 sa sljedećim svojstvenim vrijednostima:

Slika 4.1: Sortirane svojstvene vrijednosti matrice A reda 10

Prvo tražimo svojstvene vrijednosti u intervalu [10, 11], gdje očekujemo jednu svoj-

stvenu vrijednost, a zatim tražimo svojstvene vrijednosti u intervalu [3, 4], u kojem očekujemo

pet svojstvenih vrijednosti.
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Slika 4.2: Izračunate svojstvene vrijednosti matrice A reda 10 i vremena izvršavanja, inter-

val [3, 4]

Slika 4.3: Izračunate svojstvene vrijednosti matrice A reda 10 i vremena izvršavanja, inter-

val [10, 11]
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Vidimo da je u slučaju intervala [3, 4] koji sadrži pet svojstvenih vrijednosti metoda

bisekcije gotovo tri puta sporija od implementirane QR metode. Razlog tome je relativno

mali red matrice A te činjenica da se u intervalu nalazi pet svojstvenih vrijednosti, pa radna

lista u metodi bisekcije sadrži pet različitih intervala koje mora
”
prepolavljati” do zadane

preciznosti, što utječe na brzinu izvršavanja. Takoder možemo uočiti da je, zbog istih

razloga, broj iteracija u metodi bisekcije 83 što je znatno više nego broj iteracija u QR

metodi sa pomakom, koji iznosi 9.

U slučaju intervala [10, 11] koji sadrži samo jednu svojstvenu vrijednost možemo vi-

djeti da metoda bisekcije ima manje vrijeme izvršavanja. Smanjeno vrijeme izvršavanja

metode bisekcije u odnosu na prethodni slučaj je očekivano jer u ovom slučaju radna

lista sadrži samo jedan interval koji se u svakoj iteraciji smanjuje do zadane preciznosti.

Takoder je očekivan manji broj iteracija u metodi bisekcije koji u ovom slučaju iznosi 21,

što je znatno manje od prethodnog broja iteracija 83.

QR metoda u oba slučaja ima slična vremena izvršavanja te isti broj iteracija. To je

očekivan rezultat jer QR metoda za razliku od metode bisekcije pronalazi cijeli spektar

matrice A te potom ispisuje samo one vrijednosti koje se nalaze u zadanom intervalu.
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Sada generiramo matricu reda 50 sa sljedećih 10 najvećih svojstvenih vrijednosti:

Slika 4.4: 10 najvećih svojstvenih vrijednosti matrice A reda 50

Slično kao i prije, tražit ćemo svojstvene vrijednosti u intervalu [10, 11] gdje očekujemo

jednu svojstvenu vrijednost, a zatim u intervalu [3, 4], u kojem očekujemo pet svojstvenih

vrijednosti.
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Slika 4.5: Izračunate svojstvene vrijednosti matrice A reda 50 i vremena izvršavanja, inter-

val [3, 4]

Slika 4.6: Izračunate svojstvene vrijednosti matrice A reda 50 i vremena izvršavanja, inter-

val [10, 11]
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Za matricu reda 50 možemo uočiti dulja vremena izvršavanja za obje metode. To je

očekivan rezultat zbog povećane dimenzije matrice A.

U slučaju intervala [3, 4] možemo uočiti znatno brže vrijeme izvršavanja metode bisek-

cije u odnosu na QR metodu, dok je razlika u brzini izraženija u slučaju intervala [10, 11].

Razlog smanjenog vremena izvršavanja za metodu bisekcije u intervalu [10, 11] u od-

nosu na interval [3, 4] je isti kao i u prethodnom slučaju, metoda se brže izvršava u slučaju

manjeg broja svojstvenih vrijednosti u zadanom intervalu. Broj iteracija metode bisekcije

za pojedini interval je isti kao u slučaju matrice reda 10.

QR metoda računa cijeli spektar matrice A čiji je red sada veći, što je razlog povećanog

broja iteracija pa i samog vremena izvršavanja.
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Algoritam za pronalaženje k-te najveće svojstvene vrijednosti

Za drugi algoritam ćemo konstruirati tridijagonalnu matrice reda 100. U ovom slučaju

će matrica imati jednu izdvojenu svojstvenu vrijednost, koja će ujedno biti i najveća po

apsolutnoj vrijednosti. Takoder će imati više svojstvenih vrijednosti sadržanih u relativno

malom intervalu:

Slika 4.7: 10 najvećih svojstvenih vrijednosti matrice A

Algoritmom ćemo pokušati pronaći prvu i petu najveću svojstvenu vrijednost matrice

A. Mjerimo broj iteracija te norme reziduala pojedine iteracije u oba slučaja. Normu

reziduala računamo kao ∥Av−Ãv∥2, gdje jeÃ trenutna aproksimacija svojstvene vrijednosti,

a v aproksimacija svojstvenog vektora izračunata metodom inverznih iteracija.
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Slika 4.8: Broj iteracija metode inverznih iteracija

Povećanjem broja iteracija glavne metode dobiva se sve bolja aproksimacija svojstvene

vrijednosti, pa se smanjuje i broj iteracija metode inverznih iteracija.
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Slika 4.9: Norme reziduala za prvu i petu najveću svojstvenu vrijednost matrice A

Broj iteracija je u oba slučaja jednak 25, što je i očekivano jer da bi se postigla odredena

preciznost odredena zadanom tolerancijom, potrebno je isti broj puta
”
prepoloviti” početni

interval. Takoder možemo uočiti da nema značajne razlike u normama reziduala u pojedi-

noj iteraciji.
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Sažetak

Tema ovog rada je metoda bisekcije primijenjena na simetrični svojstveni problem.

Iako se u prvotnom obliku koristi za pronalaženje nultočki neprekidne funkcije, u ovom

radu smo primijenili metodu na pronalaženje svojstvenih vrijednosti realne simetrične ma-

trice. Simetričnu matricu smo prvo sveli na tridijagonalni oblik, a zatim razvili metode

koje koriste tridijagonalnu strukturu za brzo rješavanje problema.

Rad je podijeljen u četiri poglavlja. U prvom poglavlju uvodimo neke osnovne poj-

move i rezultate vezane uz simetrični svojstveni problem. U drugom poglavlju razvijamo

dva algoritma za pronalaženje svojstvenih vrijednosti realne tridijagonalne matrice. Prvi

algoritam pronalazi sve svojstvene vrijednosti u nekom unaprijed zadanom intervalu, dok

drugi algoritam pronalazi k-tu najveću svojstvenu vrijednost matrice. U trećem poglavlju

se bavimo računanjem svojstvenog vektora pridruženog ranije izračunatoj svojstvenoj vri-

jednosti. Za računanje svojstvenog vektora se koristi metoda inverznih iteracija. U zadnjem

poglavlju iznosimo neke rezultate koji dobivamo primjenom navedenih algoritama.



Summary

The topic of this thesis is the bisection method applied to the symmetric eigenvalue pro-

blem.

Although the bisection method is originally used to find the roots of a continuous fun-

ction, in this paper we use the bisection method to find eigenvalues of a real symmetric

matrix. We first reduce the symmetric matrix to tridiagonal form, and then develop met-

hods that utilize the tridiagonal structure for efficient problem solving.

The thesis is divided into four chapters. In the first chapter, we introduce some basic

concepts and results related to the symmetric eigenvalue problem. In the second chapter,

we develop two algorithms for finding eigenvalues of a real tridiagonal matrix. The first

algorithm identifies all eigenvalues within a specified interval, while the second algorithm

finds the k-th largest eigenvalue of the matrix. In the third chapter, we address the compu-

tation of the corresponding eigenvector for previously computed eigenvalues. The method

of inverse iteration is used to compute this eigenvector. In the final chapter, we present

some results obtained by applying the aforementioned algorithms.
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