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Uvod

U financijskom svijetu, u posljednjih nekoliko desetlje¢a, dogodile su se razne promjene.
Pojava novih oblika financijske imovine te razni nacini vrednovanja tih imovina doprinjele
su razvoju financija u svijetu matematike. Uz novac, kao svima poznatu financijsku imo-
vinu, postoje i drugi financijski instrumenti poput dionica, obveznica te drugih vlasnickih
1 vrijednosnih papira. Takoder, moramo biti svjesni da €e biti potrebno izloZziti se nekom
riziku prilikom vrednovanja ovih (ili pak nekih drugih) financijskih instrumenata te ¢emo
prema tome mo¢i odrediti prinos koji nam ta imovina moZe donijeti. VaZno je spomenuti
da je kamatna stopa jedan od neizostavnih dijelova financijskog trziSta. Ona nam odreduje
mnogo toga na njemu, ali takoder, promjene na samom financijskom trziStu utjecu na ka-
matnu stopu.

Posljednjih nekoliko godina, modeli kretanja kamatnih stopa postali su jedni od najzna-
¢ajnijih podru¢ja moderne financijske teorije. Razlikujemo jednofaktorske i viSefaktorske
modele kretanja kamatnih stopa, a u nastavku ¢emo ukratko spomenuti zasto je i kada bo-
lje koristiti dvofaktorske modele u odnosu na jednofaktorske, buduci da ¢emo se kroz ovaj
diplomski rad bazirati na dvofaktorskom modelu kamatnih stopa.

Jednofaktorski modeli zasnovani su na ideji da je vremenska struktura kamatnih stopa
funkcija jedinstvenog faktora, generalno kratkoro¢ne kamatne stope, Sto znaci da je dovo-
ljan samo jedan faktor da se objasni ¢itava dinamika kretanja kamatnih stopa. Visefaktorski
modeli rade pod pretpostavkom da postoji viSe varijabli koje nam utjecu na vremensku
strukturu kamatnih stopa, pa ¢emo tako kod dvofaktorskog modela imati dvije varijable
koje ¢e utjecati na strukturu kamatne stope.

Jednofaktorski modeli mogu se pokazati korisnima kod proizvoda c¢ija cijena ne ovisi o
korelacijama razlicitih stopa, ve¢ ovisi u svakom trenutku o jednoj stopi cijele krivulje ka-
matnih stopa (primjerice Sestomjesecna stopa). Inace, aproksimacija joS uvijek moze biti
prihvatljiva, posebno za svrhe slicne upravljanju rizikom, kada su stope koje zajednicki
utjeu na isplatu u svakom trenutku bliske. Doista, stvarna korelacija izmedu takvih bli-
skih stopa vjerojatno ¢e ionako biti poprili¢no visoka, tako da savrSena korelacija induci-
rana jednofaktorskim modelom nece biti neprihvatljiva u nacelu. Ali opcenito, kad god
korelacija igra relevantniju ulogu ili kada je potrebna veca preciznost, potrebno je prijeci
na model koji omogucuje realisti¢niju korelaciju. To se moZe postici viSefaktorskim mode-
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lima, a posebno dvofaktorskim. Primarni nedostatak jednofaktorskih modela je taj Sto ne
mogu obuhvatiti komplicirano ponaSanje krivulje prinosa. Naime, kod paralelnog pomaka
krivulje prinosa ne mijenja se nagib i zakrivljenost.

Opcenito, pri analizi modela kamatnih stopa s prakticnog stajalista, treba uvijek pokusati
odgovoriti na pitanja poput sljedecih;

e Je li dvofaktorski model dovoljno fleksibilan da se kalibrira na veliki skup swapti-
ona' ili ¢ak istovremeno i capsa®?

e Koliko se swaptiona moze kalibrirati na dovoljno zadovoljavajuci nacin?
e Kakva je evolucija terminske strukture volatilnosti koja implicira kalibrirani model?
e Je li ovo realno?

Ovaj rad Ce se bazirati na analizi Vasi¢ekovog dvofaktorskog modela kamatnih stopa.

lopcija na swap, odnosno zamjenu kamatnih stopa
Zkosara europskih call opcija na LIBOR terminski te¢aj



Poglavlje 1

Modeli kamatnih stopa

Na pocetku poglavlja spomenut ¢emo definicije i teoreme koje ¢emo koristiti u nastavku.

Definicija 1.0.1. Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces B = (B, : t > 0)
je Brownovo gibanje ako vrijedi:

(i) Putovit — B,(w) su neprekidne funkcije sa R, u R, za svaki w € Q.
(ii) By = 0.

(iii) Zasvem e NiQ =1y <t <---<t, suprirasti
Btl = Btl - Blo’Btz - Btl" "’Blm - Btmfl

nezavisni.

(iv) Za sve 0 < s < t je prirast B, — B; normalno distribuiran s ocekivanjem nula i
varijancom t — s.

Definicija 1.0.2. Adaptiran slucajni proces H = (H, : t € [0,T]) zove se jednostavan
proces ako je

n—1
N TN ) (1.1)
=0

za neku particiju Il = {0 =7 <1t; <--- <t, =T} intervala [0, T] 1 omedene sluCajne va-
rijable ¢;, j = 0,1,...,n — 1, takve da je ¢; ?,_i—izmjeriva. S &7 oznalimo familiju svih
adaptiranih jednostavnih slu¢ajnih procesa na [0, T'].
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Definicija 1.0.3. Za slucajni proces H € Er definiran s (1.1) definiramo slucajni proces
I=0:tel0,TDs

n—1
I, = Z ¢j(Bt,-+1At - Bl‘j/\t)l'
=0

Proces I zovemo Itov integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B i
oznacavamo ga s

!
I, = f Hsst = (H : B)t
0

Definicija 1.0.4. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje i neka je F = (&, : t > 0)
pridruZena filtracija. Itov proces je slucajni proces X = (X, : t > 0) oblika

t !
X, :X0+f H_vst+f Vs, (1.2)
0 0
gctijeje XoeR aH=(H :t>0)iV=(V,:t>0) su adaptirani procesi t.d. H € L2 i
fO |Vilds < o0 g.s. za sve t > Q.

Familija £, iz prethodne definicije je familija F -adaptiranih slu¢ajnih proces (H = H, :
t > 0) koji zadovoljavaju uvjet E fOT H?dt < 0.

Teorem 1.0.1. (It6va formula za Itév proces). Neka je X = (X; : t > 0) Itov proces dan
formulom (1.2) i neka je f(t, x) funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama f(t, x),
fe(t, x) 1 for(t, x). Tada za svaki T > 0 vrijedi,

f(Ta XT)

T T
£(0, Xo) + f (Xt + f £t X)dX,
0 0

1 T
+= f fxx(t, Xt)d <X>t
2 Jo

T T
£(0, Xo) + f £ Xo)dt + f F.t, X H,dB,
0 0

T 1 T
+ f fx(r,X,)v,dHE f fox(t, X)) H?dlt.
0 0

Najjednostavniji modeli za trziSta s fiksnim prihodom dani su stohastickom diferencijal-
nom jednadzbom za kamatnu stopu,

dR, = B(t, R,)dt + y(t, R)dW,, (1.3)

Ya A b = min{a, b}
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uz odredene uvjete na funkcije 8 1 y uz koje je stohasticka diferencijalna jednadzba (1.3)
dobro definirana?, gdje je W, Brownovo gibanje obzirom na vjerojatnost P neutralnu na
rizik. Modeli za kamatnu stopu dani stohasti¢kom diferencijalnom jednadzbom (1.3) po-
nekad se nazivaju i modeli kratkoro¢ne kamatne stope jer su prigodni za modeliranje ka-
matne stope za kratkoroCno posudivanje R = (R, : ¢ > 0). Kada je kamatna stopa odredena
samo jednom stohastickom diferencijalnom jednadZbom kao Sto je slucaj ovdje, kazemo
da model ima jedan faktor, tj. da je model jednofaktorski.

Vrijednost u trenutku ¢ jedne jedinice valute uloZene na trZiSte novca uz kratkoro¢nu ka-
matnu stopu R; je

Dl —oh Ryds,

t

iz Cega slijedi da je diferencijal diskontnog faktora jednak
th = _RtDtdt.

Obveznica bez kupona je ugovor kojim se obecava placanje odredenog nominalnog
iznosa, za koji uzimamo da je 1, na fiksni datum dospijeCa 7. Formula za odredivanje
cijene neutralne na rizik kaze da bi diskontirana cijena ove obveznice trebala biti martingal
s obzirom na mjeru neutralnu na rizik. Drugim rijeima, za 0 < ¢t < T, cijena obveznice
B(t, T) treba zadovoljavati jednadzbu

D,B(1,T) =E[D, | ],

pricemu je B(T,T) = 1. Iz toga slijedi formula za odredivanje cijene obveznice bez kupona

B(t,T)=E

eftT Rgds | gt] , (1_4)

koju uzimamo kao definiciju. Nakon S$to su izraCunate cijene obveznica bez kupona,
moZzemo definirati prinos izmedu vremena t i 7" kao

Y(1,T) = -7 log B(1,T).

Buduci da je R dan stohastickom diferencijalnom jednadZbom (1.3), to je Markovljev
proces te mora vrijediti

B(t.T) = f(t,R,)

Funkcije S i y su neprekidne te zadovoljavaju Lipschitzov uvjet.
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za neku funkciju f : [0, c0) X [0, 00) — [0, c0). Da bismo pronasli parcijalnu diferenci-
jalnu jednadzbu za nepoznatu funkciju f(z, r), najprije ¢emo uzeti martingal D,B(¢t,T) =
D, f(t,R,), pronaéi njegov diferencijal te izjednaciti ¢lan uz dr s nulom. Koristeci Itovu
formulu za produkte, diferencijal martingala D,B(¢t,T) = D,f(t, R,) jednak je

d(D,f(t,Ry)) f(t,R)dD; + Dydf(t,R,) + dD,df(t,R))

1
D, [—R fdi + fidi + fidR + f,,deR]

1 —
D, [—R f+f+ +§y2 for|ldt + Dy f.dW,

gdje smo u prvom retku koristili da je ¢lan dD,df (¢, R,) jednak 0. Kad izjedna¢imo ¢lan uz
dt s nulom, dobivamo parcijalnu diferencijalnu jednadZbu

1
Jt 1)+ B 1) + SV 0t 1) = 1f 0,7) (1.5)
uz terminalni uvjet
f(T,r)=1,zasver>0,

jer je vrijednost obveznice pri dospijeu jednaka njenoj nominalnoj vrijednosti, odnosno 1.

1.1 Hull-Whiteov model kamatne stope

U Hull-Whiteovom modelu evolucija kamatne stope dana je sa stohastickom diferencijal-
nom jednadzbom

dR, = (a, — b,R)dt + o, dW,,

gdje su a,, b; 1 0, neslu€ajne pozitivne funkcije vremena koje zadovoljavaju odredene uvjete
uz koje je stohasticka diferencijalna jednadZba dobro definirana.
Prisjetimo se, parcijalna diferencijalna jednadzba (1.5) za cijenu obveznice bez kupona je

fi(t,r) + (a;, — br)f(t,r) + %Utzfrr(t, r)y=rf(tr).
U pocetku pogadamo, a zatim provjeravamo da rjeSenje jednadzbe (1.5) ima oblik
f(t,r) = e7CED-ACT)
za neke neslucajne funkcije C(t,T) 1 A(t, T). U ovom slucaju, prinos je jednak

Y@, T)= —TL_I log f(t,R,) = (RC(,T)+ A1, T)),

1
T-t

odnosno afina funkcija od R,.
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1.2 Modeli afinog prinosa

Jednofaktorski modeli Hull>-White* i Cox>-Ignersoll®-Ross’ (CIR) nazivaju se modelima
afinog prinosa jer je u tim modelima prinos na cijene obveznica bez kupona afina funkcija
kamatne stope. Postoje tri verzije ovih modela s dva faktora i konstantnim koeficijentom,
a nama je najzanimljivija verzija Hull-Whiteovog modela s konstantim koeficijentom jer
je to upravo Vasic¢ekov model kojim éemo se baviti u idu¢em poglavlju. U prvom modelu
oba se faktora pojavljuju kao konstante u pripadnim difuzijskim ¢lanovima te su faktori
nenegativni s pozitivhom vjerojatnoscéu. Iduéi je model u kojem se oba faktora pojavljuju
pod korijenom u pripadnim difuzijskim ¢lanovima 1 zato oba faktora moraju biti nenega-
tivna u svakom trenutku. U posljednjem modelu se jedan faktor pojavljuje ispod korijena u
pripadnim difuzijskim ¢lanovima i samo je taj faktor nenegativan u svakom trenutku, dok
drugi faktor moZe postati negativan. Te modele redom zovemo dvofaktorski Vasicekov
model, dvofaktorski CIR model i dvofaktorski model mjesSovite rocne strukture, a zajedno
ih jo§ zovemo 1 kanonskim modelima.

Dvofaktorski afini modeli prinosa koji se ¢ine kompliciranijima od kanonskih modela nave-
denih gore, uvijek se mogu dobiti iz jednog od ta tri modela promjenom varijabli. Prilikom
kalibracije modela poZeljno je prvo promijeniti varijable kako bi se model sveo na najmanji
broj parametara, jer u protivhom kalibracija moZe biti zbunjujuéa zbog Cinjenice da ¢emo
uzimajuci razliite izbore parametara dobiti istu distribuciju modela. Navedeni kanonski
modeli imaju minimalan broj parametara.

3John C. Hull (1946.- ), istraZiva¢ u akademskom podru¢ju kvantitativnih financija

4 Alan White (1923.-2020.), profesor financija na Sveu¢ilistu u Torontu

>John Carrington Cox (1943.- ), profesor financija na MIT Sloan School of Management, jedan od
vodedih svjetskih stru¢njaka za teoriju opcija

6Jonathan Edwards “Jon” Ignersoll, Jr. (1949.- ), americki ekonomist, profesor medunarodne trgovine i
financija na Yale School of Management

"Stephen Alan “Steve” Ross (1944.-2017.), profesor financijske ekonomije na MIT Sloan School of
Management
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Motivacija za uvodenje viSefaktorskih
modela kamatnih stopa

Kamatne stope temelj su financijskih trziSta. UtjeCu na odredivanje cijene obveznica i
dionica, na Stednju, kredite, ekonomski rast, upravljanje rizicima te na mnostvo drugih
financijskih 1 ekonomskih segmenata. Jednofaktorski modeli ograniceni su svojom jednos-
tavnoS€u. PruZaju pojednostavljen pogled na kretanje kamatnih stopa pretpostavljajuci da
se kretanje kamatne stope moZe adekvatno opisati jednim izvorom rizika, zanemarujuci
druge utjecajne faktore. Takoder, struktura jednofaktorskih modela ograni¢ava njihovu
prilagodljivost razli¢itim ekonomskim uvjetima te trziSnim okruZenjima.

Potreba za sveobuhvatnijim modelima postaje ocita kada se uzmu u obzir ogranienja jed-
nofaktorskih modela. Oni Cesto ne uspijevaju obuhvatiti bogatu terminsku strukturu ka-
matnih stopa, sloZenu medusobnu povezanost kratkoro¢nih i dugoro¢nih stopa te razli¢ite
volatilnosti koje se promatraju na razli¢itim dospijeéima. Ova neadekvatnost moze do-
vesti do znacajnog pogresnog odredivanja cijena financijskih instrumenata te nepotpunog
razumijevanja trzisSnih rizika.

Kao odgovor na nedostatke jednofaktorskih modela, razvijeni su viSefaktorski modeli kako
bi pruzili fleksibilniji okvir za analizu kamatnih stopa. Ukljucivanjem viSe izvora rizika i
njihovih odgovarajucih utjecaja na terminsku strukturu, ovi modeli nude detaljniji i to¢niji
prikaz kretanja kamatnih stopa. Oni mogu obuhvatiti Siri spektar trZiSnih ponaSanja i pruZiti
bolju uskladenost s promatranim podacima, poput oblika krivulje prinosa i1 njihovih di-
namickih promjena tijekom vremena.

Na primjer, dok bi model s jednim faktorom mogao uzeti u obzir samo kratkoro¢nu ka-
matnu stopu, viSefaktorski model moZe ukljucivati ¢imbenike kao $to su makroekonomske
varijable, o¢ekivanja inflacije i rizici likvidnosti. To omogucuje detaljniju analizu kako
razliciti ekonomski uvjeti utjeCu na kamatne stope.

Prijelaz na viSefaktorske modele odrazava kontinuiranu evoluciju financijske industrije



POGLAVLIJE 2. MOTIVACIJA ZA UVODENJE VISEFAKTORSKIH MODELA
KAMATNIH STOPA 9

prema vecoj preciznosti u modeliranju. Kako trziSta postaju sloZenija, alati koji se ko-
riste za navigaciju njima moraju se razvijati u skladu s tim. ViSefaktorski modeli, sa svo-
jom sposobnoscu da se bave viSestrukim aspektima dinamike kamatnih stopa, predstavljaju
znacajan napredak u potrazi za pouzdanijim i sveobuhvatnijim financijskim modelima.
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Dvofaktorski Vasicekov model kamatnih
stopa

Na pocetku poglavlja iskazat ¢emo teorem koji ¢emo koristiti u dokazu tvrdnji u nastavku
poglavlja, a skicu njegovog dokaza mozemo pronadi u [3].

Teorem 3.0.1. (Lévyjeva karakterizacija Brownovog gibanja). Neka je M = (M, : t > 0)
martingal u odnosu na filtraciju (¥, : t > 0). Pretpostavimo da je My = 0, M, ima
neprekidne putove te (M), = t, za sve t > 0. Tada je M Brownovo gibanje.

U dvofaktorskom Vasi¢ekovom modelu faktore X;, i X, zadajemo sustavom stohastickih
diferencijalnih jednadzbi

dXi, = (a1 — b Xy, — bpXa)dt + 01dBy,, (3.1

dXo, = (ar — by Xy, — bpXa)dt + 02dBs, (3.2)
gdje su procesi Bi. i B>, Brownova gibanja s obzirom na vjerojatnost P neutralnu na rizik
s konstantnom korelacijom v € (-1, 1), tj. vrijedi dB;,dB,, = vdt. Pretpostavka je da su
konstante o7 1 0, strogo pozitivne. Nadalje, pretpostavimo da matrica

bu b
B =
[ by by ]

ima strogo pozitivne svojstvene vrijednosti 4; 1 A,. Pozitivnost svojstvenih vrijednosti
uzrokuje da faktori X;; i X,;, kao i1 kanonski faktori Y;, i Y, definirani u nastavku, imaju
svojstvo vraéanja prema srednjem '. Konacno, pretpostavljamo da je kamatna stopa afina
funkcija

R, = ¢ + ¢ X1, + &Xy;, (33)

gdje su €, € 1 € konstante. Ovo je najopcenitiji dvofaktorski Vasi¢ekov model.

'Vradanje prema srednjem je teorija u financijama koja sugerira da e se volatilnost cijena imovine i
povijesni prinosi na kraju vratiti na dugoro¢nu srednju ili prosje¢nu razinu cijelog skupa podataka.

10
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3.1 Kanonski oblik

Kao §to je gore prikazano, dvofaktorski Vasi¢ekov model je ,,preparametriziran”, tj. razliciti
izbori parametara a;, b;j, o; 1 € mogu dovesti do iste distribucije procesa R,. Kako bi se
eliminirala prekomjerna parametrizacija, reducirat cemo model (3.1) - (3.3) na kanonski
dvofaktorski Vasi¢ekov model

dY,, = -A,Y,dt+dW,,, (3.4)
dYy, = =AY, dt — A, Yodt +dWs,, (3.5)
R, = 60+51Y1t+52Y2t, (36)

gdje su Wi, i W, nezavisna Brownova gibanja. Kanonski dvofaktorski Vasi¢ekov model
ima Sest parametara:

A1 >0, 1, >0, A, 6o, 01, 02

Parametri se koriste za kalibraciju modela. U praksi se ¢esto dopusta da neki od ovih
parametara budu vremenski promjenjivi, ali neslucajni kako bi model odgovarao pocetnoj
krivulji prinosa.

Da bi se postigla redukcija modela (3.1)-(3.2), prvo ¢emo transformirati matricu B u Jor-
danov kanonski oblik odabirom nesingularne matrice

p=|Pun P 3.7)
P2 P2 '
takve da je
k=ppp'=| Y Y
K /12 ’

gdje su 4, 1 A, svojstvene vrijednosti matrice B.

Ako je A; # A,, tada su stupci od P~! svojstveni vektori od B i k = 0, j. matrica K je
dijagonalna. Ako je 4; = A,, tada k moZe biti nula, ali se takoder moZe dogoditi da je k # 0
i tada moZemo odabrati P takav da je « = 1. Koristeci oznake

X a o 0 = By,
t [ th :| s [ ar :| ’ |: 0 o> s t le s
jednadzbe (3.1) 1 (3.2) moZemo zapisati u vektorskoj notaciji

dX, = Adt — BX,dt + XdB, .

MnozZenjem obje strane s P i definiranjem X; = PX,, dobivamo da je
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dX, = PAdt — KX,dt + PLdB, ,
Sto se po komponentama moze zapisati kao

dXi, = (pnai + ppnay)dt — 1, X,dt + p1101dBy, + p1202dBa;, (3.8)
dXy; = (puar + ppax)dt — kX, dt — 1,Xo.dt + pyo1dBy, + ppnoadBy.  (3.9)

Iduéa lema bit ¢e nam korisna u dokazima tvrdnji u nastavku pa ju navodimo uz dokaz.

Lema 3.1.1. Neka su oy > 0, 0, > 0, =1 < v < 1 i neka je P nesingularna matrica
definirana s (3.7). Tada su

2 2 2 2 .
Yi = POy +2vpiuppoi0y + pros, i=1,2,

strogo pozitivni i
1
VY172

Dokaz. Buduéidajev e (-1, 1), za matricu

vl 1]

mozemo pronaci kvadratni korijen. Doista, jedan korijen je

«/N:l a \/1——a2]

p= (pllleO-% +v(p11p2n + p12p21)oios + Plzpzzo'g) e(-1,1). (3.10)

V1 —a? a

pri ¢emu je a = sign(v) 4/1 + 1 V1 — v2. Provjeru ¢emo provesti jednadZzbom

2aV1 - a?

1 1 I 1
2sign(v)\/§+§ V1—»2- \/E_E V1 -2

1 1
2sign(v) 171 V1 -2

1
2sign(v) - > |vI|=v.

Iz nesingularnosti matrica VN, X i P7 slijedi nesingularnost matrice

VNPT = puoia+ppoa V1 —a pyoia+ prpos V1 —a?
puoi V1 —a? + pposa proy V1 —a? + pnosa
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Nadalje, ozna&imo s ¢; prvi stupac matrice VNZPT i s ¢, drugi stupac te matrice. Zbog
nesingularnosti matrice VNZP” vektori ¢; i ¢, su linearno nezavisni pa stoga nijedan od
njih nije nul-vektor. Dakle,

vi=llci|[>0, i=1,2.

Buduéi da su ¢ i ¢, linearno nezavisni vektori, iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti slijedi
—llerllllezll<er-ca<lierllll ez |l
Sto je ekvivalentos —1 < p < 1. O

Sada definiramo

B, = \/Lﬁ(PnUlEn + Pi2<72§2z), i=1,2.

Budu¢i da je linearna kombinacija dva neprekidna martingala neprekidni martingal te su
B, i By, neprekidni martingali, procesi B, i B,; su neprekidni martingali takvi da je By =
By = 0. Nadalje, vrijedi

dBltdBII = deldBZI = dl,
pa su prema Lemi 3.1.1, By, i By, Brownova gibanja. Uo¢imo da je
dBltdBZl‘ = pdt,

gdje je p definiran s (3.10). Sada, (3.8) i (3.9) moZemo zapisati kao

dX,; = (pnar + pnay)dt — 1, X,,dt + V?TldBm (3.11)
df(z, = (pzlal + pgzaz)dl — KXltd[ - /lzthdt + \/%de,. (312)
Pomocu
- 1 > puai + ppa
X, =— | X, - ——|, 3.13
1t \/771( 1t /11 ( )
= 1 = k(priay + p12az)  paia) + pras
X5, = — | X, + - , 3.14
2t \/)72( 2t /11/12 /12 ( )
jednadzbe (3.11) i (3.12) moZemo zapisati kao
dX,, = -4, X,,dt + dBy,, (3.15)
A%, = —k | 2%, dt — A>Xosdt + dBo. (3.16)
Y2

Kao posljednji korak, definiramo
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le = Blz, sz = \/11_7 [—PBM + BZ[]-

Wi, i Wy, su neprekidni martingali, Sto se lako provjeri. Buduci da je
AW\ dWy, = dt,  dW\dWs, =0, WoWy, = d,
ponovno prema Lemi 3.1.1, Wi, i W5, su nezavisna Brownova gibanja. Sada, uz oznake

_ v _ —p}?l +§2
Yi, =X, You=-"F=

imamo

dYy = : [_delt + dX\Zt]

1-p?
1 [ — —
|:(p/11 —K E)Xlt - /12X2t] dt
V1 -p? Y2

\/% [—PdBu + der]
—-p

1 —
(,0/11 —p/lz —K E) Yy, dt — LY, dt + dWs,.
1 —p? N 72

Stoga, jednadzbe (3.15) i (3.16) moZemo zapisati kao

—+

dY,, = —A,Y,,dt + dW,,, (3.17)
de, = —/121Y1,dl — /ngz,dl‘ + dWZ[, (318)

pri Cemu je

Ay = \/11_7(—p/11 +p/12 +K\/%).

To su kanonske jednadzbe (3.4) i (3.5). Da bismo pokazali da vrijedi (3.6) provodimo
zamjenu varijabli

Yi, =

_ ap + a
(Xlt_ pua + pr2 2)
A

§|-5)-=

a + pna
(Pan + p12Xo — W) , (3.19)
) !
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Yy = (=X, +Xa)
1 -p?
- P X, - P11611/'1"P12612)
y1(1 = p?) 1

th +

1
Vra(l = p?) A &
P

. k(pnai + pa)  puar + Pzzdz)

a) + a
- T puXi: + praXo — W)
Yi(l = p?) 1
| . )
+————=\P2Xi; + P22 X2 + K(piiai + pinas)  paa pzzaz).
72(1 = p%) A1 Ao Ay

U vektorskoj notaciji to moZemo pisati

Y, =(PX, + V), (3.20)
gdje je
- aitpia
Y] NG 0 __pua
Y[ = [ Y t :|, F _ ,01 1 9 V = [ K(p|1a1+p12a2) /1_1 [7216!|+1722a2
H V(=02 V-2 e B

Sada zapiSimo jednadzbu (3.20) po Y; :
Xt = P_I(F_IY, - V)

Stoga je
R, = €0+[61 () ]X,
= eo+[61 EZ]P‘lf‘lY,—[el ez]P‘lv
= 50+[51 52]Y1,
gdje je
60 = 60—[61 GQ]P_lv,
|61 62| = [a e |P'T

Time smo dobili (3.6).
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3.2 Cijene obveznica

U ovom potpoglavlju izvodimo formulu za cijenu obveznica bez kupona u kanonskom dvo-
faktorskom Vasicekovom modelu zadanom s (3.4) - (3.6). Prema formuli za odredivanje
cijene neutralne na rizik, cijena u trenutku ¢ € [0, T'] obveznice bez kupona dana je s (1.4).
Buducdi da je R, dana s (3.6), funkcija faktora Y, 1 Y5, te je rjeSenje sustava stohastickih di-
ferencijalnih jednadzbi (3.4) i (3.5), zakljuCujemo da je proces (R, : t € [0, T]) Markovljev
te da postoji funkcija f (¢, y;, y,) takva da je

B(t,T) = f(t, Y1, Yap). (3.21)

Uoc¢imo da diskontni faktor D, = ™ Jo Rudu zadovoljava dD, = —R,D,dt. Iterativno uvjeto-
vanje podrazumijeva da je diskontirana cijena obveznice D,B(z, T) martingal s obzirom na
P. Sada ¢emo izracunati diferencijal tog martingala:

d(D,B(1,T))

d(Df(t,Y1:, Y1)
= _Rtth(t9 Y1, Y2t)dt + D,df(t, Yis, Yzz)
= D[-Rfdt+ fdt + f, dY, + f,,dY,

1 1
+§fy1yldY1dY1 + fuy,dY1dY, + Efydedeﬂ. (3.22)
U sljedeéim koracima koristimo jednadzbe (3.1) - (3.3) te dobivamo
d(D,B(t,T)) = Di[-(69 + 611 + 6 Y2) f + fi — L Y1 fy, — A Y1 fy,
1 1 ~ ~
= Yaf + S h + 5 Fra Mt + D, | £, dW1 + £,,d W)

Ukoliko izjednacimo €lan uz dt s nulom dobivamo parcijalnu diferencijalnu jednadZbu

= (60 + 11 + 62y2) f (£, 1, ¥2) + [i(t, y1,¥2)
— Ay fu, (Y1, Y2) — Ay 1 (8, Y1, y2) — aya [y, (8, Y1, 2)

+ %fym (t,y1,y2) + %fm(f’yl,yz) =0 (3.23)

zasvakit € [0,T) 1zasve y;,y, € R, uz terminalni uvjet
f(T,y1,y2) =1, zasve y;,y;, € R. (3.24)

Da bismo rijesili ovu jednadzbu, traZzimo rjeSenje oblika

f(t,y1,y2) = e‘)’lCl(T—t)—yzcz(T—l)—A(T—l)’ (3.25)
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za neke funkcije C(1), Co(7) 1 A(1). Ovdje definiramo 7 = T — ¢ kao relativno dospijece,
odnosno vrijeme do dospije¢a. Sve dok paramteri modela ne ovise o ¢, cijena obveznica
bez kupona ovisit ée o 1 T samo kroz 7. Terminalni uvjet (3.24) implicira da je

C1(0) = C,(0) = A(0) = 0. (3.26)
Sada racunamo derivacije funkcija C;(7) 1 C,(7), gdje koristimo oznaku C'(1) = %C (7).

KoriStenjem Cinjenice da je %Ci(T) = C;(T) . %T = —C;(T), i = 1,2, te slicne jednadZbe
2 A(1) = —A'() dobivamo

ftyny) = [nC@) + 30 + A 0| £ty ),
In@yny2) = =Ci@)f(E y1,y2),
S yny) = =GO f(E y1,y2),
fun@Gyny) = CiOfEy1, ),
S yLy2) = Ci(HCO) f(E,y1,2),
St y1.y2) = CXOf(t,y1,72).

Sada jednadzba (3.23) postaje

[(C’l(f) + 4 Ci (1) + A1 Ca(0) - 51)}’1 + (C,z(f) + 1,CH(1) — 52) 2

) 1 1
+ (A (0 + ECf(t) + §C§(I) - 50) /@ y1,32) =0. (3.27)

Buduci da gornja jednadZba mora vrijediti za svaki y; 1y, izraz C'1 O+, C1(D)+12;Ca ()6,
koji mnozi y; mora biti 0. U suprotnom bi jednadzba vrijedila za fiksan y; te bi promjenom
vrijednosti y; nejednakost bila narusSena. Sli¢no, Clan C’z(t) + 4, Cy (1) — 6, koji mnozi y,
mora biti nula pa prema tome i preostali ¢lan A+ %C%(t) + %C%(t) — 0p mora biti nula.
Ovime dobivamo sustav od tri diferencijalne jednadzbe

Ci(1) = =, Ci(7) = 2, Ca(7) + 61, (3.28)
Cy(1) = —,Cy(T) + 65, (3.29)
A1) = —%C%(r) -~ %C%(T) + . (3.30)

RjeSenje jednadZbe (3.29) koje zadovoljava pocetni uvjet C,(0) = 0 dano je s

Cy(1) = %(1 - e_bT). (3.31)

2
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Zamijenimo li to u (3.28) i rijeSimo koristeci pocetni uvjet C(0) = 0, (3.28) implicira

e"(4,Ci(1) + Cy (1))

d
£(€A'TC1(7))
e (=221Co(T) + 61)

Mt (—% (1 - e‘dﬂ) + 61).
2

Ako je A # A, integriranjem od 0 do T dobivamo

1 42107 I 4210, ST
CI(T)_/l_l(dl_ 1 )(1—6 1)+m(€ H—e 1). (332)

Ako je 4; = A,, tada dobivamo

1 1516 1516
C,(t) = /1—(51 - zﬁl 2)(1 —e—“) + %re—“. (3.33)
1 1 1

Konacno, (3.30) 1 pocetni uvjet A(0) = O impliciraju da je

1 1
A(T) = f [—chu - EC%” + 6o | du, (3.34)
0

pri ¢emu se ovaj izraz moZe dobiti u zatvorenoj formi dugim, ali jednostavnim racunom.
Sada kombiniranjem izraza (3.31) - (3.34) zajedno s (3.25) dobivamo trazZenu cijenu (3.21).

3.3 Kratkorocna i dugorocCna stopa

Fiksirajmo pozitivno relativno dospijee 7. Prinos u trenutku ¢ na obveznicu bez kupona
s relativnim dospijeem T koja dospijeva na datum ¢ + 7, nazivamo kamatnom stopom za
dugorocno posudivanje L,. Jednom kada imamo model za evoluciju kratkoroCne stope R;
s obzirom na vjerojatnost P neutralnu na rizik, tada je za svaki ¢ > 0 prinos obveznice bez
kupona s relativnim dospije¢em ¢ + T odredena formulom za odredivanje cijene (1.4) pa
stoga model kratkoroCne stope odreduje model dugorocne stope.

U nastavku ovog potpoglavlja Zelimo odrediti sustav stohastickih diferencijalnih jednadzbi
za kratkoro¢nu i dugoro¢nu kamatnu stopu.

Promotrimo sada kanonski dvofaktorski Vasi¢ekov model dan s (3.4)-(3.5). Kao Sto smo
vidjeli prije, cijene obveznica bez kupona u tom modelu imaju oblik

B, T) = e Y1C1I=0-Y2,Co(T-0)-AT—1)
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gdje su funkcije Ci(1), C»(7) 1 A(7) dane s (3.31)-(3.34). Dakle, kamatna stopa za du-
gorocno posudivanje u trenutku ¢ dana je s

1 1
Li=—=logB(t,t+7) = = [C, (D) Y}, + C2 (F) Y, + A(D)]. (3.35)
T T
Buduci da kanonski faktori Y, i ¥, nemaju ekonomsku interpretaciju, htjeli bismo R; i L,
koristiti kao faktore modela. Sada ¢emo pokazati kako to uciniti, dobivajuéi dvofaktorski
Vasicekov model oblika (3.1), (3.2) i (3.3), gdje X}, zamijenimo s R, i X,, zamijenimo s L,.

Najprije ¢emo formule (3.6) i (3.35) zapisati u vektorskom obliku:

Rl — 61 62 Ylt
L 16D 1G®@ || Y
Ovaj sustav zelimo rijesiti za (Yy;, Ya,).

U nastavku navodimo rezultat s dokazom koji ¢emo koristiti u izvodenju dvofaktorskog
Vasi¢ekovog modela s faktorima L, i R,.

—+

o
%A(T) ] (3.36)

Lema 3.3.1. Matrica

| s 5
P ‘[;Cm ;czm]

Jje nesingularna ako i samo ako je 6, # 0 i
(A4 — A)o1 + 42102 # 0. (3.37)

Dokaz. Promotrimo funkciju f(x) = 1 — e — xe™ za koju je f(0) = 0i f (x) = xe™ > 0,
za sve x > (. Vrijedi da je f(x) > 0, za sve x > 0. Definirajmo sada h(x) = i(l —e).
Bududi da je /' (x) = —x~2f(x), §to je strogo negativno za sve x > 0, h(x) je strogo padajuca
funkcija na (0, co). Da bismo ispitali nesingularnost matrice D, najprije ¢emo promotriti
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slu¢aj 4; # A,. U tom slucaju, jednadzbe (3.31) 1 (3.32) impliciraju

1
det(D) = - [61Ca(T) — 62C1(T)]

_ 010 17 _ 9102 ur
B =)= (=)
.\ 22163

(A4 — ) LT

= o[-zl

22162 e
+(/11 - /i) 31/127‘ [/11 ( AZT) (1 " )]

116, \[ 1 I | .
_ 52(51%21;2)[@(1_6ﬂz)_r(l_eﬂl )]

/121 52

(0= ) (1= ) — e 4 1)

'~]I

= 52(51+ )[h(/lz‘l') h(4T)].

1_2

Bududi da je 4y # A, 1 h je strogo padajuca funkcija vrijedi h(4,T) # h(A,7). Nadalje,
det(D) # 0 ako i samo ako vrijedi 6, # 01 (3.37).
Zatim, razmotrimo slucaj 4; = A,. U tom slucaju (3.31) 1 (3.33) impliciraju

1
det(D) = j[alcz (7) — 6,C; (7)]

_ 66 2 (1 - o) S (5] _ /12152)(1 i) % 18y s

= fuT). (3.38)

Bududi da je AT pozitivan, f(4;7) # 0. U ovom slucaju, (3.37) je ekvivalentno s 9, # 0 i
Az1 # 0. Slijedi da je det(D) # 0 ako i samo ako vrijedi (3.37). O

Pod pretpostavkama Leme 3.3.1, (3.36) moZemo obrnuti da dobijemo

Yi, | _ 01 0 -l R, 5o
[ Y ] - [ 0@ 16®@ ] ([ L ]_[ 1A®T) D (3.39)

Sada moZemo izracunati diferencijal od (3.36) i primijeniti (3.4) i (3.5). Time ¢emo dobiti
sustav jednadzbi u kojoj se Yy, 1 Y5, pojavljuju na desnoj strani, ali koristeci (3.39) moZemo
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desnu stranu jednakosti napisati pomocu R; i L,. Nakon provodenja opisanih koraka dola-
zimo do jednadzbe

dR, [ 5, & || dvi,
dL, | 1Ci(D) 1G(T) || dYa

T

[ & | [0 n,w+d@,)
T sG@® 1G> | Ay A || Yo dw,,

T

[ e & [ a4 o 5 & [ 6 u

Tl lo® o || o4 || ta® lo® | | e

| s 5 A0 51 5 |'[R 0
16D 6@ || 21 A4 || :C(D) 16T L

51 62 df/f/“

lo@ Lo@ || dy |

+

Ovo je vektorski oblik jednazbi (3.1) i1 (3.2) u dvofaktorskom Vasi¢ekovom modelu za
kratkoro¢nu stopu R, 1 dugorocnu stopu L,. Parametri a; 1 a, koji se pojavljuju u (3.1) 1
(3.2) dani su izrazom

a _ 61 (52 /11 0 61 62 - (5()
a 101D 1G@) || A A || 1Ci(D) 1C(D) A |
Matrica B dana je s
by b |_[ & & |[4 O] & & |
by bx 16D 6@ || A A || :C(D) 1GE) |
a svojstvene vrijednosti od B su 4; > 014, > 0. Uz oznake
1
01 = |07+ 6%, 02 = = /CHT) + C3(D),
T
procesi
1 — —
B, = — (51W1z + 52W21),
gl
1 o~ o~
By = — (Cl(T)le + Cz(T)sz)
(X
su Brownova gibanja koja se pojavljuju u (3.1) i (3.2). Konacno, jednadZba (3.3) ima oblik

Rt:O+l'Rt+0'Lt,
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tj. 6026220,61 =1.

Na kraju ovog potpoglavlja u kojem smo izveli dugorocnu kamatnu stopu L, iz krat-
korocne stope R; u dvofaktorskom Vasi¢ekovom modelu, promotrimo kako kratkoro¢na i
dugorocCna stopa izgledaju u jednofaktorskom Vasicekovom modelu.

U Zadatku 10.5 iz [2], sli¢nim racunima kao i u ovom potpoglavlju moze se pokazati da je
cijena u trenutku 7 € [0, T'] obveznice bez kupona koja dospijeva u trenutku 7" dana s

B(1,T) = e €¢-DR=AED, (3.40)

gdjesu C(t,T)1A(t,T) dane s

T
s 1
Ct,T) = f e hhvgg = — (1 — T,
t b( )

A, T)

T
f (aC(s, T) - %O’ZCZ(S, T)) ds

2ab — o o’ —ab o?
= 5 T -+ —5 (1-e?” ’))—m(l — eI,
Buducdi da su C(¢,T) i A(t, T) neslucajne funkcije, B(t, T') je funkcija od R,. Nadalje, kada
bismo logaritmirali izraz (3.40) u (¢,¢ + 7) te uvrstili u izraz za dugoro¢nu stopu L, =
—%logB(t,t + T), dobili bismo da je L, linearna transformacija od R,. Stoga, kako su R; i
L, slu€ajne varijable 1 L, je linearna transformacija od R;, L; 1 R, su savrSeno korelirane, tj.
koeficijent korelacije im je 1.

3.4 Degenerirani dvofaktorski Vasicekov model

U potpoglavlju o kratkoro¢nim i dugoroénim stopama u dvofaktorskom Vasicekovom mo-
delu pretpostavili smo da je 6, # 01 (4; — 4;)01 + 4210, # 0. Sada ¢emo pokazati da Ce
se, ukoliko jedan od prethodna dva uvjeta nije zadovoljen, dvofaktorski Vasi¢ekov model
reducirati na jednofaktorski u kojem su kratkoro¢na i dugorocna stopa savrseno korelirane.
Pretpostavimo najprije da je 6, = 0. Zelimo pokazati da kratkoro&na stopa R, dana s (3.6)
zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednadzbu

dR, = (a — bR)dt + dW,,, (3.41)

pri ¢emu ¢emo parametre a i b definirati pomocu parametara 6y, 01, 92, 41, A2, A21.
Uocimo najprije da ako su §; = d, = 0, tada je kratkoroCna stopa R, konstanta pa bi to
odgovaralo situaciji u kojoj kratkoro€na stopa ostaje nepromijenjena tijekom vremena bez



POGLAVLIJE 3. DVOFAKTORSKI VASICEKOV MODEL KAMATNIH STOPA 23

obzira na promjene u faktorima koji obi¢no utjecu na nju. Takav slucaj je rijedak i neza-
nimljiv jer ne odraZava realno ponasanje finacijskih trZiSta pa u nastavku pretpostavljamo
da je 0; # 0. Tada najprije vrijedi

R, = 50+61Y1;+62Y2,
"2 S+ 6,1 (3.42)
Sada moZemo jednadzbu (3.42) zapisati po R, pa dobivamo
R, -6
Yy, = —2. (3.43)
01
Nadalje, deriviranjem izraza (3.42) dobivamo
dR, = 6,dYy, (3.44)
pa zajedno s (3.4) 1 (3.43) imamo
R, -6 —~
dR, = 6; (—/11 ! Odl + dWU)
1

= —N(R, - So)dt + 5,dW,
= (4,60 — R)dt + 6,dWy,. (3.45)
Uocimo da je u ovom slu€aju a = 416, b = A, te o = 9.

Pretpostavimo sada da je (4; — 42)0; + 4210, = 0. I u ovom slucaju Zelimo pokazati da
kratkoro¢na stopa R, zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednadzbu

dR, = (a — bR))dt + 0B, (3.46)

pri ¢emu ¢emo ponovno parametre a i b definirati pomocCu parametara iz (3.4)-(3.6) te
¢emo Brownovo gibanje B, definirati pomocu nezavisnih Brownovih gibanja Wy, 1 W5, iz
(3.4)-(3.5). Deriviranjem izraza (3.6) dobivamo
dR;, = 6:dYy; + 6,dYs,

= 6y (- Yydt +dWy,) + 6, (~Au Yidt — 2 Yadt + dWy,)

= Yy dt + 8,dWy, — 8,05 Yyt — 62, Yo dt + 62dWoy

= —(61A) + 60 Yydt + 5,dW,, — 62, Yadt + 5,dW,,

= —51 Y1 dt + 6,dW,, — 6,4, Y.dt + 6,dWs,

= — (61 Yy, + 6, Yo)dt + 6:dWy, + 6,dWo,

= — (R, — 80)dt + 6,dWy, + 5,d Wy,

5 = 5 =
= (ods — LRl + |62 + 6% | ———d W), + ————dW,,|,

N \JO2+ 82
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gdje smo u drugom retku koristili (3.4) 1 (3.5), u Cetvrtom jednakost 6;4; + 02421 = 914,
koja nam slijedi iz uvjeta te u sedmom retku (3.6). Sada uocCimo da je a = dpdy, b = A,

2 2 . -~ 01 Mt o = . v . -~ . .
o = ||65+651B, = W, + —=2==W. ri cemu je B, Brownovo gibanje, kao
1 ) t \/@ 1t \/W 2t P ] t g ]C,

konveksna kombinacija dva nezavisna Brownova gibanja Wy, i W,.

3.5 Gaussovi faktorski procesi

Kanonski dvofaktorski Vasicekov model moZemo zapisati u vektorskoj notaciji kao

dY, = =AY, + dW, (3.47)

_ Ylt _ /ll 0 wr _ Wlt
el el ) el

Prisjetimo se da su svojstvene vrijednosti matrice B 4; > 01 1, > 0. Pokazat ¢emo da
matri¢na stohasticka diferencijalna jednadzba (3.47) ima rjeSenje u zatvorenoj formi. Da
bismo izveli to rjeSenje najprije formiramo eksponencijalnu funkciju matrice At koja je
dana s

gdje je

1
At _ n
e = E_O _n! (AD", (3.48)

gdje je (A1)? = I 2 x 2 matrica identiteta.
Sada navodimo rezultat s dokazom koji ¢e nam biti koristan u koracima u nastavku.

Lema 3.5.1. Ako je A, # Ay, tada je

At O
At _ e
¢ = [ %(exht — ety eht ] (3.49)
Ako je Ay = Ay, tada je
o] et 0 (3.50)
- Azlte/llt e/l]t . .
U oba slucaja vrijedi
d
Ee/\t — AeAt — eAtA’ (351)

gdje je derivacija definirana po komponentama te je
-1
M= (M), (3.52)

a e se dobiva zamjenom A1, A i A>1 u formuli (3.49) s =1y, —A, i —A»y, redom.
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Dokaz. Najprije promotrimo slu¢aj kada je 4y # A,. Tvrdimo da u tom slucaju vrijedi

(A" Loy 0 l N (3.53)
= n_n , ne . .
"= ()" ’

1 0
0 1
matickom indukcijom pokazujemo da jednakost (3.53) vrijedi opéenito. Pretpostavimo
najprije da jednakost (3.53) vrijedi za neki n. Tada u koraku matematicke indukcije dobi-
jemo da je jednakost

Ova jednadzba trivijalno vrijedi za slutaj n = 0 jer je (A1) = ] Sada, mate-

(AD"™ = (AD(AD"
A (4,0)" 0
Tt A H A" (@r)”]
(/llt)nﬂ 0
T e (4 5 (! l
(A1) 0
= /l Z‘nHM: jnﬂ (/lgt)nH ?

Sto je jednako (3.53), ukoliko n zamijenimo s n + 1. Time smo pokazali da (3.53) vrijedi
za svaki n. Nakon toga imamo da je

(o9

oM Z —(At)"

n=0
[ Yo ity 0 ]
(B Lty = By Han) By Sy

e 0
- /121 (6/111‘ /121‘) e/lgt ’

¢ime smo pokazali da vrijedi (3.49).
Sada promatramo slucaj kad je 4; = A, i tvrdimo da je

(A1)" 0

Ponovno, jednadZba vrijedi za sluaj n = 0 te cemo matematickom indukcijom pokazati
da vrijedi za svaki n. Pretpostavimo da (3.54) vrijedi za neki n. U koraku matematicke
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indukcije imamo da je

(A = (AD(Ar)'
[ A4t 0 (0" 0
- | Ayt Aqt I”L/lz]/vll_lln (40"
(/ht)nﬂ 0
» (/121/1’1’ +n/121/1’11)t"+1 (2,0
(/l]f)n+l 0
| (n+ 1)/121/1'11t”+1 At P

Sto je jednako (3.54), ukoliko n zamijenimo s n + 1. Nakon $to smo pokazali da (3.54)
vrijedi za svaki n, imamo da je

1 >, LA 0
At _ —(AD" = n=0 p! 0o s 3.55
nz:(; n!( ) Doy Dol 2T Y LAy (3:53)

ali, takoder vrijedi

- d d
A —/l"‘t" Pl — ()" = Ay —eh = Ay e,
21; 21d/llz (1) Z]d/le 21l€

Zamjenimo li dobiveno u jednadzbi (3.55), dokazali smo da vrijedi (3.50).
Sada dokazujemo da vrijedi (3.51) i (3.52).
U slucaju kada je 4; # A,, imamo

d A ettt 0
_e =
dl_ /11/121 (/1 e/l]t /126/121‘) /126/121
1
N e—/llt O
e = 2 At ot bt |
_A21 (it A2 —A2
A1—4A2 (e ¢ ) € |

dok za A, = A, vrijedi
ie/\t _ /lle/ht O
dt B /121(1 + /llt)e’“t /lle/“’ ]

e—At B e—/llt O
_/121te—/llt e—/llt :

Da bismo provjerili da vrijede (3.51) 1 (3.52), potrebno je pomnoziti prethodne matrice. O
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Sada ¢emo jednadzbu (3.47) koristiti za raCunanje
de™Y,) = eN(AYdt + dY,) = eMdW(@).
Integracijom od 0 do # dobivamo da je
t —~
MY, =Y, +f eMdAW (u)
0

te iz toga slijedi da je

~
|

!
e MYy + M f eMAW ()
0

!
e MYy + f e MW (). (3.56)
0
Ukoliko je 4; # A,, jednadzba (3.56) se moZe napisati po komponentama kao

!
Y]t = €_/lltY10 + f E_Al(t_u)dwl(bl),
0

A2
Y= —— (6_/{1[ - €_/]2[) Yio+ e‘Athgo

/11 - /12
L] f | (e_ﬂl(’_”) - e_h(t_u)) AW, (u)
/11 - /12 0

!
+ f e 2 IW, (u).
0

S druge strane, ako je A; = A,, tada je oblik jednadzbe (3.56) po komponentama dan s

!
Y]t = 6_/11[Y10 + f e"l'(t_”)dWl (I/t)
0

Y, = —/121[€_MIY10 + €_/11[Y20

1 t
— Ao f (t —w) e " dW, (u) + f e TIAW,(u).
0 0

U [3] moZemo pronaci dokaz da su Itovi integrali neslucajnih integranada normalno dis-
tribuirani, a kako su Y;, 1 Y,, jednaki afinim transformacijama Itdvih integrala nesluc¢ajnih
integranada, slijedi da su 1 Y, 1 ¥, normalno distribuirane slucajne varijable kao afina
transformacija normalno distribuiranih slu¢ajnih varijabli.
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3.6 Kalibracija dvofaktorskog Vasi¢ekovog modela

U ovom potpoglavlju promatrat cemo kanonski dvofaktorski Vasi¢ekov model dan s (3.4)
- (3.6), gdje ¢emo jednadzbu kamatne stope (3.6) zamijeniti s

R; = 60; + 61Y1; + 022, (3.57)

pri ¢emu su d; 1 0, konstante, a dy, neslu¢ajna funkcija vremena. Pretpostavimo da za svaki
T postoji obveznica bez kupona koja dospijeva u trenutku 7. Prisjetimo se, cijena takve
obveznice u trenutku ¢ € [0, T'] dana je s

Bt,T)=E [e_ﬂ Rud“|&f,] .

Buduci da su procesi Yy, 1 Y, Markovljevi, postoji funkcija f(¢, T, y;, y») takvadaje B(¢t, T) =
f@,T,Y,Yy). Uocimo da za razliku od poglavlja 3.2, ovdje navodimo ovisnost funkcije
f o vrijednosti T budu¢i da ¢emo uzeti u obzir viSe od jedne vrijednosti 7. Funkcija
f(t, T,y1,y2) je funkcija afinog prinosa, odnosno forme

£, T,y1,y,) = e NC1ED -G T)-AWT)
Pretpostavimo da je T fiksan te izvedimo sustav diferencijalnih jednadzbi za %Cl(t, 1),
LCy1,T)i LA, T).
Prisjetimo se da diskontni faktor D, = e~ by Rudu zadovoljava dD, = —R,D,dt te da je diskon-

tirana cijena obveznice D,B(t, T) martingal s obzirom na P. Kao i u poglavlju 3.2 imamo
da je

d(D:B(t,T)) d(D,f(t,T, Y, Yar)

_Rtth(t9 T, Ylta Y2t)dt + Dzdf(t, T, Ylta YZI)

te
df(ta T’ Ylt’ YZZ‘) = [ﬁ(ta T’ Ylt’ YZZ‘) - f;’l (ta T’ Y1t7 YZI)(_/ll Yll‘) +
1
+ 5, (6T, Y1, Yo ) (=01 Y1 — A2 Yoy) + Efylyl @& T,Yy, Y) +

1 — —
+§f;‘zy2(t’ T7 Ylta YZI)]dt + Dl[ﬁ'] (t’ T9 Y1[9 YZI)dWI + ﬁz(ta T’ Ylt’ YQ!)dWZ]'

Ukoliko sada izjednac¢imo ¢lan uz dt s nulom dobivamo sljedecu parcijalnu diferencijalnu
jednadzbu, analognu jednadzbi (3.23)

- (6OI + 51)’1 + 52)’2)f(t, T,}’I,YZ) + ﬁ(t’ TaylayZ)
= Ayify (& T, y1,y2) — (Aayr + y2) f1, (6, T, y1, y2)

1 1
+ Ef;'lyl(ta T,y1,}72) + Ef;)zyz(ta TayhyZ) =0. (358)
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Nadalje’ znamo da Je f(t’ T,y]’yz) — e_ylCI(Z,T)_YZCZ(f,T)_A(Z‘,T) pa dOblvamO

ATy = WG T) + 3G, T) + A T)| £, T, 31, 32),
@& T,yi,y) = =Ci@t,T)f(t,T,y1,y2),
@& Toy,y) = =G, T)f(t, T,y1,y2),
Sin@Toyiy) = CHT) (LT, 1),
Fm @& T,y1,y2) = Ci(t, T)Co(t, T)f(t, T, y1,¥2),
S @ Toyiya) = G T (1, T, 1, ).

Sada parcijalna diferencijalna jednadzba (3.58) postaje

|(=80r = G131 = 62y2) + (MCL (4, T) +32Co(t, T) + A'(1, T)) + Ay C1(1, T)

1 1
+ (Aay1 + y2)Co(t, T) + EC%(L T)+ ECi(t, T)f@T,yi,y) =0.

Grupirajuci ¢lanove po varijablama y; 1 y, dobivamo

-0 + Cll(l, T)+ 4C(t,T)+ A,Co(t, T) = 0
~8, + Cy(t,T) + 1,Co(t,T) = O.
, 1 1
8o+ A (1, T) + ch(t, T) + Ecg(z, T) = 0
(3.59)
Konac¢no, dobivamo sustav diferencijalnih jednadZbi
Ci(t,T) = ~4Ci(t,T) = 4 Ca(t, T) + 6

Cyt,T) = -0yt T)+6,
A, T)

1 1
—ch(z, T) - Ecg(t, T) + 8o,

Koristeci sada terminalni uvjet C(T,T) = Co(T, T) = 0, pronadimo rjeSenje jednadzbi za
Ci(t,T)1Cy(t,T). Za Cy(t,T), 1z gornje diferencijalne jednadZzbe dobivamo

d
wr (e7Cy(t,T)) = —e'5).

Integriranjem od ¢ do 7 dobivamo

T
0
0- e—/lztcz(t’ T) — _52f e—/lzsds — 92 (e—/lzT _ e—/lzt) )
' A
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Slijedi da je
) —(T-1)
Cy(t,T) = 72( —e ) (3.60)

Sli¢no, za C,(t, T) dobivamo

d
d_t (e—/htcl(t’ T)) — (/IZICZ(I’ T) _ 51)e—llt — /l_(e—/ilt _ e—ﬂzT+(ﬂz—/11)t) _ 516_/111.
2

Ako je A, # Ay, integriranjem od t do 7" dobivamo

=A)T -
—e_MCI(t, T) = _@ (e—/llT _ e_AZT) _ /121526_/1”6( 2=ANT _ p(da=An)t N ﬁ(e_/llT B e—/ht)
b A A — A4 A4
pa je
A2 (- 316, e~ T — p=(T-1) P
C(t,T)= (T=n _ 1) 4 AT 1y (361
1, T) = LA, ( ) 1 L1 " —(e ). (3.61)

Ako je 4y = A,, tada dobivamo

A210 A210 0
—eMC(LT) = — 2192 (T _ -t 72192 e T (T — _1 -4T _ -yt
e T) = == (e =) = S =T = 4 e e,

iz Cega slijedi

/121(52 A (T=1) 4210, —1(T—t) 01 -4 (T-1
coum -2 1) ey erony) o

Nadalje, koriste¢i terminalni uvjet A(T, T) = 0O slijedi da je

1 1
A, T) = f [—ch(u, T)—Ecg(u, T) + 8o, | du
t

(3.63)

Kombiniranjem izraza (3.60) - (3.63) dobivamo funkciju f(¢, T, Yy, Y2;), odnosno cijenu
obveznice bez kupona koja dospijeva u trenutku 7', oznacenu s B(¢t, T).

Uocimo da se (3.61) 1 (3.62) podudaraju s (3.32) i (3.33). Razlika je u tome $to u (3.32) i
(3.33) cijena obveznice bez kupona ovisi o ¢ 1 T samo kroz relativno dospijeée 7. Nadalje,
uocimo da se (3.63) i (3.34) razlikuju po tome sto je kod (3.63) konstanta d, zamijenjena s
neslu¢ajnom funkcijom vremena dy,.
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3.7 Usporedba jednofaktorskih i dvofaktorskih modela

Kako smo na kraju poglavlja 3.3 dosli do zakljucka da su u jednofaktorskom Vasicekovom
modelu kratkoroCna stopa R, i dugoro€na stopa L, savrSeno korelirane, odnosno koefici-
jent korelacije iznosi 1, moZzemo zakljuciti da su dvofaktorski i ostali viSefaktorski modeli
prihvatljiviji u odnosu na jednofaktorske. Naime, u stvarnom svijetu, ¢injenica da su du-
goroCne 1 kratkoro¢ne kamatne stope savrSeno korelirane nije prihvatljiva.

Kao sto smo ve¢ spomenuli, jednofaktorski modeli mogu i dalje biti korisni kod proizvoda
Cija cijena u svakom trenutku ovisi o jednoj kamatnoj stopi te u svrhe upravljanja rizikom
kada su stope koje utjecu na isplatu u svakom trenutku bliske.

Nadalje, u slucajevima u kojima korelacija igra vazniju ulogu ili kada je potrebna veca
preciznost, potrebno je koristiti model koji omogucuje realisti¢nije prikaze korelacije. To
se mozZe postici viSefaktorskim modelima, a posebno dvofaktorskim pa je prihvatljivije ko-
ristiti dvofaktorske modele u odnosu na jednofaktorske.

Jos jedan od ekonomskih pokazatelja zasSto je bolje koristiti dvofaktorske modele jest kri-
vulja roCne strukture kamatne stope. U [1] moZemo pronaci da dvofaktorski Vasicekov
model obuhvaca vecu klasu krivulja podijeljenih po oblicima u odnosu na jednofaktorski.
U jednofaktorskom Vasi¢ekovom modelu mogu se posti¢i normalni (rastuci), inverzni (pa-
dajuéi) i grbavi (zakrivljeni s jedinstvenim maksimumom) oblici krivulja ro¢ne strukture
kamatne stope. Nekoliko dodatnih oblika krivulja kao Sto su dipped 1 hump-die, koji nisu
ostvarivi u jednofaktorskom obliku, postaju ostvarivi u dvofaktorskom.

Kako su krivulje ro¢ne strukture kamatne stope u Vasi¢ekovom modelu glatke, njihov oblik
mozemo analizirati razmatranjem derivacija. Svaka promjena predznaka derivacije (od
strogo pozitivne do strogo negativne i obrnuto) odgovara lokalnom ekstremu. Vrsta pro-
mjene predznaka (+ — —, — — +) odreduje vrstu ekstrema (grba i naklon).

Osnovne oblike 1 nazive krivulja ro¢ne strukture kamatne stope dvofaktorskog Vasicekovog
modela navest ¢emo prema tipovima Vasi¢ekovog modela. Postoji Vasi¢ekov dvofaktorski
model odvojene skale, model referentne skale i model kriti¢ne skale. ViSe o ovim mode-
lima mozete pronaci u [1].

U slucaju modela odvojene skale mogu se posti¢i normalni, inverzni, humped 1 dipped mo-
del te HD, DH 1 HDH model. Kod modela referentne skale moguci oblici su normalni,
inverzni, humped, dipped i HD, dok kod modela kriti¢ne skale joS uz sve navedene mogu
se posti¢i i DHD 1 HDHD oblik. Kod modela HD, DH, HDH, DHD i HDHD slovo "H”
oznacava grbu, a "D ” naklon pa tako oblik krivulje "HDH” odgovara krivulji s dva lokalna
maksimuma (grbe) isprepletena jednim lokalnim minimumom (naklonom).
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Sazetak

Glavna ideja ovog rada bila je uvodenje i analiza dvofaktorskog Vasi¢ekovog modela ka-
matnih stopa. Cilj je bio usporediti dvofaktorske modele s jednofaktorskim, predstaviti
dvofaktorski Vasi¢ekov model te izvesti formulu za cijenu obveznica bez kupona u tom
modelu. U prvom poglavlju upoznali smo se s financijskim pojmovima potrebnima za
daljnji rad. Uveli smo pojmove Brownovog gibanja, Itdovog integrala, Itdvog procesa i
Itove formule, a zatim smo napravili uvod u cijene obveznica bez kupona. Ukratko smo
opisali Hull-Whiteov model kamatnih stopa, budu¢i da je verzija tog modela s konstant-
nim koeficijentima upravo dvofaktorski Vasicekov model, koji je glavna tema ovog rada.
U drugom poglavlju dana je motivacija za uvodenje viSefaktorskih modela kamatnih stopa.
Treée poglavlje bilo je posveéeno Vasicekovom modelu. Najprije smo dvofaktorski model
definirali sustavom stohastickih diferencijalnih jednadZbi nakon ¢ega smo ga reducirali na
kanonski dvofaktorski Vasi¢ekov model. Zatim smo izveli formulu za cijenu obveznica
bez kupona u kanonskom modelu. Nadalje, izveli smo sustav stohastickih diferencijalnih
jednadzbi za kratkoro¢nu i dugoro€nu stopu. U nastavku smo uveli degenerirani Vasic¢ekov
model, Gaussovske faktorske procese te smo proveli kalibraciju kanonskog Vasi¢ekovog
modela, gdje smo u jednadzbi kamatne stope konstantu §, zamijenili neslu¢ajnom funkci-
jom vremena (. Rad smo zavrs$ili usporedbom jednofaktorskih i dvofaktorskih modela te
naveli zas$to je prihvatljivije koristiti dvofaktorski Vasicekov model u odnosu na jednofak-
torski.



Summary

The main objective of this thesis is to give a complete overview of the implementation and
analysis of the two-factor Vasicek interest rate model. The main goal was to compare two-
factor models with the single-factor model, introduce the two-factor Vasicek model and
derive the formula for the price of zero-coupon bonds in that model. In the first chapter we
introduce the financial terms which are needed for further presentation. First, we recall the
notions of Brownian motion, It0’s integral, 1t6’s process and 1t6’s formula, and afterwards
we consider the zero-coupon bond prices. Hull-White interest rate model was briefly des-
cribed, since the version of that model with constant coefficients is exactly the two-factor
Vasicek model, which was the objective of this presentation.

In the second chapter the motivation was given for implementing multi-factor interest rate
model. The third chapter was dedicated to the Vasicek model. First, the two-factor model
was defined by the system of stochastic differential equations after which it was reduced
to the canonical two-factor Vasicek model. Furthermore, the formula was derived for the
price of zero-coupon bond in the canonical model. Next, a system of stochastic differential
equations was derived for short-term and long-term rates. Subsequently, the degenerate
Vasicek model, and Gaussian factor processes were introduced and the canonical Vasicek
model, where we replaced the constant d in the interest rate equation with a non-random
function of time Jy,. In the concluding part of this thesis, single-factor model and two-factor
model were compared.
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