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Uvod

Centralni grani¢ni teorem jedan je od povijesno najznacajnijih rezultata u teoriji
vjerojatnosti. Klasi¢ni dokaz temelji se na Fourierovim metodama, odnosno, ka-
rakteristi¢nim funkcijama pa ga nije nimalo jednostavno adaptirati u slu¢aju kada
ne radimo sa sumom nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli.

Sedamdesetih godina proslog stolje¢a, Charles Stein je uveo novu metodu doka-
zivanja grani¢nih teorema koja je danas poznata kao Steinova metoda. Ta metoda
nam omogucava da dobijemo eksplicitne ograde na gresku prilikom aproksimacije
¢ak i u sluéajevima kada nemamo nezavisnost. Stovise, metode inspirirane Steino-
vom su omogucile slicne rezultate i u slu¢ajevima kada grani¢na distribucija nije
normalna. Takoder, Steinova metoda nalazi primjene ne samo u vjerojatnosti, nego
i statistici i strojnom ucenju.

U prvom dijelu rada fokusiramo se na Steinovu metodu za normalne aproksi-
macije. Na pocetku, iznosimo generalnu teoriju koja je potrebna za daljnje razumi-
jevanje, a nakon toga prelazimo na razlic¢ite kontekste u kojima se Steinova metoda
moZe koristiti. Prvo proucavamo klasi¢nu teoriju zbroja nezavisnih slucajnih va-
rijabli pri éemu dokazujemo sve klasi¢ne centralne grani¢ne teoreme. Nakon toga
promatramo metode koje se mogu koristiti u slucajevima kada slucajne varijable
nisu nezavisne. U ovom dijelu slijedimo [7], [3] te [4].

U drugom dijjelu rada, dokazujemo egzistenciju sparivanja izmedu jednostavne
simetri¢ne slucajne Setnje u jednoj dimenziji te Brownovog gibanja, koje konstru-
iramo na istom vjerojatnosnom prostoru kao i Setnju. Metoda koju koristimo je
inspirirana i povezana sa Steinovom lemom i fundamentalno je razli¢ita od origi-
nalnog dokaza. U ovom dijelu slijedimo [1].



Poglavlje 1

Steinova metoda

1.1 Osnovne definicije

Kako se u ovom radu bavimo konvergencijom nizova slucajnih varijabli te brzinom
konvergencije, prije svega potrebno je definirati metrike koje ¢emo promatrati i po-
gledati njihova osnovna svojstva.

Definicija 1.1 (Vjerojatnosne metrike). Za dvije vjerojatnosne mjere y i v i familiju
testnih funkcija H, definiramo

dy —;1615 ‘/h u(dx) — /h(x)v(dx

Takoder, ako su X i Y slucajne varijable pisati ¢emo dy(X,Y) kao pokratu za
dy (Px,Py), gdje Px i Py oznacavaju vjerojatnosne mjere inducirane slu¢ajnim
varijablama X i Y, redom.

Ovisno o familiji H koju promatramo, dobivamo razli¢ite metrike. Tri najpoz-
natije metrike koje dobivamo na ovaj nacin su:

e Ako uzmemo
H = {]l(,oolt](x): te IR}, (1.1)

odnosno, skup indikatorskih funkcija intervala oblika (—o9, t|, gdje je ¢ realan
broj, dobivamo Kolmogorovljevu metriku, koju oznac¢avamo s dg. Direktno
iz definicije (1.1), vidimo da vrijedi

dg(X,Y) = sup /Il o] (X)p(dx) — /11 (oo ] (¥)V(dx)
teR
=sup [P(X <t) =P(Y < 1) = |[Fx — Fr[|e, (1.2)
teR
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gdje Fx i Fy predstavljaju funkcije distribucije slucajnih varijabli X i Y.

e Ako uzmemo
H={hR—->R:|I|o<1},

skup svih Lipschitzovih funkcija s Lipschitzovom konstantom manjom ili jed-
nakom jedan, dobivamo Wassersteinovu udaljenost koju oznacavamo s dyy.

e Ako uzmemo
H = {1s(x): A C R Borelov},

dobivamo udaljenost totalne varijacije koju ozna¢avamo sa dry.

Jasno, odmah se vidi da je dx < dry s obzirom da uzimamo supremum po
veéem skupu. Zanimljiviji je odnos u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.2. Ako slucajna varijabla Z ima gustocu koja je ogranicena nekom konstan-
tom C > 0, tada, za bilo koju slu¢ajnu varijablu X vrijedi

dx(X,Z) < +/2Cdw(X, Z). (1.3)

Dokaz. Oznadimo s g¢(x) = 1(_ ) (x). Uvedimo

1 x <t
Qte(x) =<0 x>t+e
linearno izmedu.

Sada, imamo

E[g«(X)] — E[g(Z)] = E[g1(X)] — E[g1e(Z)] + E[gte(Z)] — E[g:(Z)]
< Blg0(X)] — E[gie(Z)] + Ce/2
<dw(X,Z)/e+ Ce/2,

pri ¢emu prvi dio prve nejednakosti vrijedi jer je g > gt, a drugi dio vrijedi jer je

Elgte(Z2)] — E[g:(Z)] = tH—SfZ(w)(gt,s(w) — g(w))dw < Ce/2.

Druga nejednakost vrijedi jer je egt Lipschitzova s konstantom jedan. Uzimanjem

¢ = /2dw(X, Z)/C, uotavanjem da smo potpuno analogno mogli dobiti ogradu

u drugom smjeru te uzimanjem supremuma po svim g;, dobivamo tvrdnju leme.
O
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lema koju smo upravo dokazali dopusta da, u slucaju kada je Z ~ N(0,1),
zaklju¢imo da konvergencija u Wassersteinovoj metrici povlaci i konvergenciju u
Kolmogorovljevoj metrici. 1z (1.2), vidimo da ¢e konvergencija u Kolmogorovljevoj
metrici povlaciti konvergenciju u distribuciji. Zbog toga, ako Zelimo dokazati da
neki niz (X,),en konvergira u distribuciji prema jedini¢noj normalnoj slu¢ajnoj
varijabli, dovoljno je dokazati konvergenciju u Wassersteinovoj metrici. No, ograde
na Kolmogorovljevu metriku koje dobijemo iz (1.3) nisu optimalne. Za optimalne
ograde bismo trebali ograni¢avati Kolmogorovljevu metriku direktno.

Naposljetku, prisjetimo se definicije apsolutno neprekidnih funkcija te nekih
njihovih svojstava.

Definicija 1.3. Funkcija F: [a,b] — R je apsolutno neprekidna ako za sve ¢ > 0 postoji
0 > 0 takav da

Z|F by) — F(ay)| < e kad god Zbk—ak)<(5
k=1

gdje su proizvoljni intervali (ay, by),k = 1,..., N disjunktni. Funkcija F: R — R je
apsolutno neprekidna ako je apsolutno neprekidna svaka njena restrikcija F| 0,0

Kljué¢no svojstvo apsolutno neprekidnih funkcija je u sljede¢em teoremu, koji
navodimo bez dokaza.

Teorem 1.4. Neka je F apsolutno neprekidna funkcija na [a,b]. Tada, F' postoji gotovo
svuda i integrabilna je. Stovise,

X
F(x)—P(a):/a F'(y)dy, zasvea <x <b.

Obratno, ako je f integrabilna na [a, b], tada postoji apsolutno neprekzdna funkcija F takva
da je F'(x) = f(x), gotovo svugdje. MoZemo uzeti F(x) = [ f(y
Takoder, bitna nam je sljedeca propozicija.

Propozicija 1.5. Svaka Lipschitz neprekidna funkcija je apsolutno neprekidna.

Dokaz. Neka je f: R — R Lipschitz neprekidna s konstantom L, odnosno, vrijedi

[f(x) = f(y)] < Lx -yl

za sve realne x i y. Tada za disjunktne intervale (a, bx),k =1,..., N, vrijedi

Z |f(bx) — 2L|bk_ak|

pa za proizvoljan e > 0 moZemo uzetié = ¢/ L u def1n1c1]1 apsolutne neprekidnosti.
O
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1.2 Steinova lema

Na pocetku, objasnimo heuristicki $to Zelimo napraviti. Klju¢na ¢injenica koju ko-
ristimo je Steinova lema — za slucajnu varijablu Z vrijedi da je

E(Zf(Z)] = E[f'(2)] (1.4)

zasve ,lijepe” funkcije f akoisamoakoje Z ~ N(0,1). Iz toga je razumno pretpos-
taviti da je neka slucajna varijabla W ,priblizno normalna” ako je jednakost (1.4)
pribliZno zadovoljena.

Sada, za ogranicenu i izmjerivu funkciju g: R — R promatramo f, ograni¢eno
rjeSenje diferencijalne jednadZzbe

fl(x) = xf(x) = 8(x) —E[g(2)], (1.5)

pri¢emu je Z ~ N(0,1). Naravno, potrebno je dokazati da takvo ograni¢eno rjese-
nje postoji, no ako postoji, koristeéi (1.5), dobivamo

E[g(W)] - E[g(2)] = E[g(W) — Eg(Z)] = E[f'(W) - Wf(W)]. (1.6)

Vidimo da supremum lijeve strane nad nekom klasom funkcija ¢ moZemo ocijeniti
tako Sto gledamo supremum desne strane nad odgovaraju¢im funkcijama f indu-
ciranim od g. Pri tome, vaZzno je istaknuti da se na desnoj strani unutar ocekivanja
nalazi samo jedna slucajna varijabla pa je za oc¢ekivati da je taj izraz laksi za ocijeniti
nego lijevu stranu. Upravo u tome je kljuc¢ Steinove metode.

Kako bi ovo formalizirali, potrebno je prije svega precizno iskazati i dokazati
Steinovu lemu te analizirati povezanost svojstava funkcije ¢ i svojstava rjeSenja f
diferencijalne jednadZzbe (1.5).

Lema1.6. Zafiksanz € Ri®(z) := P(Z < z), jedinstveno ograniceno riesenje f (w) :=
fz(w) jednadzbe
fl(w) —wf(w) =1 o z(w) — 2(w) (L7)

dano je s

eV’ 2 (w) (1 — ®(z w<z
fz(w):{ﬁ ®(w)(1-D(2)) < 18

271 2d(2) (1 — ®(w)) w > z.
Dokaz. MnoZenje obje strane u (1.7) s e~ w*/2 daje jednakost

% <ewa/2 f(w>> Y (H(_W,Z] (w) _@(Z))



POGLAVLJE 1. STEINOVA METODA 6

Integriranjem dobivamo

fulw) = /2 [ (U (x) - (z))e 2

=2 [ (1 (x) — D(2))e 7/ 2dx

w

Sto je upravo (1.8). Ogranicenost Ce slijediti iz leme 1.8.
Opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (1.7) je dano kao zbroj f;(w) i rjeSenja

odgovaraju¢e homogene jednadZzbe, koje je oblika ce”’/2, za neku realnu konstantu

c. Jasno, ako Zelimo da je rjeSenje ogranic¢ena funkcija, jedina opcija je ¢ = 0.
O

Lema 1.7 (Steinova lema). Ako W ima jedinicnu normalnu distribuciju, tada
E[f'(W)] = E[Wf(W)] (1.9)

za sve apsolutno neprekidne funkcije f: R — R za koje je E|f'(W)| < oo.

Obratno, ako je jednakost (1.9) zadovoljena za sve ogranicene, neprekidne i po dijelo-
vima glatko derivabilne funkcije f: R — R za kojeje E|f'(Z)| < oo, gdjeje Z ~ N(0,1),
tada W ima jedinicnu normalnu distribuciju.

Dokaz. Neka je W jedini¢na normalnai f: R — R apsolutno neprekidna funkcija
takva da je E|f'(W)| < oco. Tada

E[f'(W)] = % [ Fw)e 0 =
1 0 w 2
= \/T_n/—oof/(w) (/_Oo —xe ¥ /zdx) dw
+ \/% /000 f'(w) (/woo xexz/zdx) dw.

Zbog uvjeta da je E|f'(W)| < oo, smijemo primijeniti Fubinijev teorem. Dobivamo
1
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pri éemu zadnja jednakost vrijedi jer integral koji sadrzi f(0) iS¢ezava (integriramo
neparnu funkciju po cijelom R).

Za drugi smjer, neka je W slucajna varijabla koja zadovoljava (1.9) za sve apso-
lutno neprekidne funkcije f: R — R za koje je E|f'(Z)| < co. Ako za f uzmemo
funkciju f, definiranu u (1.8), iz leme 1.6 dobivamo ogranicenost, dok je neprekid-
nost i po dijelovima glatka derivabilnost jasna iz definicije funkcije. UvrStavanjem
u (1.9) dobivamo

0 =E[f(W) = WE(W)] = E[(—co, |(W) — @(2)] = P(W < z) — ®(2).

Kako ovo vrijedi za sve z € R, vidimo daje W ~ N(0,1).

Naposljetku, ostaje lema koja govori o svojstvima rjeSenja f, jednadzbe (1.7).

Lema 1.8. Neka je z € R i f, funkcija dana u (1.8). Tada je wf,(w) rastuca funkcija u
w. §t00i§e, za sve realne u, viw vrijedi

wfz(w)| <1, |wfz(w) —uf(u)] <1 (1.10)
i) <1, |fi(w) - fi(u)] <1 (1.11)
0 < fo(w) <min(v27/4,1/z). (1.12)

Takoder, vrijedi i
[(w+u)fo(w+u) — (w+0) fo(w+0)| < (|| + V2r/4)(Ju| + [v]).  (1.13)
Dokaz. Jerje f.(w) = f—.(—w), dovoljno je tvrdnju dokazati zaz > 0. Zaw > 0,
227 w2

© 5 ® x 2 e
/ ex/zdxg/ e ¥/ 2dx = — =
w w W w w

Takoder, jer je

d [xe/2\ (4 2x% 1)e=x*/2 < 2
dx \ 14+x2 | (1+ x2)2 h

integriranjem dobivamo
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Spajanjem dobivenih nejednakosti, dobivamo

we /2 o W/2
e <1-d(w) < : 1.14
(14 w?)v2mr () w27t (114)
Direktnim ra¢unom iz leme 1.6 dobivamo da je
_ 2\ ,w?/2 _w
(wf.(w)) = V271(1 — ®(2)) ((1 +2w )eVED(w) + Sn) zaw <z,
V27d(z) ((1+w2)ew P1-ow) - L) zaw>z

Koriste¢i donju ogradu iz (1.14), vidimo da je (wf,(w))" > 0za w > z. Kako
je za predznak ,bitni” dio izraza simetri¢an u oba slucaja (zamijenimo w s —w),
analogno zaklju¢ujemo daje i (wfz(w))" > 0za w < z. Dakle, (wfz(w))" > 0 za
sve w, to jest, dokazali smo prvu tvrdnju leme.

Takoder, iz nejednakosti (1.14), za w > 0, vrijedi

w?

m < (1 — @(W))wewz/z V 27T < 1.

Pustanjem w u oo, vidimo da je limy_y0 (1 — O(w))we® /227 = 1. Uvrstavanjem
—w umjesto w, vidimo da je i limy,, o ®(w)we®’/2/2r = —1. Kombinirajuéi ove
limese i jednakost (1.8), dobivamo

lim wf(w) =®(z) -1, lim wf(w) = P(z) (1.15)

wW—r —00 w—r 0

iz ¢ega jasno slijedi (1.10).
Prisjetimo se, iz definicije, odnosno, rjeSenja Steinove jednadzbe, imamo

fi(w) = wfz(w) + 1z (w) — P(2)
Jwfr(w)+1-P(z) zaw <z
| whi(w) — @(2) zaw > z;
(V2w 2o (w) +1)(1 - ®(2)) zaw < z,
T (V2rwe' 2(1 — (w)) — 1)P(z) zaw >z
Jer je wf,(w) rastuca funkcija u w, koriste¢i (1.15), vrijedi
0< fl(w) <zfz(2) +1-D(z) <1 zaw <z

te
—1<zf(z) —®(z) < fl(w) <0 zaw >z
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¢ime smo dokazali prvu nejednakost u (1.11). Za drugu nejednakost, ako su f/(u)
i fI(w) istog predznaka, iskoristimo prethodnu ogradu. Ako ne, kombiniranjem
gornjih ocjena, imamo

[fi(w) = fo(u)] < zfa(z) +1 - @(z) — (zfz(z) — @(z)) = L.

Uocimo da zbog prethodnih ocjena na f/, f. postize maksimum u z. Dakle,

0 < fo(w) < folz) = V2 20 (2) (1 — @(2)).

Iz (1.14), imamo daje f-(z) < 1. Definirajmo

o7 /2 1 z  2®(z)

z):=dP(z)(1—P(z)) — , zZ) i = —+ - — .

$2) = @1 - 0(2) = g1(a) = =t g
Direktnim ra¢unom dobivamo da je ¢'(z) = e%/2 21(z) te

z _ .
$1(0) = 0,81(0) < 0,87(2) = —¢ =2, lim g1(2) = oo.

Dakle, funkcija g7 je konveksna na [0, o) te postoji z; > 0 takav daje g1(z) < 0 za
z < z11g1(z) > 02zaz > z;. Konkretno, na [0, c0), funkcija ¢(z) padazaz < zj i
raste za z > zj, dakle, njen supremum se postiZe ili u 0, ili u oo, to jest,

8(z) < max(g(0),8(c0)) = 0,Vz € [0, )

Sto je ekvivalentno s f;(z) < v/27/4. Ovime smo dokazali (1.12).
Naposljetku, za posljednju nejednakost, napisimo

(w+u)fz(w+u) — (w+0)fz(w+0)
=w(fz(w+u)— fz(w+0) +ufz(w+u)—vf(w+0)

pa primijenimo teorem srednje vrijednostii (1.11) na prvi ¢lan te nejednakost (1.12)
na drugi ¢lan.
O

Sada vidimo osnovne ideje iza Steinove metode. Naime, ako Zelimo ograniciti
udaljenost izmedu W i Z u Kolmogorovljevoj metrici, koriste¢i (1.6), to mozemo
napraviti ograni¢avajudi izraz E[f](W) — Wf;(W)]. Naravno, pri tome koristimo
svojstva funkcije f, koja smo iskazali u lemi 1.8. Kako bi to ucinili, potrebno je
nekako iskoristiti strukturu slucajne varijable W.
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Prije analiziranja razli¢itih konteksta unutar kojih se slu¢ajne varijable W mogu
dobro ograniciti, proSiriti ¢emo dosad uvedenu metodu na ogranic¢avanje u Wa-
ssersteinovoj metrici. Kao $to ¢emo vidjeti, funkcije f koje éemo dobiti analizom
u Wassersteinovoj metrici ¢e imati ljepSa svojstva nego funkcije f, koje smo upravo
uveli. Kako su dokazi sljedecih tvrdnji sli¢ni ve¢ napravljenim dokazima, dokaze,
koji se mogu nadi u [3] izostavljamo.

Zaizmjerivu funkciju h: R — R za kojuje E|h(Z)| < oo, promatramo Steinovu

jednadZzbu
f'(w) —wf(w) = h(w) — E[k(Z)].
Ako rjeSenje tejednadZzbe oznacimo s fj, za proizvoljnu slu¢ajnu varijablu W vrijedi
E[h(W)] - E[k(Z)] = E[f;(W) - Wf,(W)] (1.16)

te opet lijjevu stranu moZemo ograniciti gledajudi isklju¢ivo desnu. Kao i prije,
vazno pitanje je egzistencija i svojstva funkcije fj,.

Lema 1.9. Neka je h: R — R izmjeriva te neka je E|h(Z)| < oo, gdje je Z ~ N(0,1).
Jedinstveno ograniceno rjesenje diferencijalne jednadzbe

f'(w) —wf(w) = h(w) —E[h(Z)] (1.17)
je dano s
Fulw) = 72 / a; (h(x) —E[h(Z)]) e */2dx (1.18)

— e /°° (h(x) — E[h(2)]) e ¥ /2dx

w

Lema 1.10. Za danu izmjerivu funkciju h: R — R, neka je f;, ograniceno rjeSenje Steinove
jednadzbe (1.17) dano u (1.18). Ako je h ogranicena, tada

fulleo < V/200() = E(Z)]leo, N filleo < 2[8(-) = E[H(Z)]]|co-

Ako je h apsolutno neprekidna, tada

filleo < 201H Moo, | filleo < V7/20[H lleo) 11 lleo < 21|11 ]| oo (1.19)

Uoc¢imo, u slucaju kada je I apsolutno neprekidna (Sto sigurno jest ako je h Lip-
schitzova) imamo ogradu na f;, te njene prve dvije derivacije, dok smo u slucaju
Kolmogorovljeve metrike u lemi 1.8 imali samo ogradu na f, i njenu prvu deriva-
ciju. Zbog toga je u pravilu lakse raditi s funkcijama f,.
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1.3 Sume nezavisnih slucajnih varijabli

Nakon $to smo napravili osnovnu analizu svojstava rjeSenja Steinove jednazbe, fo-
kus prebacujemo na razli¢ite kontekste u kojima moZemo dobro ograniciti izraz
E[f;, (W) — Wf,(W)], gdjeje f, ograniceno rjesenje Steinove jednadzbe za izmjerivu
funkciju h. U ovom poglavlju gledamo slucaj kada je W dana kao zbroj n nezavis-
nih slucajnih varijabli. Dokazati ¢emo Lindenbergov centralni grani¢ni teorem te
verziju Berry-Esseenovog teorema.

Prije svega, definirajmo notaciju koju ¢emo koristiti kroz ostatak poglavlja. Neka
sudy, G, ..., Gy nezavisne slucajne varijable s ocekivanjem nula i kona¢nim varijan-
cama za koje vrijedi Y/ ; E[¢?] = 1. Oznac¢imo

n .
szgi/ W(l):W—éi
i=1

te definirajmo
K; ( ) IE[‘; (ﬂ{0<t<§1} - ﬂ{g, t<0})]

Iz definicije je jasno da je K;(t) > 0 za sve realne t. Stovie, zbog nenegativnosti,
primjenom Fubinijevog teorema, dobivamo

[ ritnae =i, [ Ki(de = G (1.20)

Neka je h: R — R izmjeriva funkcija za koju je E|h(Z)| < oo te oznadimo s
f = f ograniceno rjeSenje Steinove jednadZbe. Cilj nam je ograniciti desnu stranu

jednakosti
E[(W)] — E[k(Z)] = E[f'(W) = Wf(W)].

Jersu ¢; i W) nezavisni ijerje E[¢;] =0,zasvakii =1,...,n,slijedi

n

| = Y EEAW)] = Y EG(F(W) — FW)).

=1 i=1

Koristeéi Newton-Leibnizovu formulu, dobivamo

{;/ FWD 4 p) dt}

E {/_oof (W + )G (Ljocr<g) — Ligcrcoy)dt

E[Wf(W

M: [ M:

N
I
—_

I
-

~
Il
—_

/OO E[f (WD + £)]K;(t)dt, (1.21)

—00
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gdje zadnja jednakost vrijedi zbog Fubinijevog teorema, definicije funkcije K; i ne-
zavisnosti varijabli & i W), Takoder, jer je

Z [ Kitoat = VBl =
-y / " Ef WK ()
i=177"%

Spajanjem dvaju dobivenih jednakosti dobivamo

LY W) - WA = 3[R0 - S0V olid 022

Jednakost (1.22) ée nam biti klju¢na u ogradama.

Sada moZemo preci na dokaz centralnog granicnog teorema. Prvo ¢emo do-
kazati slabiju verziju u kojoj pretpostavljamo postojanje tre¢ih momenata, a nakon
toga dokazati teorem sa slabijim pretpostavkama.

Teorem 1.11. Neka su G, Go, ..., Cn nezavisne slucajne varijable s ocekivanjem nula i
konacnim trecim momentom. Takoder, neka vrijedi Y E[&?] = 1. Tada, ako s § oznacimo

6 =3Y " E|&[3, vrijedi
[E[R(W)] = E[R(Z)]] < 0[|1[|es,
gdje je h: R — R proizvoljna Lipschitzova funkcija, a Z ~ N(0, 1).

Dokaz. 1z (1.19) i (1.22), koristeéi teorem srednje vrijednosti, imamo

122 "
ELfW) = WAMWITS L [ B0 = v+ ol
2 / E[JIf oW — (WO + ) [Ki (1)t

(1.19)
< ol z / E[[t] + &[1K;(+)dt

Koristeéi (1.20), dobivamo

ELFW) — WAW)]| <20l Y (Elzl/2 + ElglER))

i=1

n
<311l Y EIGH
i=1



POGLAVLJE 1. STEINOVA METODA 13

Sto dokazuje teorem.
O

Pretpostavka o postojanju tre¢ih momenata nije potrebna, kao $to vidimo u slje-
de¢em teoremu.

Teorem 1.12. Neka su (1, G, ..., §n nezavisne slucajne varijable s ocekivanjem nula takove
daje YI' y E[¢?] = 1. Ako su

Bo =Y B[tz syl Bs= ) ElGiI g <y
i=1 i=1

i =4(4B2 + 3B3), tada vrijedi
[E[R(W)] = E[R(Z)]] < 0|1 [|os,
za sve Lipschitzove funkcije h: R — R, gdje je Z ~ N(0,1).
Dokaz. Zbog leme 1.10, vrijedi
Fr W)+ frWD + 5] <2 flloo < 8[| eo-
Takoder, koriste¢i istu lemu i teorem srednje vrijednosti, imamo
o) + S WE )] < Nf oW = W — 1] 201 [|eo (2] + [£]).
Kombinirajuéi ove dvije ograde, slijedi
W)+ (W )] <[] [loo min (8, 2(1¢] + 12:])) < 8IIH oo (8] AT+ [2i] A1),

gdje a A b standardno oznac¢ava min(a, b).

Sada,
Eh(W)] ~E[h(Z)]| = [ELf;(W) — Wfi(W)]|
(122) n oo ,
< L [ EIRO = ROV Kot
<8l [ Bl AT+ (3 ATK ()
=17~
Jer je

Sl + |x|(|x| = 1) zal|x|>1,
xf® za |x| <1,

/_o:o(ltl A1) (ﬂ[o,x](t) — Il[fxlo)(t)> df — {
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pustajudi |f| A 1 unutar integrala u K;(¢), dobivamo

/_OO]E[|t| AT+ & A1]K(t)dt
= E[IGi[(16i] = Dlgg -] + 11Enf;i<|¢i| A1)+ E[ZE[|&] A 1))
E[&i 1 g51y] - 1IE[|‘3111{|(; >3]+ 1E[|Cz| 1z <y] + E[ETE[|&] A1]].

Zbrajanjem po svim i, dobivamo

[E[R(W)] = E[h(Z)]] < 8]|1'[|eo (ﬁz+ /33+ZIE [CFIE ICz|A11>

Kako su i x2

varijablu ¢,

E[Z*E[|2] A1] < E[E2(|2] A1)] = E[|&[P1z<1y] + E[E* 1z /513]

pa vrijedi

i x A1 rastuce funkcije za x > 0, slijedi da za proizvoljnu slucajnu

[E[h(W) ~ E()]| < W8 (B2 + 563+ (B2-+ F2))

Sto je traZena tvrdnja.

Naposljetku, dokazimo Lindenbergov centralni grani¢ni teorem.

Teorem 1.13 (Lindenberg). Neka su Xj, ..., X, nezavisne slucajne varijable s ocekiva-
njem nula i konacnom varijancom. Oznacimo

n

n
i=1 i=1

Ako vrijedi Lindenbergov uvjet

1 n
7 Y E[X; ]1{|Xi|>an}] — 0, kad n — oo, zasvee > 0,
By i3

tada Sp /By > N(0,1).
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Dokaz. Definirajmo
i = Xi/Bn, W =S54/By

te B i3 kaouteoremul.12. Za0 < e <1,

1 & 1 &
PrtPs= 55 Y E[XF x> 5,] + B Y E[|1Xi|*1 x| <p,)]

ni=1 nij=1
1y 2 1y 2

S m; Y E[X{L(x,5p,)] + 0 Y BuB[|Xi|“ i, < x;|<B,}]
nij=1 nij=1
1 & 2

T B eBuE[Xi 1y |x,|<eB,)]
nij=1
1 & 2

< 37 LB x sep,] e
ni=1

Sada, zbog Lindenbergovog uvjeta, pustanjem n u oo, dobivamo

B2+ B3 < e

Kako je 0 < & < 1 bio proizvoljan, pustanjem ¢ u nulu, dobivamo da 8 + 3 — 0
kad n — oo.
Koristeéi teorem 1.12 imamo da vrijedi

[E[(W)] = B[R(Z)]] < 8[|1|co(B2 + B3),
za svaku Lipschitzovu funkciju h. Zbog toga,

dw(W, Z) < B2 + Bs.
Iz propozicije 1.2 slijedi

sup |IP(S,/By < z) — ®(z)| < (Bo + B3)'/? — 0O kad n — .
z€R

]

Pogledajmo sada poseban slu¢aj kada je ()qen niz nezavisnih jednako dis-
tribuiranih slucajnih varijabli s zajedni¢kom distribucijom ¢. Bez smanjenja opce-
nitosti, pretpostavljamo da ¢ ima ocekivanje nula i varijancu jedan. U kontekstu
prethodnog teorema, gledamo X; := ¢&;/+/n. Tadaje S, = Y, &/+/nte B2 = 1

te vrijedi S, 2N (0,1). Zanima nas brzina kojom se ta konvergencija dogada, u
ovisnosti o 7.
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Za to je dovoljno pogledati koliko iznosi B, + B3. 1z definicije,

1 n 1 n
Ba+Bs = g7 LB o] + 53 LEIX L x<s,)]

nij=1 ni=

o Liervas1) 0/ e/ vil<t)
_ (A2 1 3
= B e v + 2B g<ym -

Ako jos dodamo pretpostavku da je ¢ ogranicena slucajna varijabla, vidimo da
za dovoljno velike 7, prvi sumand je jednak nuli, dok je drugi sumand E|¢|?/+/n.

Dakle, brzina konvergencije u Wassersteinovoj metrici je reda n~'/2, a u Kol-
mogorovljevoj n1/4. Kao 8to smo naveli nakon propozicije 1.2, ovakva ocjena za
Kolmogorovljevu metriku nije optimalna i treba nam drugaciji pristup.

Prvo ¢emo dokazati Berry-Esseenov teorem u slucaju kada su slucajne varijable
koje promatramo ogranicene.

Teorem 1.14. Neka su ¢y, G, ..., Gn nezavisne slucajne varijable s ocekivanjem nula za
koje vrijedi Y_I'  E[¢?] = 1 te neka su

WO =w-g=Y¢-¢  Kt)=E&Nouc) — Lz
=1

Tada vrijedi

Z/w P(WY +t < 2)K;()dt — ®(z)| < 244 Y E|&P. (1.23)
=177 i=1

Dodatno, ako jos vrijedi i |&;| < dp za svei =1,...,n za neku konstantu &y > 0, slijedi

sup |[P(W < z) — ®(z)| < 3.30.
z€R

Dokaz. Zaz € R, ozna¢imo s f ogranic¢eno rjeSenje f, Steinove jednadZzbe. Koristeci
(1.21), slijedi
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pri ¢emu u prijelazu iz prvog u drugi red koristimo ¢injenicu da je f rjeSenje Ste-
inove jednadZbe.
Sredivanjem izraza i koristenjem daje Y/ ; [ K;(t)dt = 1 dobivamo

i /_°° PWO 4+t < 2)K;(£)df — D(t)
=3 [ EIWAON) — (WO + )£ W0 4 H]K (1)
i=1

Sada, koristeci ocjene iz leme 1.8, konkretno nejednakost (1.13), vrijedi

ZIE/ WEW) = (WO 4+ ) WO + )] Ky(1)de

-

N

I

—_
|

-YE[ \<w<f> + &) WD 4 &) — (WD 4 ) fWD 4 )| Ki(t)dt

o0

N
Ms

| WO+ Var/a e + DK ()

17—

< (1+V2m/4) i/w (E|&;| + [t|)K;(f)dt
=17 7%

~.

pri ¢emu zadnja nejednakost vrijedi jer su W) i & nezavisni te je E[W( )2] <L
Koristed¢i (1.20), slijedi

f/w P(WY +t < 2)K;(t)dt — D(z)
=17~

n

< (1+V2r/4) Y (BIGIE[EF] + E!€z|)

i=1

<20+ van/a) zms <244 EfEP.
i=1

NI(}J

Kada bi u gornjoj ocjeni mogli zamijeniti P(W) +t < z) s P(W < z),uz (1.20),
bili bi gotovi. Prvo, uo¢imo da je

P(W<z)=P(WD 47 <z)=PWD <z-¢).
Iz toga, direktno dobivamo

IP(WW 4+t <z) —P(W < z)| <P(z—max{¢;,t} < WY <z—min{g,t}).
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Akosui |t| i |¢;| dovoljno mali, ocjena bi trebala biti dobra.

U nagem slucaju, svi |{;| su orgranieni s dy. Zbog toga, K;(t) = 0 za |t| > Jp pa
je dovoljno promatrati gornju ogradu jedino u slu¢aju kada su i || i |{;| ograni¢eni
s dp. Posebno, imamo

< ]P(W Z+2(50).

UvrSatavajudi z + 26p umjesto z u gornju nejednakost te primjenom na prvu
tvrdnju iz teorema, dobivamo

P(W <2) ~@(2) < @z +20) ~ ©(z) + 5 (1+V2n/4)) Y EIGP
i=1

200 3
<20 4 21+ V27 /4)8 < 3.3

Potpuno analogno, uvrstavajudi z — 26y dobivamo drugi smjer traZene nejedna-
kosti, ¢ime smo dokazali teorem.
O

U prethodnom dokazu, klju¢no je bilo ,,zamijeniti” P(W®) +t < z) sP(W < z).
To smo napravili koristeéi ¢injenicu da je svaka od varijabli ¢; uniformno ograni-
¢ena s &y, no, Berry-Esseenov teorem ce vrijediti i u generalnijem slucaju, $to éemo
upravo i dokazati. Iako se dokaz moZe provesti i induktivno, koristiti éemo kon-
centracijsku nejednakost koja ¢e omoguciti spomenutu zamjenu.

Konstanta koju dobijemo ovim pristupom nije optimalna, no prednost je Sto
se ovaj pristup moZze prosiriti i na druge situacije, a ne samo na zbroj nezavisnih
slucajnih varijabli.

Prije svega, iskazimo i dokazimo koncentracijsku nejednakost koju éemo koris-
titi.

Lema 1.15. Za sve realne a < b, isve 1 < i < n, vrijedi
. n
P(a < WY <b) <V2(b—a) +2(V2+1) ) E[&.
i=1

Dokaz. Radi lak$eg zapisa, uvedimo oznaku 7y := Y ; E|&?

definirajmo

. Uzmimo é = i

—%(b—a)—é akow < a—9,
fw)=w—3(b+a) akoa—5<w<b+4,
Ib—a)+5 akow >b+9,
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odnosno, neka je f takva daje f' =11, ;5. te [|f|| = 3(b—a) + 4. Definirajmo i
- n
K; ( ) = 6] (11{ §i<t<0} _]1{0<t< &} ) = Z

Jer je §; nezavisan od w( —jzasve j # i, {; nezavisan od W te E[¢;] = 0, vrijedi

EWO F(W )] — E[gF(W i E[E(F(WD) — FND —g))))
=Y E|& [ FWD 1 pdt
=1 =5

[o¢]

"Wl 4+ t)Kj(t)dt]

I
M:

&
-

—00

'N”.
[uay

(ee]

I

o
1

S

FW £ HK(t) } :

—o0

Jerje f' > > 0, o¢ito vrijedi

E [/_Zf’(w<i> + t)K(t)dt] > [/t@f'(w@ + t)K(t)dt] .

Iz definicije funkcije f, slijedi

E| [ 0O+ ORO] > E 1oy [ Rb]

n
E T cwir<py Y |&;| min(5, |‘:j|)] > Hy1 — Hip,
=1

uz oznake

n

Hyp =1P(a < Z |<;‘]|m1n (9, |‘§]|)]

n

Z | min(4, ;1) —1E|Cj|min(5,|<3j|))‘-

Zadnja nejednakost vrijedi tako $to dodamo i oduzmemo ¥ ; E|[¢;| min(4, [C;]),
primijenimo daje 1 > 14 za sve skupove A te iskoristimo nejednakost trokuta.
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Sada, jer je
x2
min(x,y) > x — Iy
za x,y > 0, slijedi
n 3
2 ’C]‘ 1
ZIE|§]|m1n5 |C]|) = (E[‘;{]]_ 15 ) Y
zbog odabira ¢ pa je
Hii > %l[’(a < W < b).

Takoder, primjenom Cauchy-Schwarz nejednakosti, slijedi

N\ 1/2
Hip < (]E [(Z(Cj —]E|é‘j\)min(5/\€j!)> ])
j=1

" 1/2
< (IE Y 12> min(s, |§j|)2] )
=1

. 1/2
) (2 E[g}]) = 0.
j=1

Dakle, dokazali smo

e[ o ] s et <
U drugu ruku, jer je || f|| = 3(b — a) + 6, vrijedi
EWO F(W0] — E[g,f(W (% ~a)+6) (EWY]+ Elg))

1/2
(WO EI312) " (0 - at20)

(IE\W 2+ E|& ) Y2 b a+20)

\

<

&\H%\H&\

(b—a+26),
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pri ¢emu prva nejednakost vrijedi zbog vrijednosti || f||, druga zbog nejednakosti
2(a? 4+ b?) > (a +b)?, a treéa zbog Cauchy-Schwarz nejednakosti.
Kombinirajuéi nejednakosti koje smo dokazali, dobivamo

P(a < WD <b) <V2(b—a) +2(1+v2)6 = V2(b—a) + (1+V2)7,

Sto smo i Zeljeli dokazati.
O

Nakon dokaza leme, dokaz Berry-Esseenovog teorema postaje skoro trivijalan.

Teorem 1.16 (Berry-Esseen). Neka su ¢1, o, ..., Gn nezavisne slucajne varijable s oceki-
vanjem nula za koje vrijedi Y1 | E[¢?] = 1. Tada za W = Y}, &; vrijedi

n
sup [P(W < z) — ®(z2)| <947, gdjey =Y E|&]°.
z€R i=1

Dokaz. Koristedi iste oznake kao i prije u poglavlju, imamo

n
3
i=1

[ee]

/ PWD + ¢ < 2)K;(H)dt — P(W < 2)

(]

gk
—

(nv(w@ 1t<z) —P(W< z)) Ki(t)dt

—00

IPWD 4t < z) — P(W < 2)|K:(£)dt

//\
L
-

~
I
—_

3

3

<z) = PWW + & <2)|K(t)dt

I

D=

—
=
=1
i

T
|
3

E[P(z— (tVE < WD <z— (FAE) | &)]Ki(t)dt

i
|
3

[l
M:
™

E[V2(|t] + [&i]) + 2(V2 + 1)y]K;(t)dt

/AN
I
—
2 3

= VaY (Bl + BlG B ) +2(v2+ 1)y
i=1

< (35V2+2)y < 695y

pri ¢emu prvi redak slijedi iz (1.20), drugi iz nejednakosti trokuta, treci raspisi-
vanjem, Cetvrti iz poznatog svojstva uvjetnog ocekivanja, peti primjenom upravo
dokazane leme, a zadnji opet iz (1.20).
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U kombinaciji s ocjenom (1.23) iz teorema 1.14, koriste¢i nejednakost trokuta,
slijedi
IP(W < z) — ®(z)| < (6.95+ 2.44)y < 9.4y
¢ime smo dokazali teorem.
O

Opet, naglasavamo da dobivena konstanta 9.4 nije optimalna. Takoder, pret-
postavka o postojanju tre¢ih momenata nije nuZzna, nego se moze dobiti ograda
koja ovisi o konstantama B, i B3 koje su definirane kao u Lindenbergovom central-
nom grani¢nom teoremu.

Naposljetku, vratimo se opet na primjer sa sumom nezavisnih jednako distri-
buiranih slucajnih varijabli koji smo analizirali nakon dokaza Lindenbergovog cen-
tralnog grani¢nog teorema. U kontekstu upravo dokazanog Berry-Esseenovog te-
orema, gledamo ¢; = X;/+/n, gdje su Xy, ..., X, nezavisne jednako distribuirane
slucajne varijable s o¢ekivanjem nula i varijancom 1. Teorem nam govori

°_Ex)
vn o

, §to je bolje nego $to smo prethodno

n
X,
sup |[P(W < z) — ®(z)| < ]E‘—l
zeR 2;; N/ﬁ

—-1/2

Vidimo da je brzina konvergencije reda n
dokazali.

1.4 Lokalna zavisnost

U prethodnom poglavlju, pogledali smo kako se Steinova metoda moZe primijeniti
u proucavanju suma nezavisnih, ne nuzno jednako distribuiranih, slu¢ajnih varija-
bli te smo dokazali neke klasi¢ne rezultate. U ovom i sljedec¢ih nekoliko poglavlja,
promatrati ¢emo druge, razli¢ite kontekste u kojima klasi¢ne metode teZe prolaze,
no Steinova metoda relativno jednostavno i elegantno vodi do eksplicitnih ograda
udaljenosti od jedini¢ne normalne distribucije.

Prije svega, definirajmo susjedstva zavisnosti slucajnih varijabli Xj, ..., Xj,.

Definicija 1.17. Za slucajne varijable Xy, X3, ..., X,, kazemo da imaju susjedstva zavis-
nosti N; € {1,...,n},i=1,2,...,nakojei € N te je X; nezavisna od {X; }ign;-

Prirodno je zamisliti graf s n vrhova, gdje vrh i predstavlja sluc¢ajnu varijablu
X; te postoji brid izmedu vrhova i i j ako i samo ako su te dvije varijable zavisne,
odnosno, ako je j € N;. Kljuc¢an rezultat je sljededi.
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Teorem 1.18. Neka su Xy, Xy, ..., Xy slucajne varijable za koje vrijedi E[X}] < oo,
E[X;] = 0,zasvei = 1,2,...n. Definirajmo 0> = Var(X'X;) i W = YL, X;/0.
Neka varijable Xy, ..., X, imaju susjedstva zavisnosti N;,i = 1,...,n i neka je D =
maxj<i<y |N;|. Tada,

D2 I \/_D3/2
dw(W, Z) —321E|X,-|3 1/ZlEx‘l
i=1

gdjeje Z ~ N(0,1).
Dokaz. Zbog (1.16) ileme 1.10, dovoljno je ocijeniti
[ELf/(W) ~ WF(W)]|, za f takve daje [|f]lw, I|f"llo <2, |l < V2/.

Oznacimo W; = ZjééNi X;iuoc¢imo daje X; nezavisna od W;. Uo¢imo da je

E[f'(W) - Wf(W)] =

i=

(17 i Xi (f(W) = f(W;) — (W — Wi)f/(W))]

+E

f{(W) (1 — ZXi(W - Wi))]
i=1

pri ¢emu smo samo dodali i oduzeli drugi ¢lan, a u prvom ¢lanu dodali nulu u
obliku E[}"!" ; X;f(W;)], jer su X; i W; nezavisne te E[X;] = 0. Primjenom nejed-
nakosti trokuta vidimo da je dovoljno ogranic¢iti apsolutne vrijednosti ¢lanova na
desnoj strani, Sto ¢emo i napraviti.

Za ogradu prvog ¢lana, prvo ¢emo uociti da izraz u zagradi moZzemo ocijeniti
preko Taylorovog teorema, odnosno, vrijedi

i W*
£ — fom) — W —wyp/ow) = Z0 e,
pri cemu je Wx izmedu W i W;. Zbog toga, nejednakosti trokuta, i prebacivanjem
apsolutne vrijednosti unutar oc¢ekivanja, dobivamo da je gornja ograda za prvi iz-
raz

n

1/ o~ 1 n
fz(ﬂ Y E[X:(W - —3; (Y X)) 032 Y, EIXiX;X|.

i=1 JEN; i=1jkeN;

Primjena nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, uz linearnost
oc¢ekivanja, daje

E|X:X;X¢| < 2 (E|Xi|* + E|X;|* + E| X [%).

W =
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Naposljetku jer je |N;| < D za sve i, svaki sumand [E|X;|® se u sumi pojavi najvise
3D? puta ¢ime smo dobili ogradu

| X (W) — F%) — (W =W ()

=1

DZ n 3
< 3 Z%EXJ
1=

gdje na desnoj strani prepoznajemo prvi sumand ograde u teoremu.
Sada, ograni¢avamo drugi ¢lan. Opet, grubom ogradom na f’, gornja ograda

na drugi ¢lan je
Var [ Y ) XiX;
‘72\/_ i=1jEN; o

n
=E|)_ X;) X;
i=1

JEN;

e |-y X T X,

i=1  jeEN;

gdje smo koristili da je

te smo primijenili Cauchy-Schwarzovu nejednakost. Naime, jednakost vrijedi jer je

0? = Var <Z§X1> = )2

te onda razmnoZimo desnu stranu i iskoristimo da je E[X;X;] = 0, za X; i X; neza-
visne, jer je E[X;] = 0, za sve i.
Sada, ogranic¢imo varijancu koja se nalazi unutar korijena. RaspiSimo

Y X

i=1

(i&—m
i=1

=0

(i )3 Xz'Xj>2 =Y ) ) EXiX;XX)]

i=1jEN; i;éjkGNiZGNj
n n
+Y Y EBXEXA+Y Y Y EXPXXi.
i=1jEN; i=1jEN; keN;\{j}

Opet, ogranicavamo ¢lan po ¢lan. Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine, vrijedi

n

ZZ]EXzXZ %iz E[X}]+ E[X}]) <D Y E[X}].

i=1jEN; i=1jEN; i=1



POGLAVLJE 1. STEINOVA METODA 25

Takoder, vrijedi i

ZZ YOEXXXI<IY Y Y« 2]EX4]+1E[X4]+]E[X4])
i=1jEN; keN;\{j} i=1jEN; keN;\{j}
n

1) Y E[X}

i=1

>J>I>—\

Naposljetku, rastavljamo sumu u dva dijela

YOO Y EXXXX]= ), EXXJEXX]|+ ) E[XXXX]
i#j keN; IEN; {i,} {1} {ijk1}

gdje prvi dio oznacava one indekse za koje je {X;, Xi} nezavisno od {X;, X;}, a
drugi dio ostatak. Za drugi dio, opet primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke
i geometrijske sredine, ogranicavamo

n
Y EX:X;X X)) < 6D} E[X]]
{ik,jl} i=1

s obzirom da u grafu u kojem je maksimalan stupanj D, postoji najvise D x 2D x 3D
cetvorki koje zadovoljavaju zadana svojstva.
Koristedi da je
2
n
EILX ) X
=1

JEN;

radedi istu dekompoziciju kao i prije, dobivamo

=Y Y Y EXXJE[XX|]

i#] kEN; IEN;
+ZZ]EXX +ZZ Y. E[XiXE[X;X].
i=1jeN; i=1jeN; keN;\{j}

Prvi ¢lan rastavljamo na sumu po {7, k}, {j,1} i {i,j, k, 1} kao i gore te uo¢imo da je
drugi ¢lan u sumi uvijek nenegativan, iz ¢ega dobivamo da je

ot = Y E[XXJE[X;X|] - ZZ Y E[X:X|E[X;X]
{i,k,j1} i=1jEN; keN;\{j}
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gornja ograda za ¥y, 1y r: iy E[XiXi]E[X;X;]. Naposljetku, uzastopnim primjenama
nejednakosti izmedu arimeticke i geometrijske sredine dobivamo

—_

—]E[XZXk]]E[X]Xl] < _(IE[XiXk]Z + ]E[X]Xl]z)

< 5 (BIXPXE] + E[X7 X))

I N=DN

< (E[X{]+E[X}] + E[X}] + E[X]]).

Spajajudi zajedno sve ocjene koje smo upravo dokazali, dobili smo

2
(i 2 XZX]> — 0'4
i=1 jENi

Var (i ) Xixj> =E

i=1 jGNi

n n
< (12D° +2D?%) Y E[X}] < 14D* ) E[X/]
i=1 i=1

Sto je upravo traZena ograda iz tvrdnje teorema.
[

Iako smo u dokazu teorema ogranicavali sve izraze do kraja, u nekim primje-
nama je Cesto dovoljno, a i bolje direktno ogranicavati izraze koji se pojavljuju u
medukoracima, na primjer, varijancu koju smo ogranicavali u drugom dijelu do-
kaza. Uoc¢imo da u slucaju kada su Xj, ..., X, nezavisne i jednako distribuirane,
maksimalan stupanj u grafu zavisnosti moze rasti s n te e centralni granicni teorem
jos uvijek vrijediti.

Primjer 1.19 (Broj trokuta u Erdés—-Rényijevom grafu). Neka je G = G(n, p), Erdds—
Rényijev graf na n vrhova, odnosno, neka je G slucajan graf s n vrhova gdje je svaki par
vrhova i # j povezan bridom s vjerojatnosti p, nezavisno od drugih bridova. Neka je T broj
trokuta u grafu G, odnosno, ako raspisemo preko indikatora,

N
T=) Y, gdjeN = (Z,) iY; = 1{i — ti trokut postoji}
i=1

gdje smo proizvoljno numerirali trokute.
Zbog nezavisnosti pri odabiru bridova, postoji zavisnost izmedu slucajnih varijabli Y;
i Yj ako i samo ako dijele neki zajednicki brid. Zbog toga, |N;| = 3(n —3) + 1 za sve
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i =1,...,n pa primijenimo teorem 1.18 uz X; = Y; —E[Y;] = Y; —p*iD =3n—8. S
obzirom da je P(Y; = 1) = p>, vrijedi
EXG[ = P(Y; =1)- (1= p) + P(Y; = 0) - (p*)*
=p (1=p)' +0-p) p*
=P (=) -p) P

zasvek > 1
Dakle, jedino preostaje izracunati o> = Var(T). Znamo da je

Var(T) = Var (;y) _E [<Z%Y>2] _

- f E[Y;Yj] - <Z>2p6,

ij=1

2
Y;

=

i=1

gdje u zadnjem redu koristimo linearnost ocekivanja. Naravno, ovisno o indeksima i i j,
vrijednost E[Y;Y;] Ce biti razlicita. Pogledajmo slucajeve.

o Akoi = j, vrijedi E[Y;Y;] = p® i takvih clanova u sumi ima (3).

o Ako trokuti Y; i Y; dijele tocno dva vrha, da bi oba trokuta postojala, potrebno je 5

bridova pa je E[Y;Y;] = p°, a takvih clanova ima (}y) - 3 -3 =12().

Ako trokuti Y; i Y; dijele tocno jedan vrh, da bi oba trokuta postojala, potrebno je 6
bridova pa je E[Y;Y;] = p®, a takvih clanova ima (%) ) - (5) =30(%).

Ako trokuti Y; i Y; ne dijele niti jedan vrh, da bi oba trokuta postojala, potrebno je 6

bridova pa je E[Y;Y;] = p®, a takvih clanova ima (}}) - %) - (3) =20(}).

Dakle, dobili smo da je

o= (Yl o (-

= (g) p>(1+8p> — 9p? — 3np® + 3np?).
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Primjenom teorema 1.18 dobivamo da za W = (T — E[T])/c i Z ~ N(0,1) vrijedi

3n— V26(3n —8)3/2 | X
dw(W, Z) E|X;|® + E|X;[4
w( Z | Xl + NG 1; | X

< % (5)a=pla— g+

n—8)3/2 n
- \/%(3;028) \/<3) pP(1—p3)[(1-p3)3+p°]

gdje je o eksplicitno raspisan u prethodnoj jednakosti. Ocjena koju smo upravo dokazali
vrijedi za sven > 3isve 0 < p < 1. Analiziranjem ocjene moZemo naci odnos izmedu
p i n za koji ée ta ograda i¢i prema nula kada n ide u beskonacnost, odnosno, slucajeve u
kojima ée vrijediti centralni granicni teorem. Ispostavi se da smo ovim nacinom dobili samo
podskup vrijednosti za koje ¢e vrijediti centralni granicni teorem, no, drugacijom analizom i
ocjenama (npr. eksplicitno racunajuci vrijednosti koje se pojavljuju u medukoracima dokaza
teorema 1.18), mozZemo dobiti bolje ocjene.

1.5 Izmjenjivi parovi

U ovom poglavlju, prou¢avamo jos jedan kontekst u kojem Steinova metoda daje
zadovoljavajuce rezultate.

Definicija 1.20. Uredeni par (W, W') slucajnih varijabli je izmjenjivi par ako vrijedi

(W, W) 4 (W', W). Dodatno, ako za neki 0 < a < 1 izmjenjivi par (W, W') zado-
voljava i jednakost
E[W' |W]=(1-a)W,

tada uredeni par (W, W') zovemo a-Steinovim parom.
Dokazimo neka osnovna svojstva Steinovih parova.
Propozicija 1.21. Neka je (W, W') izmjenjivi par.

1. Ako je F: R? — R antisimetricna funkcija, to jest, F(x,y) = —F(y, x), tada je
E[F(W,W)'] = 0.

Ako je (W, W) a-Steinov par s Var(W) = o2, tada je
2. E[W] =0iE[(W — W)?] = 2ac>.
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Dokaz. Prva tocka slijedi iz sljedeceg niza jednakosti
E[F(W,W')] = E[F(W',W)] = —E[F(W, W')]

pri ¢emu prva jednakost vrijedi zbog izmjenjivosti, a druga zbog antisimetri¢nosti
funkcije F.
Za drugu tvrdnju, prvo, uo¢imo da je

E[W] = E[W'] = E[E[W" | W]] = E[(1 —a)W] = (1 —a)E[W]
pri ¢emu prva jednakost vrijedi zbog izmjenjivosti, zbog ¢ega je E[W] = 0. Nadalje,
E[(W' — W)?] = E[W"”] + E[W?] — 2E[W'W]
= 202 — 2E[E[W'W | W]]
=202 — 2E[WE[W' | W]]
=20% —2(1 —a)E[W?]
= 2a0°.
O

Kao i prije, klju¢an ¢e nam biti teorem koji daje ogradu na Wassersteinovu uda-
ljenost izmedu neke slucajne varijable od interesa i jedini¢cne normalne slucajne
varijable.

Teorem 1.22. Ako je (W, W') a-Steinov par uz E[W?] = 1te Z ~ N(0,1), tada je

v/ Var(E[(W' —W)2 | W])  E[W -WJ?
J2ra L TR

Dokaz. Neka je f ograni¢ena funkcija s ograni¢enom prvom i drugom derivacijom
i neka je F(w) := [, f(t)dt. Sada, zbog izmjenjivosti para (W, W’) i Taylorovog
razvoja, vrijedi

0 = E[F(W') — F(W)]

= E (W~ W)f(W) + 3 (W'~ WPF (W) + (W = W) F" (W)
gdje je W* slucajna veli¢ina izmedu W i W’. Jer je (W, W’) a-Steinov par, vrijedi
E[(W' = W)f(W)] = E[E[(W' = W)f(W) | W]
= E[f(WE[W' - W) | W]]
= —aE[Wf(W)].
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Kombinirajuéi prethodne dvije jednakosti, dobivamo

a 2 ¢/ r 31 *
s )] - [V HEF O (W WRF )

Iz zadnje jednakosti, slijedi da je

E[(W —W)? | W E|W' —W/J?
L)~ WEW)I < 1 |1 — L g g EE L
gdje smo na uvjetnu vjerojatnost u prvom ¢lanu na desnoj strani presli na isti nacin

kao i prije.

Sada, uz pretpostavku daje Var(W) = 1, koriste¢i drugu ¢injenicu iz prethodne
propozicije, vrijedi E[E[(W' — W)? | W]] = 2a. Primjenom Cauchy-Schwarzove
nejednakosti na taj ¢lan, uz to da promatramo funkcije f takve daje || |0 < vV2/7
i|lf"|l <2, dobivamo traZenu ogradu iz tvrdnje teorema.

]

Generalna strategija je za neku sluc¢ajnu varijablu W pronadi slu¢ajnu varijablu
W' na istom vjerojatnosnom prostoru takvu da (W, W’) bude a-Steinov par. Pro-
nalazak takve slucajne varijable ¢esto nije jednostavan. Takoder, ¢esto je korisno
koristiti ¢injenicu da je
Var(E[(W' — W)? | W]) < Var(E[(W' —W)?| F]),

za sve o-algebre F koje sadrze o(W). Ovo nam omogucava da uvjetujemo na vece
o-algebre, za koje je lakSe racunati uvjetno ocekivanje. Dokaz ove cinjenice nije
pretjerano kompliciran. Raspisivanjem definicije varijance i koriStenjem svojstva
uvjetnog oc¢ekivanja, dobijemo da je ekvivalentno dokazati

E[E[(W —W)* | W] < E[E[(W' - W)? | FI?].
U svrhu laks$eg zapisa, ozna¢imo X = (W' — W)?, Y = E[X | F]. Opet, iz svojstva
uvjetnog ocekivanja, znamo da je E[X | W] = E[Y | W], jer je c(W) C F. Dakle,
dokazujemo
E[E[Y | W] <E[Y?],
no to je posljedica Jensenove nejednakosti i ¢injenice da je E[Y | W] = E[Y].
Primjer 1.23 (Centralni grani¢ni teorem). Neka su Xy, ..., X,, nezavisne slucajne va-
rijable koje zadovoljavaju E[X}] < oo, E[X;] = 01i Var(X;) = 1, za sve i. Defini-
rajmo W = n=1/2Y" | X;. Neka je I slucajno, uniformno odabran indeks iz {1,...,n},
(X}, ..., X},) nezavisna kopija vektora (X, ..., X;) i definirajmo
X X

W =w-=L 2L
Vi n
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Lagano se vidi da je (W, W') izmjenjiv par. DokaZimo da je takoder i 1/n-Steinov par.
Racunamo

E[W' —W | (Xy,...,Xp)] = —=E[X] — X1 | (X3,..., X4)]

[(Xi = Xi | (X1, Xn)]

-

N
I
—

S5

I

|
S|
I™-

S| =

S{ES

I

|
= |

gdje u drugom redu uvjetujemo po 1, a u zadnjem redu koristimo nezavisnost od X' i X te
¢injenicu da je E[X!] = 0 za sve i.

Sada, jer je c(W) C 0(Xy, ..., Xn), koriste¢i svojstvo uvjetnog ocekivanja, dobivamo
E[W' — W | W] = =W /n, kao sto smo i htjeli dokazati.

Sada mozZemo primjeniti teorem 1.22. Ocijenimo

1 n 8 n
EW - WP = 5 Y EIX; - XiPP < 75 Y E|XiP,
i=1 i=1

gdje smo koristili nejednakost izmedu arimeticke i geometrijske sredine u obliku
a+b)2 = a® 4+ 3a%b + 3ab? + b® < 4a® + 453
(

i ¢injenicu da su X; i X] jednako distribuirani.
Za drugi ¢lan, racunamo

gdje smo u prvom jednakosti opet uvjetovali po I, a u drugoj koristili nezavisnost X' i X te
Cinjenicu da je E[X/?| = 1. Sada, uzimajuci varijancu na obje strane, vrijedi

Var(E[(W — W)? | (Xy,...,Xy)]) <
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Kombinirajuci upravo dokazane ograde, uz primjenu teorema 1.22, dobili smo
[2ESEX] o o
dw(W,Z) <4/ =F————+ = Y E|X; 2.
w(W,2) T 2n *3 Z; il

U slucaju da su X; nezavisne i jednako distribuirane, vidimo da je ocjena reda veli¢ine
n=1/2, §to je upravo najbolje moguce. Takoder, pretpostavka o Cetvrtim momentima nije
potrebna ako se odlucimo na ocjenjivanje izraza koji se pojavi kao medukorak u dokazu
teorema.

1.6 Veli¢inom pristrano sparivanje

U ovom poglavlju promatramo kako ocijeniti Wassersteinovu udaljenosti izmedu
nenegativne slucajne varijable X i jedini¢ne normalne slucajne varijable, koristeci
veli¢inom pristran par.

Definicija 1.24. Za nenegativnu slucajnu varijablu X > 0s E[X] = u < oo, kaZemo
da X® ima veli¢inom pristranu distribuciju s obzirom na X ako za sve funkcije f: R — R
takve da je E| X f(X)| < oo vrijedi

E[Xf(X)] = pE[f(X*)].

Ono $to se odmah vidi iz definicije, raspisujuci oba o¢ekivanja, jest da ako su F
i F° redom funkcije distribucije za X i X®, vrijedi

dF(x) = %dF(x).

Posebno, ako X ima gustoéu f s obzirom na Lebesgueovu mjeru, ima i X® i ta gus-

toca je dana s f°(x) := o (x). Takoder, ako je X diskretna slu¢ajna varijabla s

vrijednostima u N, vrijedi

P(XE = k) = %nv(x — k).

Opet nam je kljucan teorem koji daje ocjenu na Wassersteinovu udaljenost od jedi-
ni¢ne normalne distribucije.

Teorem 1.25. Neka je X > 0 nenegativna slucajna varijabla takva da je E[X] = p < oo i
Var(X) = 02 < co. Neka je X® slucajna varijabla na istom vjerojatnosnom prostoru kao i
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X i neka ima velicinom pristranu distribuciju s obzirom na X. Akoje W = (X —u)/c i
Z ~ N(0,1), vrijedi

dw(W,Z) < %\/g\/Var(]E[XS - x| X))+ LE((x - X3,

Dokaz. Direktnim raspisivanjem iz definicija dobivamo

o= [0 ()] (7)1 (5)

Kao i inace, zanimaju nas ograni¢ene funkcije f s ogranic¢ene prve dvije derivacije.
Taylorov razvoj izraza na desnoj strani nam daje

E(WF(W)] = (ETIE [XS; X o (X - y) N (XSZ(_TZX)Zf” (%ﬂ ;

(o4

gdje je X* slucajna veli¢ina izmedu X i X®. Iz nejednakosti trokuta slijedi
ELf (W) —wiw)] < [E[f ) (1- e —x)] |+

—I_ F
S obzirom da samo promatramo funkcije f takve daje || f'|l0 < V2/ 71 || f"||oo < 2,
lagano se vidi da je drugi ¢lan na desnoj strani ograni¢en drugim sumandom iz
tvrdnje teorema, a prvi ¢lan je ogranicen sa

\f ‘1—K1E[ -X | X]| < \[\/Var Xs— X | X]),

pri ¢emu smo koristili Cauchy-Schwarz nejednakost i ¢injenicu da je E[X®] = (¢ +

w2/ .

O

Preostaje pitanje kako za slucajnu varijablu X = Y!' ; X; konstruirati odgovara-
ju¢u veli¢inom pristranu slucajnu varijablu X®°. Pretpostavljamo da su X; nenega-
tivne slu¢ajne varijable s kona¢nim ocekivanjem y; = [E[X;]. Konstrukciju radimo
kroz sljedece korake.

1. Zasvakii = 1,2,...,n, neka je X veli¢inom pristrana slucajna varijabla s
obzirom na X;, nezavisna od (Xj);i i (X});ji. Definiramo slucajni vektor

( X]( )) j#i tako da je njegova distribucija, uvjetno na X? = x, jednaka distribu-
ciji vektora (X;);; uz uvjet X; = x.
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2. Odaberemo slucajan indeks I € {1,...,n}, uz distribuciju P(I = i) = u;/u
gdje je 1 = E[X].

. . (I)
3. Definiramo X°® = Z]-#I X]- + Xj.

U slucaju kada su X} neprekidne slucajne varijable, dogadaj X} = x je vjerojat-
nosti nula pa uvjetujemo na dogadaje vjerojatnosti nula. Da bi to mogli napraviti,
u slucaju kada slucajne varijable nemaju gustocu, koristimo regularne uvjetne dis-
tribucije, za koje znamo da postoje jer radimo na potpunom separabilnom metric-
kom prostoru, zajedno s Borel izmjerivim skupovima. Za vise detalja, pogledati 5.
poglavlje u [6].

Propozicija 1.26. Neka je X = Y' | X;, pri ¢emu su X; > 0, E[X;] = p; < oo te
u=E[X] =Y u. Ako je X°® konstruirana kao gore, tada X°® ima velicinom pristranu
distribuciju s obzirom na X.

Dokaz. Neka je X = (Xj,...,Xn)izai = 1,...,n, neka je X! vektor kojem je j-
ta koordinata jednaka X]@ za j # i, a i-ta koordinata jednaka X?. Da bi dokazali
propoziciju, dovoljno je dokazati

E[Xf(X)] = uE[f(X")]

za f: R" — R za koje je E|Xf(X)| < oco. Ako na desnoj strani uvjetujemo na I i
raspiSemo, uo¢avamo da je dovoljno dokazati da je

E[X;f(X)] = pE[f(X)], i=1...n
Neka je h(X;) := E[f(X) | X;]. Tada
E[Xif (X)] = E[Xih(X;)] = wlE[R(X})],

Sto je upravo ono $to smo htjeli dokazati.

Dvije jednostavne posljedice prethodne propozicije su sljedece.

e Ako su slucajne varijable Xy, ..., X;; nezavisne, tada X* = X — X; + X} ima
veli¢inom pristranu distribuciju s obzirom na X.

e Ako Xj, ..., X, poprimaju vrijednosti nula ili jedan, tada X* =} ., X]U) +1
ima veli¢inom pristranu distribuciju s obzirom na X.
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Prva ¢injenica slijedi jer zbog nezavisnosti kao slucajni vektor (X](l)) j#i MOoZemo
koristiti upravo (X;);;. Druga ¢injenica slijedi jer je za bilo koju Bernoullijevu slu-
¢ajnu varijablu X, X° = 1.

Koristeé¢i prvu ¢injenicu, na jos jedan nacin moZemo ocijeniti Wassersteinovu
udaljenost od jedini¢ne normalne distribucije za sumu nezavisnih slucajnih varija-

Primjer 1.27 (Broj izoliranih vrhova u Erd6s-Rényijevom grafu). Neka je dan G =
G(n, p) Erdds—Rényijev graf i neka je X; indikator da je vrh v; izoliran, odnosno, stupnja
nula. Tada je X = Y_}' 1 X; ukupan broj izoliranih vrhova grafa G. Koristimo teorem 1.25
da bi ocijenili Wassersteinovu udaljenost izmedu jedinicne normalne distribucije i slucajne
varijable W = (X — ) /o, gdje je u = E[X] i 0 = Var(X).

Potrebno je konstruirati slucajnu varijablu X°, koja ée imati velicinom pristranu dis-
tribuciju s obzirom na X. Prethodna propozicija i diskusija nakon nje nam govori da to
radimo na sljede¢i nacin. Prvo uniformno odaberemo indeks I € {1, ...,n}, onda stavimo
X1 = 1 te prilagodimo ostale sumande uvjetujuci na Xy = 1. S obzirom da X; = 1 znaci
da je vrh vy izoliran, to dobivamo tako sto obriSemo sve bridove iz vy. Posebno, G uz uvjet
da je X; = 1 je samo Erdds—Rényijev graf na preostalih n — 1 vrhova. Dakle, X® je broj
izoliranih vrhova u G nakon sto smo obrisali sve bridove iz v;.

Kako bi primijenili teorem 1.25, potrebno je izraCunati E[X], Var(X), Var(E[X® — X |
X]) te E[(X® — X)?]. Racunamo redom. S obzirom da je vjerojatnost da je neki dani vrh
izoliran jednaka (1 — p)"~!, vrijedi

p=E[X]=n-(1-p)""
Takoder, sve Xy, ..., Xy su jednako distribuirane pa vrijedi
0% = Var(X) = u(1— (1 —p)" 1)+ n(n — 1) Cov(Xy, Xo)
=p(1+ (np-1)(1-p)"?),

jer je E[X1Xa] = (1 — p)?"~3. Oznacimo s d; stupanj vrha v; u grafu G i neka je D; broj
vrhova povezanih s v; kojima je stupanj tocno jedan. Tada je

XS—X:DI—FH[CI[ >O]
pa vrijedi

Var(E[X° — X | G]) = %Var <i(Di +1[d; > 0]))
i=1

Var <f Di> + Var (i 1[d; > 0])]

i=1
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gdje prou jednakost dobivamo tako sto smo uvjetovali na I. Jer je Y ' 1 1[d; > 0] =n — X,
drugi ¢lan na desnoj strani nejednakosti je jednak Var(X). Uocimo da je Y} ; D; broj
vrhova u G koji imaju stupanj jedan, Sto se moZe napisati i kao Y ;' 1 Y;, gdje je Y; indikator
da je stupanj vrha v; u G jednak jedan. Slijedi

Var (é Di) =n(n—1)p(1—p)"*(1— (n=1)p(1-p)"?)

+n(n—1)Cov(Yy, Ya)
=n(n=1)p(1—p)" 1= (n—1)p(1—p)"?
+(1=p)" P+ (=121 p)" 7,
jer je E[Y1Yz] = p(1— p)*"~* + (n = 1)2p*(1 — p)*"~>.
Naposljetku, racunamo

E[(X* - X)?] = B[E[(X* - X)?| X]] = 12 E{(D; +1[d; > 0]

f E[(D; +1)?] = E[D?] + 2E[D;] + 1.
i=1

<

S|

Ako Dy napiSemo kao sumu indikatora, pokaZe se da je
E[DY] = (n = 1)p(1—p)" 2+ (n =1)(n = 2)p*(1 = p)*"~>.

Jer je D1 < D? gotovo sigurno, dobili smo sve traZene ograde i moZemo primijeniti teorem
1.25. Konkretno, dokazali smo sljedeci teorem.

Teorem 1.28. Ako je X broj izoliranih vrhova u Erdds—Rényijevom grafu G(n,p), W =
(X —u)/ocizanekil < a < 2ovrijedi lim,_o n*p = ¢ € (0,00), tada

dw(W,2) < 5,

za neku konstantu C.

1.7 Nula pristrano sparivanje

U prethodnom poglavlju promatrali smo veli¢inom pristrane distribucije, koje su
bile definirane samo za nenegativne slucajne varijable. Sada promatramo nula pris-
trane distribucije koje su definirane za sve slucajne varijable kojima je ocekivanje
nula.
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Definicija 1.29. Neka je W slucajna varijabla za koju je E[W] = 0i Var(W) = 02 < co.
KaZemo da slucajna varijabla W* ima nula pristranu distribuciju s obzirom na W ako za
sve apsolutno neprekidne funkcije f takve da je E|W f(W)| < oo vrijedi

E[Wf(W)] = o”E[f' (W?)].

Ako promatramo preslikavanje koje slucajnoj varijabli s o¢ekivanjem nula i ko-
nac¢nom varijancom pridruZzi njenu odgovarajuc¢u nula pristranu slucajnu varijablu,
vidimo da je fiksna tocka tog preslikavanja upravo normalna distribucija. Zbog
toga, heuristicki o¢ekujemo da ,skoro fiksne tocke” tog preslikavanja budu pri-
blizno normalne. Formalno je to opisano u sljede¢em teoremu.

Teorem 1.30. Neka je W slucajna varijabla s ocekivanjem nula i varijancom jedan. Neka
je W* njena odgovarajuéa nula pristrana slucajna varijabla definirana na istom vjerojat-
nosnom prostru. Ako je Z ~ N(0,1), tada

dw (W, Z) < 2E|W? — W|.

Dokaz. Neka je F familija svih funkcija f: R — R takvih daje ||f'[l« < V2/7 i
[ lloor [1f"|leo < 2. Tada

dw(W, Z) < sup [E[f' (W) — Wf(W)]|

feF

= sup [E[f'(W) — f'(W?)]]
feF

= sup || /" | E[W — WZ|,
feF

Sto je upravo traZena tvrdnja.

DokaZimo neka osnovna svojstva nula pristrane distribucije.

Propozicija 1.31. Neka je W slucajna varijabla takva da je E]W] = 0 Var(W) = ¢2 <
Q.

1. Postoji jedinstvena vjerojatnosna distribucija i slucajna varijabla W* s tom distribu-
cijom za koju vrijedi
E[Wf(W)] = o*E[f'(W?)]

za sve apsolutno neprekidne funkcije f takve da je E|W f(W)| < oo.
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2. Distribucija slucajne varijable W* definirana u prethodnoj tocki je apsolutno nepre-
kidna s obzirom na Lebesgueovu mjeru s gustocom

p*(w) = c PE[WIL[W > w]] = —0c *E[WI1[W < w]].

Dokaz. Pretpostavimo da je 0> = 1. Generalni slucaj se rjeava na sli¢an nacin.
Dokazati ¢emo obje tocke istovremeno, dokazujudi da je p* uistinu funkcija gustoce
koja definira distribuciju k0]a zadovoljava prvu tocku.

Prvo promatramo f(x fo t)dt za neku nenegativnu funkciju ¢ integra-
bilnu na kompaktima. Tada

/Ooof/(u)lE[Wll[W > u]|ldu = /OOO g(u)E[WIL[W > u]|du
max{0,W}
=FE {W/o g(u)du} = E[Wf(W)1[W > 0]].

Koristedi isti argument, vrijedi f_ooo fl(u)p*(u)du = E[Wf(W)L1[W < 0]]. Upravo
dokazane jednakosti daju

| £/)p(u)dn = EWF(W)]

za sve funkcije f koje imaju gore opisanu reprezentaciju. No, kako ]e f apsolutno
neprekidna funkc1]a sigurno ¢e postojati funkcija ¢ takva da je f fo

te funkciju ¢ moZemo rastaviti na pozitivni i negativni dio te se pozvat1 na upravo
dokazano.

Dokazimo da je p* vjerojatnosna distribucija. 1z same definicije vidimo da je
funkcija nenegativna. Takoder, dvije reprezentacije iz definicije su jednake jer je
E[W] = 0. Vrijedi i

o0 0
/0 p*(u)du = E[W21[W > 0]] i / p*(u)du = E[W1[W < 0]]
paje [p p*(u)du = E[W?] = 1.

Naposl]etku, jedinstvenost vrijedi jer za dvije sluc¢ajne varijable X i Y takve da

je E[f'(X)] = E[f'(Y)] za sve funkcije f koje su neprekidno derivabilne s kompak-

: - T d
tnim nosacem vrijedi X = Y.
O
Uocimo, ako je W slucajna varijabla s o¢ekivanjem nula i kona¢nom varijancom,

iz definicije se jednostavno provjeri da je (aW)? 2 aW?, zbog ¢ega nismo nista
izgubili u prethodnom dokazu pretpostavljajuci da je Var(W) = 1.
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Naposljetku, opet nas zanima kako konstruirati nula pristranu distribuciju u
slu¢aju kada je W zbroj nezavisnih slucajnih varijabli. Neka su Xj, ..., X;, nezavisne
slucajne varijable s o¢ekivanjem nula, Var(X;) = o? te Y./ ; 0> = 1. Definirajmo
W =Y.' ; X;. Konstrukcija je sljedeca.

1. Zasvakii =1,2,...,n,neka X7 ima nula pristranu distribuciju s obzirom na
X; te neka je X7 nezavisna od (X;);; i (Xf)j;éi-

2. Odaberimo nasumi¢no I € {1,...,n} s vjerojatnosti P(I = i) = 0?.

3. Definiramo W* = Zj# X;+ X7

Propozicija 1.32. Neka je W = Y | X; definirana kao gore. Ako je W* konstruirana
slijedeci korake 1-3, tada W* ima nula pristranu distribuciju s obzirom na W.

Dokaz. Za sve apsolutno neprekidne funkcije f vrijedi

I

N
Il
—_

E[Wf(W)] E[X;f(W - X; + X;)]

GPE[f(W — X; + X})]

I
gt

~
I
[y

|
=

N
Il
—_

E[f(W — X; + X{)U[I = i]

I
les!

(W — X1+ X7)]

gdje smo u drugoj jednakosti koristili nezavisnost slucajnih varijabli X; i W — X; te
osnovno svojstvo nula pristrane distribucije, a u trecoj jednakosti koristimo neza-
visnost varijable I od ostalih sluc¢ajnih varijabli.

O



Poglavlje 2

Jaka ulaganja

Neka su €1, €3, ... nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable ocekivanja
nula i E[e?] = 1. Definirajmo Sy = YF_; ;. Donskerov teorem nam govori da ako
definiramo S* kao linearnu interpolaciju procesa (S;),eN, to jest,

S*(t) = Sk akot =k e N
| linearno na [k, k + 1],

vrijedi da (S*(nt)/+/n)i>o konvergira slabo prema standardnom Brownovom gi-
banju kada 7 ide u beskona¢no, na prostoru C[0, 1].

Nas cilj u ovom poglavlju je konstruirati Brownovo gibanje (B;);>p na istom
vjerojatnosnom prostoru na kojem su i (Sy)xen takvo da

Sx—B
jmax |Si — Byl
raste sporo. Optimalnu ogradu su dali Komlés, Major i Tusnddy u [5] gdje su do-
kazali da u slucaju kada &7 ima kona¢nu funkciju izvodnicu momenata na nekoj
okolini nule, vrijedi
max |Sk — Bx| = O(logn).
<n

Konkretno, dokazali su sljededi teorem.

Teorem 2.1 (Koml6s-Major-Tusnaddy). Neka su €1,¢€y, ... nezavisne jednako distribu-
irane slucajne varijable za koje vrijedi E[e1] = 0,E[e3] = 11 Elexp(8le1])] < oo za neki
0 > 0. Zak € N, definiramo Sy = YX_, ¢;. Tada je za svaki n moguce konstruirati ver-
ziju procesa (Sy)o<k<n i standardno Brownovo gibanje (By)o<i<n na istom vjerojatnosnom
prostoru takve da za svaki x > 0 vrijedi,

P(max|S — By| > Clogn +x) < Ke ¥,
<n

40
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za neke konstante C, K i A koje ne ovise o n.

Mi éemo dokazati slabiju varijantu teorema, u kojem su ¢; Rademacherove slu-
¢ajne varijable (primaju vrijednosti £1, svaku s vjerojatnosti 1/2), no za razliku
od upravo iskazanog teorema, modi ¢emo spariti cijeli proces (Si)xen S Browno-
vim gibanjem (B¢);>0 tako da tvrdnja vrijedi za sve 1, simultano. Iako je to samo
poseban slucaj generalnog teorema, dovoljan je za analiziranje jednostavnih sime-
tri¢nih slucajnih Setnji (SRW). Dokaz koji éemo pokazati je fundamentalno razli¢it
od originalnog dokaza te tehnicki manje zahtjevan.

Dokaz ¢e se temeljiti na konceptu Steinovog koeficijenta koji ¢e nam omoguditi
da proizvoljnu slucajnu varijablu W sparimo s normalnom slu¢ajnom varijablom
Z tako da W — Z ima eksponencijalno padajuce repove. Formalno, vrijedi sljedeci
teorem.

Teorem 2.2. Neka je W slucajna varijabla ocekivanja nula i konacne varijance. Neka je T
druga slucajna varijabla, definirana na istom vjerojatnosnom prostoru kao i W takva da kad
god je ¢ Lipschitzova funkcija i ¢' njena derivacija gotovo svugdje vrijedi

E[Wg(W)] = E[¢/(W)T]. (2.1)

Pretpostavimo da je |T| gotovo sigurno ogranicena konstantom. Tada, za svaki 0> > 0,
mozZemo konstruirati Z ~ N(0,02) na istom vjerojatnosnom prostoru tako da zasve ® € R

vrijedi
20%(T — 02)2”

Elexp(8]|W — Z|)] < 2E {exp ( =

U sluc¢aju da W i T zadovoljavaju prvi uvjet teorema, kaZemo da je T Steinov
koeficijent za W. Uoc¢imo, ako je T ~ ¢? s velikom vjerojatnosti, W ¢e biti blizu
N(0,0?), $to zaklju¢ujemo iz (2.1) i Steinove leme.

Kljuéni koraci u provedbi dokaza KMT teorema za SRW ¢e biti pronalazak Ste-
inovih koeficijenata za odgovarajuce slucajne varijable, koriStenje upravo iskaza-

nog teorema te induktivni korak. Kao medukorak, dokazat ¢emo i sljedeci teorem.

Teorem 2.3. Postoje univerzalne konstante C, K i Ay takve da vrijedi sljedece: neka je n >
2 proizvoljan. Pretpostavimo da su €1, ..., &, izmjenjive slucajne varijable koje primaju
vrijednosti £1. Zak = 0,1,...,n neka je Sy = Z?ﬂ g; i neka je Wy = Sy — %Sn. Tada
je moguce konstruirati verziju slucajnih varijabli Wy, . . ., Wy, i standardan Brownov most
(Bt)o<t<1 na istom vjerojatnosnom prostoru takve da za sve 0 < A < Ag vrijedi

~ KA2S2
Elexp(A 1?<ax |Wy — v/nBy/u])] < exp(Clogn)E |exp ” .
n
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Podsje¢amo, Brownov most na [0, 1] je slu¢ajni proces definiran kao
Wi = By — tBy,

pri ¢emu je B standardno Brownovo gibanje. Intuitivno, proces W moZemo shvatiti
kao da smo Brownovo gibanje uvjetovali na dogadaj By = 0. Brownov most ima
kovarijacijsku funkciju (s, t) = s A t — st.

2.1 Teorem o sparivanju

Prvo ¢emo dokazati teorem 2.2. To radimo kroz niz lema. Dokaz prve od njih je
tehnicki zahtjevan, a tehnike koristene u dokazu nisu potrebne za druge dokaze pa
ga izostavljamo.

Lema 2.4. Neka je n prirodan broj i neka je A neprekidna funkcija iz R" u skup svihn x n
pozitivno semidefinitnih matrica. Pretpostavimo da postoji konstanta b > 0 takva da za sve
x € R",

A < b.

Tada postoji vjerojatnosna mjera y na R" takva da ako je X slucajni vektor s razdiobom u,
tada
Elexp({6, X))] < exp(0]|6]?)

zasve € R" te
E[(X, Vf(X))] = E[Tr(A(X) Hess f(X))]

za sve f € C2(IR") takve da su ocekivanja
E|f(X)?, E[|Vf(X)||* 1 E| Tr(A(X) Hess f(X))|
konacna.

Lema 2.5. Neka su A i X kao u lemi 2.4. Neka su1 < i < j < n proizvoljni. Definiramo
vij(x) = a;i(x) + aj;(x) — 2a;;(x),
gdje a;j oznacava element na mjestu (i,j) matrice A. Tada, za sve 0 € R, vrijedi
Elexp(6]X; — X;)] < 2E[exp(26%0;(X))]-
Dokaz. Neka je k prirodan broj. Definiramo f: R” — R

fx) = (x = x).
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Direktnim ra¢unom dobivamo
(x, VF(x)) = 2k(x; — x;)**

te
Tr(A(x)Hess f(x)) = 2k(2k — 1) (x; — xj)Zk_zvij(x).

43

Jer je matrica A pozitivno definitna, funkcija v;; je nenegativna. Primjenom Hélde-

rove nejednakosti dobivamo

k=1

E|Tr(A(X)Hess f(X))] < 2k(2k — 1) (E[(X; — Xj)zk])

Iz drugog identiteta u lemi 2.4 mozemo zakljuditi

k=1
k

=

E[(X; — X;)*] < (2k — 1)(E[(X; — X;)*]) % (E[v;;(X)"])

Sto povlaci

E[(X; — X;)*] < (2k — 1)"E[o;(X)].
Vrijedi

Elexp(0|X; — X]|)] < 2E[cosh(8(X; — X]))]
= 6FE[(X; - X))
=2
kgo (2k)!
— 1)F0%Ev;;(X)"]

(2k)!

@ (2k
<2+2Z(
k=1

pa koriste¢i nejednakost
(2k —1)k 2k
~ 7 < —
(2k)! k!

dobivamo traZenu tvrdnju.

© (Efog (X))~

]

Lema 2.6. Neka je p vjerojatnosna funkcija gustoce na R, pozitivna na intervalu (ograni-
cenom ili neogranicenom), a nula van tog intervala. Pretpostavimo [~ _xp(x)dx = 0. Za

svaki x u nosacu funkcije p, definiramo
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Van nosaca, neka je h = 0. Neka je X slucajna varijabla s gustocom p i konacnim drugim
momentom. Tada vrijedi
E[Xo(X)] = E[1(X)¢'(X)] (2.2)

za sve apsolutno neprekidne funkcije p takve da su obje strane jednakosti dobro definirane i
E|h(X)p(X)| < oo. Stovise, ako je hy neka druga funkcija koja zadovoljava (2.2) za sve
Lipschitzove ¢, tada je hy = h gotovo svugdje na nosacu funkcije p.

Obratno, ako je Y slucajna varijabla takva da vrijedi (2.2), gdje umjesto X stoji Y, za
sve ¢ takve su |@(x)|, |x@(x)| i |h(x)¢@'(x)| uniformno ogranicene, tada Y ima gustocu
0.

Dokaz. Neka je u(x) = h(x)p(x). To je neprekidna funkcija, pozitivna na nosacu
funkcije p te vrijedi limy_, oo #(x) = limy 00 u(x) = O jer

u(x) = /xwyp(y)dy = —/xoo yp(y)dy.

Jer je [E[X?] < oo, primjenom Fubinijevog teorema dobivamo

E[h(X)] = / u(x)dx = E[X?] < c.
Kada je ¢ ogranicena Lipschitzova funkcija, jednakost (2.2) slijedi iz parcijalne in-
tegracije,

T P
- (p(x)u(x))io+/_°° ¢ (x)u(x)dx = /_Z ¢ (x)u(x)dx

Sada, neka je ¢ proizvoljna apsolutno neprekidna funkcija, i nekaje g: R — [0, 1]
C® funkcija takva daje g(x) = 1na [—1,1] i g(x) = Oizvan [—2,2]. Zasvakia > 1,
neka je
Pa(x) = (x)g(x/a).
Vrijedi
9a(x) = ¢'(x)g(x/a) +a " p(x)g'(x/a).

Lagano se vidi da su funkcije ¢, i ¢}, ogranicene i konvergiraju po tockama k ¢ i ¢’
kada a — oo. Stovise, |x@,(x)| < |xg(x)]| te

()@ ()| < [1(2) 9" (x)| + a7 | oo () @ (x).
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Jer smo pretpostavili da su E|X¢(X)|, E|h(X)¢'(X)| i E|h(X)¢(X)| kona¢ni, mo-
Zemo primijeniti teorem o dominiranoj konvergenciji i zaklju¢ujemo da (2.2) vrijedi
za funkciju ¢.

Sada, pretpostavimo da je i1 neka druga funkcija koja zadovoljava (2.2) za sve
Lipschitzove ¢ i E[X?] < oo. Neka je ¢(x) Lipschitzova funkcija za koju je ¢'(x) =
sign(hy(x) — h(x)). Tada

0 = E¢/(X) (1 (X) — h(X))] = Bl (X) — h(X)|

paje hy = h gotovo svugdje na nosacu gustoce p.
Za obrat, neka X ima gustoc¢u p i neka je v: R — R proizvoljna ograni¢ena
funkcija. Oznac¢imo m = E[v(X)] i definiramo

1 X _1 [e¢]
2(x) = ey | P —midy = o5 [ o) (o) —m)dy
na nosacu funkcije p. Jer je u nenegativna i apsolutno neprekidna na nosacu funk-
cije p, funkcija ¢ je dobro definirana i apsolutno neprekidna. DokaZimo da je
|x@(x)| uniformno ogranicena. Ako je x > 0, vrijedi

ro)| = |5 [ ()~ midy
2ol [

< )] s yo(y)dy = 2[[v]|eo.

Sli¢no dokazemo da ista ograda vrijediiza x < 0. Direktnom provjerom dokaZemo
daje

h(x)¢'(x) — xp(x) = o(x) —m
zbog ega je |h(x)¢’(x)| uniformno ogranic¢ena. Naposljetku, jer je ¢ neprekidna,

[p(x)] < sup [@(t)] + [xep(x)],

lt<1

funkcija ¢ je takoder uniformno ogranicena.
Dakle, ako je Y slucajna varijabla takva da (2.2) vrijedi za Y umjesto X i sve ¢
za koje su |¢(x)|, |[x@(x)| i |h(x)¢'(x)| uniformno ogranicene, tada

E[v(Y)] - E[o(X)] = E[o(Y) —m] = E[h(Y)¢'(Y) = Yp(Y)] =0,

dakle X i Y su jednako distribuirane.
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Naposljetku, dokaZimo teorem 2.2

Dokaz. Pretpostavimo da W ima gustodu p s obzirom na Lebesgueovu mjeru koja
je pozitivna i neprekidna svugdje. Definirajmo h kao u lemi 2.6. Tada, koristeci
svojstva uvjetnog o¢ekivanja, funkcija w — E[T | W = w| zadovoljava ista svojstva
kao i funkcija i pa iz dokazane jedinstvenosti u lemi 2.6, vrijedi

h(w) =E[T | W=w], gs.

Funkcija & je nenegativna po definiciji pa moZzemo definirati funkciju A iz R? u
prostor svih 2 x 2 pozitivno semidefinitnih matrica kao

h(xl) g h(xl) .

o/h(x1) o?

Uoc¢imo, funkcija A ne ovisi o x; i matrica je uistinu pozitivno semidefinitna. Ta-
koder, jer smo pretpostavili da je p neprekidna, onda su takoderihi A. Jerje T
ogranic¢ena konstantom, onda je i /.

Neka je X = (X3, X») slucajan vektor koji zadovoljava svojstva iz leme 2.4 uz
upravo definirani A. Nekaje ¢: R — IR apsolutno neprekidna funkcija takva da su
lo(x)|, |x@(x)| 1 |h(x)¢'(x)| uniformno ogranicene. Neka je ® takva da je &' = ¢.
MoZemo pretpostaviti da je ®(0) = 0. Definiramo f: R? — R, f(x1,x2) = ®(x1).
Tada, za neku konstantu C, za sve x1, xp vrijedi

A(x1,x2) =

|[f(xr, x2)| < Claal, [V £ (x1, 22)[| < C, [ Tr(A(x1, x2) Hess f(x1,x2))| < C

gdje prva nejednakost slijedi primjenom teorema srednje vrijednosti. Sada, zbog
leme 2.4, mozemo zakljuciti

E[{X, Vf(X))] = E[Tr(A(X) Hess f(X))],

Sto je zapravo
E[Xi9(X1)] = E[h(X1)¢"(X1)].

S obzirom da upravo dokazana jednakost vrijedi za sve ¢ za koje su |@(x)|, |[x@(x)|
i |h(x)¢'(x)| uniformno ograniceni, po 2.6 zaklju¢ujemo da su X; i W jednako dis-
tribuirani.

Na sli¢an nacin, uzimajudi proizvoljnu ¢ takvu da su |¢(x)|, |[x@(x)] i |¢'(x)|
uniformno ograni¢ene, uz definiranje ® preko ®'(x) = ¢(x) i f(x1,x2) = P(x2),
mozemo zakljuciti

E[X0(X,)] = ?Elg/ (%)
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§to povlaci da je X, ~ N(0,0?). Sada, primjenjujemo lemu 2.5 na par (Xi, X3).

Vrijedi
2
Ulz(xl,xZ) = h(xl) —|—0'2 —20'\/1’1(3(1) = ( h(xl) —0’) .

Jerje h(x1) > 0, vrijedi

2 (h(xn) —02)? _ (h(x) — 0?)?
(,/mx)—o—) = T <

Kako su h(X7) i (W) jednako distribuirani te k(W) = E[T | W], tvrdnja vrijedi
primjenom leme 2.5 i Jensenove nejednakosti.

Dakle, dokazali smo slucaj kada W ima gusto¢u p s obzirom na Lebesgueovu
mjeru koja je pozitivna i neprekidna svugdje. Sada, za svaki ¢ > 0 definiramo
We = W +¢Y, gdjeje Y ~ N(0,1) nezavisna od W. Ako v oznacava distribuciju
slucajne varijable W, tada W; ima gusto¢u

0 e—(x—y)2/2£2d
pe(x) = _mW v(y)

s obzirom na Lebesgueovu mjeru. Funkcija p, je pozitivna i neprekidna svugdje.
Za svaku Lipschitzovu funkciju ¢ vrijedi

E[Wep(We)]

E[We(W +¢Y)] 4+ eE[Yo(W +£Y)]
E[T¢' (W +€Y)] + ’E[¢' (W + £Y)]
E[(T + )¢’ (We)].

Dakle, po prethodno dokazanom, mozemo konstruirati verziju slucajne varijable
We i Ze ~ N(0,0? + £2) na istom vjerojatnosnom prostoru takve da za sve 6,

2 2\2
Elexp(0|W: — Z¢|)] < 2E {exp <%)} .
Neka je . distribucija slu¢ajnog para (W, Z¢). Intuitivno je jasno da je familija
mjera { yie }o<e<1 Napeta. Naime, kako se ¢ smanjuje prema nuli, distribucija slucajne
varijable W; je sve bliza fiksnoj distribuciji W, a slucajna varijabla Z; je po upravo
dokazanom blisko sparena s Wk.

Posebno, zbog napetosti, postojati ¢e gomiliste yo kada ¢ — 0. Neka (Wp, Zg) ~
po. Jer e — 0, vrijedi Wy ~ Wi Zy ~ N(0,0%). Naposljetku, po Skorohodo-
vom teoremu o reprezentaciji, mozemo konstruirati odgovarajuce slucajne parove
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(W, Z¢) na istom vjerojatnosnom prostoru pa zbog Fatouove leme i teorema o mo-
notonoj konvergenciji vrijedi

2(T _ 22
E[exp(8|Wo — Zol)] < limionflE[exp(0|WE — Z:|)] < 2E [exp (W)} .
e—

]

2.2 Konstrukcije Steinovih koeficijenata

U prethodnom poglavlju dokazali smo teorem koji nam omogucava da slucajnu
varijablu za koji postoji Steinov koeficijent sparimo s normalno distribuiranom slu-
¢ajnom varijablom. Sada se fokusiramo na konstrukciju Steinovih koeficijenata za
jednostavnu simetri¢nu slucajnu Setnju te sparivanje iste s odgovaraju¢om normal-
nom slucajnom varijablom. Dokazati éemo dva teorema, od kojih drugi moZzemo
shvatiti kao uvjetnu verziju prvog.

Teorem 2.7. Postoje univerzalne konstante x i 6y > 0 takve da vrijedi sljedece: neka je
n prirodan broj i neka su €1, .. .,&, nezavisne jednako distribuirane uniformne slucajne
varijable na {—1,1}. Neka je S, = Y_i' ; €;. Tada je moguce konstruirati verziju slucajne
varijable Sy, i slucajnu varijablu Z, ~ N(0,n) na istom vjerojatnosnom prostoru tako da
vrijedi

Elexp(60|Sn — Zu|)] < k.

Teorem 2.8. Nekasu ey, .. ., €, proizvoljni elementi skupa {—1,1}. Neka je 7t uniformno
slucajno odabrana permutacija skupa {1,...,n}. Zasvaki1 < k < n, neka je S, =
2’221 €(¢) 1 neka je
kSy

Wk — Sk 7
Tada postoje univerzalne konstante ¢ > 11i 6y > 0 koje zadovoljavaju sljedece. Neka je
n = 3 proizvoljan, Sy, proizvoljanin/3 < k < 2n/3. Tada je moguce konstruirati verziju
slucajne varijable Wy i normalno distribuiranu slucajnu varijablu Zj s ocekivanjem nula i
varijancom k(n — k) /n na istom vjerojatnosnom prostoru takve da za sve 6 < 6y,

CQZS%) .

E[exp(0|Wi — Zi|)] < exp (1 +—

Oba teorema ¢emo dokazati koristeci teorem 2.2. Kao i prije, teoreme ¢emo
dokazati kroz niz lema.
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Lema 2.9. Neka su X i Y dvije nezavisne slucajne varijable, pri cemu je X uniformno
distribuirana na {—1,1}, a Y uniformno distribuirana na [—1,1]. Tada za bilo koju Lips-
chitzoou funkciju ¢ vrijedi

E[Xp(X+Y)] = E[(1 - X¥)¢/ (X + V)]
te
E[Yp(X +Y)] = 2E[(1 - Y2)¢/ (X +Y)]

Dokaz. Vrijedi

1 1
E[(1— XY)¢'(X +Y)] 4/ (1+y)o 1+y)dy+4—1/1(1—y)(p/(1+y)dy.

Parcijalnom integracijom, slijedi
1 1
/1(1 +y)¢' (=1 +y)dy = 2¢(0) - /1 ¢(=1+y)dy
te

1
/1(1—y)<p’(1+y)d = —2¢(0 +/ (1+y)d

Zbrajajudi, dobivamo

1 /1 1 /1
El(1-XV)¢/(X+ V)| =7 [ p(+ndy—7 [ o(~1+y)dy

=E[Xo(X+Y)].
Za drugu tvrdnju, dovoljno je uociti da za bilo koji x, parcijalna integracija daje

1 1_y2

1 /1 1 )
5/1ysv(x+y)dy— 5] (x +y)dy.

Sada smo spremni dokazati teorem 2.7

Dokaz. Zbog jednostavnosti, ozna¢imo S, sa S. Neka je Y slucajna varijabla neza-
visna od €1, .. ., €, i uniformno distribuirana na [—1, 1]. Pretpostavimo da su nam
dane vrijednosti €1, ...,¢,_1 i neka je E~ odgovarajuce uvjetno ocekivanje. Neka

su
n—1
T = Z €1,X = sn.
i=1
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Tada, po lemi 2.9, vrijedi
E-[Xo(S™ +X+Y)|=E[(1-XY)¢'(S+Y)] =E~[(1—&,Y)¢'(S+Y)].
Uzimajudi o¢ekivanje na obje strane, dobivamo
Elen@(S+Y)] = E[(1—¢£,Y)¢'(S+Y)].
Zbog simetrije, to daje
E[Sp(S+Y)] =E[(n—SY)¢'(S+Y)].

Opet, po lemi 2.9, vrijedi
1
E[Yo(S +Y)] = SE[(1-Y?*)¢'(§ +Y)].

Ako oznadimo S = S +Yi

1—Y?

T=n—SY
nS+2,

zbrajanjem dobivamo N N
E[S¢(S)] = E[T¢'(S)].

2 = n. Tada elementaran ra¢un daje

Oznadimo o

(T—0?)? _28+;
o2 T n

Sada, uotimo da je E[S] = 0, E[S?] < oo. Takoder, T je gotovo sigurno ogra-
ni¢ena i vrijedi E[S¢(5)] = E[T¢'(S)] zbog tega moZemo primijeniti teorem 2.2.
Po njemu, moguce je konstruirati verziju slu¢ajne varijable S i sluajnu varijablu
Z ~ N(0,0?) na istom vjerojatnosnom prostoru takve da za sve 0,

Elexp(0|S — Z|)] < 2E[exp(26%c (T — 02)?].

Sada, zbog veze izmedu S i 5, na istom prostoru mozemo i konstruirati verziju od
S takvu daje |S — S| < 1. Slijedi

Elexp(6|S — Z|)] < 2E[exp(|6]| +26%c (T — 0%)?)].
Koristeéi gore dobivenu ogradu na (T — ¢2)?/¢?, dobivamo

Elexp(0|S — Z|)] < 2exp(|0]| + 6?/n)E[exp(46°S?/n)].
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Sada, ako je V ~ N(0, 1) nezavisna od S, imamo

IE[exp(4625% /n)] = E[exp(V/80VS/\/n)]

[Elexp(v/86Ver /v/n | V]")

[cosh(vV/80V /+/n)"],

gdje prva jednakost slijedi iz Fubinijevog teorema, druga iz svojstava uvjetnog oce-

kivanja i nezavisnosti, a zadnja jer je £ uniformna na {—1,1}. Naposljetku, koris-
teci jednostavnu nejednakost cosh x < exp(x?), dobivamo

B

IE[exp(46°S?/n) < E[exp(862V?)] = %W,za 1660% < 1. (2.3)

]

Prelazimo na dokaz drugog teorema.

Lema 2.10. U notaciji teorema 2.8, za sve § € Risve 1l < k < n, vrijedi
IE[exp (6W;/ Vk)] < exp(6?).

Dokaz. Fiksirajmo k i ozna¢imo m(8) = E[exp(6W/vk)]. Jer je Wy ogranicena
slu¢ajna varijabla, na standardan nacin se dokaZze da je m diferencijabilna funkcija
za koju vrijedi

' (8) = %IE[W,( exp(6W,/VK)].

Sada, ra¢unamo

(n = k) Ty €)= k21 €x())

i=1j=k+1 n
. (n - k) 25'(:1 Er(i) — k(Sn - 25'(:1 sn(i))
N n
k
kS,
=) En(i) — = Wi

Dakle, dokazali smo
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Fiksirajmo i < k < j. Neka je ' = 7o (ij), dakle, 7'(i) = 7n(j), 7'(j) = n(i), a
jednake su na ostalim elementima. Opet, 7’ je uniformno distribuirana na skupu
svih permutacija skupa {1,2,...,n}. StoviSe, par (7, 77') je izmjenjiv. Neka je

kS

k
WIQ = Zen/(g) nn.
/=1

Vrijedi
E[(e(i) — &n(j)) exp(OWk/VE)] = E[(e 1) — £()) exp(OW} / V)]
= E[(e(j) — &(s)) exp(OW/VK)].
Iz toga slijedi

E[(e (i) — &n(j)) exp(OWi/ V)] =

= JEl(ex) — (7)) (xp(0Wi/ VE) — exp(6W]/VE))].

Koristedi nejednakost

ijer je Wk - WIQ = 87‘((1') — 87.[(]-) slijedi

[E[(e2(1) — €x(j)) exp(OWi/ V)|
i
4f

’\/‘_ [exp (Wi / Vk) + exp(6W, / Vk)]

Wl 2

Sada, ako iskoristimo ovu ocjenu u reprezentaciji 1’ (6) koju smo dobili na pocetku
dokaza, dobivamo

[(en(i) = €n())* (exp(6Wi/ VK) + exp(6W;/ Vk))]

m(0).

2 k n
im'(0)] < _k 2 Y m(0) <2|0|m(6).
i=1 j=k+1

Uz ¢injenicu da je m(0) = 1, ocjena iz teorema jednostavno slijedi.
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Lema 2.11. Nastavljamo s notacijom teorema 2.8. Postoji univerzalna konstanta oy > 0
takva da za sve n, sve moguce vrijednosti Sy, sve k takve da je k < 2n/3 isve o < «g
vrijedi

2
E[exp(aSz/k)] < exp <1 + 325”) :

Dokaz. Nekaje Z ~ N(0,1) nezavisna. Tada

n

E[exp(aS;/k) = E[exp(ZSxv2a/k)] = E {exp (ZWk\/ZDc/k—I—ZkS” \/Za/k)] :

Po prethodnoj lemi,

E < exp(2aZ?).

exp ( 2?D(ZW;<> ‘ Z

exp (2&22 +4/ %ki” Z)

Jer je S, deterministicka vrijednost, desna strana je samo ocekivanje funkcije Z ~
N(0,1) $to se lako izra¢una. Nakon ra¢una, dobivamo, za 0 < a < 1/4,

1 akS?2
——exp| —%— |-
V1—4u (1 — 4a)n?

Ako k ograni¢imo s 21/3 i odaberemo dovoljno malen «(, dokazali smo lemu.

Dakle, vrijedi

E[exp(aS;/k)] < E

]E[exp(th%/k)] <

O
MoZemo pre¢i na dokaz teorema 2.8.

Dokaz. Oznac¢imo W = Wy, S = S,. Neka je Y slucajna varijabla uniformno distri-
buirana na [—1, 1] nezavisna od 7t. Fiksiramo 1 < i < kik < j < n. Pretpostavimo
da su nam dane vrijednosti {7t(¢),¢ # i,j}. Oznadimo s E~ uvjetnu vjerojatnost
uz te informacije. Oznacimo

_ _ kS
ST=Y W = Y exe)— P
(i) o<k 04
Akoje S # S7, tadaje €,(;) = €5(;) 1 u tom slucaju

E™[(er() — €r(j)) e(W +Y)] = 0.
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U slucaju kada je S = 57, uvjetna distribucija varijable €,(;y — €,(;) je simetritna
nad {—2,2}. Neka je

_ &) TEaG) _
X = # = sn(i)

i uoc¢imo da vrijedi
W=W +X.
Dakle, na dogadaju S = S™, po lemi 2.9 za sve Lipschitzove ¢ vrijedi
E™ [(er(i) = €x(j)) oW +Y)] = 2E" [Xo(W™ + X +Y)]
=2E"[(1—-XY)¢' (W +Y)]
=E (2~ (er() —ex(j)Y)9' (W HY)].

Uvedimo
aij =1 = en(iyen(y) = (Eni) = €n(j)) Y-
Direktnim ra¢unom imamo

g = 427 (En() =&)Y akoen() # x)
7 0 ako gn(i) = Sn(]').

Dakle, neovisno o tomejeli S = S™ili S # S, vrijedi
E~ [(ex(i) = €x(j)) @(W +Y)] = B~ [a;;9"(W + Y)].

Uzimanjem ocekivanja, mozemo zamijeniti E~ s [E u gornjoj jednakosti. Sada, kao
u dokazu leme 2.10, uo¢imo da je

Opet, po lemi 2.9, vrijedi

EYp(W +Y)] = JE[(1- Y2)g' (W + )]
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Ako oznad¢imo W = W + Y i

dobili smo

Direktan racun daje

1k k(n—k) (g i) (Tpr €x(j)
R T

n

Oznacimo 02 = k(n —k)/n. Jerjen/3 < k < 2n/31|W| < |Si| + §|S],Vrijedi

(T — 0?)? o n
o2 T k(n—k)

SZ 2
<C (—" + 2 1)
k n
gdje je C univerzalna konstanta.
Sada, vidimo da su zadovoljeni svi uvjeti da primijenimo teorem 2.2 na slu-

¢ajnu varijablu W, odnosno, mozemo konstruirati verziju slucajne varijable W i
Z ~ N(0,0?) na istom vjerojatnosnom prostoru takve da za sve 0,

ISkl + (W] +1/2)

E[exp(0|W — Z|)] < 2E[exp (26?0 2(T — ¢?)?].

Jer vrijednost W odreduje vrijednost W, moZemo konstruirati verziju slu¢ajne va-
rijable W na istom prostoru takvu da je [IW — W| < 1. Slijedi

Elexp(0]W — Z|)] < 2E[exp(|0] + 2620 2(T — 02)?)].
Koristeéi gore dokazanu ogradu na (T — 02)?/¢?, dobivamo
Elexp(8|W — Z|)] < 2exp(|8] + COS?/n + CO*)E[exp(CO2S:/k)],

gdje je C univerzalna konstanta. Sada smo gotovi primjenom leme 2.11.
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2.3 Sparivanje s Brownovim mostom

Prelazimo na dokaz teorema 2.3, koji sparuje uvjetovanu slucajnu Setnju s Browno-
vim mostom. Teorem se moZe iskazati i na sljede¢i nacin.

Teorem 2.12. Koristimo notaciju teorema 2.8. Postoje pozitivne univerzalne konstante
C, K'i Ay takve da vrijedi sljedece: za sve n > 2 i bilo koju mogucu vrijednost S, mo-
quce je konstruirati verzije slucajnih varijabli Wy, Wy, . . ., Wy, i normalne slucajne varija-
ble Zy, ..., Zy s ocekivanjem nula i

Cov(Z;, Zj) = (i /\j)(”n— (iVj)

na istom vjerojatnosnom prostoru takve za sve 0 < A < Ay, vrijedi

KA2S2
1E[exp()\m<ax\Wi—Zi|)] <exp | Clogn + - :
i<n

Prije dokaza teorema, heuristicki éemo objasniti ideju dokaza. Ideja je koris-
titi indukciju. Naime, fiksirati ¢emo 4, mogucu vrijednost S, te éemo fiksirati n i
n/3 < k < 2n/3. Nakon toga, uzorkovati ¢emo vrijednosti Z; i Sy te onda slijeva
i zdesna generirati odgovarajucu slucajnu Setnju, odnosno, normalni slucajni vek-
tor. Onda ¢emo te Setnje spojiti na odgovarajuci nacin, u smislu da ¢e dobivena
Setnja, odnosno, dobivene normalne slucajne varijable imati traZenu distribuciju i
svojstva. To éemo mo¢i zbog ocjena iz prethodno dokazanih lema.

Takoder, treba naglasiti da na prvu nije ocito da je ova formulacija teorema ek-
vivalentna s prethodnom formulacijom u teoremu 2.3. No, uo¢imo, ako varijable
Z1,...,Zy skaliramo s y/n te ih sloZimo na [0, 1], uniformno, dobijemo niz na [0, 1]
koji ima kovarijacijsku strukturu kao i Brownov most. Sada jednako kao u Lévyje-
voj konstrukciji Brownovog gibanja, moZemo nastaviti s dijadskim konstrukcijama
ilinearnim interpolacijama te se pokaZe da dobijemo proces koji je upravo Brownov
most.

Dokaz. Uzmimo univerzalnu konstantu «( iz leme 2.11 i konstante c i 6y iz teorema

2.8. Uzmimo
X 9() 1 +10g2
K=8c, Mg <{/—AN—, C> ——.
RS\ 16" 2 log(3/2)

Dokaz provodimo indukcijom po n. Za svaki n i svaku mogucu vrijednost a od
Sy, nekaje f(s) diskretna vjerojatnosna gustoca slu¢ajnog vektora (So, S1, ..., Sn).
Uoc¢imo, taj vektor je uniformno distribuiran nad A} gdje je

A ={s¢€ z" so=0,5=a,il|s;—s;_1| =1zasvei}.
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Dakle, za svaki s € A,
1
n —

Neka je ¢"(z) gustoéa normalnog slucajnog vektora (Zy,...,Z,) s ofekivanjem
nula i kovarijacijskom matricom iz tvrdnje teorema.

Zelimo dokazati da za svaki n i svaku moguéu vrijednost a od S, moZemo kons-
truirati zajednicku gustoéu p? (s, z) na Z"1 x R"*! takvu da je

[ pits,2)dz=£2(s), [ pils,2)ds = 9" (2)

te za sve A < Ag vrijedi

/ exp (A max

Pretpostavimo da se ok moze konstruirati zasvek = 1,...,1n — 1isve odgovarajuce
a. Sada konstruiramo p}; kada je a moguca vrijednost od S;,.
Prvo, fiksiramo a, vrijednost od S, i indeks k takav da je n/3 < k < 2n/3, npr.

ia
Si—— —z;
n

2,2
) 0, (s,z)dsdz < exp (Clogn + K};a ) .

k = [n/2]. Uz dano S, = a, neka je g/*(s) uvjetna gustoca od S;. Brojanjem,
dobivamo
k() = LA
Azl

Neka je h""*(z) gustoéa normalno distribuirane sluajne varijable s oekivanjem 0 i
varijancom k(n — k) /n. Po teoremu 2.8 i nejednakosti exp |x| < exp(x) +exp(—x),

vidimo da postoji gustoca ¥ (s, z) na Z x R takva da je

/¢ (s,z)dz=g /1p”kszds—h”k()

izasve (0 < 6 < 6,

/ exp (9

Sada definiramo 7" : Z x R x Zkt1 x R¥*1 5 zn—k+1 5 R"=k+1 4 R formulom

) ”k(s z)dsdz < exp (1 + cha 2) . (24)

ka
§———2z
n

Va(s,2,8,2,8',2") = 3(s,2)pl (5, 2)0;~{ (s, 2).

Integrirajuci po s’,z’ pa po s,z te naposljetku po s i z, lako se uvjerimo da je 7/
uistinu vjerojatnosna gustoca. Neka je (S,7,8,2,5,7)) slucajan vektor s gustoéom
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. Mozemo shvatiti kao da prvo generiramo (S, Z) prema %“", a nakon toga uz
dano S = 5, Z = z nezavisno generiramo parove (S,Z) i (S/,Z") prema gusto¢ama
oki "k redom.

Sada definiramo slu¢ajne vektore Y € R"*1i U € Z"*!. Zai < k, neka je

i
Yi:Zi—l-EZ,
azai >k, nekaje
Y, =27, + "_;(z

Uoc¢imo, definicije se poklapaju na i = k jer je Z; = Z| = 0. Nadalje, definiramo
U;=S;zai <ktelU; =S+ S, zai> k. Opet, definicije se poklapajuna i = k jer
je Sy = SiS( = 0. Tvrdimo da je gustoc¢a vektora (U, Y) upravo pj.

Prvo, promatramo marginalnu gustocu varijable U. Direktnim ra¢unom dobi-
vamo

/’yZ(s,z, s,2,8,2')dzdz'dz = ¢""F(s) 5 (s) f =K (s').
Uvrstavanjem, slijedi

ek AR AZZE 1 1
PR = T e A

Jer postoji bijekcija izmedu (S, S, S’) te U moZe poprimiti bilo koju vrijednost u A7,
dokazali smo da U ima marginalnu gustocu f}.

Drugo, promatramo marginalnu gusto¢u varijable Y. Tvrdimo dasu Z, Zi Z'
nezavisne s gustoéama h"*, ¢* i ¢", redom. Opet, direktnim ra¢unom slijedi

/’ya s,2,8,2,8 ,2')ds'dsds = /1p 5,2)0%(s,z)0"~¥(s’,z')ds'dsds
=" k(2 /l[)a s,2)0%(s,z)dsds
= " (2 /% $,2)
=" Kz )’P (2)h"(2).

Dakle, Y je normalan slucajni vektor s ocekivanjem nula. Jedino preostaje za izra-
¢unati Cov(Y;, Y;) 8to se lagano i napravi. Dakle, Y ~ ¢".
Naposljetku, preostaje za dokazati eksponencijalnu ocjenu. Za 0 < i < n, neka
je
W=, -2
n
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Trebamo dokazatidaza 0 < A < Ay,

2
[exp(/\max|W Yi])] < exp(Clogn-l—KAa),

gdje su C, Ki Ag definirane na pocetku dokaza. Neka je

iS i—k
TL:r?SkX Si—?—Zi ,TR:r?}akx Sf_k—m(a—S)—ZZ{_k
te r
o
n

Tvrdimo da je
max |W; — Y| < max{T, Tr} + T.

Naime, zai < k, Vrijech

ia i/,
Wi—Y|=1|S-=_—(zZ+=
Wi —Yi| =|S , (ﬁkN
iS iS ia iZ
< IS — = _ 7. - = _
ST T4 R T k‘

<TL+iT<TL+T.

Sli¢no, zai >k,

ia n—i
(Wi = Y| = 5+ka—;—(zz{k+n kz)‘

i—k —k ia n—i
<ls - " (g—8)—7! - " (g—8)— = —
<Jsi— s a9 -z + s+ The-9 - E - 2207
P e S el P
=Sk = @ 8) = Zig| + 15— Z'
<TrR+T.

Sada, fiksiramo A < Ag. Koriste¢i exp(x V y) < exp x + exp y, dobivamo
exp(A max Wi —Yi|) < exp(ATy + AT) +exp(ATr + AT).

Po konstrukciji, lagano se provjeri da uvjetnona S = s,Z = z, (S,Z) ima uvjetnu
gustocu pk. Po pretpostavci indukcije, vrijedi

262
Elexp(ATy) | S, Z] < exp (Clogk+ KA ) :
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Jer su funkcije izvodnice momenata varijabli T} i T konac¢ne svugdje (doprinos od S
moZemo ograniciti konstantom, maksimum moZemo ograniciti sumom, a Z je mul-
tivarijatna normalna), moZzemo primijeniti Cauchy-Schwarzovu nejednakost koja
daje

1/2
Elexp(AT) exp(AT)] < (IE[]E[exp()\TL) | S,Z]Z]]E[exp(2AT)])

< exp(Clog) (E [oxp (20 | ppespiary)

pri éemu smo u prvoj nejednakosti koristili i Jensenovu nejednakost i svojstva uvjet-
nog ocekivanja. Zelimo primijeniti lemu 2.11 da bi ogranicili prvi izraz unutar za-
grade. Po definiciji,

o
2KA? < 16c— =
C16c %o

ten/3 < k < 2n/3. Zbog toga, uistinu moZemo primijeniti lemu 2.11 da bi dobili
2KA?S? 3KA%a?
< .
lE[exp( . >}\exp(1+ o )

Nadalje, opet po definiciji imamo 2A < 6y pa koriste¢i nejednakost (2.4) s 6 = 2A
dobivamo

2,2
Elexp(2AT)] < exp (1 + dea ) .

n

Spajajuci Sto smo dobili u zadnja tri koraka, imamo

2.2
Elexp(ATL + AT)] < exp (Clogk+ 14 (BK+8c)A%a ) .

4n
Iz definicije, 3K 4+ 8c = 4K. Jerje n/3 < k < 2n/3,imamo

logk =logn —log(n/k) < logn —1log(3/2)
dakle

12 KA%a?
Elexp(AT, +AT)] < 2/“exp | Clogn —Clog(3/2) + 1+ .
Po simetriji, potpuno analognu ocjenu moZzemo dobiti za E[exp(ATg + AT)|. Kom-
binirajudi to s prethodno dokazanom ocjenom za E [exp (A max;<, |W; — Y;|)], dobili
smo

KAZ%a?
]E[exp()\m<ax |[W; —Yi])] <2exp ( Clogn — Clog(3/2) +1+ :
i<n
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Naposljetku, zbog definicije konstante C, imamo
—Clog(3/2) +1+10g2<0

¢ime smo dovrsili korak indukcije.

Preostaje samo komentirati bazu indukcije. Za slucaj n = 2, uzmimo da su
(Wo, W1, Wy) te (Zo, Z1,Zy) nezavisni te uzmimo da je C dovoljno velik, a Ay do-
voljno malen da svejedno vrijedi ograda.

O

2.4 Dovrsetak dokaza

Preostaje za dokazati KMT teorem za jednostavnu simetri¢nu slucajnu Setnju. Prvo
¢emo kao lemu dokazati verziju za ,, konacan n”, a onda i generalni teorem.

Lema 2.13. Postoje univerzalne konstante B > 1i A > 0 takve da vrijedi sljedece: neka je
n prirodan broj i neka su €1, €y, . .., &, nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable,
uniformne na {—1,1}. Neka je Sy = Y5 e;, zak = 0,1,...,n. Moguce je konstruirati
verziju niza (Si)k<y § normalno distribuirane slucajne varijable (Zy )<, s ocekivanjem 0 i
Cov(Z;, Z;) = i A\ j na istom vjerojatnosnom prostoru takve da je Elexp(A|Sy — Zy|)] <
B te
Elexp(A max |Sk — Z|)] < Bexp(Blogn).
<n

Dokaz. Uzmimo univerzalne konstante 0 i x iz teorema 2.7 1 C, K i Aj iz teorema
2.12. Odaberimo A dovoljno malen takav da je

0o N\ Ao

A< i 16KA2 < 1.

Neka su f, pl' i ¢" gustoée kao u dokazu teorema 2.12. Neka su g" i h"* gustoce
slucajnih varijabli S;, i Z;, redom. Po teoremu 2.7 i odabiru A, postoji zajednicka
gustoca " na Z x R takva daje

[vndz=g"6), [ ¢(s2)ds =1 (z),

te
/exp(Z/\]s —z|)¢"(s,z)dsdz < «. (2.5)

Definiramo 7": Z x R x Z"*! x R"*1 — R kao

7"(s,2,8,2) = " (s,2)05 (s, 2).
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Lagano se provjeri da je rije¢ o funkciji gustoce. Neka je (S, Z, S, Z) slu¢ajan vektor
s gusto¢om 7"*. Kao i u dokazu teorema 2.12, pokaZe se da je zajednicka gustoca
vektora (Z,Z) jednaka h"(z)¢"(z). Definirajmo slucajni vektor Y = (Yp,...,Yy)
kao

Y =7+ 17
n

Zbog nezavisnosti medu Z i Z i njihovih distribucija, Y je normalno distribuiran
vektor s o¢ekivanjem nula te vrijedi Cov(Y;, Y;) =i A j.

Integrirajudi z i z vani, vidimo da je zajedni¢ka gustoca vektora (S, S) jednaka
<"(s) f(s). Jasno vidimo da je marginalna distribucija vektora S jednaka distribu-
cije jednostavne simetri¢ne slucajne Setnje do vremena n.

Dokazimo sada da par (S,Y) zadovoljava uvjete teorema. Neka je W; = S; —
iS/n. Zabilo koji i < n, vrijedi

i
si- (zi+42))
n

i
< Wi=Zif + 2[5 =~ Z|.

|Si = Yi| =

Uocimo da je uvjetna gustoca vektora (S, Z) uz dano (S, Z) = (s, z) jednaka p!. Jer
je A < Ag, iz konstrukcije p?, vrijedi

KA?S?
1E[exp()xm<ax|Wi —Zi|)|S,Z] <exp | Clogn + ” :
i<n

Sada, koriste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost i (2.5), dobivamo

E[exp(A max |S; — Yi|)]

i<n
< [E[Elexp(A max)|W; — Zi| | 5, Z]*|E[exp(2A|S — Z])]}*/2
< exp(Clog n)[KE[exp(2KA2S2 /n)]]/2.

Iz nejednakosti (2.3) i odabira A, dokazali smo glavni dio teorema. Za drugu tvrd-
nju, dovoljno je uociti da vrijedi (2.5) te Y, = Z, jer je Z, = 0.
0]

Sada moZemo predi na dokaz glavnog teorema.

Teorem 2.14 (KMT za SRW). Nekasu €1, €3, . . . nezavisne jednako distribuirane slucajne
varijable uniformne na {—1,1}. Za svaki k, neka je Sy = Ei-‘:l g;. Moguce je konstruirati
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verziju niza (Sk )k i standardno Brownovo gibanje ( By )= na istom vjerojatnosnom pros-
toru takve da za sve nisve x > 0,

H’(r&ax Sk — B| > Clogn + x) < Ke 77,
<n

pri cemu C, K'i A ne ovise o n.

Dokaz. Zar = 1,2,..., neka je m, = 22 in, = m, —m,_q. Za svaki r, neka je
(Slgr), Z;Er))ogkgn, sluc¢ajan vektor koji zadovoljava zakljucak leme 2.13 i pretposta-
vimo da su ti vektori nezavisni. Induktivno, definiramo beskonac¢an niz (S, Z) x>0
na sljedec¢i nac¢in. Neka je Sy = Slgl) iZy = Zlgl) za k < mj. Nakon definiranja
(Sks Zk)k<m,_,, definiramo (Sg, Zg)y, | <k<m, kao

Sk=5"  +Sm 12k =2

—m,_ k—m,_

1 + Zmrfl :

Jer su prirasti nezavisni, Sy i Zj su slucajne Setnje s binarnim, odnosno, normalnim
prirastima, redom.

Sada, uzmimo konstante Bi A iz leme 2.13. Za svakir, izleme 2.13 i nezavisnosti,
vrijedi

]E[eXP(MSmr - Zmr‘)] < E

exp (A H ]S,(f;) — Zr(li) \)
/=1

Elexp(Als) — z{])] < B". (2.6)
=1

<

~

Neka je
1

1— exp(—43Blog4)
B

Dokazati ¢emo indukcijom da za sve 7, vrijedi

C =

]E[exp()\nlax|5k — Zi|)] < CB" exp(Blogm,). (2.7)
My

Polemi2.13ijerje B > 1iC > 1, tvrdnja vrijedi za r = 1. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za r — 1. Iz nejednakost exp(x V y) < exp x + exp y, imamo

Efexp(A max|[S, — Z[)] < Elexp(A  max |Sg — Z|)]
<my my_y <k<my

+ E[exp(A max |Sx — Zg|)]. (2.8)

gmrfl
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Promotrimo prvi ¢lan na desnoj strani. Vrijedi

max |Sk - Zk| < max |S](r) N ngr)| + |Smr71 - Zmr71|'

m,_1 <k<m, 1<j<ny
Dakle, zbog nezavisnosti, leme 2.13 i nejednakosti (2.6), vrijedi

Elexp(A  max |Sy — Z|)] < B exp(Blogm,).

m,_q <k<im,

Po pretpostavci indukcije i jer je m, = m?_;, drugi ¢lan u (2.8) je ograden kao

Elexp(A max [Sy — Zi|)] < CB"'exp(Blogm,_q)

kgmrfl
— CB' ! exp (Blozg mr> .

Spajajuci obje ocjene, dobivamo

Elexp(Amax |S; — Zk|)] < B" exp(Blogm;) (1 + ¢ exp (— Blog mr) ) .
k<m, B 2

Iz definicije konstante C, nije teSko provijeriti da je izraz u zagradama ogranicen
odozgo s C, ¢ime dovrSsavamo korak indukcije.

Dakle, dokazali smo (2.7). Jerje r < log my, slijedi da postoji konstanta K takva
da za sver,

Elexp(A max 1Sk — Zx|)] < Kexp(Klogm,).
My

Preostaje dokazati istu nejednakost za proizvoljan n umjesto m,. Neka jen > 2
proizvoljan te neka je r takav da je m,_1 < n < m,. Tada m, = m%_l < n?. Dakle,

Elexp(A max |S¢ — Zi)] < Elexp(A max S¢ — Z])]
<n

My

< Kexp(Klogm,) < Kexp(2Klogn).

Ocjena na vjerojatnost iz tvrdnje teorema se sada lagano dobije primjenom Mar-

kovljeve nejednakosti.
O
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Sazetak

Ovaj rad proucava normalnu aproksimaciju Steinovom metodom te dokaz Koml6s-
Major-Tusnady (KMT) teorema za jednostavnu simetri¢nu slucajnu Setnju.

Rad inicijalno uvodi nekoliko metrika na prostoru vjerojatnosnih distribucija i
dokazuje neke osnovne tvrdnje o njima. Rad posebno dokazuje Steinovu lemu koja
karakterizira normalnu distribuciju i omogucava sve aproksimacije koje su kori-
Stene u ostatku rada.

Nakon toga, u Poglavlju 1 daje dokaze nekoliko grani¢nih teorema. Dokazani su
klasi¢ni grani¢ni teoremi u slucaju zbroja nezavisnih slucajnih varijabli, a prikazana
su i Cetiri razli¢ita konteksta u kojima se moZze koristiti Steinova metoda. Snaga ove
metode je ilustrirana dokazom centralnog grani¢nog teorem za broj trokuta te broj
izoliranih vrhova u Erd6s-Rényijevom grafu. U drugom dijelu rada, kroz niz lema
i pomocnih teorema, dokazan je poznati KMT teorem za jednostavnu simetri¢nu
slucajnu Setnju.



Summary

This thesis studies the normal approximation by Stein’s method and the proof of
the Komlds-Major-Tusnady (KMT) for the simple symmetric random walk.

The thesis initially introduces several metrics on the space of probability me-
asures and proves some basic facts about them. Specially, this thesis proves Stein’s
lemma which characterizes the normal distribution and is the basis of all the ap-
proximations used in the remainder of the thesis.

After that, in Chapter 1, it gives proofs of several limit theorems. Classical limit
theorems in the case of sum of independent random variables are proved, and four
different contexts in which Stein’s method can be used are presented. The power of
the method is illustrated by the proof of the central limit theorem for the number of
triangles and isolated vertices in the Erd6s—Rényi graph. In the second part of the
thesis, through a series of lemmas and auxiliary theorems, the well-known KMT
theorem for the simple symmetric random walk is proved.
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