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Uvod 

Konike, čunjosječnice ili krivulje drugog reda su krivulje nastale presijecanjem 
ravnine i stošca.

Krista napisao opsežnu studiju o konikama. Promatrao ih je samo s 
geometrijskog stajališta. Tek 2000 godina kasnije su veliki matematičari opisivali te 

Apolonijeve spoznaje su pomogle znanstvenicima kao što s
Johannes Kepler i Isaac Newton da dođu do velikih otkrića o gibanjima nebeskih tijela.

1630), njemački astronom, matematičar i astrolog prvi je došao 
do spoznaje da se nebeska tijela kreću oko Sunca po eliptičnim putanjama.

razlikovao pet vrsta konika: kružnicu, elipsu, parabolu, hiperbolu i pravac.
njegova tri zakona o gibanju planeta na temelju kojih je elipsa dobila konačnu p

1727.), engleski fizičar, matematičar i astronom 
je jedan od najznačajnijih znanstvenika u povijesti koji dao veliki doprinos u proučavanju 
gibanja planeta, a što je objavio u svojoj najpoznatijoj knjizi Psil

U svojoj knjizi opisao je rješenje problema pronalaženja 

eđ đ ž

U ovom radu ćemo najprije opisati sve tri konike, a zatim ćemo definirati osnovne 

formule. Konstruirat ćemo hiperoskulacijske i oskulacijske kružnice svih konika i 



1. Krivulje 2. reda 

 

je skup točaka do dviju fiksnih točaka 

Te dvije točke nazivaju se žarišta Elipsa je određena dvjema poluosima: ÿ Ā
Zbroj udaljenosti točaka elipse od žarišta jednak je dvostrukoj duljini velike poluosi 

Ă(ă, �1) + Ă(ă, �2)  =  2ÿ
pri čemu je točka ă �1 �2 su žarišta elipse



Uvodimo koordinatni sustav tako što ishodište koordinatnog sustava smještamo u 
polovište dužine koja je spojnica žarišta elipse �1 i �2.

|þ�1| |þ�2| 
Veličine ÿ, Ā i ă su povezane formulom: 

 Ā2 = ÿ2 2 ă2 

Numerički ekscentricitet elipse određen je jednadžbom:Ā = ăÿ < 1 

 

 

1.3. Jednadžba elipse

U danom koordinatnom sustavu elipsa ima sljedeću jednadžbu:Ā2ý2 + ÿ2þ2 = ÿ2Ā2
Ovaj oblik jednadžbe naziva se oblik jednadžbe elipse.

Dijeljenjem jednadžbe Ā2ý2 + ÿ2þ2 = ÿ2Ā2 ÿ2Ā2
jednadžbe 

ý2ÿ2 + 
þ2Ā2  =  1

Tangenta elipse sa središtem u ishodištu koordinatnog sustava i koja prolazi točkom ă(ý0, þ0) određena je koeficijentom smjera tangente i točkom ă. 



 

Ako deriviramo jednadžbu Ā2ý2 + ÿ2þ2 = ÿ2Ā2 x dobivamo sljedeći 

 2Ā2ýĂý + 2ÿ2ydx = 0 
 

þ′ ĂþĂý 2 Ā2ÿ2 ∙ ý0þ0 ý
k

Iz jednadžbe pravca þ 2 þ0 = ý(ý 2 ý0) koji prolazi točkom ă(ý0, þ0)
jednadžbu tangente na elipsu koja prolazi točkom ă
 þ 2 þ0 =  2 Ā2ÿ2 ∙ ý0þ0 (ý 2 ý0) 

 

 

 

 

           

Hiperbola je čunjosječnica koja se definira kao skup točaka 
nosti do dviju fiksnih točaka konstantna.

Neka su zadane dvije točke u ravnini �1 �2 2ÿ koja simetrično leži na dužini �1�2̅̅ ̅̅ ̅̅  2ÿ |�1�2| Skup točaka u ravnini za koje je apsolutna vrijednost razlike �1 �2 2ÿ 



1.6. Jednadžba hiperbole

Koordinatni sustav uvodimo na isti način kao i kod elipse.  Ishodište koordinatnog 
sustava smještamo u polovište dužine koja je spojnica žarišta hiperbole �1 i �2.

Postoji nekoliko oblika jednadžbi hiperbole. 2ÿ2Ā pa je hiperbola je određena jednadžbom:Ā2ý2 2 ÿ2þ2 = ÿ2Ā2
Dijeljenjem cijele jednadžbe s ÿ2Ā2 dobivamo segmentni oblik jednadžbe hiperbole

ý2ÿ2 - 
þ2Ā2  =  1



Tangenta hiperbole koja ima središte u ishodištu koordinatnog sustava i koja prolazi 
točkom ă(ý0, þ0) na hiperboli, određena je koordinatama točke ă
Deriviranjem jednadžbe hiperbole dobivamo:2Ā2ýĂý 2 2ÿ2þĂþ =  0 

 

Iz čega slijedi: þ′
= 

Ăþ Ăý  = 

Ā2ÿ2 ∙ ý0þ0 
Ā2ÿ2 ∙ ý0þ0 bole pa je jednadžba tangente na 

þ 2 þ0= 
Ā2ÿ2 ∙ ý0þ0 ∙ (ý - ý0) 

 
 

 

 

 

Parabola je skup svih točaka u ravnini koje su jednako udaljene od jedne fiksne točke 
. Ta fiksna točka se naziva žarište parabole



� Ą

1.9. Jednadžba parabole

džbu ý = 2 ā2 pri čemu je Ă udaljenost od žarišta parabole do ravnalice.
ishodište bude Tada žarište parabole ima koordinate � (�2 , 0)
pa jednadžba oblika: þ2= 2Ăý
predstavlja tjemenu jednadžbu parabole.



Tangenta parabole kojoj je tjeme u ishodištu koordinatnog sustava i koja prolazi točkom ă(ý0, þ0) đena je koordinatama točke ă
Deriviranjem jednadžbe parabole þ2 2Ăý2þĂþ =  2ĂĂý

Transformacijom jednadžbe dobivamo da je:

Ăþ Ăý  = 

āþāþ jednadžba tangente na parabolu:

þ 2 þ0= 
āþ ∙ (ý - ý0) 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. Konike u ravninskoj diferencijalnoj geometriji  

ž č č
č

jednadžbom, a u drugoj vremenu Ć pridružujemo položaj čestice te krivulju opisujemo 
parametarski. U diferencijalnoj geometriji obično koristimo parametarske jednadžbe. 

čiti ”geometrijska svojstva 
krivulja”, tj. ona svojstva koja ne ovise o parametrizaciji, nego o svojstvima definiranog 

č

ā  u ℝÿ  je glatko preslikavanje s otvorenog intervala ý = +ÿ, Ā,  ⊂  ℝ  u ℝÿ   
 ā ∶  +ÿ, Ā, → ℝÿ. 

 

Za krivulje u ℝ2 pisat ćemo: 

 ā(Ć)  =  (ý(Ć), þ(Ć), ÿ(Ć)),
ĂāĂā (Ć) =ā�(Ć) = (ý� (Ć), þ� (Ć), ÿ�(Ć)), 

 Ă2āĂā2 (Ć) =ā�(Ć) = (ý� (Ć), þ� (Ć), ÿ�(Ć)). 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

Parametrizacija konika dana je u sljedećoj tablici. 

 ž ž
ý2ÿ2 + 

þ2Ā2 = 1 ā(Ć)  =  (ÿ āāą Ć, Ā ąÿĀ Ć)ý2ÿ2 - 
þ2Ā2 = 1 ā(Ć)  = (ÿ ā/ Ć, Ā ą/ Ć) þ2 = 2px ā(Ć)  =  (Ć2, √2ĂĆ)

Tablica 2.1.1. Implicitne i parametarske jednadžbe konika
 

 

þ ā Ą > 0 računamo po formuli þ =  2Ąÿ
Kružnicu koja omeđuje krug c možemo parametrizirati na sljedeći način:ā(Ć) = Ą(āāą Ć, ąÿĀ Ć)č Ć � þ = [0, 2ÿ] 
 

Definicija 2.2.1. 

 

Neka je ā ∶  ý → ℝÿ regularna krivulja. Tada vektor ā�(Ć) nazivamo tangencijalnim 

vektorom ili vektorom brzine krivulje ā u točki ā(Ć). Funkciju ||ā�(Ć)|| nazivamo 

brzinom krivulje ā u točki ā(Ć). Za krivulju ā kažemo da je jedinične brzine ili da je 

parametrizirana duljinom luka ako je: 

 ||ā�(Ć)||  =  1, t ∈  ý. 
 

Pravac koji prolazi točkom ā(Ć) i kojemu je ā�(Ć) vektor smjera nazivamo tangentom 

krivulje ā u točki ā(Ć).
 



Definicija 2.2.2. 

 

Funkcija duljine luka krivulje ā od točke ā(Ć0) je funkcija þ: 
 þ(Ć)  = ∫ ||ā�(ć)||Ăć,  Ć0 āā0 ∈ I. 

 ā ∶  +ÿ, Ā, → ℝÿ
þ =  ∫ || ā�(ć)||Āÿ (1)

 

 þ(ā, þ)  =  ∫ Ą ĂĆ =  2Ąÿ.2�
0

 

 

Definicija 2.2.3. 

 ā ⟶ ℝ3 l.
 � ∶ ý ⟶  ℝ�(þ)  ||ā῎(þ)||šć ā u točki ā(þ). 
 

 

Zanima nas duljina luka elipse čija je velika poluos duljine a b
 ā(Ć)  =  (ÿ āāą Ć, Ā ąÿĀ Ć)
pri čemu je Ć � þ = [0, 2ÿ]
Koristeći općenitu formulu za duljinu luka krivulje (1) þ



þ =  4 ∫ :ÿ2ąÿĀ2Ć + Ā2āāą2Ć ĂĆ 2�0 ∫ :1 2 Ā2ąÿĀ2Ć ĂĆ  2�0 (2)

Ā =  √1 2 Ā2ÿ2, 

 

numerički ekscentricitet elipse. Za Ā  vrijedi 0 <  ĀĆ →  �2 2
 (2) se naziva eliptički integral druge vrste koji ćemo obrađivati u sljedećem 
poglavlju. Nije moguće dati formulu za opseg elipse u terminima elementarnih funkcija.

 

 

 

Eliptički integral

Problem računanja duljine luka elipse doveo je pojave eliptičkog integrala  kojeg su prvi 
proučavali Giulio Fagnano i Leonhard Euler.

Eliptički integral možemo definirati kao bilo koju funkciju f koja se može izraziti u obliku:Ą(ý) = ∫ ā(Ć, √ÿ (Ć),ýā )ĂĆ
pri čemu je ā ÿ3 4 s nultočkama kratnosti ā
Krajem 18. stoljeća matematičari su utvrdili da se ovakav integral ne može i

Primjer eliptičkog integrala je integral ∫ Ăý:ý421 a b



þ j ÿ(ÿ +  Ā)
što je na neki način formula analogna opsegu kruga. 

  þ j 2ÿ √ÿ2+Ā22š þ j ÿ (3(ÿ +  Ā)  2 √(3ÿ + Ā)(ÿ +  3Ā)) 
 

þ j ÿ (ÿ +  Ā) (1 + 3/10 +:4 2 3/) 

 / =  (ÿ2Ā)2(ÿ+Ā)2 formulu pripisujemo indijskom matematičaru Srinivasi Ramanujanu.

Koristeći numerički ekscentricitet elipse ε možemo doći do još formule:

þ =  2Āÿ (1 2 ∑ (2�)!2(2�∙�!)4∞� = 0 ∙ �2�2ÿ21)
Još jedna dosta precizna formula za opseg elipse glasi:

þ ÿ(ÿ +  Ā)∑ (12�) /�∞� = 0
/ =  (ÿ2Ā)2(ÿ+Ā)2

Raspišimo sumu: ÿ(ÿ +  Ā) (1 + 14  / +  164  /2  +  1256  /3+ . . . )



Problem: Zadana je elipsa kojoj je središte u ishodištu koordinatnog sustava. Odredimo ăă0̂ pri čemu je točka ă proizvoljna točka na elipsi, a točka ă0
tjemena točka s koordinatama ă(0, Ā)
 

Slika 2.4.1: Luk elipse od točke ă do tjemene točke ă0
đ ÿ >  Ā

Jednadžba gornje poluelipse je þ =  Āÿ :ÿ2 2 ý2. 

Vrijedi: 

  þ′= 2 Āÿ ý:ÿ22ý2. 
 þ(ć) duljina luka elipse od točke ă0 do točke ă(ć, . . . )

 þ(ć)  =  ∫ √1 + þ′2Ă0 Ć =  ÿý ý2 Ā2ÿ2
þ(ć)  =  ÿ ∫ √12�2ā212ā2þ�0 (3)

þ =  4ÿ ∫ √12�2ā212ā210
Ć = ąÿĀ � þ(ć)  =  ÿ ∫ √1 2 ý2ąÿĀ2�ÿÿā Āÿÿ  þ�0 �



þ 4ÿ ∫ √1 2 ý2ąÿĀ2��20 �
ž č č

þ =  2ÿÿ (1 2 14 ý2  2 364 ý4  2  5256 ý62 . . . ) 

 (3) se može napisati kao a ∫ 12�2ā2(12ā2)(12�2ā2) dt
 ÿ ∫ Ăā√(12ā2)(12�2ā2) 2 ÿý2 ∫ ā2Ăā√(12ā2)(12�2ā2)

ič ič ič
eć 0 1 až∫ Ăā√(12ā2)(12�2ā2) na oblik ∫ Ăÿ√Ą(ÿ), Ăăą Ą =  3. 

 ÿ =  112ā Ć =  1 2 1ÿ ĂĆ =  1ÿ2 Ăÿ
 ∫ Ăā√(12ā2)(12�2ā2) = ∫ Ăā√1+ý12ý 12�ý12ý  1+�ý12ý  = ∫ Ăÿ(2ÿ21)((12�)ÿ+�)((�+1)ÿ2�). 
 

č š ž

 Ā =  1 Ā = 2, jednadžbe ÿý +  Ā = 0 ÿý2 +  Āý + ā =  0
mogu riješiti. Formule se poznate od davnina.

 Polovicom 16. stoljeća pronađena je formula za Ā =  3.
 Ā =  4

uč eš
 Ā g nema općenite formule i za š∫ Ăý√Ą(ý) gdje je Ā =  Ăăą Ą vrijedi: 

 

 Ā =  1 Ā =  2
až



 Ā =  3 integral se racionalizira eliptičkim funkcijama. Slučaj Ā = 4Ā =  3.

 Ā g  5
Dakle, točna formula za 
eliptički integral kojeg ne možemo izračunati.

ā�(Ć)  ā
š č ā(Ć) č

κ oč  se definira sljedećom formulom:� = þÿÿ&Ā →0 &ÿ&Ā�ÿ kut koji zatvaraju tangente krivulje u njezinim dovoljno bliskim točkama, a �ą duljina luka između dirališta tih tangenata.

ÿ između tangenti u točkama ă i ý krivulje  

 0
kružnica stoga ćemo nju koristiti za mjerenje zakrivljenosti ostalih krivulja kod kojih je ta 
vrijednost promjenjiva.  Takve kružnice nazivaju se oskulacijske kružnice
zakrivljenosti krivulje u nekoj točki je polumjer Ā oskulacijske kružnice
krivulju u toj točki

https://enciklopedija.hr/clanak/oskulacijska-kruznica


ā ∶  ý ⟶ ℝÿ konstantan vektor različit od nul ā(ý)
 

Dokaz: ā�(Ć) b  0 Ć ∈  ý
ā(Ć)  =  ∫  ā�(ć)Ăć =  ÿĆ +  Ā,

Ā � ℝÿ ā ÿ
točku Ā
 

Prema propoziciji 2.5.2. zakrivljenost krivulje možemo definirati kao realnu funkciju koja 
opisuje promjenu jediničnog tangencijalnog vektora krivulje. 

jedinični ā� ÿ||ÿ|| ā�
||ā�|| = 0. 

 ||c� || je dobar kandidat za funkciju zakrivljenosti. U definiciji se ograničavamo na  l
parametrizirane opći
 

     �(Ć) = �̃(þ)
u točki ā(Ć) = ā̃(þ) ā c̃
 

Krivulja ne smije ovisiti o položaju krivulje u prostoru, tj. da krivulja i njezina izometrična ∎
  



 

āā2(ą) ič ă(ą)
Potrebno je još definirati tzv. ortonormirani trobrid tj. desnu ortonormiranu bazu ℝā(Ā)3  u svakoj točki krivulje.  

 ā ∶  ý ⟶ ℝ3 ă(ą)  =  ā2(ą)
č ā. 

 

N(s) = 
ā῎(Ā)||ā῎(Ā)||, ā῎(ą) b  0, 

 

 þ(ą) = ă(ą) × N(ą). 
 (ă(ą), ý(ą), þ(ą)) ℝā(Ā)3c

 ý ā῎(ą) b  0
c

 � ∶  ý ⟶  ℝ, � ∙ þ′
c parametrizirane duljinom luka u točki ā(ą).



c  ą.ă′ =  �ýý′ = 2�ă + �B þ′= 2�N. 
 

Dokaz: 

 

Možemo pisati ă′ ÿ1ă + ÿ2 ÿ3 ÿ1 ÿ2  ÿ3  ⟶  ℝ
Budući da je ă′ ā῎ �ý ÿ1 ÿ3 ÿ2 = �
 ý′= Ā1ă + Ā2N + Ā3B.         (4) 
 ý jedinično polje vrijedi da je ý2ý ∙ ý′ = 0. 

 

Pomnožimo li relaciju (4) ý ý′ ∙  ý =  Ā2 Ā2ă ∙ ý povlači ă′ ∙ ă ∙ ý′ ÿ2 + Ā1Ā1 2�
 ý ∙ Ā3  ā2 þ′ ā1ă + ā2 ā3 � 2ý ∙ þ′,2ā2 Ā3 �  ∎

 

 

 

2.7. Zakrivljenost konika, oskulacijske i hiperoskulacijske kružnice

ž č ž
oč oč

Možemo reći da je to kružnica koja se u okolici neke točke najtješnje od svih kružnica 
priljubljuje uz krivulju. Ona je jedinstvena za svaku točku krivulje.
Polumjer oskulacijske kružnice Ą u nekoj točki jednak je recipročnoj vrijednosti κ u toj točki tj. vrijedi formula



Ą =  1�
Iz ove jednadžbe je vidljivo što je krivulja zakrivljenija da je polumjer oskulacijske 
kružnice manji.

Kružnica i konika (elipsa i hiperbola) mogu imati najviše 4 zajedničke točke. 
U slučaju oskulacije tri točke kružnice su se preslikale u jednu točku ă
četvrto sjecište i točka ă dijele oskulacijsku kružnicu na dva kružna luka od kojih jedan
pripada unutrašnjosti, a drugi vanjštini konike. U svakoj okolini točke ă
oskulacijske kružnice leži u unutrašnjosti, a drugi u vanjštini konike.

Hiperoskulacijske kružnice konika su njezine kružnice zakrivljenosti u tjemenim točkama.
d hiperoskulacije sve četiri dodirne točke kružnice zakrivljenosti i konike padaju u istu 

točku Budući da konika i njezina hiperoskulacijska kružnica sve četiri 
zajedničke točke imaju u svom diralištu, ne mogu izvan dirališta imati više ni jednu
zajedničku točku, pa sve ostale točke hiperoskulacijske kružnice leže ili u unutrašnjosti ili 
u vanjštini konike.

 

 

ā ℝ3 ć Ć�(Ć) ||ā�(ā) ×ā�(ā))|| ||ā�(ā)||3  (5)
c ć tc̃ ā(Ć)  =  ā̃(ą)�(Ć) �̃(ą)

 ā̃′ ā� ĂāĂĀ
 ā̃" ā (� ĂāĂĀ)2 ā� Ă2āĂĀ2



Također vrijedi:

ĂĀĂā 6ā�6 ĂāĂĀ 1||ā�||
Ă2āĂĀ2  2 ā� ∙ā�||ā�||4

 ā̃" ā� 1||ā�||2 ā� (2 ā�∙ā�||ā�||4) 1||ā�||4 (ā�(ā�  ∙  ā�)  2  ā�(ā�  ∙ ā�))
ÿ × (Ā ×  ā) (ÿ ∙  ā) Ā 2 (ÿ ∙ Ā) ā  ÿ =  ā =  ā� Ā = ā� ā� ā� × ā� 6ā�  × (ā�  × ā� )6 6ā�6 6ā�  × ā� 6

�(Ć) �̃(ą) ‖ ā̃"(ą)‖ 1||ā�(ā)||4 6ā�(Ć)  × (ā�(Ć)  × ā�(Ć))6 ||ā�(ā) ×ā�(ā))|| ||ā�(ā)||3
što je tvrdnja teorema. (∎)
 

 

Koristeći jednadžbu parametrizacije elipse ă =  {(ÿ āāą �, Ā ąÿĀ � )  ∣  0 f  � <  2ÿ},  ÿ > b i (5) dobivamo sljedeću formulu:

�(Ć) = 
ÿĀ√(ÿ2 Āÿÿ2 ā + Ā2 āĀĀ2 ā)3

U slučaju ÿ =  Ā =  Ą �(Ć) 1ÿ tj. zakrivljenost kružnice je konstantna.

Također, središte zakrivljenosti s pozicijom vektora ā∗ =  ā + 1� Ā⃗ je ujedno središte ā s jednakom zakrivljenošću kao krivulja ā ÿ =  ā(Ć).  Kružnica ā
kružnica krivulje ā u točki ÿ
Formula za središte oskulacijskih kružnica je ā∗ =  ā + 1� Ā⃗  . 
U sljedećem primjeru ćemo vidjeti kako se konstruiraju oskulacijske kružnice konika.
 



2.8. Konstrukcija oskulacijskih kružnica

trukcija hiperoskulacijske kružnice elipse 

Zadana je elipsa i na njoj su istaknute dvije točke: ą1 ą2
poluosi. Točka Ą je sjecište tangenti kroz te dvije točke. Središte oskulacijske kružnice ą1′
leži na sjecištu velike poluosi elipse i pravca kroz Ą koji je okomit na dužinu ą1ą2̅̅ ̅̅ ̅̅
Središte oskulacijske kružnice ą2′ leži na sjecištu male poluosi elipse i pravca kroz Ą
je okomit na dužinu ą1ą2̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 

 
 

Slika 2.8.1: Hiperoskulacijske kružnice elipse u točkama ą1 ą2
 

 

Dokaz: 



 þ središte elipse. Uočimo da je ÿ: Ā =  þą1̅̅ ̅̅ ̅ þą2̅̅ ̅̅ ̅ Ą1r1 polumjer oskulacijske kružnice u točki V1ÿ: Ā =  ÿ: Ą2Ą2 polumjer oskulacijske kružnice u točki ą2þą1ą2  ą1Ąą1′ su slični.

Također vrijedi: &þą1ą2 ∼  &ą2Ąą2′
 

2.8.2. Konstrukcija oskulacijske kružnice elipse

ă i točka ă na njoj. Povučemo tangentu Ć ă
povučemo normalu Ā kroz tu točku. Neka je Ą sjecište normale n
Spojimo središte elipse þ i točku ă. Povučemo paralelu kroz točku Ą Ć
Sjecište spojnice þă̅̅ ̅̅ i te paralele je točka ą. Kroz točku ą povučemo paralelu s malom 
osi elipse. Sjecište te paralele s normalom n označimo s Ă . Točka Ă je središte 
oskulacijske kružnice elipse u točki ă
 

 



 

Slika 2.8.2: Oskulacijska kružnice elipse u točki T
e ÿ =  (ý, þ)  =  (ÿ āāą Ć, Ā ąÿĀ Ć)Ć Ā ă u točki ă su dane Kartezijevim jednadžbama

 Ć: ý āĀĀ āÿ  + 
þ Āÿÿ āĀ  = 1 i Ā:  2 ý Āÿÿ āĀ  +  þ āĀĀ āÿ  = 

Ā22ÿ2ÿĀ  āāą Ć ∙ sin t 

 n i glavna os čija je jednadžba y =  0 određuju koordinate točke U
(ÿ22Ā2ÿ āāą Ć, 0)

l t koji prolazi točkom U ima jednadžbu:
 þ ∶ ý āĀĀ āÿ  + 

þ Āÿÿ āĀ  = 
ÿ22Ā2ÿ2 āāą2Ć . 

 þă̅̅ ̅̅ ima jednadžbu: ýĀ ąÿĀ Ć 2  þÿ āāą Ć =  0.
Točke ą i središte oskulacijske kružnice Ă ý



ýĀ = ÿ2 2 Ā2ÿ āāą3Ć
ž þ č šž
ā∗(Ć)  =  

ÿ22Ā2ÿĀ (Ā āāą3Ć, 2ÿ ąÿĀ3Ć) 

 

 

 

Konstrukcija je analogna kao i konstrukcija 1. Točka Ą Ā
male (sporedne) osi elipse. Točku ą dobijemo na isti način kao u prethodnoj konstrukciji. 
Točku Ă ą Ā
 

Slika 2.8.3: Oskulacijska kružnice elipse u točki ă
 

 



 

2.8.3. Konstrukcija hiperoskulacijske kružnice hiperbole 

Neka je točka þ središte hiperbole, točka ą je  tjemena točka hiperbole. 
Povučemo tangentu Ć kroz točku ą. Konstruiramo asimptotu hiperbole tako što 
konstruiramo kružnicu ý1(þ, |þ�_2|). Sjecište kružnice ý1 Ć je točka þþ i tu točku. Dobivamo asimptotu. U točki povučemo 
okomicu na asimptotu i tamo gdje ona siječe glavnu os hiperbole dobivamo središte ą1 
oskulacijske kružnice k hiperbole. 

 

 

 

Slika 2.8.4: Hiperoskulacijska kružnica hiperbole u točki V. 

 

 

2.8.4. Konstrukcija oskulacijske kružnice hiperboleĆ Ā u točki ă hiperbole sijeku glavnu os u točkama Ą Ą1ą ą1. Točka ă1 je sjecište okomice iz ă na glavnu os hiperbole i pravca Ąą1. 

Središte oskulacijske kružnice Ă hiperbole u točki ă je sjecište normale Ā i paralele kroz ă1 s glavnom osi hiperbole.



 

Slika 2.8.5: Oskulacijska kružnica hiperbole u točki T. 

 

2.8.5. Konstrukcija oskulacijske kružnice parabole

Zadana je parabola i točka ÿ na njoj. Normala u svakoj točki ÿ siječe ravnalicu (direktrisu) 
parabole u točki � ÿ∗ središte oskulacijske kružnice te parabole.
Tada vrijedi sljedeći omjer: |�ÿ| ∶  |�ÿ∗|  =  1 ∶  3
 

 



 

Slika 2.8.6: Oskulacijska kružnica u točki ÿ parabole 

 

 

sadrži ( iš oskulacijskih kružnica) č

ā je krivulja ā′ za koju je krivulja ā njezina evoluta. 

 

2.9.1. Evoluta i involuta kružnice

Evoluta kružnice jest točka jer je jedna točka središte zakrivljenosti cijele kružnice.

Involuta kružnice je jednadžbama:ý = Ą (āāą Ć + Ć ąÿĀ Ć), þ = Ą (ąÿĀ Ć + Ć āāą Ć).
 

koja beskonačno mnogo puta obilazi oko neke čvrste točke, 
točke te spirale, neograničeno joj se približavajući, odnosno 

neograničeno se od nje udaljujući.



 

 

 

Slika 2.9.1: Kružnica i njezina involuta (spirala)

Odmatanjem kružnice dobivamo njenu involutu. Središta svih oskulacijskih kružnica 
krivulje sa slike čine kružnicu.

κ(Ć) = 
ÿĀ√(ÿ2 Āÿÿ2 ā + Ā2 āĀĀ2 ā)3



ā∗ =  ā + 1� Ā⃗ 
Budući da se radi o elipsi čija je parametriz (ÿ āāą Ć, Ā ąÿĀ Ć) i poznat je vektor 

normale 
(2 Ā āĀĀ ā,2ÿ Āÿÿ ā)√ÿ2 Āÿÿ2 ā + Ā2 āĀĀ2 ā) slijedi da je formula njene evolute: 

 ā∗(Ć) =  (ÿ āāą Ć, Ā ąÿĀ Ć) + 
√(ÿ2 Āÿÿ2 ā + Ā2 āĀĀ2 ā)3ÿĀ (2 Ā āĀĀ ā,2ÿ Āÿÿ ā)√ÿ2 Āÿÿ2 ā + Ā2 āĀĀ2 ā)

 = (ÿ āāą Ć, Ā ąÿĀ Ć) + 
ÿ2 Āÿÿ2 ā + Ā2 āĀĀ2 āÿĀ  ((2 Ā āāą Ć, 2ÿ ąÿĀ Ć))

= ((ÿ22Ā2)āĀĀ3āÿ , (Ā22ÿ2)Āÿÿ3āĀ )
 

ā∗(Ć)= 
ÿ22Ā2ÿĀ  (Ā āāą3 Ć, 2 ÿ ąÿĀ3Ć),  Ć ∈  þž ž

(ýÿ)23
 +  (þĀ)23

= 1 (6) 
 ÿ =  ÿ22Ā2ÿ Ā ÿ22Ā2Ā
To je ekvivalentno polinomijalnoj jednadžbi:
 ((ÿ2 2 Ā2)2  2  (ÿ2ý2 + Ā2þ2))3- 27 ÿ2Ā2ý2þ2(ÿ2 2 Ā2)2 =  0(ý, þ) →  (ý′, þ′) (ýÿ , þĀ) jednadžbu (6) transformiramo u novu jednadžbu:
 ý′ 23+ þ′ 23= 1. 

 

s četiri vrha. su krivulje opisane točkom kružnice
osnovnoj kružnici i unutar nje pri čemu je kotrljajuća 

kružnica manja od fiksne . Unutarnja (manja) kružnica je polumjera ÿ4 3ÿ4
(veća) je polumjera ÿ. Unutar nje se kotrlja manja kružnica.



Slika 2.9.3: Kotrljajuće kružnice polumjer ÿ4 i 
3ÿ4ÿĀ̅̅ ̅̅ kružnice sa središtem þ ÿ2 (kružnica upisana u ÿ Ā putuju ovom kružnicom u suprotnim smjerovima

Slika 2.9.4: Kružnica polumjera ÿ2
Astroidu još možemo definirati odsječka ýþ̅̅ ̅̅  ÿ čiji se krajevi gibaju 

Evolutu hiperbole možemo parametrizirati jednadžbom (± ÿ āāą/ Ć, Ā ąÿĀ/ Ć), Ć ∈ ℝ
ÿ2+Ā2ÿĀ (± Ā āāą/3 Ć, ∓ÿ ąÿĀ/3Ć) Ć ∈  ℝ

Implicitna jednadžba evolute hiperbole glasi:
 ( ÿýÿ2+Ā2)23 - ( Āþÿ2+Ā2)23 = 1 ili  (1 2 ÿ2ý22 Ā2þ2(ÿ2+Ā2)2 )3 = 27 (ÿĀýþ)2(ÿ2+Ā2)4. 

 

 

 

https://mathcurve.com/courbes2d/enveloppe/enveloppe.shtml


Ă ∶  ý2 =  2ăý pri čemu je ă ∈ ℝ\
 Ă(Ć)  = (2ăĆ, 2ăĆ2) , Ć ∈ ℝ  (7)ž (7) u ā∗ =  ā + 1� ă2 dobivamo parametrizaciju njene evolute: 

 Ă∗(Ć) = q (28Ć3, 6Ć2 +  1)
 



 

Ova krivulja se još naziva i 

Njena implicitna jednadžba je: 8(þ 2 ă)3  2  27ăý2 = 0.
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Sa~etak 

koristeći definicije i teoreme obrađene na kolegiju Uvod u diferencijalnu geometriju. 
U prvom poglavlju rada detaljno su obrađena osnovna svojstva konika koja se obrađuju 
u srednjoj školi.  U drugom poglavlju susrećemo se s fakultetskim pojmovima kao što je 

Konstrukcije su obrađene u matematičkog programu GeoGebra. Od konstrukcija 
najvažnije su bile konstrukcije oskulacijskih kružnica konika i njihovih evoluta. Koristeći 

imaju široku primjenu u građevini i arhitekturi, ali i u svakodnevnim 
aktivnostima stoga ih je poželjno proučavati.



Summary 
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