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Uvod

Vremenski to¢kovni procesi predstavljaju temeljni alat u analizi slucajnih dogadaja koji
se javljaju kroz vrijeme. Ovaj diplomski rad se fokusira na teoriju i primjenu to¢kovnih
procesa, s posebnim naglaskom na Poissonove i Hawkesove procese. Poissonovi procesi,
kao jedan od najosnovnijih i najvaznijih modela u teoriji tockovnih procesa, omogucuju
detaljno razumijevanje dogadaja koji se javljaju nezavisno jedan od drugog, uz konstantnu
stopu intenziteta. S druge strane, Hawkesovi procesi, koji su prirodno proSirenje Poisso-
novih, uvode koncept samo-pobude (self-excitement), omogucujuéi modeliranje dogadaja
u klasterima gdje svaki dogadaj moZe utjecati na buduce dogadaje.

Hawkesovi procesi su posebno zanimljiva klasa tockovnih procesa koju je poc¢etkom se-
damdesetih godina proslog stoljeca uveo A. G. Hawkes za modeliranje seizmickih dogadaja.
Od tada su nasli primjenu u raznim podrucjima, od modeliranja potresa do financijske ana-
lize. Njihova klju¢na karakteristika je uvjetna funkcija intenziteta koja predstavlja uvjetnu
gustocu vjerojatnosti pojave dogadaja u neposrednoj buducnosti s obzirom na proslost.

Ovaj rad pruza pregled osnovnih pojmova i teorije to¢kovnih procesa, nakon Cega se
detaljno uvodi Hawkesov proces, njegova funkcija intenziteta dogadaja, te sheme za simu-
laciju dogadaja i procjenu parametara. Takoder je prikazan praktican primjer modeliranja
Sirenja informacija na druStvenim mreZama pomocéu Hawkesovih self-excitement procesa,
gdje se analizira dinamika retweet kaskada. Dizajn funkcijske jezgre i rezultati procjene
parametara 1 predikcije popularnosti detaljno su opisani. (Primjer je iz [9]).

Takoder je uklju¢en dodatak s nekim matematickim rezultatima i R kodovima koriStenim
za simulaciju 1 analizu, ¢ime se omogucuje repliciranje i daljnje istraZivanje prezentiranih
modela.



Dio I

Osnovna teorija vremenskih tockovnih
procesa



Poglavlje 1

Tockovni procesi

Statisticka analiza se Cesto bavi pojavama koje se dogadaju u vremenu ili prostoru na
slu¢ajan nacin. Za kvantifikaciju i modeliranje takvih pojava koriste se to¢kovni procesi.

Neformalno moZemo definirati to¢kovni proces kao kolekciju vremensko indeksiranih
slu¢ajnih varijabli. To je zapravo prirodan nacin modeliranja stvarnih dogadaja poput dola-
zaka klijenata u trgovinu, ili slu€ajevi nasilja i fizickog obracunavanja izmedu suparnickih
bandi gdje svaki slucaj se razlikuje po veli€ini i intenzitetu [1]. Jo§ moZemo proSiriti model
kako bi previdio mogu¢i val kriminalnih odmazdi izazvanih zbog tog pojedinog slucaja.

Stohasti¢ka procedura za generiranje podataka je temeljni pristup mnogih vjerojat-
nosnih modela na kojima gradi moderno strojno ucenje [2], jednostavno jer odgovara
ponasanju nekih sustava iz stvarnog svijeta kao Sto smo prethodno opisali.

1.1 Tockovni i brojeci procesi

Medu najpoznatijim tockovnim procesima je Poissonov proces koji ¢emo izbliza proucavati,
ne samo kao primjer (klasicnog) tockovnog procesa nego i zbog uske povezanosti s Hawke-
sovim procesima, koji takoder spadaju pod tu vrstu toc¢kovnih procesa.

Tockovni proces bismo mogli definirati kao niz sortiranih slucajnih varijabli 7', T, ...
u R, koje nazivamo dogadaji.

Primjerice, u prethodno opisanom scenariju klijenata u trgovinu imamo da su dolasci
u odredenom vremenskom intervalu [0, T'] (uvijek gledamo zatvorene intervale) 1 svaka
pojava novog kupca je zabiljeZena s 7; gdje je i oznaCava i-tog kupca i vrijednost od 7;
je upravo vrijeme dolaska i-tog kupca (ponekad piSemo funkcijski: 7'(i) = «a, gdje je
a € [0, T]. Citamo: i-ti kupac je dosao u trenutku ).

Drugu reprezentaciju istog procesa mozemo posti¢i pomocu vremena medudolazaka
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(eng. inter-arrival times), odnosno slucajnih varijabli 7~ = (1,75, ...) gdjeje r; = T; = T4,
a jos definiramo Ty = 0. (Po prethodnom primjeru, sad bi 7; = § glasilo i-ti kupac je dosao
B jedinica vremena nakon zadnjeg kupca).

Definicija 1.1.1. Neka je {T;, i € N} niz nenegativnih sluc¢ajnih varijabli tako da ¥i € N
vrijedi T; < Ty, tada skup {T;, i € N} nazivamo tockovnim procesom u R .

Ponekad u literaturi ih nazivaju vremenskim to¢kovnim procesom jer se radi o nizu nad
vremenskim nenegativnim realnim poljem. Kad su toc¢ki u dvodimensionalnom polju, tada
se radi o prostornom to¢kovnom procesu.

Napomena 1.1.2. Uocimo da smo u definiciji onemogudili slu¢aj pojave dvaju razlicitih
dogadaja istovremeno. Odnosno da zaista vrijedi strogi uredaj <, te ne postojii € N za koji
bi vrijedio T; = T;;;. Takvi toCkovni procesi se nazivaju jednostavni.

Svakom tockovnom procesu pridruzujemo njegov brojeéi proces {N(7), t > 0} gdje je

N@) = Lier (1.1)

ieN

1. je indikatorska funkcija sa Q u {0, 1} koja vracéa 1 ako je w € C, gdje je C dogadaj,
odnosno 0 ako nije. Preciznije:

1 akoweC
1 = 1.2
c(w) {O inace (1.2)

Imamo dakle da je N(¢) zapravo broj dogadaja do trenutka ¢ gjde je ¢ € [0, T']. Zato se
N(t) povecava za jedan nakon svakog dogadaja T;. Eksplicitno moZemo napisati:

0 ako0<r<T,
1 akoT,<t<T,
2 koT, <t<T
N(t) = axof2=1=13 (1.3)

n akoT,<t<T,,

Lako moZemo vidjeti ekvivalenciju izmedu jednog i drugog procesa. To jest, da su skup
dogadaja T, T», ... (toCkovni proces) 1 njegov odgovarajuci brojeci proces ekvivalentni pri-
kazi istog procesa.
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Slika 1.1: Gornja: toCkovni proces. T; oznaCava i-ti dogadaj dok je s 7; oznacen vrijeme
medudolazaka. Donja: njegov ekvivalentni brojeéi proces gdje na y osi stoje vrijednosti
N(t) kroz vrijeme.

Primjer 1.1.3. Uzmimo primjer iz slike 1.1 gdje je zadan jedan tockovni proces. Vidimo
da u intervalu od [0, 7] broj dogadaja je konacan (ima ih 3 da budemo precizni) i vrijedi
T, :2,T2:5iT3 :6,gdjesuTi€‘T.

S druge strane, brojeci proces N(¢) je prikazan na grafu i njegova reprezentacija je
zadana preko slu€ajnih varijabli 7;. Recimo za t = 5,

N(S) = Z ]]_{527"1.} = ]]_{527"'} + ]]_{527"2} + 1{527'3} =14+1+0=2 (14)
ieN

Sto je upravo broj dogadaja do trenutka ¢ = 5.



POGLAVLIJE 1. TOCKOVNI PROCESI 6

1.2 Svojstva brojecih procesa

Uzmimo sad nekoliko primjera iz stvarnog Zivota gdje bismo mogli iskoristiti brojece pro-
cese 1 pomocu kojih se jasno vidi svojstva koja ¢emo opisati.

Ranije na pocetku poglavlja smo govorili o primjeru klijenata u trgovini (njihovi dolasci
u odredenom vremenskom intervalu). Uvijek promatramo vremenske intervale jer tako su
uvijek zadane u problemima koje modeliramo iz stvarnog svijeta. U tom slu¢aju imamo
za bilo koji ¢ iz [0, T'] broj N(t) daje informaciju o broju kupaca koji su stigli do trenutka
t. Svakim dolaskom kupca povecava se broj za 1. Drugi primjer moZze biti gledanje jednog
videa na mreznoj usluzi YouTube. Tada je {N(¢), t > 0} brojeci proces gdje N(7) oznaCava
broj views-a ili pregleda do trenutka ¢.

Iz proslih primjera uo¢imo da brojeci proces {N(?), ¢ > 0} u potpunosti opisuje tockovni
proces, odnosno cijeli zadani sustav. Naime definirali smo to¢kovni proces kao niz nene-
gativnih slu€ajnih varijabli {7, i € N} gdje su 7; dogadaji u vremenu. Time smo izvadili iz
sustava informaciju o to¢noj pojavi svakog dogadaja i o vremenima izmedu njih, opisana
pomocu 7 = (11, T2, ...). Zaista smo zakljucili da vrijedi

=T, —T, (1.5)

uz dodatno definiranje vrijednosti T i Ty4; gdje je N broj dogadaja u promatranom inter-
valu.

Sada vidimo kako mozemo odrediti 7; = ¢. Izraz odgovara i-tom dogadaju i odreduje
vrijeme dolaska (u trenutku 7). Iz toga znamo da ¢e N(¥) postici vrijednost i u odredenom
trenutku buduéi da svakim dolaskom povecava se za 1, onda i — #i dolazak je povecao
funkciju do i-te vrijednosti (pod pretpostavkom N(0) = 0, o tome ¢emo posvetiti napomenu
na kraju ovog zakljucka). Dakle ako i < N(¢) za bilo koji t € [0, T], tada znamo da se
dogodio T}, a vrijednost ¢ dobivamo upravo kao najmanji u € [0, T'] za koji vrijedi N(u) = i.

Time smo pokazali $to smo htjeli. Formalno zapisujemo u obliku propozicije:

Propozicija 1.2.1. Brojeci proces potpuno opisuje tockovni proces i obratno, odnosno oba
su ekvivalentna.

Mogli bismo 1 matematicki zapisati jednostavno za {T;, i € N} u [0, T] vrijedi
0<T i <T,<..< TN(I) <T (16)

Veza izmedu ta dva procesa moze biti uoCljivija iz sljedece druge perspektive. Uzmimo

vremena dolazaka, dobivena kao
n

T,= > 1 (1.7)

i=1

gdje je T, vrijeme n-tog dogadaja.
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Napomena 1.2.2. Ponekad se u definiciji brojeceg procesa dodaju uvjeti N(O) = 01
konacnost kao pretpostavke [3]. U nasim daljnjim promatranjima ¢emo zaista to i pret-
postaviti makar smo odludili to izostaviti u definiciji.

Sada moZemo na temelju definicije formalno napisati osnovna svojstva brojecog pro-
cesa.

Korolar 1.2.3. Neka je {N(t), t > 0} brojeci proces, tada slijedi:

a) N(t) >0, zasvet >0,
b) N(t) je prirodan broj (ili 0),

c) ako je s < t, tada vrijedi N(s) < N(t),

pri Cemu za sve s < t imamo da je N(t) — N(s) jednak broju dogadaja u poluotvorenom
intervalu (s, t].

Prije nego nastavimo dalje, napomenimo kako tockovni procesi mogu biti karakterizi-
rani po razli¢itim svojstvima prirasta.

Definicija 1.2.4. (Nezavisnost prirasta) Tockovni proces ima nezavisne priraste ako su
slucajne varijable

N(1,) = N(t1), N(tz) — N(tp), ..., N(t,) — N(ty-1) (1.8)
nezavisne za svaki izbor od t, t,, ..., t, gdje je t; > 0 za koje vrijedi
Hh<h<..<lt (19)

Definicija 1.2.5. (Stacionarnost prirasta) Tockovni proces ima stacionarne priraste ako
broj dogadaja u intervalu (s, s+ t] ima istu distribuciju za sve s-ove, to jest ako distribucija
od prirasta

N(t+h)— N(1) (1.10)

ovisi samo o duljini h.



Poglavlje 2

Poissonovi procesi

Siméon Denis Poisson ! je francuski matemati¢ar
1 fizicar roden 21. lipnja 1781. godine u Lo-
iretu. Sin jednog francuskog pukovnika, studirao je
u Ecole Polytechnique u Parizu krajem 19. stoljeca
1 ubrzo se isticao kao vrstan matematiCar 1 briljatan
um — njegove prve publikacije su joS za vrijeme stu-
dija. Imao je priliku susretati u znanstvenim krugo-
vima Pariza li¢nosti poput Joseph Louis Lagrange ili
Pierre-Simon Laplace.

Njegova famozna distribucija daje ime najvaznijim

toCkovnim procesima: Poissonovi procesi. Podje-
ljeni su u homogene i nehomogene u ovisnosti 0 in-
tenzitetu A.

U ovom poglavlju ¢emo isto govoriti 1 o funk-
cijama gustoce, distribucije, svojstvu zaboravljivosti
1 jo§ nekoliko pojedinosti koje nam trebaju. Tije-
kom rada éemo jo§ povezivati teoriju s primjerima
iz stvarnog svijeta gdje se primijenjuju i homogeni i
nehomogeni Poissonovi procesi.

"Francusko izgovaranje: [pwason].

POISSDN, %g"ﬁ@&

BN

Slika 2.1: Siméon Denis Poisson i
Poissonov proces
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2.1 Homogeni Poissonovi procesi

Postoji mnogo ekvivalentnih definicija homogenih Poissonovih procesa, ova je jedna od
tih.

Definicija 2.1.1. (Poissonov proces) Neka je (1;);»1 niz nezavisnih i jednako distribuiranih
(od sada nadalje: n.j.d.)* eksponencijalnih slucajnih varijabli s parametrom A i dogadaji
T, = Y., 7. Tada tockovni proces {T}, i € N} zovemo Poissonov proces s intenzitetom A.

Prije nego nastavimo, kratka digresija koja Ce sluZiti za podsjetnik. Ako je Citatelj
upoznat s pojmovima distribucije, funkcije gustoce 1 Poissonovih varijabli, moZe ovaj dio
slobodno preskociti.

Ako je X slucajna varijabla, funkciju Fy : R — [0, 1] definiranu s
Fx(x) =P(X < x) (x e R) (2.1)

zovemo funkcija distribucije od X. (eng. cumulative distribution function, CDF).

Ako imamo diskretnu slucajnu varijablu koja poprima vrijednosti u skupu Z, njenu
vjerojatnosnu funkciju mase fx : Z — [0, 1] definiramo kao

fx(x)=P(X =x) =P({w € Q: X(w) = x}) (2.2)

(eng. probability mass function, PMF).

Nadalje, kazemo da slucajna varijabla X ima Poissonovu distribuciju ako poprima vri-
jednosti u Nj te joj je vjerojatnosna funkcija mase oblika

e

fe ) = BX=x) = ——.

(2.3)

zax € Ny ={0,1,2,...}. PiSemo X ~ Poiss(A).

Vracamo se na definiciju Poissonovog procesa. Receno je da je niz medusobno jednako
distribuiranih eksponencijalnih slu€ajnih varijabli, dakle namece se pitanje gdje je Poisson
u cijeloj prici i zaSto je proces nazvan po njemu. Odgovor je u N(t). U Poissonovom
procesu slucajne varijable jesu eksponencijalne, ali prirasti imaju Poissonovu razdiobu,
odnosno N(t) je Poissonova slucajna varijabla.

Lema 2.1.2. Neka su X, ..., X, nezavisne eksponencijalne slucajne varijable s parametrom
A (vrijedi X; ~ Exp(Q)), tada X, + ... + X,, ima Gamma(n, 1) distribuciju, odnosno

Xi+..+X, ~T'(n,A). (2.4)

2U engleskoj literaturi: Independent identical distributed, &esto i.i.d. ili IID
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Ova lema ¢e nam biti potrebna za dokaz propozicije 2.1.4. JoS ¢emo napisati jedan
vazan rezultat koji ¢emo koristiti u daljnjim razmatranjima:

Propozicija 2.1.3. Neka je tockovni proces {T, T, ...} homogeni Poissonov proces s inte-
zitetom A gjde su mu vremena medudolazaka {7\, 7»,...}. Nadalje neka je T{ = Ty, —t
vrijeme preostalo nakon trenutka t pa sve do iduceg (prvog) dogadaja Ty, na isti nacin
definiramo T, = Ty, —tzak > 2 i joS definiramo 7| = T| i T} = Ty, za i > 2. (vidjeti sliku
2.2). Tada vrijedi da je (T|, T}, ...) ponovho homogeni Poissonov proces s intenzitetom A i
nezavisan od (N;, T1, Ty, ..., Tn,).

Skica dokaza. Tvrdnja slijedi jer je dogadaj
A={N,=nT,=1,...,T,=1t,} (2.5)

zat; <t <---<t, <t isti kao i dogadaj

{Tn+l >t—tn’T1 :tl’”"Tn:tn}, (26)
abudu¢idasuTy,...,T, nezavisni od 7,,;, imamo da je
P(T] > s|A) =Pty —(t—1,) > 5 | Tyyy > t—1,) = P(1,41 > 5) = 7. (2.7)

U predzadnjem koraku smo iskoristili svojstvo zaboravljivosti od eksponencijalne raz-
diobe. To jest, uvjetno na 7,,; > u, T — u ponovno ima istu eksponencijalnu razdiobu.
Dakle, T je nezavisna od proslosti (to jest, od svih dogadaja oblika A) i ima opet ekspo-
nencijalnu distribuciju s parametrom A. Uvjetno na A imamo da je 7, = 7,4, kK > 2, pa
tvrdnja slijedi buduéi da su vremena medudolazaka (7;);>; n.j.d.

O

Svojstvo homogenog Poissonovog procesa iz prethodne propozicije dakle slijedi iz
svojstva zaboravljivosti eksponencijalne razdiobe®. Iz njega prakticki slijede sva ostala
svojstva. RijeCima: proslost ne igra nikakvu ulogu u odredivanju novih dogadaja, odnosno
vremena novog neposrednog dogadaja nakon odredenog trenutka ¢ (do na trenutno stanje
u kojem se nalazimo).

Sad idemo iskazati i dokazati vaznu ekvivalenciju definicije Poissonovog procesa.

Seng. memorylessness property
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T T2 TN, T, T
= —t— [ L Y f A \ r
L 1 1 L L L
} } ! 2 }
Ty T T, l Tyy+1 Ty, +2

Slika 2.2: Novi Poissonov proces od trenutka 7, gdje je 7y,4i = 7, 1 Ty = T/ +tzai > 2.

Propozicija 2.1.4. Tockovni proces {Ty, T, ...} je homogeni Poissonov proces s intezitetom
A ako i samo ako vrijedi sljedece:

1. N(O)=0.
2. {N() : t > 0} ima nezavisne priraste.

3. Zasve 0 < s <t, N(s,t] ~ Poiss(A(t — s)), specijalno, prirasti su stacionarni.

Dokaz. Dokazat ¢emo smjer (=). Neka je tockovni proces {7, T>, ...} homogeni Poisso-
nov proces s intenzitetom A > 0. Prvi uvjet je viSe iz tehniCkih razloga i prokomentirali smo
ga u napomeni 1.2.2. Dakle slijedi iz pretpostavke definicije brojeeg procesa (naznacuje
da proces pocinje u ¢t = 0).

Sto se druge tocke ti¢e, prisjetimo se da po definiciji to¢kovni proces ima nezavisne
priraste ako za sven > lisve 0 < 51 < f; < 8 <t < --+ < 5, < 1, vrijedi da su
{N(I))}iz1...n » I; = (si, ;] medusobno nezavisni. Dodatno, definirali smo N, = max{n > 0 :
T, < t} (izrazi N(¢) i N, su ekvivalentni) i jo§ smo podesili 7o = 017, = 71 + -+ + T,
7, ~ Exp(1) n.j.d. slu¢ajne varijable.

Za dva razlicita intervala (sy, #] i (s, t,] definirana kao maloprije (0 < 51 < #; < 53 <
1) njihova nezavisnost slijedi direktno iz prethodne propozicije. Naime, za ¢ uzimamo
toCno ¢;, prema propoziciji 2.1.3 (T, T,,...) su nezavisne sa N;, T1,T,..., Ty, i vrijedi
da N({(s1,1;]) ovisi iskljucivo o {T'y, T», ..., Ty,} dok N({s», ,]) jedino o {T{, T, ...}, dakle
zaista su N((sy,11]) 1 N((s2,%,]) nezavisni kad su skupovi (T, T>,..., Ty} 1 {T|,T;,...}
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disjunktni. Sad ponovnom upotrebom ovog postupka mozZemo prosiriti tvrdnju na konacno
mnogo intervala. Bitno je da su intervali disjunktni kako bi ovo proslo.

Nedostaje dokazati 3. tvrdnju. Najprije ¢emo pokazati da je N, ~ Poiss(At), Vt > 0. Za
to moramo pokazati da vrijedi

P(N; = n) = P(Poiss(At) = n), Y¥n>0 (2.8)

znamo da su sljedeci dogadaji ekvivalentni:

N=ne—=T,<tiT, >t (2.9)

Iz toga slijedi
P(N;=n)=P(T, <t <Ty) =P(T, <t, Ty >t—T,)

=f P(u <1, Tyr > £ — | T, = ) f, () d
0

nez.

= f B(tner > 1 — u) fr, () dut (2.10)
0

Gdje smo koristili nezavisnost varijabli 7,1 7,4;. Znamodaje 7T, = 7, + .... + 7, 1da
su 7; ~ Exp(1) pa koriste¢i lemu 2.1.2 dobijemo da je 7, gamma distribuirana slu¢ajna
varijabla i funkcija gustoce nam je poznata (A.0.1):

T~ /lnun—le—/lu /lnun—le—/lu

- ) 2.1 1
fr, ) m T 2.11)
zato Sto vrijedi
['(n) = f X' ledx = (n—1)! (2.12)
0
za sve n € N (dokaz ide indukcijom po n. Vise u A.0.2).
S druge strane, 7; ~ Exp(1) dakle znamo njenu funkciju distribucije i gustoce.
Pty 22)=1-Pry<x)=1-(1-e™) =™ (2.13)
Sto daje sve skupa iz (2.10), (2.11) 1 (2.13)
t A —A(t—u) 'ty
P(tpe1 >t —u)fr,(u)du = —e¢ e du = e, (2.14)
0 " 0 (”l - 1)‘ l/l'

dakle N; ~ Poiss(Af).
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Konacno tvrdnja N((s, t]) = N; — N, ~ Poiss(A(t — s)) slijedi iz
N, — Ng; ~ N,_; ~ Poiss(A(t — s)), (2.15)

pri ¢emu Cinjenica da N, — N ima istu distribuciju kao i N,_, slijedi iz Prop. 2.1.3.
O
Jo$ jedno zgodno svojstvo Poissonovih procesa je da uvjetno na N(T') = n, dogadaji
{T\, T, ..., T,} imaju istu distribuciju kao 1 {U(1), ..., U(n)} pri ¢emu su U(1) < U(2) <

.. < U(n) dobiveni sortiranjem n.j.d. slu€ajnih varijabli Uy, ..., U, koje imaju uniformu
distribuciju na [0, T'].

2.2 Intenzitet A

Kao Sto smo vidjeli ranije, vremena medudolazaka 7; su nezavisna i svako od njih slijedi
eksponencijalnu distribuciju s parametrom A (za niz (7;);>; gdje prvi dogadaj se dogada u
trenutku 7y, drugi se dogada 7, jedinica vremena nakon prvog, itd.)

Ovdje, oznaka f;(#) oznaCava funkciju gustoce slucajne varijable 7 koja uzima vrijed-
nosti oznacene s ¢. Funkcija gustoe za eksponencijalnu je

e akot>0
(1) = - 2.16
S0 {0 akot <0 ( )

za A > 0. Sada ocekivanje od T moZemo dobiti u zatvorenoj formi:

E.[7] = f tf(f)dt = A f te™M dt
—0 0

t o0 0
=A [——e‘ﬁt] + f e dt
A 0 0

1 _A,]"" 1
0

Dakle, ako je ocekivano vrijeme izmedu dogadaja E[7] =
ocekivani broj dogadaja u jedinici vremena.

1, to znati da je A zapravo

Dodatno, moZemo pokazati da vrijedi

. PWN{t,t+h] > 1)
A =1lim
h—0 h

(2.17)

Sto daje dodatnu interpretaciju intenziteta A.
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Slika 2.3: Poissonova distribucija, za A = 2.24

U homogenom procesu A je konstanta, ali to ne mora biti tako. MozZe biti funkcija
kroz vrijeme, zapisana kao A(¢). U tom slu€aju govorimo o nehomogenom Poissonovom
procesu. S njima ¢emo se pozabaviti u poglavlju 2.3.

Uvest ¢emo sada dodatnu notaciju, koja se ponekad naziva i Landauovim simbolim po
njemackom matemati¢aru Edmundu Landauu. *

Definicija 2.2.1. Neka su f : R - Ri g : R — R dvije funkcije i neka je g pozitivna u
otvorenoj okolini od a € R, to jest za x € (a —&,a + &) \ {a} za neki ¢ > 0. KaZemo da je f
‘'malo o’ od g u okolini od a i pisemo f(x) = o(g(x)) kada x — a ako

J&x) _

lim 22 — o (2.18)
x—a g(x)

Buduci da se simbol & Cesto koristi za predstavljanje broja koji se priblizava nuli, u
ovom radu ¢emo reéi da funkcija f(-) je o(h) ako

i L _
m-——=

lim —- 0. (2.19)

Drugim rije¢ima, da bi funkcija f(-) bila o(h), potrebno je da f(h) teZi prema nuli brZze nego
h.

“Drugi Landauov simbol je veliko O notacija. S istim pretpostavcima kao i kod definicije 2.2.1, kazemo
da je f ’veliko O’ od g u okolini od a i piSemo f(x) = O(g(x)) kada x — a ako limsup,_,, [

@<00.
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Propozicija 2.2.2. Za homogeni Poissonov proces {T1, T», ...} s intenzitetom A vrijedi:
(i) P(N{t, t+h] = 1) = Ah + o(h)
(ii) P(N(t, t + h] > 2) = o(h)

Dokaz. Najprije pokazujemo svojstvo (ii).

. PN, t+h] = 2) . 1 =P, t+h]=0)—-PWN{t, t+h]=1)
m = lim

},l—w) h h—0 h

1= = Qhe

= lim
h—0 h

-

= lim —limAe " =1-21=0,

h—0 h h—0
Sto koristeéi 2.19 daje:
P(N{t, t+h]>2
0 =1lim (NG, £+ 7] ) — P(N{t, t+ h] =2) =o(h). (2.20)

h—0 h

Za svojstvo (i) idemo najprije dokazati izraz iz (2.17) koji smo prokomentirali, ali ni-
smo dokazali.

>
1= lim P(N(t, t+h]>1)

lim h : (2.21)

Pozivanjem na 3. svojstvo propozicije 2.1.4 imamo da je N(¢, t + h] ~ Poiss(Ah), dakle
vrijedi:

=A

. PN, t+h] > 1) . 1 —=PWN{t, t+h]=0) o l—et
lim = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0

Time je dokazan gornji izraz (2.21). Sada kona¢no pomocu njega i 2.19 dobijemo svojstvo

(i):

PN, t+h]l=1)=Ah+0o(h) & PN(t, t+h]>1)—-P(N{t, t+h] >2)=Ah+ o(h)

EX PNt t+h] = 1) = Ah = o(h) + o(h) = o(h)

Def221 . P(N{(t,t+h]>1)—Ah . (PNt t+h] = 1)
& lim = lim -
h—0 h h—0 h

a desni izraz je istinit upravo iz jednakosti (2.21). Time je dokazana propozicija. O
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2.3 Nehomogeni Poissonovi procesi

Vrijeme je da prijedemo na malo sloZenije procese. Vidjeli smo da u homogenim Po-
issonovim procesima, dogadaji stizu slucajno s konstantnim intenzitetom A. Prirodno je
pretpostaviti da dolasci ipak ovise o nekoliko varijabli koje utjeCu na njih, kao Sto bi pri-
mjerice bio vremenski raspon u trgovini. Nastavljajuéi alegoriju gdje smo dolaske kupaca
poistovjeivali s naSim dogadajima u promatranom homogenom Poissonovom procesu,
pretpostavili smo da su dolasci nezavisni i jednakim intenzitetom kroz dan. Medutim, u
stvarnom Zivotu to nije tako. Naime u 7 ujutro naj¢eS¢e ima manje pojava negou 11 iliu
17 popodne, kad je jedan veliki broj gradana je zavrSio s poslom (drugi primjer je prometna
gustoca u takozvanim rush hours koja je veca u odredenim periodima nego u ostatku dana).
Ovo moZemo oblikovati funkcijski po A koji ovisi o vremenu ¢, umjesto da bude konstanta.
Ovako se intezitet mijenja kroz vrijeme i stvara trenutke gdje je vjerojatnost veéa nego u
drugim trenucima. Upravo taj Poissonov proces ¢iji intenzitet nije konstanta nego je

A=A, (2.22)

gdje je t € [0, T], nazivamo nehomogenim Poissonovim procesom. Razlika izmedu jednog
1 drugog je prikazana na slici 2.4. Mogli bismo redefinirati homogene Poissonove procese
kao specijalni slu¢aj nehomogenih, kad je funkcija intenziteta zapravo konstanta.

Definicija 2.3.1. Za danu funkciju A : [0,00) — [0, 00), tockovni proces {T,T,,...} je
(nehomogeni) Poissonov proces ako vrijedi:

1. N(O)=0.
2. {N() : t > 0} ima nezavisne priraste.

3. Zasve 0 < s <t, N{(s,t] ~ Poiss(fst A(u)du).

Sada homogeni Poissonov proces ocigledno dobijemo ako stavimo A(f) := A za sve
t>0.

S druge strane, na slican na¢in pokazujemo kao ranije da za sve ¢ > 0 vrijedi

P(N{t,t +h] > 1)
h .

Al = }ll_r)% (2.23)

Naime, iz svojstva 3. slijedi:

t+h

P(N{t, t+h] > 1 1 —P(N{t, t+h] =0 | — e ) Awdu
fim oMt 2 TZPWVGE A AI=0) o Tmed TP,

h—0 h h—0 h h—0 h
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Slika 2.4: Homogeni proces (gornji graf) s konstantom A4 = 0.5. Dogadaji su jednako
vjerojatni po svoj duzini segmenta [0, T]. S druge strane, za nehomogeni proces (donji
graf) intenzitet je funkcija A(¢) koja ovisi o vremenu. Tamo gdje je vjerojatnost veca, tamo

se najc¢esce pojavljuju dogadaji. U oba procesa je prikazano Sest dogadaja {, 1, ..., t}™* u
vremenu (strelica s oznakom time) 1 iznad odgovarajuca funkcija intenziteta.

* U ovoj skripti smo se odludili za sljedecu notaciju: kad se radi o sluajnim varijablama tada pisSemo velikim slovom, dakle {T'j, 75, ..., T¢}
No kad te varijable su zapravo tocke konkretne (pojave ili dogadaji), tada c¢emo ih malim slovom napisati: {t, 2, ..., ¢} kao jedna konkretna

realizacija kojom se dalje bavimo do kraja primjera.

bududi da je integral neprekidna funkcija te je derivacija integrala u ¢ jednaka A(f) za sve
t > 0. (Za dodatna pojasnjenja, pogledati A.0.3).
Analogno kao u homogenom sluc¢aju, pomocu izraza (2.23) slijedi propozicija 2.2.2 za

nehomogene procese:
P(N(t, t + h] = 1) = A(t)h + o(h), (2.24)

Sto je vaZzan rezultat za daljnje nadogradivanje funkcije intenziteta, kao §to éemo uskoro
vidjeti.
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Poglavlje 3

Uvjetna funkcija intenziteta

Pod nekim dodatnim uvjetima, tockovni proces {7, T», ...} mozemo potpuno karakterizirati
pomocu uvjetne funkcije intenziteta. Oznacena kao A*(¢) predstavlja trenutnu stopu dolaska
novih dogadaja u vremenu ¢, s obzirom na povijest prethodnih dogadaja. U nastavku ¢emo
preskociti neke tehnicke detalje, oni se mogu pronaci u [20] 1 [21].

U Hawkesovim procesima ¢emo vidjeti joS jedan korak sloZenosti: ne samo da A nece
biti konstanta nego zapravo nece ni biti unaprijed definirana ili zadana kao da bi se radilo
o krivulji ili funkciji koja ovisi samo o vremenu (vidi sliku 2.4 za takav primjer), nego
se svaki put mijenja s obzirom na nove dogadaje ili dolaske. Povijest dogadaja utjeCe
na buduce, odnosno §to je bilo do trenutka 7 nije zanemarivo. Primijetite da je ovo za-
pravo suprotno od svojstva zaboravljivosti u kojem vjerojatnost novih dogadaja ne ovisi o
prijaSnjem stanju nego iskljucivo sadasnjem.

Definicija 3.0.1. Uvjetnu funkciju intenziteta definiramo kao
P{Ny,, — Ny = 1| H(®)}
h b

A(@) =i 3.1
(1) = lim (3.1

pri Cemu P(--- | H(t)) predstavlja vjerojatnost uvjetno na informacije (povijest) do
trenutka t.

Povijest H(t) uvijek ukljucuje broj dogadaja koji su se dogodili N(¢), kao i tocna vre-
mena Tl, ceey TN([).

Bitno je naglasiti da je (1°(¢), t > 0) sluCajan proces jer za sve t > 0, A*(¢) ovisi o
N iT,..., Tny. Strogo formalno, (H(z), t > 0) se definira kao familija o-algebri, to jest
filtracija, ali to izlazi van okvira ovog rada. Ubuduée ¢emo uvjetnu funkciju intenziteta
neformalno pisati kao A*(¢) := P{N(t + dt) — N(¢) = 1 | H(t)}.

Bududi da preko A*(¢) trazimo vjerojatnost dogadaja u trenutku ¢, na klasi¢an nacin
gledamo intervale proizvoljno malene, a to postizemo pustajuci limes u nulu. I gornji 1

19
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donji izraz gledaju vjerojatnost da razlika u brojecoj funkciji N bude 1 u tom intervalu
[, + h] (u drugom izrazu, h = dt kad h — 0), Sto znaci da je u tom intervalu stigao
dogadaj koji je uzrokovao povecanje N za 1.

Vrijedno je naglasiti da A*(¢) ovisi samo o informacijama o broje¢om procesu u proslosti,
Sto znaci da je H,-imjeriv. Stovise, primijetite da A*(#) moze biti samo nenegativan.

Bitno je napomenuti da nam povijest H(¢) daje informaciju ne samo o vremenskim
trenutcima kad je dogadaj postignut nego i kad nije. Pogotovo nam govori da se u intervalu
izmedu zadnjeg dogadaja pa sve do promatranog trenutka ¢ nije dogodio nikakav dogadaj.
(interval (s, ) pri Cemu je s = Ty ne sadrzi nikakav dogadaj). To nas odmah vodi do
funkcija hazarda.

Prije nego Sto ih definiramo, trebamo uciniti jedan korak nazad. Funkcija hazarda je
funkcija povezana s takozvanim distribucijama preZzivljavanja (eng. survival distributions).
U tim modelima promatramo slucajne varijable koje se ne odnose na sam dogadaj nego na
vrijeme ¢ekanja do trenutka zbivanja. Primjeri mogu biti:

e udio stanovniStva koji ¢e preZivjeti odredene godine Zivota.
e vrijeme izmedu primjene cjepiva i razvoja infekcije.

e trajanje rada stroja do kvara.

Opcenitije, promatramo vrijeme Zivota (/ifetime) preostalo do fatalnog zbivanja (bilo kak-
vog), npr. u podrucju biologije, strojarstva, ekonomije ili sociologije.

Kao u vecini slucajeva postoje razliCiti pristupi i definicije. Mi ¢emo samo ukratko
definirati osnovne pojmove (slijedit ¢emo natuknice iz [6]) jer, iako je povezana tema s
naSom, nije glavni predmet ovog rada. (za viSe o tome, vidjeti [7]).

Definicija 3.0.2. Neka je T slucajna varijabla i F(-) njena funkcija distribucije, funkciju
S :=1-F@) =P(T > t) nazivamo funkcijom preZivljavanja. (eng. survival function).

Zaputili smo se u cijelu ovu pricu nakon Sto smo opazili dodatnu informaciju u uvjetnoj
funkciji intenziteta A*(7): nije bilo dogadaja u segmentu (T'y, 1), to jest neposredno prije
trenutka koji promatramo. Ovo moZemo gledati kao preZivljavanje do trenutka . Samo
pazljivo s interpretacijom: nigdje nije reCeno da se u trenutku ¢ dogodilo nesto, nego da
se nista nije dogodilo do prije trenutka ¢. Sad nas zanima vjerojatnost da se u tom tre-
nutku dogodi nesto, ili prirodnim jezikom “’koliko nam je joS preostalo do tog fatalnog, ali
neizbjeznog zbivanja” Sto moZe biti prirodna smrt, infekcija ili kvar (nastavljajuci s gore
navedenim primjerima).
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Definicija 3.0.3. Za fiksne i € Ny i trenutke 0 < t; < ... < t;_y, funkciju hazarda definiramo
kao

¢it|ty,....ti.) =PWN[t, t+dt] =1 |N,=i—- 1T, =t,,...,Ti_; =t;_1) (3.2)

za sve t > t;_y, gdje dt oznacava

P(N[l’,t'i‘l’l]: 1T, >2t,Ty=t,...,Ti1 = t,_1)

= }llil(l) 7 (3.3)
Uocimo da moZemo zapisati funkciju hazarda na ekvivalentan nacin:
ot ty,....t;i.) =P\N[t,t+dt]=1|T; >2t, T, =t1,...,Ti_1 = ti_1).
Sada moZemo prikazati nasu uvjetnu funkciju intenziteta pomocu njih:
() =¢it|Ty,...,Ti-y), (3.4)

ako jet € (Ti-1, T;] . Tu se onda jasno vidi da je A*(¢) slucajna varijabla.

Sad kad smo uveli uvjetnu funkciju intenziteta A*(¢), nuZnu za definiranje Hawkesovog
procesa, idemo pokazati da je ona zapravo poopcenje funkcije intenziteta A(¢) iz definicije
Poissonovog procesa. Odnosno da u slu€aju homogenog Poissonovog procesa vrijedi

(1) =p, 3.5
gdje je u konstanta, a u slu¢aju nehomogenog Poissonovog procesa
(1) = A1), (3.6)

Zazsvaki t > 0.

Kako bismo to dokazali, treba nam nezavisnost prirasta koja nam kaze da ono §to se u
Poissonovim procesima dogada nakon trenutka ¢ ne ovisi o H(?).

Naime, za homogeni Poissonov proces s intenzitetom A imamo da je

PNt t+h]l=1|N@®O=i-1,T,=t,...,Ti-1 = t,_1)
h

A,

(t|t,...,tioy) =lim
Gt 1. i) = lim

. P(N(t, t+ h] = 1) Prop. 2.2.2
[nezavisnost prirasta: prop. 2.1.3] = lim =
h—0 h

za svaki t > 0.
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S druge strane, za nehomogeni Poissonov proces s funkcijom intenziteta A(¢) na pot-
puno analogni nacin slijedi tvrdnja, jedino umjesto propozicije 2.2.2 imamo zadnju jedna-
kost iz jednadZbe (2.24) koju smo pokazali. Odnosno:

P =1
Bt sti) = - = Tim T . M=Dezw . 37)

za svaki t > 0.



Poglavlje 4

Osnove Hawkesovih procesa

U poglavlju 2 smo vidjeli homogeni i nehomogeni Poissonov proces. U Poissonovom pro-
cesu dogadaji dolaze neovisno jedan o drugome uz konstantnu stopu 4. U nehomogenom
Poissonovom procesu dogadaji dolaze neovisno jedan o drugome, ali ovaj put uz promje-
njivu stopu A(?).

Medutim, u stvarnosti nije uvijek sluc¢aj da dogadaji dolaze neovisno jedan o drugome.
Znamo, na primjer, da nam seizmicka aktivnost u proSlosti moze pomo¢i u predvidanju
bududih potresa. Dakle, u slucaju potresa vidimo da pojava jednog dogadaja utjeCe na
pojavu sljedeceg dogadaja. Sto je isto kao re¢i da dolazak dogadaja poveéava vjerojatnost
buducih dogadaja u bliskoj buduénosti. Slucaj potresa nije jedini: kaskada retweetova na
druStvenim mreZama je drugi primjer [9]. Tamo ¢emo otkriti da ¢im se dogodi retweet,
funkcija intenziteta se povecava, dakle vjerojatnost buducih dogadaja se povecava.

U ovom poglavlju ¢emo predstaviti klasu procesa u kojoj stopa dolazaka dogadaja ipak
ovisi o proslosti, odnosno ovise jedan o drugome. Takvi procesi se nazivaju self-exciting
procesi, a najpoznatiji medu njima je Hawkesov proces.

Self-exciting proces je tockovni proces u kojem dolazak dogadaja uzrokuje povecanje
uvjetne funkcije intenziteta A*(f). Njoj smo posvetili poglavlje 3. U self-exciting proce-
sima, uvjetna funkcija intenziteta se povecava ako se dogodi novi dogadaj i time je pojava
novog dogadaja vjerojatnija. Pogledati sliku 4.1 za primjer realizacije uvjetne funkcije
intenziteta jednog takvog procesa.

Godine 1971. Hawkes je predloZio novi self-exciting model, koji se pokazao vrlo
prakti¢nim i joS uvijek se koristi. Radi se o procesu koji eksplicitno ovisi o svim prethodno
nastalim dogadajima, tako da neposredno nakon svakog dogadaja funkcija intenziteta raste
1 odmah krene padati eksponencijalno.

Definicija 4.0.1. (Hawkesov proces) Neka je {T, T, ...} tockovni proces s pripadajucom
povijesti H(t), t > 0. KaZemo da je proces Hawkesov ako mu je uvjetna funkcija intenziteta
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oblika
@)=+ Y plt-T), (4.1)

i.t>T;

gdje su g > 0, pu : {0, co] — [0, oo] i gdje su T; < t svi dogadaji do trenutka t.

Pogledajmo izbliza ovu uvjetnu funkciju intenziteta. Najprije vidimo da se radi o zbroju
dva dijela: konstanta Ay 1 suma funkcije u. Konstanta predstavlja pozadinski intenzitet pro-
cesa (engl. background intensity), koji ne ovisi o povijesti niti prethodnim dogadajima. Kao
Sto ¢emo vidjeti u 4.1, Hawkesov proces moZe se promatrati kao proces u kojem postoje
dogadaji “imigranata” i “potomaka” !. Pozadinski intenzitet odreduje dolazak dogadaja
imigranata, a njihov dolazak je neovisan o prethodnim dogadajima koji su se dogodili.
Ponekad umjesto konstante moZe biti i funkcija Ay(f) : R — R, (base intensity function).

S druge strane imamo drugi dio funkcije koji karakterizira Hawkesov proces 1 Cini ga
bude self-exciting: funkcija u(-), takozvana jezgrena funkcija (eng. memory kernel). Ona
modulira u¢inak koji dogadaj 7; ima nad uvjetnom funkcijom intenziteta u trenutku #. Jasno
vidimo da u sluéaju u(-) = 0 zapravo imamo homogeni Poissonov proces, zato ¢emo taj
slucaj izostaviti.

Najcesce je funkcija u(-) padajuéa kako bi dogadaji blizi u vremenu imali veci utjecaj
u trenutnom intenzitetu dogadaja dok daleki u vremenu imaju sve manje i manje.

Odabir jezgre u

Funkcija u(-) moze biti razli¢itih oblika, ne nuZno padaju¢ih. Medutim, mi éemo kratko
predstaviti dva poznata odabira funkcije: eksponencijalna jezgra i tzv. power-law jezgra 2.
([9], str. 8)
Eksponencijalna jezgra je popularna padajuca funkcija koju Hawkes koristio u svojem
radu [10]. Oblik glasi:
u(t) = ae™, 4.2)

gdjejea > 0,8 > 01a < B (vidi sliku B.1). Tada je uvjetna funkcija intenziteta

(1) = Ao + Z ae PETD, (4.3)

i:t>T;

Dakle pri dolasku dogadaja, funkcija se povecava za @ no kroz vrijeme to povecavanje se
smanjuje eksponencijalno sa stopom S.

leng. immigrants and offsprings
2eng. exponential kernel and power-law kernel



POGLAVLIJE 4. OSNOVE HAWKESOVIH PROCESA 25

Power-law jezgra je kao 1 eksponencijalna jezgra tipi¢ni odabir za Hawkesove procese,
a Cesto se upotrebljava u seizmologiji i analizi druStvenih mreza:

1= , 4.4
O = (4.4)
gdje uvjetna funkcija intenziteta glasi:
K
() =+ —_— 4.5
(1) = A l;(ﬁ(t_m)p 4.5)

za tri konstante K, ¢ 1 p. Kasnije ¢emo ih objasniti u nasem primjeru (slika B.2).

Na slici 4.1 moZe se detaljno vidjeti jedan Hawkesov proces (prikazana su vremena
T,,...,Ty, skupasa svojim pripadaju¢im vremenima medudolazaka 7, . . ., Ty 1 pripadajuci
brojeci proces N(?)), i dodatno prikazuje uvjetnu funkciju intenziteta. Naime, bez infor-
macije o funkciji intenziteta, grafovi pod (a) i (b) lako bi mogli pripadati homogenom ili
nehomogenom Poissonovom procesu. No odmah vidimo da se funkcija intenziteta A(¢)
mijenja kroz vrijeme, odnosno mijenja se odmah nakon pojave dogadaja i smanjuje se sve
do pojave sljedeceg dogadaja.

4.1 Struktura grananja

Hawkesov proces se moZe interpretirati kao Poissonov klaster proces (za vise tehni¢kih
detalja, vidjeti [26]). U ovoj interpretaciji, dogadaji u Hawkesovom procesu dijele se u
dvije kategorije: imigranti i potomci. Kao $to sami nazivi sugeriraju, imigrantski dogadaji
dolaze neovisno od drugih dogadaja (sjetimo se, njih odreduje prvi dio uvjetne funkcije
intenziteta: Aj), dok su potomci potaknuti prethodnim dogadajima u procesu. Potomci
se strukturiraju u klasteru, povezani s odredenim imigrantskim dogadajem. Ovaj nacin
strukturiranja dogadaja naziva se struktura grananja [9].

Postoje tri razloga za objasnjavanje ovog alternativnog pogleda na Hawkesov proces.
Prvo, ova nova interpretacija olakSava dokazivanje odredenih svojstava Hawkesovog pro-
cesa, poput stacionarnosti procesa. Drugo, na temelju strukture grananja moZe se osmisliti
algoritam za simulaciju Hawkesovog procesa. Tree, struktura grananja moze omoguditi
modeliranje odredenih situacija iz stvarnog Zivota.

U ostatku ovog odjeljka detaljno ¢emo razmotriti strukturu grananja i izracunati dvije
kljucne veli¢ine: faktor grananja — oCekivani broj dogadaja koji su izravno potaknuti odredenim
dogadajem u Hawkesovom procesu — i ocekivani ukupni broj dogadaja u klasteru poto-
maka. Obje ove velicine postaju vrlo vazne kada se Hawkesovi procesi primjenjuju na
prakti¢na podrucja, poput drustvenih mreZa na internetu.
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Slika 4.1: (Preuzeta iz [9]) Hawkesov proces s eksponencijalnom jezgrom. (a) Prikazana
su prvih devet vremena dogadaja. T; predstavljaju vremena dogadaja, dok 7; predstavljaju
vremena medudolazaka dogadaja. (b) Brojeci proces kroz vrijeme N, se povecava za jednu
jedinicu u svakom vremenu dogadaja 7. (c) Funkcija intenziteta kroz vrijeme. Primijetite
kako svaki dogadaj izaziva skok, nakon cega slijedi eksponencijalni pad (d) Skrivena ili
neopazena struktura grananja Hawkesovog procesa. Svaki krug predstavlja jedan dogadaj
koji se dogodio u T;, strelice predstavljaju odnos korijen-potomak. Gen; specificira gene-
raciju dogadaja, s i = 0 za imigrante ili 7 > 0 za potomke. Z;; su sluCajne varijable, tako da
je Zjp = 1 ako je dogadaj T; imigrant, a Z;; = 1 ako je dogadaj T; potomak dogadaja T';.
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Primjer strukture grananja

Vremena dolazaka imigranata tvore homogeni Poissonov proces s parametrom intenziteta
Ao, dok su dolasci potomaka generirani nehomogenim Poissonovim procesima ¢ija je funk-
cija inteziteta odredena funkcijom u(-). Na ovaj nacin bismo mogli razdvojiti Hawkesov
proces na dva dijela: homogeni dio i nehomogene dijelove (jer ih ima viSe). Time smo
postigli naSu strukturu grananja: imigranti su nezavisni jedan od drugoga, a iz svakoga od
tih imigranata izvire jedan nehomogeni proces potomaka. NajceSce gledamo po genera-
cijama: nulta generacija su imigranti, prva generacija prvi potomci pojedinog imigranta,
itd.

Promatraju¢i dalje sliku 4.1 pod (d) vidimo jedan primjer strukture grananja devet
dogadaja Hawkesovog procesa kroz vrijeme (isti proces koje smo prokomentirali ranije).
Vremena dogadaja 7; su oznacena krugovima, a odnosi ’roditelj-potomak’ izmedu dogadaja
prikazani su strelicama. Uvodimo sluCajne varijable Z;;, gdje je Zjy = 1 ako je dogadaj i
imigrant, a Z;; = 1 ako je dogadaj i potomak dogadaja j (oznake slijede [9]). Tekst u sva-
kom krugu oznacava generaciju kojoj dogadaj pripada, tj. Gen, oznaCava k-tu generaciju.
Imigranti su oznacCeni kao Geny, dok generacije Geny, k > 0 oznacavaju njihove potomke.
Na primjer, T, 1 Ts su neposredni potomci imigranta 7, tj. matematicki izraZzeno kao
Zz] = 1,Z5] = 1i210 = 1

Potomci povezani s odredenim roditeljem dolaze prema nehomogenom Poissonovom
procesu s intenzitetom u(-), tj. 7, i T's su realizacije dogadaja koji dolaze iz nehomogenog
Poissonovog procesa s intenzitetom u(r — 7) za t > T;. Dogadaj koji proizvodi potomka
opisuje se kao neposredni predak ili korijen potomka, T je neposredni predak 7s. Dogadaji
koji su izravno ili neizravno povezani s imigrantom tvore klaster potomaka povezan s tim
imigrantom, npr. 7 je imigrant, a T,, T3, T4, Ts 1 T tvore njegov klaster potomaka. Sli¢no,
T, i Ty tvore drugi klaster. Konacno, T je klaster sam po sebi. (Vidi sliku 4.2).

Faktor grananja

Faktor grananja (eng. branching factor) predstavlja vazan broj koji opisuje Hawkesove
procese. Definicija je jednostavna: faktor grananja n* je oCekivani broj izravnih potomaka
jednog dogadaja u procesu. (Na grafu 4.1 T, je direktni potomak od 77, ali T nije).

Ako se u trenutku ¢ > 0 pojavi dogadaj, onda njegovi direktni potomci ¢ine nehomogeni
Poissonov proces s funkcijom inteziteta A(s) := u(s — t) za s > t. To znaci da je ukupan
broj direktnih potomaka zapravo ukupan broj dogadaja tog Poissonovog procesa u intervalu
[z, o0), a to je Poissonova slu¢ajna varijabla s oekivanjem

foo u(s —tyds = foo,u(s)ds. (4.6)
t 0

Taj broj dakle ne ovisi o ¢, te ga oznaCavamo s n*.
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Slika 4.2: Primjer Hawkesovog procesa slike 4.1 s generacijama dogadaja. Korijeni su
imigranti (Geny), ostali su potomci.

Intuitivno, faktor grananja n* opisuje broj dogadaja u procesu ili, neformalno, virality
ili utjecaj jedne poruke u drustvenim mreZama. Dodatno, faktor grananja utjeCe na vje-
rojatnost da klaster ukupno sadrzi konacCan broj potomaka. Naime, za n* < 1 proces je u
podkriticnom reZimu: broj dogadaja u svakom klasteru je konacan s vjerojatnosti 1. Za
n* > 1, tada proces je superkriticnom reZimu gdje A(¢) raste i za svaki klaster postoji po-
zitivna vjerojatnost da sadrzi beskonacan broj potomaka. Intuitivno, proces eksplodira i
nikad ne zavrSava. ([9], str. 9).

U sluc¢aju eksponencijalne jezgre, gdje u(t) = ae™ (4.2), faktor grananja iznosi

00 e_ﬁs §=00
n' = f ae P ds = a ]
0

B
Ocekivani broj dogadaja u klasteru potomaka

a
s=0 ﬁ

4.7)

Ako se nalazimo u u slucaju kada je n* < 1, tada moguce je dobiti bolju aproksimaciju
veliCine svakog klastera pojedinog imigranta.

Neka je By broj imigranata u jednom klasteru, dakle By = 1. To je populacija u 0-toj
generaciji (Geny). B, definiramo kao direktne potomke od imigranata, dakle Gen;, njih
ima B; ;. Zatim B, = Zf ', By, j, Sto su direktni potomci ¢lanova prve generacije. Ovako
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dobijemo i-ti ¢lan
i—1
Bi =

B (4.8)

ij»
=1
gdje je dakle B;; broj jedinki u i-toj generaciji koji su potomci j-te jedinke iz (i — 1)-ve
populacije. Kljucno je ovdje da su varijable (B; ;); j=1»,.. nezavisne i jednako distribuirane,
te sve imaju Poiss(n*) distribuciju. Takav proces se zove Galton-Watsonov proces. Primi-

jetimo da se (4.8) radi o sluCajnoj sumi jer je sama varijabla B; ; sluCajna isto kao i1 B;_;.

Zanima nas oc¢ekivani broj dogadaja u Gen;, odnosno A; := E[B;]. Tada za ocekivani
broj dogadaja u klasteru vrijedi:

(9] (9]

= > ElB]= ) A. (4.9)

i=0 i=0

Ny :=E

i=0

Sad da bismo izracunali ocekivani broj potomaka A;, koristit ¢emo (4.8). No prije pokazu-
jemo jedno svojstvo ocekivanja koje ¢emo koristiti.

Opcenito vrijedi za X, X», ... n.j.d. slucajne varijable

2%
=1

jer je E[X;] = E[X;], za sve j € N. JoS mozZe se pokazati za sluCajnu sumu da je za sluCajnu
varijablu N nezavisnu od Xy, X, ...

E

= ZE[Xj] =n-E[X,], (4.10)
=1

E = E[N] - E[X,], (4.11)

N
2%
=1

Konac¢no mozemo izracunati na$ ocekivani broj dogadaja u Gen;:

A;=E[B] "= B[B\] - E[B, 1 = E[Bii]-n" = A_in” 4.12)

Znajuéi da je Ag = 1, izvedemo:
A=A n" = AN =...=Am) =), i>1 (4.13)

tada dobivamo ocekivanu vrijednost veli¢ine svakog klastera imigranata N, kao zbroj ko-
nvergentnog geometrijskog reda (pod pretpostavkom da je n* < 1):

|
N = ZA,. - Z(n*)’ =—— gdiejen’ <1. (4.14)



Poglavlje 5

Algoritmi simuliranja

U ovom dijelu rada ¢emo se fokusirati na metode simuliranja Hawkesovih procesa. Da
bismo to postigli najprije ¢emo govoriti o simuliranju (nehomogenih) Poissonovih pro-
cesa. lako ¢emo navesti nekoliko algoritama, fokus Ce biti na tzv. algoritmu stanjivanja
(eng.thinning algorithm) koji ¢emo kasnije upotrijebiti. Zadnji dio poglavlja ¢emo posve-
titi podeSavanju parametara Hawkesovih procesa.

Teorijska svojstva koja smo ispitali u poglavlju 2 mogu se ilustrirati koriStenjem simu-
lacijskih metoda. Osim toga, simulacijske metode mogu nam pomo¢i da bolje razumijemo
kako proces funkcionira. Tako ¢emo u ovom poglavlju pogledati simulaciju homogenih
i nehomogenih Poissonovih procesa. Citavo poglavlje prati shemu iz [11], a kodovi u R
jeziku su priloZeni u Dodatcima (pod B), zajedno s prikazima grafova i rezultata.

5.1 Homogeni Poissonov proces

Prvi proces koji ¢emo simulirati je homogeni Poissonov proces. Pretpostavimo da Zelimo
simulirati Poissonov proces s intenzitetom A na intervalu [0, 7]. Simulacija bi nam tada
trebala dati popis vremena dogadaja {7, ..., T,,} svih n dogadaja koji su se dogodili izmedu
01T, gdjejen = N(T).

Umyjesto simulacije vremena dogadaja {T4, ..., T,,}, simulirat ¢emo medudolazna vre-
mena {71y, ..., T,}, buduci da je distribucija vremena medudolazaka poznata (podsjetimo se,
vrijeme n-tog dogadaja procesa je tada jednostavno zbroj prvih n vremena medudolazaka).
To ¢emo generirati pomocu inverzne transformacijske metode.

Ta metoda koristi ¢injenicu da ako je U uniformna slucajna varijabla na intervalu (0, 1),
tada je sluCajna varijabla

T:—%ln(l—U) (5.1)

30



POGLAVLIJE 5. ALGORITMI SIMULIRANJA 31

eksponencijalno distribuirana s parametrom A. Naime,

F.(x) = P(—/l1 In(1-0U) < x)
=PUn(l - U) > -1Ax)
=P(1-Uze™)
=P(Uele™ 1))
=1 —IP(U < e‘“) =1-e™,

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je U ~ Unif(0, 1) zapravo ekvivalentno s 1 — U ~
Unif(0, 1). Dakle zaista 7 ~ Exp(A).

Tada se generiranje medudolaznih vremena pomoc¢u uniformnih slu¢ajnih varijabli moze
opisati sljede¢im koracima:

Algorithm 1 Generiranje vremena medudolazaka
Require: [0, 7]
Ensure: (7q,...,7,)
1. N=0
sum =0
polje medudolazaka 7.
while sum < T do
1. Generiraj uniformnu sluc¢ajnu varijablu U na intervalu (0, 1).
2. IzraCunaj medudolazno vrijeme 7 = —% In(1 = U).
3. sum = sum+T
4. Ako je sum < T, tada spremi 7 u polju vremena medudolazaka 7 .
end while

D A ANl

Sada imamo sve $to nam treba za simuliranje homogenog Poissonovog procesa. Izvodenjem
algoritma u programskom jeziku R dobijemo na$ traZeni proces.

Usporedujuci obje slike 5.1, graficki mozemo uociti neke stvari koje smo primijetili u
teoriji. Moze se vidjeti da su medudolazna vremena procesa s intenzitetom A = 3 kraca
od medudolaznih vremena procesa s intenzitetom A = 1.5. Buduéi da su medudolazna
vremena procesa s intenzitetom A = 3 kraca, ocekujemo viSe dogadaja u istom vremenu
za proces s ve¢im intenzitetom. Ovo su bile dvije stvari koje smo uocili, buduci da veéi
intenzitet implicira viSe dogadaja, a time i kraca medudolazna vremena.

Sada koriste¢i simulaciju moZemo provjeriti svojstva Poissonovog procesa. Najzanim-
ljivije za provjeru je trece svojstvo propozicije 2.1.4. Ono kaZe da N(s + 1) — N(s) slijedi
Poissonovu slu¢ajnu varijablu s parametrom A¢. Za s = 0 imamo
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Simulacija Poissonovog procesa (A= 3) Simulacija Poissonovog procesa (1 = 1.5)

(N(t)

Broj dogadaja (N(t))

Broj dogadaja

50 75 100 00 25 50
Vrijeme Vrijeme

Slika 5.1: U procesu s A = 3 smo uocili 28 dogadaja dok u drugom procesu s 4 = 1.5 smo
primili 19. Zaista vremena medudolazaka (horizontalni segmenti) su bitno kraca u prvom
nego u drugom procesu. Kod naveden u B.0.1

—At n
BV = m = 0 (5.2)
odnosno
N(t) ~ Poiss(At). (5.3)

Da bismo prpovjerili gornju tvrdnju, Poissonov proces s intenzitetom A = 2 simuliramo
10.000 puta na intervalu [0, 10] (R kod priloZzen u B.0.2). Za svaku simulaciju biljezimo
broj dogadaja koji su se dogodili na kraju simulacije. Histogram dobivenog uzorka je
prikazan na slici 5.1.

Prema teoremu, trebali bismo pronaci da N(T) slijedi Poissonovu distribuciju s para-
metrom A - T = 2 - 10 = 20, odnosno da je N(10) ~ Poiss(4 - 10), Sto se €ini da zaista je
slucaj.

5.2 Nehomogeni Poissonov proces i thinning algoritam

Pretpostavimo da Zelimo simulirati Poissonov proces s intenzitetom A(¢) na intervalu [0, T'].
Simulacija bi nam tada trebala dati niz vremena dogadaja {71, ..., T,} svih n dogadaja koji
su se dogodili izmedu 0 i 7. Isto kao kod homogenog, generirat ¢emo zapravo vremena
medudolazaka (74, ..., 7,). Problem kod nehomogenog procesa je Sto ta vremena ne slijede
neku specificnu distribuciju kao Sto su slijedili kod homogenog, jer u svakom trenutku ovisi
o intenzitetu A(¢) koji ne mora biti isti cijelo vrijeme.
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Histogram of Poisson Process Simulations
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Slika 5.2: Poissonov proces s parametrom A = 4 simuliran je 10.000 puta na intervalu
[0, 10]. Histogram u kojem je prikazan broj dogadaja N(10) koji su se dogodili na kraju
svake simulacije, plave tocke odgovaraju Poissonovoj distribuciji. Kod naveden u B.0.2.

Teorem 5.2.1. Razmotrimo homogeni Poissonov proces T\, T,,...,T, s intenzitetom A u
intervalu {0, T). Pretpostavimo da za Q0 <t < T vrijedi 0 < A(t) < A Zak=1,2,...,n
uklanjamo tocku Ty s vierojatnoséu 1—-A(T})/ A; tada preostale tocke formiraju nehomogeni
Poissonov proces na [0,T] s funkcijom inteziteta A.

Dokaz. Pogledati [12] teorem 4.2. |

Sada pomocu ovog teorema dobivamo algoritam simuliranja nehomogenog Poissono-
vog procesa:

1. Odaberemo konstantu A tako da A(f) < A zasve t u [0, T].

2. Simuliramo homogeni Poissonov proces s intenzitetom A na intervalu [0, T].
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3. Za svaki generirani dogadaj 7, generiramo uniformnu slucajnu varijablu U na inter-

valu (0, 1). Ako U < @, prihvacamo 7; kao dogadaj nehomogenog Poissonovog
procesa. Inace, odbacujemo T7;.

Algorithm 2 Simuliranje nehomogenog Poissonovog procesa
Require: 7, A(?)
Ensure: {T;,...,7,}

1: Inicijaliziratin =m =0, Ty = S, A= Supy<;<7A(D);

2: while S,, < T do

3: Generiraj u ~ Unif(0, 1);

4 Inicijaliziraj T = — In(u)/A;
5: Stavi S, =S, +7;

6: Generiraj D ~ Unif(0, 1);
7. if D < A(S,u31)/A then

8: Thi1 = Sme1s

9: n=n+1;

10: end if

11: m=m-+1;

12: end while
13: if T, < T then

14:  retarn{T4,...,T,};
15: else

16:  return{Ty,...,T,1};
17: end if

Detaljnije objasnjenje algoritma 2:

Za simulaciju nehomogenog Poissonovog procesa, trebamo dati kao ulaznu vrijednost
funkciju intenziteta A(¢) 1 krajnje vrijeme 7T intervala preko kojeg simuliramo proces. Za
inicijalizaciju, trebamo pogledati tri razlicite stvari: brojace za broj dogadaja, trenutni raz-
motreni dogadaj i vrijednosti A, koja ée predstaviti intenzitet pomoénog homogenog Po-
issonovog procesa. Za broj dogadaja i trenutnog dogadaja trebamo specifi¢ne varijable
za homogeni (n 1 S¢) 1 nehomogeni (m 1 T,)) Poissonov proces. Oba brojaca pocinju od
0. Takoder, S¢o = Ty = 0, budu¢i da se nijedan dogadaj nije dogodio u vremenu ¢ = 0.
Prema teoremu 5.2.1 trebamo imati A > A(f) za sve vrijednosti ¢ preko kojih simuliramo,
pa biramo A = sup,_,.; A(¢). Ovi koraci su svi u 1. retku.

Sada smo u moguénosti simulirati nehomogeni Poissonov proces. Nastavljamo generi-
rati nove tocke, sve dok S ,, < T, dakle sve dok m-ti dogadaj homogenog Poissonovog pro-
cesa nije veci od krajnje tocke naseg simulacijskog intervala (2. redak). Vidjeli smo gore
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Simulacija nehomogenog Poissonovog procesa
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Slika 5.3: Poissonov nehomogeni proces (gornja slika) s funkcijom intenziteta A(t) = 2 +
sin(?), gdje je t € [0, T']. (donja) (crvene toCke su odbijane, plave su prihvaéene).

da moZemo simulirati novo vrijeme medudolazaka 7 tako Sto prvo generiramo slucajnu
varijablu u ~ Uni(0, 1) i poslije koristimo (5.1) (3. i 4. redak). Novi dogadaj S ,,,; ho-
mogenog Poissonovog procesa tada je jednak starom dogadaju S ,, plus generirano vrijeme
medudolazaka 7 (5. redak). Sada moZemo Koristiti teorem 5.2.1 kako bismo provjerili
odgovara li dogadaj homogenog Poissonovog procesa i dogadaju u nehomogenom Poisso-
novom procesu. Da bismo to ucinili, prvo generiramo sluc¢ajnu varijablu D ~ Uni(0, 1)
(6. redak), nakon &ega provjeravamo je li D < A(S,.1)/A (7. redak). Ako je zadniji
uvjet tocan, novogenerirani dogadaj takoder pripada nehomogenom Poissonovom procesu,
dakle 7,1 = S 41 (8. redak), pa takoder moramo aZurirati na$ brojac (9. redak). Ako je
D > A(S,.11)/4, jednostavno podiZemo nag brojaé homogenog Poissonovog procesa (11.
redak) i ponovo zapocinjemo korake. Medutim, ako sada §,, > T, simulacija je zavrSena.
Jedina stvar koju trebamo provijeriti je je li posljednje pronadeno vrijeme dogadaja neho-
mogenog Poissonovog procesa T, veée od T (13. redak). Ako je 7, < T, jednostavno
vracamo {T}, ..., T,} (14. redak). Ako je T, > T, vraamo {Ty, ..., T,-;} (16. redak). Ovaj
algoritam je uzet iz [11] (algoritam 2).

Na temelju algoritma 2, napisan je R kod za simulaciju nehomogenog Poissonovog
procesa. Kod imate u dodatku B.0.3.

Na slici 5.2 mozZe se vidjeti simulacija nehomogenog Poissonovog procesa s intenzi-



POGLAVLIJE 5. ALGORITMI SIMULIRANJA 36

tetom A(f) = 2 + sin(¢). Iz grafa moZemo vidjeti da se u simulacijskom intervalu [0, T']
dogodilo 19 dogadaja (28 dogadaja u homogenom, od kojeg smo odbacili 9 da generiramo
nehomogeni proces).

Na kraju napomenimo da ova metoda odbacivanja to¢aka nije optimalna jer generiramo
viSe tocaka nego Sto ih poslije koristimo. Mi ¢emo ju koristiti za simuliranje Hawkesov
proces, no postoji druga tehnika koju su predstavili Dassios i Zhao [13] i bolje je optimizi-
rana za takve procese.

5.3 Hawkesovi procesi

Ima puno razli¢itih nacina kako moZemo simulirati Hawkesov proces, mi ¢emo detaljno
pro¢i kroz jedan koji upotrebljava prethodno promatrani thinning algoritam. Prvi put je
algoritam predloZio Ogata [14] 1981. godine.

Podsje¢amo da su Hawkesovi procesi tip tockovnih procesa koji se koriste za mode-
liranje dogadaja kod kojih svaki dogadaj moZe uzrokovati dodatne dogadaje u buduénosti
(vjerojatnije u bliZzoj nego u dalekoj buduénosti).

Funkcija intenziteta A*(¢) je oblika

X0 = Ao+ Y ut=T) (5.4)

i:t<T;

gdje je Ay osnovni intenzitet, a u(-) funkcija jezgre (memory kernel, vidi definiciju 4.0.1 za
podsjetnik).

Teorija iza simulacije Hawkesovih procesa ukljucuje generiranje imigranata i njihovih
potomaka koristeci jezgru u. Najcesce koriStena funkcija je eksponencijalna jezgra:

u(t) = ae™ (5.5)
gdje su a i B parametri procesa, ali takoder je popularna i power-law jezgra:
u@®) = K(c+07", (5.6)

gdje su K, c 1 p konstante. Tu ¢emo koristiti za naSu simulaciju zbog prigodnosti s modeli-
ranjem drustvenih mreza. U Dodacima je prikaz obje funkcije (B.0.4 1 B.0.5).

Napokon predstavimo Ogatin algoritam za simulaciju Hawkesovih procesa, koji se sas-
toji od sljedecih koraka:

1. Inicijalizacija po€etnih uvjeta

2. Postavljanje gornje ograde na intezitet 1*.
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3. Generiranje vremena medudolazaka za sljede¢i dogadayj.
4. Thinning algoritam: prihvacanje ili odbijanje.
5. Ponavljanje koraka 2-4 dok se ne dosegne Zeljeni vremenski interval.

Idemo sada izbliza pro¢i kroz algoritam 3 (preuzet iz [9], algoritam 1). Za bilo koji
ograniceni 1*(f) moZemo naci konstantu A tako da je 1*(f) < A u zadanom vremenskom
intervalu (3. redak). Konkretno, vidimo da je za Hawkesove procese, s pretpostavkom
da je jezgra u(tf) monotono padajuca, izmedu dva uzastopna vremena dogadaja [T}, Tv1)
upravo A*(T;) gornja meda intenziteta dogadaja.

Algorithm 3 Ogatin algoritam simuliranja Hawkesovog procesa koriste¢i thinning
Require: vrijeme N i A*(¢) za Hawkesov proces kao u (5.4)
Ensure: {Ty,...,7,}

1: Inicijalizirati vrijeme 7 = 01 brojac i = 1;

2: whilei < N do

3: Postavi gornju medu intenziteta A = A*(T') (koristeéi (5.4));

4: Generiraj vrijeme medudolazaka 7: u ~ Unif(0,1)i 7 = — In(u)/A;

5: Azuriraj vrijeme: T =T + 1,

6: Generiraj D ~ Unif(0, 1);

7: if D < A*(T)/A then

8: Prihvati primjerak: 7, =T 1i =i+ 1; > inace odbij
9: end if

10: end while

Algoritam je isti kao i za nehomogeni Poissonov proces uz konstantno aZuriranje gornje
mede A jer se funkcija inteziteta mijenja svaki put kad dobijemo dogada;.

Napomenimo da ¢ak i ako je vrijeme medudolazaka odbijeno, broja¢ vremena T se
1 dalje azurira. U nastavku pokazujemo graf gdje su prikazani svi parametri 1 jasno vi-
dimo utjecaj dogadaja na uvjetnu funkciju intenziteta 1*(-), te kako pomo¢u nehomogenog
Poissonovog procesa mozemo simulirati Hawkesov proces.
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—Conditional Intensity A(t)
---Maximum Intensity A
25 a D~uniform (0,1)

o DX (rejected)

x DX (accepted)

2;

1.5+

Slika 5.4: Primjer simulacije nehomogenog Hawkesovog procesa s eksponencijalnom jez-
grom u(t) = ae™® gdje su @ = 0.6, = 0.8 i osnovna intenzivnost uy = 1.2, koristeéi
algoritam 3. Sve tocke koji su kandidati za prihvadanje su oznacene na x-osi medu ko-
jima su one prihvacene kao tocke za Hawkesov proces oznacene sa #;, gdje k = 1,2,...,8.
Uvjetna funkcija intenziteta A(¢) je prikazana kao puna krivulja. Konstantna A koriStena
u svakoj iteraciji unutar “while” petlje na liniji 2 algoritma 3 prikazana je isprekidanim
linijjama. Na svakoj isprekidanoj liniji, okomitoj na x-osi, su nacrtane dvije to¢ke: donje
su oznacene trokutima i predstavljaju vrijednosti uniformne slucajne varijable D (raspon
od 0 do 1) generirane na liniji 6 algoritma; gornje predstavljaju vrijednosti DA (raspon od

.....

odbijene. Slika je preuzeta iz [12].
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Poglavlje 6

Prilagodba parametara Hawkesovih
procesa

Jedan vazan dio modeliranja koriste¢i Hawkesove procese je prilagodba njegovih parame-
tara, odnosno izabrati pogodan odabir kako bi proces najbolje odgovarao podacima koje se
pokuSava modelirati.

Za odabir parametara maksimizirati éemo takozvanu funkciju vjerodostojnosti !. U
konacnici, ako promatramo Hawkesov proces s eksponencijalnim jezgrom, tada obi¢no
moramo definirati konstantu A, (pozadinski intenzitet) koji smo definirali u (5.4) te para-
metre a i 81z (5.5). U tu svrhu trebamo takoder imati promatrane rezultate modela koji
pokuSamo definirati.

Funkcija vjerodostojnosti za Hawkesov proces

Prafrazirajuéi [3], vjerojatnosna funkcija gustoe i funkcija vjerodostojnosti su zapravo
dvije strane iste kovanice. Opisujemo proces preko 6, koji predstavlja skup potrebnih para-
metara preko kojih je proces definiran. U slu¢aju Hawkesovog procesa s eksponencijalnim
jezgrom: 6 = (Ao, @, 8). Dok funkcija gustoce f(t; 0) pretpostavlja da je model, specificiran
s 6, fiksiran i izraCunava vjerojatnost” opazanja ¢, ipak ako se interpretacija ove funk-
cije preokrene tako da je opazanje t fiksirano, a parametar modela 6 varira, tada se naziva
funkcija vjerodostojnost i oznacava se s L:

L@O; 1) = f(£; 6). (6.1)
Obicno je logaritam ove funkcije lakSe maksimizirati, Sto oznacavamo s

1(6; t) = In(L(B; 1)). (6.2)

leng. likelihood

40
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Radi jednostavnosti, neemo stalno pisati f nego L(0) = L(6; 1), [(0) = 1(6; 1),

Neka je {t,1,...,t,} realizacija tockovnog procesa na [0, T'], s uvjetnim intenzitetom
A*, tada vrijedi da je funkcija vjerodostojnosti nad parametrima 6 oblika

L(0) = ]—[ A(t)e b T (6.3)
i=1

Za put do izraza, mozZete pogledati [9] (str. 13).

Za procjenu parametara se koristi MLE metoda (najcesce je maksimizacijski problem
tezak, pa se koriste numericki algoritmi). Glavna ideja je maksimizirati funkciju vjerodos-
tojnosti (6.3) s obzirom na 6 nad prostorom ®, odnosno naéi 6 = arg max,.gl(f). Ideja u
pozadini kod logaritmiranja je Cinjenica da je jeftinije maksimizirati sumu nego produkt.
Na kraju dobijemo pogodniji izraz za maksimiziranje:

N(T)

T
1(6) = log L() = — f X(@0dt + ) log A'(T)). (6.4)
i=1

0

Negativna log-vjerodostojnost moze biti minimizirana s optimizacijskim paketima za neli-
nearne objekte. ViSe detalja moze se naci u [15].
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Primjer modeliranja Hawkesovog
procesa na drustvenim mrezama

Postoji mnogo razlicitih podrucja gdje se primijenjuju Hawkesovi procesi. Kratko navo-
dimo nekoliko primjera.

o Seizmoloski modeli. Alan Hawkes je 70tih uveo ovaj model u svrhu proucavanja
seizmoloske vibracije. Pojava potresa u regiji izaziva jedan veliki niz drugih manje
jakih potresa u kratkom vremenu i eksponencijalno se smanjuje kroz vrijeme. Ove
su procese dalje proucavali u seizmoloSkom kontekstu izmedu ostalih Y. Ogata [14]
1 L. Adamopoulos [16].

e Financijski modeli. Kad promatramo utjecaj kupoprodaja na trziStu, jedan dogadaj
(bilo kupnje bilo prodaje) moZe izazvati jedan niz posljedica na trziStu. U [17] je
objasSnjeno kako kad trgovac Zeli trgovati velikom narudZbom, svoje namjere ne Zeli
otkrivati trziStima, kako cijena ne bi “krenula protiv njega”. Opasnost se temelji na
¢injenici da kada se roba kupi, cijena Ce porasti; a kad se proda, cijena e pasti. loane
Muni Toke u [18] pokazuje da pomocéu LOB (Limit Order Book) mozemo uskladiti
povoljan Hawkesov model za razliCite strategije.

o Drustvene mreZe. 2015. godine MacKinlay u svom radu [19] analizira koji su uzroci
uspjeha u pojedinim sluajevima na druStvenim mreZama. ZakljuCuje da viralna
aktivnost ! mozZe biti djelomi¢no egzogena, potaknuta utjecajima vanjskog svijeta, a
djelomi¢no endogena, potaknuta njihovom vlastitom proslo§¢u. Hawkesovi procesi
mogu biti pogodni za modeliranje njih.

'U kontekstu drustvenih mreZa “viralna aktivnost” opisuje svojstvo proSirenja koje ima slika, video,
tweet, poruka itd. u medijima. eng. virality
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Sada ¢emo detaljnije promatrati jednu primjenu Hawkesovog procesa upravo iz drustvenih
mreZa. Primjer je uzet iz [9]. Ideja je preformulirati Sirenje informacije u jednoj drustvenoj
mreZi kao self-excitement tockovni proces.

7.1 Oznaceni Hawkesov proces za Sirenje informacije

U prethodnim cjelinama smo dali teoretsku podlogu za rad s Hawkesovim procesima. Naj-
prije smo opcenito o tockovnim procesima govorili u 1.1 1 1.2, zatim smo presli u Poisso-
nove procese, homogene i nehomogene (cjeline 2.1 1 2.3) 1 za kraj smo govorili 0 uvjetnoj
funkciji intenziteta 1 naravno Hawkesovom procesu (cjeline 3 i1 4), a posebno o odabiru
funkcije jezgre u(-) koja je klju€na za proces. U konacnici smo opisivali metode simulira-
nja dogadaja u Hawkesovom procesu (medu ostalim) i kako prilagoditi parametre modela
(poglavlje III).

Medutim, za na$§ posebni primjer moramo malo nadograditi Hawkesov model. Kad
je u pitanju modeliranje drustvenih pojava, uo¢avamo razlike u difuziji medija u mrezi.
Konkretnije, kad se radi o tweetovima?, ne postiZe isti rezultat jedan tweet od poznate
li¢nosti ili od bilo koje prosjecne osobe. Naime ovaj prvi prouzrokuje dakako veéi odgovor
na mreZi nego ovaj drugi. A buduéi da éemo mi modelirati reakcije (odgovore, retweetove?)
na pojedini tweet, ta informacija je dakako bitna.

Drugim rije¢ima, moramo malo preoblikovati nasu funkciju intenziteta —odgovornu za
nastanak novih dogadaja— tako da uzima u obzir tko Salje ili odgovara, $to ¢emo mate-
maticki modelirati kao magnitudu utjecaja (eng. magnitude of influence). Pozivajuéi se na
(4.1), imamo

VW)= Ao+ )t =T, (7.1

i.t>T;

U naSem primjeru 7.2, originalni tweet je jedini imigrant u procesu, sve ostale su po-
tomci (retweetovi) tog podetnog tweeta. Zato éemo koristiti Ay = 0, Vs > 0. Stovise, pro-
ces Cija funkcija intenziteta uzima u obzir magnitudu utjecaja zove se oznaceni Hawkesov
proces. Oznaka m oznaCava magnitudu dogadaja s obzirom na utjecaj osobe koja piSe.
Pocetni tweet je Ty = 0 1 oznaCen s my. Svaki sljedeci tweet ima oznaku m; u dogadaju 7;
(naSem primjeru m; biti broj pratitelja koje ta osoba ima na platformi X). Jedna realizacija
takvog procesa je prikazana na slici 7.1.

2U Zargonu drustvenih mreZa, tweet znali poruka emitirana u jednoj konkretnoj platformi koja se u
pocetku zvala Tivitter, a sada za vrijeme pisanja ovog rada je preimenovan u X.
SRetweet: odgovor na tweet.
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Simulacija Hawkesovog procesa
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Slika 7.1: Simulacija oznatenog Hawkesovog procesa s parametrima « = 0.8, 8 = 0.6,

¢ =10, 8 = 0.8, kod dostupan u B.0.6

7.2 Procjena parametara

Pokazat ¢emo rezultate koristeci obje funkcije jezgre u,, () koje smo definirali u 4, samo

preoblikovane za potrebe oznacenog Hawkesovog procesa.

Eksponencijalna jezgra definirana u (4.2) sada s oznakom m glasi:
Un(T) = kmPOe™7".
S druge strane, power-law jezgra s oznakom m glasi:

n(T) = kmP (T + ¢)" 17,

Parametri predstavljaju sve Sto Zelimo uzimati u obzir za proces.

Parametar Interpretacija

0 opisuje koliko brzo dogadaj bude zaboravljen, odnosno nje-
govu memoriju. 6 > 0.

K kvaliteta tweeta. Tweetovi visoke kvalitete imaju vecu vje-
rojatnost generiranja vise retweetova. « > 0.

c vremenski pomak grani¢ne vrijednosti tako da ¢,,(7) ostaje
ogranien kad je 7 =~ 0. ¢ > 0.

mP magnituda utjecaja korisnika.

(7.2)

(7.3)

U primjeru (7.3) m” regulira utjecaj dogadaja dok je (7 + ¢)~'*? je zaduZen za modeli-

ranje memorije kroz vrijeme.
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Ako smo do trenutka T vidjeli n retweetova, s pretpostavkom da su my, my, ... neza-

visne i jednako distribuirane s gusto¢om P(m) = (@ — 1) - m™®, moZe se pokazati da je
ocekivani ukupan broj dogadaja u kaskadi retweetova jednak

k< m’
No =n+ - 7.4
" 1—n[ZH(T+c—t)"] 79
gdje je
. a-1 1 )
n :Km@, zaﬂ<a/—119>0. (75)

Procjenu smo dobili sli¢no kao u (4.6), uzimajuci u obzir i distribuciju od my 1 (7.1), ko-
risteCi funkciju jezgre u (7.3). Uz to joS trebamo modelirati druStveni utjecaj (Kwak je
uveo izraz P(m) = (o — 1)m™, gdje je @ dobiven preko velikih koli¢ina uzoraka tweetova.
[24]). Pogledati [25] za cjelokupni postupak.

Funkcija vjerodostojnosti
Sada joS nedostaje prilagoditi parametre koriste¢i funkciju vjerodostojnosti koju smo opi-
sali na kraju potpoglavlja 6.

Na$ oznaceni Hawkesov proces ima 4 parametra 6 = {«,f.c, 6}, koje ¢emo odrediti
koriste¢i metodu MLE. Uvrstit ¢emo (7.3) u opéu log-formulu vjerodostojnosti (6.4) i dobit
¢emo:

L(k,B,c,0) =logP{(m;, 1;),i=1,...,n})

T
= Zlog (1) — f A(T)dt
0
(@.1)i(1.3) Zlogk N Z log [Z : _(tmir)ﬁc)m] (7.6)

1i<ti

I (T+e—1)
_KZJ(m")ﬁ [@ - T}'

Vise o tome, pogledati [20], poglavlje 7.2.

Napomenimo joS da je (7.6) nelinearna funkcija i za njezino rjeSavanje koristit cemo
datoteku Ipopt [22] za jezik R. (Pomo¢ni kod na B.0.7. Za cijeli projekt: pogledati na
github-u https://github.com/s-mishra/featuredriven-hawkes)).
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A retweet cascade as m Sereencrush
45y 5 a sequence of events \/
: § The New york Times reports Leonard Nimoy,
“0 ] i N 'Star Trek''s beloved Mr. Spock, has died.

3s{ | http://www.nytimes.com/2015/02/27/art ...

2.5
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1
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Slika 7.2: Primjer kaskade retweetova na jedan Clanak iz The New York Times [?]. (a)
Prikaz prvih 600 sekundi kaskade retweetova kao oznaceni to¢kovni proces, gdje svakom
(re)tweetu odgovara vrijeme dogadaja. Magnituda odgovara utjecaju pojedinog usera u
platformi. U ovom slucaju je odredena preko broja pratitelja. (b) Intenzitet dogadaja A(¢)
tijekom vremena, pod pretpostavkom da je toCkovni proces Hawkesov proces s power-
law jezgrom. Procjene parametara modela metodom maksimalne vjerodostojnosti su {x =
1.00,5 = 1.01, ¢ = 250.65,60 = 1.33} s odgovaraju¢im n* = 0.92 i predvidenom ukupnom
veli¢inom kaskade od 216. Stvarna velic¢ina kaskade je 219. (c) Intenzitet dogadaja tijekom
vremena za isti proces, ali s eksponencijalnom jezgrom. Parametri prilagodeni za ovu
jezgru su {k = 0.0003,5 = 1.0156,0 = 0.0054}, odgovaraju¢i n* = 0.997 i predvidena
veliCina kaskade je 1603. I primjer i slika su preuzeti iz [9].
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7.3 Rezultati i zakljucci

Na slici 7.2 je prikazana kaskada retweetova nastala nakon imigranta u nultoj sekundi (ori-
ginalni tweet). Promatrali smo proces u prvih 10 minuta (600 sekunda) i na temelju pro-
matranih podataka smo prilagodili parametre Hawkesovog procesa, i to kako smo pokazali
u potpoglavlju 7.2.

Glavna ideja je, nakon Sto smo ubacili podatke stvarnog procesa, prilagodavati model
tako da Sto bolje opisuje te podatke, u nadi da ¢e tako Sto bolje predvidjeti ostatak procesa.
To postizemo tako Sto ga, jednom kad smo izraCunali parametre na temelju prvih 10 minuta,
simuliramo sve dok ne umire. (Znamo da €e zavrsiti s vjerojatnoS€u 1 jer je n* < 1).

Tako smo uzeli prvih 10 minuta, koriste¢i metodu maksimalne vjerodostojnosti (6.4)
smo izraCunali da su su sluCaju power-law jezgre parametri {«k = 1.00, § = 1.01, ¢ =
250.65, 8 = 1.33} s odgovaraju¢im n* = 0.92. Prema power-law jezgri, ovaj tweet ima
visoku kvalitetu sadrzaja (oznaceno s «) i dugo vrijeme ¢ekanja (c), Sto dovodi do sporog
Sirenja: rezultiraju¢a kaskada dosegnula je 1/4 svoje veli¢ine nakon pola sata, a posljednji
tweet je poslan nakon 4 dana [9].

Takav rezultat je malo neobian za modeliranje s Hawkesovim procesima, ali ima viSe
smisla. U druStvenim mreZama odgovori nisu uvijek tako brzi, a vijesti znaju potrajati po
nekoliko dana. Zato je power-law jezgra prikladnija nego eksponencijalna u ovom slucaju
kao Sto ¢emo ubrzo vidjeti.

Koristeci formulu u jednadzbi (7.4), predvidamo ocekivanu ukupnu veli¢inu kaskade
N = 216, §to je vrlo blizu stvarnoj velic¢ini kaskade od 219 tweetova, nakon proma-
tranja samo pocetnih 10 minuta Cetverodnevnog Sirenja na Twitteru. Kada se procje-
njuje eksponencijalnom jezgrom, parametri Hawkesovog procesa su {k = 0.0003, 8 =
1.0156, 6 = 0.0054} i odgovarajuéi faktor grananja je n* = 0.997. To proizvodi vrlo ne-
precizno predvidanje ukupne veli¢ine kaskade od 1603 tweeta, uglavnom zbog visokog

*

n.
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Dodatak A

Neki matematicki rezultati

Primjer A.0.1. Funkcija gustoce za gamma distribuciju s parametrima a, A1 > 0 defini-

ramo
f /laxa—le—/lx -
_— ax =z
@) °

fx) = (A.1)
0 zax <0
gdje je T'(a) = fom x e dx .

Primjer A.0.2. Pokazujemo da vrijedi za bilo koji n € N da je I'(n) = (n — 1)!.

Dokaz. 1z definicije I', imamo

F(l):f e tdx=1.
0

Zatim, koriste¢i metodu parcijalne integracije za e,

I'n+1)= f X'etdx=—-x"e” (o)o + nf X"l ™ dx = n[(n)
0 0

jer lim,_,, x"e™* = 0. Integral konvergira za sve pozitivne cijele brojeve n.

Ovo pokazuje da I'(n + 1) 1 n! slijede istu rekurziju i jednaki su za sve n.
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Primjer A.0.3. Pokazujemo da vrijedi
1 —e ) " Au)du

b =40

Dokaz. Za pocetak trebamo se prisjetiti analize. Znamo iz definicije da je integral zapravo
antiderivacija. Sada iz definicije integrala i neprekidnosti funkcije A oko # imamo

t+h
. [ Ay du _ i FGE ) = )

h—0 h h—0 h = F,(t) = A(), (A.2)

gdje je F(x) antiderivacija od A(x). Rezultat sada slijedi koriste¢i L’Hospitala:

1+ t+h 1+h
| = e S awan ft T Aw) duy - e ) Awdu
lim

Iim——— = 1i
h—0 h h—0 1

t+h h
= Jim( f Auw)du) - lime™ ) 2w
h—0" J, h—0

= A1) - 1 =40 (A.3)



Dodatak B

R kodovi u radu

Primjer B.0.1. Simulacija homogenog Poissonovog procesa s intenzitetom A = 3:

# Load necessary library
library (ggplot2)

# Parameters

lambda <- 3

T <— 10

num_simulations <— 10000

# Function to simulate a Poisson process using inverse transform sampling

simulate _poisson_process _with_times <— function (lambda, T) ({
times <— numeric ()
events <— 0
time <— 0
while (time < T) {
u <— runif (1)
tau <— —log(u) / lambda
time <— time + tau
if (time < T) {
events <— events + 1
times <— c(times, time)
}
}
return (times )
}
# Generate a single Poisson process path with times
single _path_times <— simulate _poisson_process_with_times (lambda, T)
# Create a data frame for plotting
single _path_df <— data.frame(time = c¢(0, single_path_times, T),
events = c(0, seq-along(single_path_times),
single _path_times)))
# Plot the single Poisson process path
ggplot(single _path_df, aes(x = time, y = events)) +

geom_step (color = ”blue”) +
labs(title = ”“Simulacija-Poissonovog-procesa- (lambda--=-3)",
x = 7Vrijeme”,

y = ”"Broj-dogadjaja-(N(t))”) +
theme _minimal ()
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Primjer B.0.2. Histogram podataka iz 10.000 simulacija (homogenog) Poissonovog pro-
cesa za testiranje distribucije:

library (ggplot2)
# Parametri
lambda <— 2
T <- 10
num_simulations <— 10000
expected _lambda <-— lambda % T # According to the theorem
# funkcija za simulaciju poissonov proces
simulate _poisson_process <— function (lambda, T) ({
events <— 0
time <— 0
while (time < T) {
u <— runif(l)
tau <— —log(u) / lambda
time <— time + tau
if (time < T) {
events <— events + 1
}
}
return (events)
}
# vrti simulaciju
set.seed(123) # For reproducibility
event _counts <— numeric (num_simulations)
for (i in l:num_simulations) {
event _counts[i] <— simulate _poisson_process (lambda, T)
}

# dodaj Poissonovu distribuciju podacima
fitted _-lambda <-— mean(event_counts)
# kreiraj histogram

hist _data <— data.frame(events = event_counts)
poisson _prob <— dpois (0:max(hist _data$events), lambda = expected_lambda)
poisson _data <— data.frame(events = O:max(hist_data$events), probability =

poisson _prob)
ggplot(hist_data, aes(x = events)) +

geom_histogram (aes(y = ..density..), binwidth = 1, fill = “orange”, color = 7
black”, alpha = 0.7) +

geom_point (data = poisson_data, aes(x = events, y = probability), color ="~
blue”, size = 2) +

labs (title = “Histogram-of-Poisson-Process-Simulations”,
X = ”"Number-of-events”,
y = ”Density”,
caption = paste(”Theoretical ~lambda-=", expected_lambda, |- Fitted-lambda

-=", round(fitted _lambda, 4))) +

theme _minimal () +
theme (plot.caption = element_text(hjust = 0.5))
# Printaj parametar
cat(”Fitted -Poisson-parameter:”, fitted _lambda, ~\n”)
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Primjer B.0.3. Prikaz nehomogenog Poissonovog procesa na vremenskom pravcu na in-
tervalu [0, T]:

# Potrebne knjiznice

library (ggplot2)

# Funkcija za simulaciju nehomogenog Poissonovog procesa
simulate _.nhpp <— function (T, lambda_func, lambda_sup) {

n <— 0

m <— 0

S <= ¢(0)

T_points <— c()

rejected _points <— data.frame(time = numeric (), accepted = logical ())

while (S[m + 1] < T) {
u <— runif (1)
tau <— —log(u) / lambda_sup
S <— ¢(S, S[m + 1] + tau)
D <— runif (1)
if (D <= lambda_func(S[m + 2]) / lambda_sup) {
T_points <— c(T_points, S[m + 2])
n <—n + 1
rejected _points <— rbind(rejected _points , data.frame(time = S[m + 2],
accepted = TRUE))
} else {
rejected _points <— rbind(rejected _points , data.frame(time = S[m + 2],
accepted = FALSE))
}
m<—m + 1
}
if (T-points[n] <= T) {

return(list (times = T_points, rejected = rejected _points))
} else {
return(list (times = T_points[-n], rejected = rejected _points))

}
}
# Definiraj parametre
T <- 10
lambda_func <— function(t) { 2 + sin(t) } # Primjer nehomogene funkcije
intenziteta
lambda_sup <— 3 # Gornja granica lambda(t)
# Simuliraj proces
result <— simulate _nhpp (T, lambda_func, lambda_sup)
T_points <— result$times
rejected _points <— result$rejected
# Pripremi podatke za crtanje
accepted _points <— data.frame(time = T_points)

rejected _points <— subset(rejected _points, accepted == FALSE)
# Crtaj rezultate
ggplot() +
geom_point(data = accepted_points, aes(x = time, y = rep (0.5, length(time))),
color = 7blue”, size = 4) +
geom_segment(data = accepted_points, aes(x = time, xend = time, y = 0.5, yend
= 0), linetype = “dashed”) +
geom_text(data = accepted_points, aes(x = time, y = —-0.05), label = paste0(’T”
, seq-along(T_points)), vjust = —-1) +

geom_point(data = rejected _points, aes(x = time, y = rep (0.5, length(time))),
color = "red”, size = 4) +
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geom_text(data = rejected _points, aes(x = time, y = —-0.05), label = ”"x”, color
= "red”, vjust = —-1) +

labs(title = ”Simulacija-nehomogenog-Poissonovog- procesa”,
X = ”Vrijeme”,
y ="7") +

theme _minimal () +

theme (axis. title .y = element_blank (),

axis.text.y = element_blank (),
axis.ticks.y = element_blank ())
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Primjer B.0.4. Prikaz eksponencijalne jezgre:

— —pt
u(r) = ae™, (B.1)
s parametrima @ = 0.6 i § = 0.8:
Exponential kernel
06-
04-
g
3
s
2
g
02-
0.0-
00 25 50 75 10.0
Vrijeme

Slika B.1: Eksponencijalna jezgra s parametrima @ = 0.6 1 8 = 0.8.

# potrebne libraries
library (ggplot2)
library (dplyr)
# Definiraj eksponencialnu jezgrinu funkciju kernel function
exp-kernel <— function(t, alpha, beta) {
alpha x exp(—beta * t)

}
alpha <- 0.6
beta <- 0.8
# Prikaz
t_values <— seq(0, 10, by = 0.1)
kernel _values <— exp_kernel (t_values, alpha, beta)
ggplot(data.frame(t = t_values, kernel = kernel_values),aes(x = t, y = kernel))+
geom_line (color = “darkgreen”) +
ggtitle ("Exponential ~kernel”) +
xlab (” Vrijeme”) +
ylab (”Kernel - vrijednost™)
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Primjer B.0.5. Prikaz power-law jezgre:

u)=K-(c+07?, (B.2)

s parametrima K = 0.8, c=1.0i p=1.5:

Power-Law kernel

0.8-

0.6-

Kernel vrijednost
o
~

0.2-

00-
00 25 50 75 10.0
Vrijeme

Slika B.2: Eksponencijalna jezgra s parametrima @ = 0.6 1 8 = 0.8.

# potrebne datoteke

library (ggplot2)

library (dplyr)

# Definiraj power—law kernel funkcija

power _law _kernel <— function(t, K, ¢, p) {
K= (1 +c¢c % t)(-p)

}

K <- 0.8
c <— 1.0
p <— 1.5
# Prikaz

t_values <— seq(0, 10, by = 0.1)
kernel _values <— power_law_kernel(t_values, K, c, p)
ggplot(data.frame(t = t_values, kernel = kernel _values),aes(x = t, y = kernel))+
geom_line (color = “darkgreen”) +
ggtitle ("Power—Law- kernel”) +
xlab (” Vrijeme”) +
ylab (”Kernel - vrijednost™)
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Primjer B.0.6. Simulacija Hawkesovog procesa (izmijenjena verzija od izvornog koda
dostupnog na github-u https.//github.com/s-mishra/featuredriven-hawkes)

# niz tocaka koji cemo simulirati
t <— seq(from = 0, to = 100, length=1000)
# parametri za jezgru (kernel)

K <- 0.8
beta <— 0.6
c <— 10

theta <— 0.8

# Power Law jezgra

values .PL <— kernelFct(event = event, t = t, K = K, beta = beta, ¢ = ¢, theta =
theta , kernel.type="PL")

#simuliramo Hawkesov proces

eventsl <— generate _Hawkes_event(K = K, beta = beta, ¢ = ¢, theta = theta, Tmax
= 50)

#crtamo ga

pltData <— as.data.frame(eventsl)

colnames (pltData) <— c(”magnitude”, “time”)

plot(x = pltDataS$time, y = log(pltData$magnitude, base = 10), type = 'p’, col =
"black’, pch=16, bty = "n”,
xaxt = “n”, yaxt = "n”, xlab = 7”7, ylab = ”Magnituda”, main = ”Simulacija-

Hawkesovog- procesa”,
cex.main = 1.8, cex.lab = 1.8, xlim = ¢(0, 80))
axis(side = 1, cex.axis = 1.4)
segments (x0 = pltData$time, y0O = 0, x1 = pltData$time, yl = log(pltData$
magnitude , base = 10), Ity = 2)
points (x = pltData$time, y = log(pltData$magnitude, base = 10), type = ’p’, col
= ’'black’, pch = 16)
axis(side = 2)
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Primjer B.0.7. Pomocne funkcije za simulaciju Hawkesovog procesa prikazanog u pri-
mjeru B.0.6.

#° Just to pass the kernel type
kernelFct <— function(event, t, K = 0.024, alpha = 2.016, beta = 0.5, mmin = 1,
c = 0.001, theta = 0.2, inclusive = T,
kernel .type="PL") {
switch (kernel . type,

PL = .kernelFct.PL(event, t, K = K, alpha = alpha, beta = beta, mmin =
mmin, ¢ = ¢, theta = theta, inclusive = inclusive),

EXP = .kernelFct.EXP(event, t, K = K, alpha = alpha, beta = beta, mmin
= mmin, theta = theta, inclusive = inclusive))

}

#’ Kernel Function for Power Law

.kernelFct.PL <- function(event, t, K = 0.024, alpha = 2.016, beta 0.5, mmin =
1, ¢ = 0.001, theta = 0.2, inclusive = T) {

# the event has 2 components: (magnitude_i, time-_i)

mat_event = matrix (unlist(event), ncol = 2, byrow = F)

mi = mat_event[,1]

ti = mat_event|[,2]

# f(p-j) part — virality of a video. Constant for a given video
fun_f <- K

# ro(m-i) part — the influence of the user of the event

fun_ro <— (mi / mmin) ~ beta
# psi(t, ti) part — the decaying / relaxation kernel
fun_psi <— 1 / (t — ti + c¢)"(l+theta)
val = fun_f % fun_ro % fun_psi
val[t<ti] = 0
val [mi<mmin] = 0
if (!inclusive) {
val[t == ti] = 0
val[mi == mmin] = 0
}
(val)
}
#° Conditional intensity function, odnosno uvjetna funkcija intenziteta
CIF = function(x, history, ...) {
subst <— history[history$time <= x,]
return (sum(kernelFct(event = subst, t = x, ...)))
}
generate _Hawkes_event<— function (K = 0.024, alpha = 2.016, beta = 0.5, mmin = 1,
¢ = 0.001, theta = 0.2, M = 10000, Tmax = 10, filename = NULL, kernel.type

= 'PL’) {
savelnterval = 1000
history = as.data.frame(matrix(c(M, 0), nrow = 1, byrow = TRUE))
colnames (history) <— c(”magnitude”, “time”)
while (history [nrow (history ), “time”] <= Tmax) {
t.lambda.max <— history [nrow(history), “time”]
intensityMax <— CIF(x = t.lambda.max, history = history , K, alpha, beta,
mmin, c¢, theta, kernel.type = kernel.type)
subsCIF <- function(x, ...) CIF(x + history [nrow(history), “time”], ...)

X <— rnhpoisson (Tmax = NULL, Nmax = 1, LambdaMax = intensityMax , FUN =
subsCIF, history , K, alpha, beta, mmin, ¢, theta, kernel.type = kernel.
type)

history [nrow (history ), “"time”] = history [nrow (history), “time”] + X
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mag <— generate _user _influence(n = 1, alpha = alpha, mmin = mmin)
#ovdje stvaramo novi event s vremenom koji smo upravo dali (history + x) i
magnitude

# od mag, poslije priljepimo na histori.

event <— matrix ( c(mag,
TRUE)

colnames(event) <— c(”magnitude”, “time”)

history = rbind (history , event)

cat(sprintf (”\rCurrent-simulation-time:-%.3f-/-%.3f-(%d-events).”,
nrow (history ), “time”], Tmax, nrow(history)))

if ((nrow(history) %% savelnterval == 0) && (!is.null(filename))) {

write . table (x = history , file = filename,
col.names = TRUE)

3 reda nam treba za to.

history [nrow (history), “time”]), nrow = 1, byrow =

history [

sep = "\t”7, row.names = FALSE,

}
if (!is.null(filename)) {
write . table (x = history , file = filename,
.names = TRUE)
}

cat(sprintf (”\n—>-Simulation-done!\n”))
return (history )

sep = "\t”7, row.names = FALSE, col
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Sazetak

Ovaj rad istrazuje teoriju 1 primjenu vremenskih toCkovnih procesa, s posebnim naglaskom
na Poissonove i Hawkesove procese. Poissonovi procesi omogucuju modeliranje nezavis-
nih dogadaja koji se javljaju s konstantnom stopom intenziteta, dok Hawkesovi procesi
imaju self-exciting svojstvo, gdje svaki dogadaj povecava stopu buduéih dogadaja.

U prvom dijelu rada razmatraju se osnovni pojmovi i svojstva brojecih procesa, te se
uvode homogeni i nehomogeni Poissonovi procesi. Detaljno se analiziraju intenziteti tih
procesa i njihova primjena u raznim podruc¢jima.

Drugi dio rada posvecen je Hawkesovim procesima. Opisana je njihova struktura,
uvjetna funkcija intenziteta i teorija grananja. Na kraju opisujemo simulaciju Hawkeso-
vih procesa koristeci thinning algoritam.

Treéi dio rada fokusira se na jednu istaknutu primjenu Hawkesovih procesa u modeli-
ranju Sirenja informacija na druStvenim mreZama, s naglaskom na analizu retweet kaskada.
Dizajn funkcijske jezgre, procjena parametara i predikcija popularnosti detaljno su opisani.

Rezultati ovog istraZzivanja doprinose boljem razumijevanju strukture i dinamike dogadaja
kroz vrijeme, te nude znacajne uvide za primjenu u razliitim znanstvenim i prakti¢nim po-
drucjima.



Summary

This thesis explores the theory and application of temporal point processes, with a special
focus on Poisson and Hawkes processes. Poisson processes allow for the modeling of inde-
pendent events that occur at a constant rate of intensity, while Hawkes processes introduce
the concept of self-excitement, where each event increases the rate of future events.

The first part of the thesis examines the basic concepts and properties of counting proce-
sses, introducing homogeneous and non-homogeneous Poisson processes. The intensities
of these processes and their applications in various fields are analyzed in detail.

The second part of the thesis is dedicated to Hawkes processes. Their structure, con-
ditional intensity function, and branching theory are described. Finally the simulation of
Hawkes processes using the thinning algorithm is discussed.

The third part of the thesis focuses on one application of Hawkes processes in mo-
deling the spread of information on social networks, with an emphasis on the analysis of
retweet cascades, is particularly highlighted. The design of the kernel function, parameter
estimation, and popularity prediction are described in detail.

The results of this research contribute to a better understanding of the structure and
dynamics of events over time and offer significant insights for application in various scien-
tific and practical fields.
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