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Uvod

Linearni operatori na kona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorima glavni su pred-
met proucavanja grane matematike koja se zove linearna algebra. Definiranje skalar-
nog produkta na vektorskom prostoru omogucéava definiranje norme, ortogonalnosti
i ortonormiranosti. Posebno, omogucava definiranje ortonormirane baze za unitarni
prostor koja pojednostavljuje mnoge racune. U ovom radu ¢e se posebno proucavati
linearni operatori na unitarnim prostorima. Zbog pojednostavljenja racuna s line-
arnim operatorima, odnosno pripadnim matricama, glavni cilj ¢e biti pronadi sto
jednostavnije matri¢ne zapise operatora u ortonormiranoj bazi unitarnog prostora.
Tvrdnje za linearne operatore ¢e se prevesti i u tvrdnje za matrice gdje je to moguce.

U prvom dijelu rada dat ¢emo pregled linearne algebre koja je nuzna za razumi-
jevanje glavnog dijela rada. Prisjetit ¢emo se kako su definirani linearni operatori na
vektorskom prostoru te kako izgleda matri¢ni zapis linearnog operatora u paru baza.
Nakon uvodenja skalarnog produkta, to jest unitarnog prostora, proucit ¢emo line-
arne funkcionale na unitarnom prostoru te uvesti hermitski adjungirane operatore.
Ti ¢e operatori omoguciti definiranje klasa operatora kojima se bavimo u nastavku.

U drugom dijelu ¢emo se baviti problemom dijagonalizacije u ortonormiranoj bazi.
U sklopu toga ¢e se opisati dvije klase linearnih operatora, a to su normalni i hermitski
operatori. Uz pomo¢ njih Ce se iskazati spektralni teoremi na kompleksnom i realnom
unitarnom prostoru koji govore kada postoji ortonormirana baza u kojoj je operator
dijagonalizabilan. Navest ¢emo i nekoliko primjera iz primjene.

Za kraj ¢emo se baviti dekompozicijom linearnih operatora. Nakon uvodenja
unitarnih i pozitivnih linearnih operatora, opisat ¢emo kako bilo koji linearni operator
mozemo zapisati kao kompoziciju unitarnog i pozitivnog operatora. Za kraj ¢emo
pokazati da za svaki linearni operator postoji par ortonormiranih baza u kojima je
matricni zapis linearnog operatora dijagonalna matrica.






Poglavlje 1

Linearni operatori na unitarnim
prostorima

1.1 Vektorski prostor

Do kraja 19. stoljec¢a, skupovi kao Sto su tocke u ravnini ili prostoru, polinomi, funk-
cije itd. proucavali su se samostalno. Uocavanjem da razli¢iti matematicki primjeri
zadovoljavaju neka zajednicka svojstva koja ukljuc¢uju dva skupa i dvije algebarske
operacije koje se nazivaju zbrajanje i mnozenje skalarima doslo se do formalne defi-
nicije vektorskog prostora.

Definicija 1.1.1. Neka je V neprazan skup i neka su na njemu definirane operacija
zbrajanja + 1V x V. — V' i operacija mnoZenja skalarima - : FxV — V.
KazZemo da je V vektorski prostor nad poljem F ako vrijede sljedeca svojstva:

(1) (a+b)+c=a+ (b+c) za sve a,b,c €V (asocijativnost zbrajanja)

(2) postoji element 0 € V' takav da je a+0=04+a=a za svakia € V

(3) za svaki a € V postoji element —a € V takav da je a + (—a) = (—a) +a =10
(4) a+b=b+a za svea,b eV  (komutativnost zbrajanja)

(5) a(fa) = (af)a za svea €V ia,f €F  (kvaziasocijativnost)

(6) 1-a=a za svakia €V (svojstvo jedinice ili netrivijalnost mnozenja)

(7) (a+ B)a=aa+ fa za sve o, € FiacV  (distributivnost prema zbrajanju
skalara)
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(8) ala+b) =aa+ ab za sve € Fia,be V. (distributivnost prema zbrajanju
vektora,).

Elemente vektorskog prostora nazivamo vektorima. Neki od njih imaju posebna
imena, pa se tako element 0 iz svojstva (2) naziva nulvektor ili neutralni element
za zbrajanje, a element —a iz svojstva (3) naziva suprotni vektor ili suprotni
element od a.

Elemente polja F nazivamo skalarima. Polje [F ¢e nam biti polje realnih ili polje
kompleksnih brojeva i obicno je iz konteksta jasno na koje polje se oznaka [F odnosi.
Kazemo da je vektorski prostor nad poljem R realni vektorski prostor, a vektorski
prostor nad poljem C kompleksni vektorski prostor.

Na taj nacin se objedinjuje proucavanje konkretnih primjera, odnosno pojedine
tvrdnje se sada dokazuju na apstraktnoj razini.
U nastavku navodimo dva primjera vektorskih prostora.

Primjer 1.1.2. Neka je F*, n € N skup svih uredenih n-tork: elemenata iz F. Tada
je F™ wuz operacije definirane na sljedeci nacin

(x].?"'?xn)_‘_(yl?"'?yn):($1+y17"'7xn+yn)’
a(xy, ..., xn) = (axy,...,ax,),
gdje je a« € F te (x1,...,2,), (Y1, ..., Yyn) € F™ vektorski prostor nad poljem TF.

Primjer 1.1.3. Neka je P,(F), n € N skup svih polinoma stupnja najvise n s realnim
koeficijentima. Svaki p € P,(F) ima oblik

p(m) = a,z" + an_lx”_l + ...+ a2+ ag

za neke koeficijente ag, aq,...,a, € F.
Ako p,q € Pn(F) zapisemo kao

p(z) = apz" + ...+ @z +ag, q(z)=n2"+ ...+ b+ by,
gdje su ag,...,a,,by,...,b0 € F, onda je p+ q polinom zadan izrazom
(p+q)(x) = (an +bp)x" + ...+ (a1 + b))z + (ag + by)-
Mnozenje polinoma p skalarom o € F dano je formulom
(ap)(z) = aa,x™ + ... + aayx + aag.

Skup Pn(F) uz tako definirane operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom je vektorski
prostor nad poljem .
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Lako se vidi da vrijede sljedeé¢e tvrdnje.
Propozicija 1.1.4. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Tada vrijedi:

(1) Neutralni element za zbrajanje je jedinstven.

(2) Za svaki a € V' postoji jedinstveni suprotni element.
(3) Za svaki a € V vrijedi 0-a = 0.

(4) Za svaki o € F wrijedi oo - 0 = 0.

(5) Za svaki a € V vrijedi (—1)a = —a.

1.2 Linearni operator

Sljedeéi vazan pojam u linearnoj algebri je linearni operator. Cesto se opisuje kao
preslikavanje izmedu vektorskih prostora koje je uskladeno sa strukturom vektorskog
prostora.

Definicija 1.2.1. Neka su V i W wektorski prostori nad istim poljem IF. Preslika-
vanje A :V — W je linearnt operator ako vrijedi

Alaz + By) = Az + BAy, Vz,y € V,Va,f € F.
Linearne operatore f : 'V — T, dakle one kojima je kodomena polje F, nazivamo
linearnim funkcionalima.

Svojstvo navedeno u definiciji naziva se linearnost od A i ekvivalentno je sa
sljedeca dva svojstva:

(1) A(z+y) = Az + Ay zasve z,y € V  (aditivnost od A)

(2) A(ax) =aAzzasvexr € ViaeF (homogenost od A)

Ocito je da smo (1) dobili iz definicije za o = = 1, a (2) za y = 0. Odmah iz
definicije vidimo da svaki linearni operator preslikava nulvektor u nulvektor.
Navodimo neke jednostavne primjere linearnog operatora.

Primjer 1.2.2. (1) Neka je V wvektorski prostor nad poljem F i A € F. Preslikava-
nje h : V. — V zadano kao

h(z) =Xz, VrxeV
naziva se homotetija, a lako se provjerava da je h linearni operator na V.

Za A = 1 dobivamo jedinicni operator I koji preslikava svaki vektor u samog
sebe, a za A = 0 nuloperator koji svaki vektorski prostor preslikava u nulvektor.
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(2) Neka je C vektorski prostor nad poljem R. Preslikavange k : C — C zadano s
k(z) ==
koje se naziva kompleksno konjugiranje, je linearni operator.

(3) Preslikavanje Z : R* — R? zadano kao

Z(z,y) = (y,z)

naziva se osna simetrija s obzirom na pravac y = x te se lako provjerava da je
Z linearni operator.

(4) Na realnom vektorskom prostoru P(R) svih polinoma s realnim koeficijentima
promatramo operator deriviranja

D:PR)— P[R), Dp=yp.

Iz pravila za deriviranje zbroja funkcija i derivacije umnoska funkcije sa skala-
rom slijedi da je D linearni operator.

Definicija 1.2.3. Neka su V' ¢ W konacnodimenzionalni vektorski prostori te A €
L(V,W). Prostor {Ax : x € V'} naziva se sltka od A i oznacava se s Im A. Dimenzija
slike naziva se rang od A i oznacava se s r(A).

Prostor {x € V : Az = 0} se naziva jezgra od A i oznacava se s Ker A. Dimenzija
jezgre naziva se defekt od A i oznacava se s d(A).

Za sve linearne operatore vrijedi teorem o rangu i defektu.

Teorem 1.2.4 (Teorem o rangu i defektu). Neka su'V i W konacnodimenzionalni
vektorski prostori te A € L(V,W). Tada je r(A) +d(A) =dim V.

Definicija 1.2.5. Neka su V i W konacnodimenzionalni vektorski prostori te A €
L(V,W). Operator A se naziva monomorfizam ako je A injektivan, epimorfizam
ako je A surjektivan te izomorfizam ako je A bijektivan. Za dva vektorska prostora
V i W kazemo da su izomorfni ako postoji izomorfizam A € L(V,W).

Propozicija 1.2.6. Neka su 'V ¢ W konacénodimenzionalni vektorski prostori te A €
L(V,W). Operator A je injektivan ako i samo ako Ker A = {0}, to jest, d(A) = 0.

Sljedec¢a propozicija govori kada su dva vektorska prostora izomorfna.

Propozicija 1.2.7. Neka su'V 1 W konacnodimenzionalni vektorski prostori. Tada
su'V i W izomorfni ako i samo ako dimV = dim W.
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Sljededi korolar je posljedica teorema o rangu i defektu.

Korolar 1.2.8. Neka su 'V ¢ W konacnodimenzionalni vektorski prostori takvi da je
dimV =dimW i A € L(V,W). Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(1) A je monomorfizam.
(2) A je epimorfizam.
(3) A je izomorfizam.

Neka je V' n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem F i (e) = {ey,...,e,}
neka baza za V s fiksiranim poretkom elemenata. Za svaki x € V' postoje jedinstveni
skalari x1,...,x, takvi da vrijedi

T =x1€1 + Tolo + ...+ x,€,.
Vektoru z se sada moze pridruziti stupcana matrica
X
T
z(e) = | € M1 (F),

Tn

koja se naziva matriéni zapis (prikaz) vektora z u bazi (e).
Na ovaj nacin je definirano preslikavanje

p V= Mu(F),  o(z) = x(e)

koje je izomorfizam vektorskih prostora V' i M, (F).

Neka su V' i W konacnodimenzionalni vektorski prostori te (e) = {e1,...,e,} 1
(f)=A{f1,..., [} redom baze za V i W. Neka je A € L(V,W). Kako su Aey, ..., Ae,
elementi vektorskog prostora W, mogu se na jedinstven nacin zapisati uz pomo¢ baze

(f):
Aey = Zailfi7 Aey = Z%in’ o, Aey, = ZOémfz’-
i=1 i=1 i=1

Od dobivenih koeficijenata a;; formira se sljede¢a matrica

11 Q12 ... O1p
91 Qo2 ... Qop

Abea=1. . e

A1 A2 .. Oy
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koja se naziva matri¢ni zapis (prikaz) linearnog operatora A u paru baza
(e, f). Akoje Ae L(V) i (e) = (f), tada se oznaka A(e, e) obi¢no krati u A(e).

Uspostavlja se veza izmedu vektorskih prostora L(V, W) i M,,,(F), odnosno, de-
finira se preslikavanje

G L(V,W) = My (F),  O(A) = A(f,e)

koje je izomorfizam vektorskih prostora L(V, W) i M,,,(F).
Neka je A € M,,,. Definiramo operator L4 : M,; — M,,; kao La(X) = AX za
svaki X € M, i nazivamo ga linearni operator pridruzen matrici A.

1.3 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Prije definicije dijagonalizabilnosti uvedimo nekoliko pojmova.

Definicija 1.3.1. Neka je V' konacnodimenzionalni vektorski prostor nad poljem F 14
A€ L(V). Skalar A € F je svojstvena vrijednost linearnog operatora A ako
postoji x € V, x # 0 takav da je

Ax = Az

Skup svih svojstvenih vrijednosti od A naziva se spektar linearnog operatora
A i oznacava sa o(A).

Vektor x naziva se svojstveni vektor linearnog operatora A pridruZen svoj-
stvenoj vrijednosti \.

Jednadzba Az = Az ekvivalentna je jednadzbi (A — AI)z = 0. Prema tome,
A je svojstvena vrijednost od A ako i samo ako A — Al nije injektivan jer je tada
Ker(A — A1) # {0}, a kako je A— Al € L(V), to je ekvivalnetno s tim da A — AI nije
surjektivan.

Kako bismo odredili svojstvene vrijednosti linearnog operatora definiramo sljede¢i
polinom.

Definicija 1.3.2. Neka je A € M,,. Polinom ka4 definiran kao

ka(\) = det(A — )
naziva se karakteristiéni ili svojstvent polinom matrice A.
Propozicija 1.3.3. Slicne matrice imaju iste karakteristicne polinome.

Neka je V' vektorski prostor te (e) i (f) dvije baze za V. Moze se pokazati da su
matrice A(e) i A(f) slicne.

Sada pomocu karakteristicnog polinoma matrice uvodimo karakteristi¢ni polinom
linearnog operatora, a zbog propozicije 1.3.3 je ovaj pojam dobro definiran, to jest
ne ovisi o izboru baze
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Definicija 1.3.4. Neka je V' konacnodimenzionalni vektorski prostor, A € L(V),
te (e) neka baza za V. Karakteristiéni ili svojstveni polinom operatora A je
karakteristicni polinom matrice A(e).

Teorem 1.3.5. Neka je V' konacnodimenzionalni vektorski prostor nad poljem F,
A e LIV)iX € F. Tada je Ny svojstvena vrijednost od A ako i samo ako je
ka(Xo) = 0.

Sada pretpostavimo da postoji baza (f) = {f1,..., fo} za V takva da je matri¢ni
zapis operatora A € L(V') u toj bazi dijagonalna matrica, dakle

A1 0 0
0 X 0
ap=1|. " |
0 0 An
za neke A\,.... A\, € F. Iz definicije matricnog zapisa linearnog operatora u bazi

slijedi da je Af; = \;f; za svakii = 1,...,n. Dakle, baza (f) je nuzno sastavljena od
svojstvenih vektora za A. Pritom se na dijagonali matri¢nog zapisa nalaze svojstvene
vrijednosti od A. Prema tome, da bismo dosli do dijagonalne matrice linearnog ope-
ratora moramo pronaci svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore pridruzene svoj-
stvenim vrijednostima. Pitanje je moze li se od svojstvenih vektora sastaviti baza za
V. 1z toga slijedi definicija dijagonalizabilnosti linearnog operatora.

Definicija 1.3.6. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor. KazZemo da se li-
nearni operator A € L(V') moZe dijagonalizirati ili da je A dijagonalizabilan
ako postogi baza (f) = {f1,..., fu} 2a V u kojoj je matricni zapis A(f) dijagonalna
matrica.

Moze se pokazati da ako su Ay, ..., Ay medusobno razli¢ite svojstvene vrijednosti
od operatora A € L(V) i xy,...,z; redom pridruzeni svojstveni vektori, tada je
{z1,..., 2} linearno nezavisan skup. Takoder, ako A ima n razli¢itih svojstvenih
vrijednosti, onda se A moze dijagonalizirati.

Sli¢ne definicije uvodimo i za kvadratne matrice. Neka je A € M, (F). Tada je
skalar A € [F svojstvena vrijednost matrice A ako postoji X € M,,(F), X # 0 takav
da vrijedi AX = AX. Sada, ako za A € M, (F) postoji regularna matrica S € M, (F)
takva da je S~1AS dijagonalna matrica, onda se na dijagonali matrice S~1AS nalaze
svojstvene vrijednosti Aq,..., A, matrice A, a stupci matrice S su svojstveni vektori
pridruzeni svojstvenim vrijednostima. Matrica za koju postoji takva matrica S naziva
se dijagonalizabilna matrica.

Sljede¢om propozicijom se uspostavlja veza izmedu matrice A € M,(F) i njoj
pridruzenog linearnog operatora Ly € L(M,;(F)).
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Propozicija 1.3.7. Neka je A € M,(F) i Ly € L(M,1(F)) pridruzeni linearni ope-
rator.

(1) Vrijedi ka = kr,,

(2) Skalar X € F je svojstvena vrijednost matrice A ako i samo ako je svojstvena
vrigednost linearnog operatora L 4.

(3) Vektor X € M,1(F) je svojstveni vektor matrice A pridruzen svojstvenoj vri-
jednosti A ako i samo ako je svojstvent vektor linearnog operatora L s pridruzen
svojstvenog vrijednosti .

(4) Matrica A moZe se dijagonalizirati ako i samo ako se operator L, moZe dija-
gonalizirati.

Kod odredivanja nultocaka karakteristicnog polinoma, nultocke mogu izlaziti iz
skupa na kojem polinom promatramo. To je slucaj kada se na realnom vektorskom
prostoru dobivaju nultocke iz C\R. Takoder, svojstveni vektori ne moraju ¢initi bazu
vektorskog prostora. Zbog toga, nije uvijek moguce dijagonalizirati linearni operator,
odnosno matricu.

1.4 Unitarni prostor

Definicija 1.4.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Skalarni produkt ili
skalarno mnozZenje na V je preslikavanje

(,):VxV T
koje ima sljedeca svojstva:
(1) (x,x) >0 za svaki z € V

(2) (x,x) =0 ako i samo ako je x =0

{
{
(3) (14 T2, y) = (1, y) + (22,y) 20 sve 21,39,y €V
(4) {az,y) = alz,y) zasvea €F iz,y eV

(@,

(5)

Broj (x,y) naziva se skalarni produkt ili skalarni umnozZak vektora x 1 y.
Vektorski prostor V- na kojem je zadan skalarni produkt naziva se unitarni prostor.

y) = (y,z) za svex,y € V.
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Unitarni prostor koji se sastoji od vektorskog prostora V' i na njemu definiranog
skalarnog produkta oznacavamo kao uredeni par (V (-, )).

Primjer 1.4.2. Na realnom vektorskom prostoru R" za x = (x1,...,2,) 1y =
(Y1, -, Yn) 12 R™ definira se

(2,9) = T oo T = Y Tl
=1

Provjeravanjem svojstava iz definicije unitarnog prostora slijedi da je R™ unitaran
prostor. Ouvaj skalarni produkt naziva se standardni skalarni produkt na R".
Analogno, C" je unitaran prostor uz skalarni produkt definiran kao

(T, y) =T+ .+ 2T = > 2
=1

Ovako definirani skalarni produkt naziva se standardni skalarni produkt na C".

Primjer 1.4.3. Na prostoru polinoma s realnim koeficijentima P(R) za skalarni
produkt se najcesée uzima preslikavanje

(pq) = / p(ta(t)dt,

za p,q € P(R). Primjenom svojstava odredenog integrala, P(R) je realan unitaran
prostor.

Definiranje skalarnog produkta omogucuje nam uvodenje sljede¢ih pojmova.

Definicija 1.4.4. Neka je V unitarni prostor. Vektori x,y € V' su ortogonalni ako
je (x,y) = 0. PiSemo x L y.

Definicija 1.4.5. Neka je V' unitarni prostor. Konacan skup vektora u 'V je orto-
gonalan skup ako su svaka dva njegova elementa medusobno ortogonalni.

Definiramo preslikavanje primjenom skalarnog produkta.

Definicija 1.4.6. Neka je V' unitarni prostor nad poljem F. Funkcija || -] : V — R
definirana kao
z]] = /{z,z)

naziva se norma na V inducirana skalarnim produktom. Realni broj ||z||
naziva se norma ili duljina vektora x.
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Definicija 1.4.7. Neka je V' unitarni prostor. Vektor x € V' je jediniéni ili nor-
mairani vektor ako je ||z|| = 1.

Definicija 1.4.8. Neka je V' unitarni prostor. Konacan skup {ey,...,e,} u'V je or-
tonormaran ako je ortogonalan skup i svi clanovi su normirani. Ortonormirana
baza za V' je ortonormiran skup koji je i baza za V.

Propozicija 1.4.9. Neka je V unitarni prostor te {ei,...,e,} ortonormirana baza
za' V. Za svaki x € V vrijedi

n

x = Z(x,ei>ei.

=1

U nastavku ¢e baza unitarnog operatora biti ortonormirana jer omogucava jed-
nostavnije racunanje s linearnim operatorima i matricama.

1.5 Linearni funkcionali na unitarnim prostorima

Linearne funkcionale na vektorskom prostoru V' nad poljem F veé¢ smo definirali kao
linearne operatore sa V u F. Na primjer, f : R®> — R definiran kao f(z1, 2, x3) =
71 + 225 + 3w3 je linearni funkcional na R3. Prostor svih linearnih funkcionala na V'
oznacavat ¢emo s V'*.

Sljededi teorem govori da se svaki linearni funkcional na kona¢nodimenzionalnom
unitarnom prostoru moze zapisati u obliku skalarnog produkta.

Teorem 1.5.1 (Rieszov teorem o reprezentaciji linearnih funkcionala). Neka
je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor ¢ f € V*. Tada postoji jedinstvent vektor
a €V takav da je

f(z) = (z,a)

za svakix € V.

Dokaz. Prvo pokazujemo egzistenciju vektora a € V takvog da je f(x) = (x,a) za
svaki x € V. Neka je (e) = {ey,...,e,} ortonormirana baza za V. Tada je

f(z) = f({z,er)er + ...+ (x,en)en)
= (z,e1)fler) + ...+ (z,en) flen)

= (z, fler)er + ...+ f(en)en)

za svaki © € V. Tada za vektor a = f(ey)e; + ... + f(en)e, vrijedi f(z) = (z,a) za
svaki x € V.
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Neka su a,b € V takvi da f(z) = (z,a) = (x,b) za svaki x € V. Tada je

0= (z,a) — (z,b) = (x,a —b)

za svaki x € V. Ako uzmemo x = a — b, onda slijedi da je a — b = 0, odnosno a = b.
Odavde slijedi jedinstvenost vektora a. O

Iz drugog dijela dokaza prethodnog teorema direktno slijedi korolar.

Korolar 1.5.2. Neka je V unitarni operator i a,b € V. Ako za svaki x € V wvrijedi
(x,a) = (x,b), onda je a =b.

U dokazu teorema 1.5.1 dobili smo formulu a = f(ey)e; + ...+ f(en)en. Zbog je-
dinstvenosti, a ne ovisi o izboru ortonormirane baze (e) za V. U sljede¢im primjerima
¢emo pokazati kako odrediti vektor a.

Primjer 1.5.3. Neka je f : C* — C zadan kao f(z21, 22, 23) = (1414)21+(2—1i) 29 —i23.
Lako provjeravamao da je f linearni operator. Ocito je f(z1, 22, 23) = ((21, 22, 23), (1+
i,2 —i,—1)) pa je traZeni vektor a = (1 + 1,2 — i, —1).

Primjer 1.5.4. Neka je f : P(R?) — R zadan kao f(p fo t2 dt pm cemu

je P(R?) unitarni prostor s obzirom na skalarni produkt D, q fo t)dt. Za
a,B3 €Rip,qe PR?) vrijedi

flap+ Bq) = /1(0419@2)+ﬁq(7ﬁ2))dlf=04/01117(152)dt+5/01 q(t*)dt = af(p) + Bf(q),

0

pa je f linearni funkcional. Od baze {1,z,z*} za P(R?) Gram-Schmidtovim postup-
kom ortogonalizacije dobivamo ortonormiranu bazu (e) = {1,2v/3z — /3, 6y/52? —

651 + \/3} Tada je

a(xz) = f(er)er + f(ea)ea + f(es)es

—1—£(2\/_ \/_)+£(\/_:v — 6v5z +V5)
=622 — 8z +1

Prema tome, linearni funkcional f moZemo zapisati kao f(p fo -(6t2—8t+1)dt,
za svaki p € P(R?).
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1.6 Hermitski adjungirani operator

Definicija 1.6.1. Neka su V i W konacnodimenzionalni unitarni prostori i A €
L(V,W). Operator A* € L(W,V) (¢itamo: A zvijezda) takav da je

(Az,y) = (z, A™y), Ve eV VyeWW

naziva se hermitski adjungirani operator operatora A. Preslikavangje x : L(V, W) —
L(W,V) zadano s A — A* naziva se adjungiranje.

Sljedeci teorem pokazuje da takav operator A* zaista postoji i da je jedinstven, a
u dokazu se koristi Rieszov teorem o reprezentaciji linearnih funkcionala.

Teorem 1.6.2. Neka suV i W konacnodimenzionalni unitarni prostori i A € L(V,W).
Tada postogi jedinstveni A* € L(W, V') takav da je

(Az,y) = (v,A"y), VreV,VyeW.

Dokaz. Za A € L(V,W) te prizvoljan i fiksan y € W definiramo f, : V — F kao
fy(x) = (Az,y). Neka su a, f € F. Tada vrijedi

fy(laz + Bz) = (Alax + B2),y) = oAz, y) + S(Az,y) = af,(x) + f,(2)

za sve z,z € V. Dakle, f, je linearni funkcional na V.
Prema Rieszovu teoremu o reprezentaciji linearnog funkcionala postoji jedinstveni
element a, € V' takav da je

fy(x) = (z,ay)
za svaki © € V. Tada je preslikavanje A* : W — V definirano kao A*(y) = a, dobro
definirano jer za svaki y € W postoji a, € V' i jedinstven je.

Vrijedi
(Az,y) = fy(2) = (z,0y) = (z, A"y)
zasvex e ViyeW.
Neka su o, f € F. Tada za sve x € V 1 y1,yo € W vrijedi

(, A™(ayr + Bys)) = (Az, a1 + Bye)
= a(Az,y1) + B(Az, ys)
= a(z, A'yi) + Blz, Ays)
= (x,aA™y + A ys).

Iz korolara 1.5.2 slijedi A*(ay; + Bys) = aA*y; + BA*ys. Dakle, A* je linearan
operator.
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Jos treba provjeriti jedinstvenost tog operatora. Neka je B € L(W,V) takav da
je (Az,y) = (z,By) zasve v € V iy € W. Tada je (z,A*y) = (z, By) za sve
x e ViyeW. Opet iz korolara 1.5.2 slijedi da je A*y = By za svaki y € W, pa je
A* = B. 0

Za hermitski adjungirane operatore vrijedi nekoliko vrlo jednostavnih tvrdnji.

Propozicija 1.6.3. Neka su 'V i W konacnodimenzionalni unitarni prostori. Tada

za sve A, B € L(V,W) vrijedi (A+ B)* = A* 4+ B*.
Dokaz. Zasve x € V iy € W vrijedi

((A+ B)x,y) = (Ax + Bx,y) = (Az,y) + (Bz,y)

= (z, A"y) + (x, B*y) = (x, A"y + B"y)

= (z, (A" + B")y).
Kako je (A + B)* jedinstveni operator za koji vrijedi ((A+ B)x,y) = (z, (A + B)*y)
zasve x € V iy e W, slijedi (A+ B)* = A* + B*. O
Propozicija 1.6.4. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor. Tada za sve
aeclFiAec L(V,W) vrijedi (0A)* = aA*
Dokaz. Zasve x € V iy e W vrijedi

(adz,y) = oAz, y) = oz, A7y)
= (z,aA%y).

Kako je (aA)* jedinstveni operator za koji vrijedi («Azx,y) = (z,(aA)*y) za sve
reViyeW, slijedi («A)* =aA*. H

Svojstvo iz propozicije 1.6.3 naziva se aditivnost, a iz propozicije 1.6.4 konjugirana
homogenost. 1z toga slijedi da je adjungiranje, to jest preslikavanje x : L(V, W) —
L(W,V), A A* linearno ako je F = R, odnosno antilinearno ako je F = C.

Propozicija 1.6.5. Neka su V i W konacnodimenzionalni unitarni prostori. Tada
za sve A € L(V,W) i B € L(W,Z) vrijedi (BA)* = A*B*.

Dokaz. Za sve x € V i z € Z vrijedi
(BA)x,z) = (B(Ax),z) = (Az, B*z)
= (z, A" (B*z)) = (z,(A*B")z).

Kako je (BA)* jedinstveni linearni operator za koji vrijedi ((BA)z, z) = (z, (BA)*z)
zasve x € V iz € Z, slijedi (BA)* = A*B*. O
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Propozicija 1.6.6. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor. Tada za sve

Ae L(V,W) vriedi (A*)* = A.

Dokaz. Za sve x € V iy € W vrijedi (A*y,z) = (y, Az), pa zbog jedinstvenosti
adjungiranog operatora vrijedi (A*y, x) = (y, (A*)*x), slijedi (A*)* = A. O
Propozicija 1.6.7. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor. Ako je A €
L(V,W) izomorfizam, tada je i operator A* € L(W, V') izomorfizam i vrijedi (A~1)* =
(A*)~L.
Dokaz. Uocimo da je I* = I. Adjungiranjem jednakosti AA~! = I zbog propozicije
1.6.5 slijedi (A71)*A* = . Na isti nacin iz A™*A = [ slijedi A*(A™1)* = I. Odavde
zakljucujemo da je A* izomorfizam te vrijedi (A*)~! = (A71)*. O
Pogledajmo sada nekoliko primjera. O¢ito je adjungirani operator nuloperatora

0 € L(V, W) nuloperator 0 € L(W, V), a adjungirani operator identitete I € L(V) je
opet operator identitete I* = I.

Primjer 1.6.8. Neka je A : R? — R? linearni operator definiran kao
Az, 9, x3) = (1 + 29 — X3, 21 + 229 + T3),

pri cemu su R3 © R? unitarni prostori. Za x = (x1,72,23) € R® iy = (y1,10) € R?
1mMamo

(Am,y) (ml + 2o — 3,21 +2x2+m3),(y1,yg)>
I -+ o — Ig)yl -+ (xl —+ 2$2 + SL’3>y2
z1(y1 + y2) + x2(v1 + 2y2) + z3(—11 + y2)

($1,$2, $3), (yl + Y2, 1 + 292, —y1 + y2)>-

=
=

Dakle, preslikavanje A* : R? — R3 takvo da vrijedi

A (y1,92) = (Y1 + Y2, Y1 + 242, —y1 + y2)
za svaki y = (y1,y2) € W je hermitski adjungirani operator od A.

Sljedec¢a propozicija pokazuje vezu izmedu slike i jezgre operatora i njemu adjun-
giranog operatora.

Propozicija 1.6.9. Neka su V' i W konacnodimenzionalni unitarni prostori i A €
L(V,W). Tada vrijedi

(1) Ker A* = (Im A)+
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(2) Im A = (Ker A*)*
(3) Ker A = (Im A*)*
(4) ITm A* = (Ker A)*.
Dokaz. Neka je y € W. Tada vrijedi
yeKerA®* < Ay =0
& (x, A%y) =0, VYexeV

& (Az,y) =0, VeV
Sy (ImA)t.
Time smo pokazali tvrdnju (1).

Direktno iz (1) slijedi tvrdnja (2): Im A = ((Im A)1)+ = (Ker A*)L. Tvrdnje (3)
i (4) dobivaju se zamjenom operatora A operatorom A* u tvrdnjama (1) i (2). O

Propozicija 1.6.10. Neka su'V i W konacnodimenzionalni unitarni prostori i A €
L(V,W). Tada vrijedi

V=KerA®ImA* i W =KerA" ®ImA.

Dokaz. Prva jednakost vrijedi ako i samo ako je Ker A = (Im A*)* §to prema prethod-
noj propoziciji vrijedi. Druga jednakost vrijedi primjenom prve na operator A*. [J

Uocimo, po teoremu o rangu i defektu je dim V' = r(A) + d(A), aiz V = Ker A ®
Im A* slijedi da je dim A = d(A) + r(A*). Dakle, r(A) = r(A*).

Iz V = Ker A @ Im A* slijedi da je Ker A = {0} ako i samo ako je ImA* =V aiz
W = Ker A* @ Im A slijedi da je Ker A* = {0} ako i samo ako je Im A = W. Iz toga
slijedi sljedeci korolar.

Korolar 1.6.11. Neka su V ¢ W konacnodimenzionalni unitarni prostori i A €
L(V,W). Tada vrijede sljedece turdnje:

(1) A je injektivan ako i samo ako je A* surjektivan.
(2) A je surjektivan ako i samo ako je A* injektivan.

Promotrimo vezu izmedu spektra linearnog operatora i spektra njegovog adjungi-
ranog operatora.

Propozicija 1.6.12. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V).
Tada je X € o(A) ako i samo ako je \ € o(A*).
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Dokaz. Neka je A € 0(A). Tada postoji x € V, z # 0 takav da vrijedi Az = Az, §to
je ekvivalentno s tim da je (A — AI)x = 0. Dakle, A — AI nije injektivan operator,
Sto je prema korolaru 1.6.11 ekvivalentno da (A — AI)* = A* — A nije surjektivan.
Prema teoremu o rangu i defektu A* — AI nije ni injektivan. Dakle, postoji y € V,
y # 0 takav da je A*y = Ay, odnosno \ € o(A*). ]

Sljede¢om propozicijom iskazuje se veza izmedu matri¢nih zapisa linearnog ope-
ratora A € L(V, W) i njegovog adjungiranog operatora A* € L(W, V).

Propozicija 1.6.13. Neka suV i W konacnodimenzionalni unitarni prostori i A €
L(V,W). Ako je (e) = {e1,...,en} ortonormirana baza za V i (f) = {fi,..., fm}
ortonormirana baza za W, tada je

A(e, ) = (A(f, )"

Dokaz. Pretpostavimo da je (e) = {ey,...,e,} ortonormirana baza za V i (f) =
{f1,..., [} ortonormirana baza za W. Promatramo i-ti stupac matrice A(f,e).
Imamo

Ae; = (Aey, fi) fi + ...+ (Aei, fon) fn

za svaki ¢ = 1,...,n. Tada je matri¢ni zapis operatora A u paru baza (e, f) matrica

<ﬁ€1,f1> <i€2af1> (ﬁemfﬁ
A(f,e): < 61:>f2> < 62‘7f2> < er‘wf2>

<A€1, fm) <A€27 fm> s <A€n, fm)
Sada promatramo i-ti stupac matrice A*(e, f). Imamo

A*fz = <A*f2, €1>61 4+ ...+ <A*fl, €n>€n

za svaki ¢ = 1,...,m. Tada je matricni zapis operatora A* u para baza (f,e)
<A*f1;61> <A*f2761> <A*fm761>
% <A*f1;62> <A*f2762> <A*fm;62>
ae. )= | :
(A*fi,en) (A" fo,en) ... (A fim,en)

Za operator A* vrijedi

(A" fi, e5) = (fi, Aej) = (Aey, fi)
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zasvakit=1,...,mij=1,...,n, paimamo

- - T

(Aeq, f1) <A€2>f1> <Aen>fl>

(Aer, fo)  (Aea, fo) ... (Aen, fo)

_<A61>fm> <A€2;fm> <Aen7fm>

[(Ae, 1) (Aes, f1) ... (Aeq, f1)
(Aei, fo)  (Aea, fo) ... (Aen, fo)

(Acr, fr) (Acg, ) oo (Aens fin)

Dakle, pokazali smo da tvrdnja vrijedi.
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Poglavlje 2

Dijagonalizacija linearnog
operatora u ortonormiranoj bazi

U ovom poglavlju ¢emo proucavati linearni operator A na kona¢nodimenzionalnom
unitarnom prostoru V' za koje postoji ortonormirana baza (e) takva da je A(e) dija-
gonalna matrica. Najprije uvodimo dvije nove klase linearnih operatora na unitarnim
prostorima.

2.1 Normalni operatori
Definicija 2.1.1. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor. KaZemo da je
operator A € L(V) normalan ako je

(Az, Ay) = (A"z, A'y), Vz,yeV. (2.1)

Jednakost (2.1) je ekvivalentna s (A*Ax,y) = (AA*z,y) za sve z,y € V. Dakle,
operator A je normalan ako i samo ako je A*A = AA*.

U sljedecoj propoziciji navodimo jednu jednostavnu karakterizaciju normalnog
operatora.

Propozicija 2.1.2. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V).
Tada je A normalan operator ako i samo ako je |Az|| = ||A*z|| za svaki x € V.

Dokaz. Neka je operator A € L(V') normalan. Tada za svaki x € V' vrijedi
(A*Ax,2) = (AA*z,7) = (Az, Az) = (A*2, A*1) = ||Az|® = | A=

Obratno, pretpostavimo da je |Az|| = ||A*z|| za svaki x € V. Primjenom polari-
zacijske formule za F = R koja glasi

1 1
(w.y) = Zle+yll* = 7lle =yl

21
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na izraze (Ax, Ay) i (A*z, A*y) dobivamo

1 1
(Az, Ay) = {4z + Ay|P — ;)1 Az — Ay)?

(A'z, A%y) = Z A" + A"y |* = Z]| A% — Ay,

Iz linearnosti od A i A* slijedi | Az + Ay|| = ||A*x £ A*y|| za svaki z,y € V, pa je
(Azx, Ay) = (A*x, A*y). Slicno dobivamo primjenom polarizacijske formule za F = C.
Prema tome, operator A je normalan. O]

U slucaju normalnih operatora tvrdnju 1.6.12 mozemo pojacati.

Propozicija 2.1.3. Neka je V' konacénodimenzionalni unitarni prostor, A € L(V)
normalan, A € o(A) i x € V, x # 0. Vektor x je svojstveni vektor od A pridruzen
svojstvenoj vrijednosti A ako i samo ako je x svojstveni vektor od A* pridruzen svoj-
stvenoj vrijednosti .

Dokaz. Nekaje A € 0(A)ixz € V, x # 0. Provjerimo da je A— Al normalan operator,
odnosno da je (A—=A)*(A— X)) = (A= X )(A—=XI)*. Zbog (A—X)* = (A* — \I)

vrijedi

(A= M)*(A—AI) = A"A — NA* — XA+ |\?I, (2.2)

(A= M)(A— A" = AA* — XA — MA* + | )1 (2.3)
Iz jednakosti (2.2) i (2.3) slijedi da je A — AI normalan. Prema propoziciji 2.1.2 je
I(A = AD)z|| = [I(A = AT)"z|.
Za X € 0(A) i x svojstveni vektor od A pridruzen svojstvenoj vrijednosti A imamo

Az =X & (A= N)z=0< (A= X)z||=0
S (A=AD)z]| =0& (A* =AMz =0 Az = .

Dakle, z je svojstveni vektor od A* pridruzen svojstvenoj vrijednosti . O

Propozicija 2.1.4. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V)
normalan. Tada su svojstveni vektori pridruZeni razlicitim svojstvenim vrijednostima
medusobno ortogonalni.
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Dokaz. Neka su A i p svojstvene vrijednosti od A takve da A # p te x i y pridruzeni
svojstveni vektori. Tada je Ax = Az i Ay = py. Iz prethodne propozicije slijedi da
je A*r = Ax 1 A*y = fiy. Imamo

(Az,y) = (z, A"y) = (Ar,y) = (z, 1Y) = Mz, y) = p(z,y).

S obzirom na to da je A # p, slijedi (z,y) = 0. Prema tome, svojstveni vektori = i y
su ortogonalni. O]

Paralelno s definiranjem normalnih operatora definiramo i pojam normalnih ma-
trica

Definicija 2.1.5. Matrica A € M, je normalna ako je AA* = A*A, pri cemu je
A* hermitski adjungirana matrica matrice A, a dobivena je transponiranjem matrice
A i kompleksnim konjugiranjem njezinih elemenata.

Mozemo se pitati u kakvoj su vezi normalni operatori i normalne matrice, hoce li
matriéni zapis normalnog operatora biti normalna matrica i obratno. Sljedeée dvije
leme pokazuju upravo tu vezu.

Lema 2.1.6. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor, A € L(V') te (e)
ortonormirana baza za V. Tada je A normalan operator ako i samo ako je A(e)
normalna matrica.

Dokaz. Neka je A normalan operator i (e) ortonormirana baza za V. Tada vrijedi
(AA*)(e) = (A*A)(e), odnosno A(e)A*(e) = A*(e)A(e). Dakle, matrica A(e) je
normalna.

Neka je A(e) normalna matrica i (e) ortonormirana baza za V. Tada vrijedi
Ae)A*(e) = A*(e)A(e). Slijedi (AA*)(e) = (A*A)(e), odnosno AA* = A*A. O

Ova ekvivalencija ne vrijedi ako (e) nije ortonormirana baza.

Lema 2.1.7. Neka je A € M,, te Ly € L(M,1) pridruzeni linearni operator. Tada je
A normalna matrica ako © samo ako je L4 normalan operator.

Dokaz. Neka je (e) kanonska baza za M,,. Tada je (e) ortonormirana baza i vrijedi
La(e) = A. Prema prethodnoj lemi je L4 normalan operator ako i samo ako je
La(e) = A normalna matrica. O



24 POGLAVLJE 2. DIJAGONALIZACIJA U ORTONORMIRANOJ BAZI

2.2 Hermitski operatori

Definicija 2.2.1. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor. KaZemo da je
operator A € L(V') hermitski ako je A = A*, to jest

(Az,y) = (z,Ay), Vr,yeV.

Ocito su nuloperator i jedini¢ni operator hermitski operatori. Takoder, uoc¢imo
da je svaki hermitski operator normalan. Navedimo jo$ jedan primjer.

Primjer 2.2.2. Neka je V unitarni prostor. Za svaki potprostor M od V moze se
definirati ortogonalni komplement M+ od M takav da vrijedi V = M & M~*. Tada
za svaki x € V postoji jedinstveni zapis x = a + b pri cemu je a € M, b € M*.
Preslikavanje P : V. — V definirano kao Px = a nazivamo ortogonalni projektor na
M. Provjerimo je li to linearni operator. Neka je x = a + b takav da je a € M,
be M+ iy=c+d takav da jece M, d € M*. Za o, B € F vrijedi

P(ax + By) = aa + fc = aPx + BPy.
Dakle, P je linearni operator. Takoder, vrijedi
(Pz,y) = (a,c+d) = (a,c) = (a+ b, c) = (z, Py).
Dakle, operator P je hermitski.
Sada ¢emo navesti nekoliko tvrdnji ¢iji dokazi su kratki i intuitivni.

Propozicija 2.2.3. Neka je V konacnodimenzionalni unitarni prostor. Vrijede sljedece
turdnge.

(a) Ako su A, B € L(V') hermitski, onda je A+ B hermitski operator.
(b) Ako je A € L(V') hermitski i a € R, onda je A hermitski operator.

(c) Ako su A, B € L(V') hermitski, onda je AB hermitski operator ako i samo ako
A i B komutiraju. Posebno, za k € N je A* hermitski.

(d) Ako je A € L(V) hermitski, onda je (A=) = A~1.

Dokaz. (a) Prema propoziciji 1.6.3 vrijedi (A + B)* = A* + B*, pajeza Ai B
hermitske operatore A + B hermitski operator.

(b) Prema propoziciji 1.6.4 vrijedi (aA)* = @A*. Kako je a € R, slijedi @ = «,
pa je za A hermitski operator i aA hermitski.
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(¢) Prema propoziciji 1.6.5 vrijedi (AB)* = B*A*. Kako su A i B hermitski ope-
ratori vrijedi (AB)* = BA. Stoga, AB je hermitski ako i samo ako A i B komutiraju.

Drugu tvrdnju dokazimo matematickom indukcijom. Za k = 2 tvrdnja vrijedi
direktno zamjenom operatora B operatorom A. Pretpostavimo da je za k € N ope-
rator A* hermitski. Tada je prema dokazanom dijelu operator A¥*! = A*A takoder
hermitski.

(d) Kako je A izomorfizam, prema propoziciji 1.6.7 slijedi da je A* izomorfizam i
da vrijedi (A71)* = (A*)~1. Dakle, vrijedi (A~1)* = A~L. O

Kao i kod normalnih operatora uvodimo pojam hermitske matrice te vezu her-
mitskih operatora s hermitskim matricama.

Definicija 2.2.4. Matrica A € M,, je hermaitska ako je A = A*.

Lema 2.2.5. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor, A € L(V) te (e)
ortonormirana baza za V. Tada je A hermitski operator ako i samo ako je A(e)
hermitska matrica.

Dokaz. Neka je (e) ortonormirana baza za V. Prema propoziciji 1.6.13 vrijedi A*(e) =
(A(e))*. Sada imamo:

A=A Ale) = A%(e) & Ale) = (Ale))",
dakle A je hermitski operator ako i samo ako je A(e) hermitska matrica. ]

Lema 2.2.6. Neka je A € M,, i La € L(M,,) pridruZeni linearni operator. Tada je
A hermitska matrica ako i samo ako je L hermitski operator.

Dokaz. Neka je (e) kanonska ortonormirana baza za M,,;. Tada vrijedi L4(e) = A.
Prema prethodnoj lemi je L4 hermitski operator. O

Pogledajmo Sto vrijedi za spektar hermitske matrice.

Propozicija 2.2.7. Neka je A € M,,(F) hermitska matrica. Tada je o(A) neprazan
skup sadrzan u R.

Dokaz. Neka je Ly : M,1(C) — M,;(C) operator zadan kao La(X) = AX. Neka
za A € C vrijedi ka(A) = 0. Tada je X\ svojstvena vrijednost linearnog operatora
L,. Dakle, postoji X € M,1(C), X # 0 takav da je Ls(X) = AX. Kako je A
hermitska matrica, prema lemi 2.2.6 je L 4 hermitski operator. Kako je svaki hermitski
operator normalan, prema propoziciji 2.1.3 je X svojstveni vektor od (L4)* pridruzen
svojstvenoj vrijednosti A. Prema tome, vrijedi L4(X) = AX i La(X) = (L4)*X =
AX, odnosno AX = AX i AX = AX. Odavde je AX = AX, to jest (A —A\)X =0, a
kako je X # 0, slijedi A = X i zato je A € R.
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Prema tome, sve nultocke polinoma k4 su realne, pa su sve one svojstvene vri-
jednosti od A, bilo da se radi o realnoj ili kompleksnoj matrici. Zakljuc¢ujemo da je
spektar od A neprazan i sadrzan u R. O

Iz ove propozicije dobivamo tvrdnju za spektar hermitskog operatora.

Propozicija 2.2.8. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V)
hermitski. Tada je o(A) neprazan skup sadrzan u R.

Dokaz. Neka je (e) ortonormirana baza za V. Tada je A(e) hermitska matrica. Prema
prethodnoj propoziciji, spektar od A(e) je neprazan i sadrzan u R. Kako je ka = ka(e),
slijedi da je spektar od A neprazan i sadrzan u R. O]

2.3 Spektralni teorem

Sada ¢emo iskazati spektralni teorem koji govori o nuznim i dovoljnim uvjetima za
dijagonalizaciju linearnog operatora, ali buduéi da zakljucci ovise od F, podijelit ¢emo
ih u dva dijela.

Promatramo najprije linearni operator A na kompleksnom unitarnom prostoru
V. Dokaz se temelji na Schurovom teoremu o zapisu linearnog operatora kojeg ovdje
navodimo bez dokaza.

Teorem 2.3.1 (Schurov teorem). Neka je V' kompleksni konacnodimenzionalni
unitarni prostor i A € L(V). Tada postoji ortonormirana baza za V u kojoj je
matricéni zapis od A gornjetrokutasta matrica.

Teorem 2.3.2 (Spektralni teorem na kompleksnom unitarnom prostoru).
Neka je V' kompleksni konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V'). Postoji
ortonormirana baza (e) za V u kojoj se A dijagonalizira ako i samo ako je A normalan.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji ortonormirana baza (e) za V' u kojoj je A(e) di-
jagonalna matrica. Matrica (A(e))* je hermitski adjungirana matrica matrice A(e),
pa je i ona dijagonalna. Za dijagonalne matrice vrijedi da komutiraju, odnosno
A(e)(A(e))* = (A(e))*A(e). Prema propoziciji 1.6.13 vrijedi (A(e))* = A*(e). Slijedi
A(e)A*(e) = A*(e)A(e), odnosno AA*(e) = A*A(e). Prema tome, A je normalan
operator.

Pretpostavimo sada da je A normalan. Prema Schurovom teoremu 2.3.1 slijedi
da postoji ortonormirana baza (e) od V takva da je A(e) gornjetrokutasta matrica.
Neka je

aix G2 ... Qaip
0 ao2 ... Qop

Ale) =

0 0 ... aun
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Prema propoziciji 1.6.13 opet vrijedi (A(e))* = A*(e), pa imamo

ar 0 ... 0
. . a1z a9y ... 0
A(e) = (Ale))" =

A1 G2n .. Gpp

Iz matri¢nih zapisa imamo
A€1 = a11€1 1 A*61 = ay161 + G129 + ...+ a1p€n.

Prema propoziciji 2.1.3, iz Ae; = aqie; slijedi A*e; = ayre;. Iz jedinstvenosti zapisa
vektora u bazi slijedi
a12:...:a1n:0,

Dalje, zbog a5 = 0 imamo
A€2 = 992€2 1 A*€2 = a9oey + a_23€3 + ...+ a_Qnen-
Kao u prethodnom koraku zaklju¢ujemo da je A*ey = Ggzes. Prema tome,
Qo3 = ... = A9, = 0.

Analogno se dobiva da je a;; = 0 za sve i # j. Dakle, A(e) je dijagonalna matrica.
Prema tome, postoji ortonormirana baza u kojoj se A dijagonalizira. O]

U sljede¢em primjeru provjerimo moze li se zadani operator dijagonalizirati u
ortonormiranoj bazi.

Primjer 2.3.3. Neka je A € L(C?) zadan kao A(xy,z9) = (21 — 319,371 + 279).
Tada je A*(xq,22) = (221 + 329, —3x1 + 225). Imamo

(AA*)('TD x2) - A(Qxl + SIQ, _3.7;1 + 21}2)
= (2(221 + 332) — 3(—3w1 + 222), 3(221 + 372) + 2(—321 + 222))
(13371, 131’2)

te

(A*A) (331, .1'2) = A*(2$1 — 3[[’2, 31’1 + 2.’E2)
= (2(2[E1 — 31‘2) + 3(331’1 + 21’2), —3(2ZE1 — 3£L‘2) + 2<3ZL‘1 + 21‘2))
= (13%1, 131’2)
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Dakle, A je normalan, pa prema spektralnom teoremu slijedi da postoji ortonormirana
baza koja se sastoji od svojstvenih vektora operatora A.

Odredimo svojstvene vektore za A. Iz matriénog zapisa operatora A u kanonskoj
bazi (e) odredujemo svojstvene vrijednosti

2—-X 3

ka(X) = ' _3 2_)\‘ =(A=2-=30)(A—2+ 3i).
Sada za svojstvene vrijednosti \y = 2+ 3i i Ay = 2 — 3i odredujemo pripadne svoj-
stvene vektore (i,1) i (—i,1). Oni su medusobno ortogonalni pa ih je potrebno samo

normirati. Tako dobivamo ortonormiranu bazu {(\/Li’ \%), (\_/—%, \/Li)} za 'V u kojoj je

Ale) = [2+03i 2—031}'

Sada slijedi spektralni teorem na realnom unitarnom prostoru.

Teorem 2.3.4 (Spektralni teorem na realnom unitarnom prostoru). Neka je
V' realni konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V'). Postoji ortonormirana
baza (e) za V' u kojoj se A dijagonalizira ako i samo ako je A hermitski operator.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji ortonormirana baza (e) za V' u kojoj je A(e) di-
jagonalna. Kako smo na realnom unitarnom prostoru matrica A(e) jednaka je her-
mitski adjungiranoj matrici, odnosno A(e) = (A(e))*. Prema propoziciji 1.6.13 je
A(e) = A*(e). Dakle, A je hermitski operator.

Obratno, pretpostavimo da je A hermitski operator. Dokaz provodimo indukcijom
po n = dim V. Tvrdnja ocito vrijedi ako je n = 1, pa pretpostavimo da je n > 1.
Neka je V' n-dimenzionalni unitarni prostor i A € L(V') hermitski. Prema propoziciji
2.2.8 postoji svojstvena vrijednost \g € R i svojstveni vektor a € V', a # 0 takvi da
je Aa = Aga. Oznacimo

M = [{a}].

Tada je dim M+ = dimV —dimM =n — 1.
Dokazimo da je A(M*) C M*+. Uzmimo x € M*. Tada je (z,a) = 0 i imamo
(Az,a) = (x, A%a) = (z, Aa) = (x, \oa) = \o(z,a) = 0.
Dakle, Az € M+, pa je linearni operator
Ay Mt — MY, A(z) = Az
dobro definiran. Za z,y € M+ vrijedi

<A1'T7y> = <A$,y> = <Z’,Ay> = <J,’,A1y>
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jer je Aj restrikcija od A, a A je hermitski, pa je i A; hermitski. Sada primijenimo
pretpostavku indukcije da postoji ortonormirana baza {ei,...,e, 1} za M+ koja se
sastoji od svojstvenih vektora za A;. Oznac¢imo

1

en = 0.
" lal

Tada je (e) = {e1,...,en_1,€,} ortonormirana baza za V' sastavljena od svojstvenih
vektora za A. Time smo pokazali da postoji ortonormirana baza (e) za V' sastavljena
od svojstvenih vektora za A, odnosno da se u njoj A dijagonalizira. m

Kako je svaki hermitski operator normalan, iz spektralnih teorema 2.3.2 i 2.3.4
direktno slijedi sljedeci korolar.

Korolar 2.3.5. Neka je V' (kompleksni ili realni) n-dimenzionalni unitarni prostor.
Ako je A hermitski tada postoji ortonormirana baza za V' u kojoj se A dijagonalizira.






Poglavlje 3

Dekompozicija singularnim
vrijednostima

U ovom poglavlju ¢emo pokusati linearni operator zapisati kao kompoziciju nekih dru-
gih linearnih operatora koji imaju dodatna korisna svojstva. Prije toga definirajmo
jos dvije klase linearnih operatora na unitarnim prostorima.

3.1 Unitarni operatori

Definicija 3.1.1. Neka suV i« W unitarni prostori i neka je dim'V = dim W. KaZemo
da je linearni operator A € L(V,W) unitaran ako je

(Az, Ay) = (2,y), Vr,yeV.

Za unitarni operator A € L(V, W), tvrdnja da je (Az, Ay) = (x,y) zasvez,y € V
je ekvivalentna tvrdnji da je ||Az| = ||z|| za svaki x € V. Naime, ako stavimo y = z,
onda imamo (Ax, Az) = (x,z), odnosno ||Az|| = ||z|| za svaki x € V. Time smo
pokazali da ako je A unitaran operator, onda vrijedi ||Az| = ||z|| za svaki z € V.

Vrijedi i obrat, a dokazuje se primjenom polarizacijske formule koja za F = C
glasi

1 1 | |
(e,9) = Jla+yl? = {le =yl + Jlle + iyl = Jlle iyl Ve,y eV,

Pretpostavimo da za A € L(V,W) vrijedi ||Az| = ||z|| za svaki z € V. Tada

31
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primjenom pretpostavke na polarizacijsku formulu dobivamo
1 1 . .
(wy) = 7lle +ylI? = Zlle = yll? + Zllo +igll? — 7w — iy
1 1 ? , l .
= 214G+ 9)IP = 1A = I + FIAG + i) - T A — i)

1 1 i , i .
= ;4w + Ayl? - 1Az = Ayll® + 1Az + iAy|® — 114w = iAyl]?
= (Az, Ay)

za sve x,y € V. Slicno u slucaju F = R. Time smo pokazali da je A unitaran
operator.

Svojstvo ||Az|| = ||z]| za svaki z € V naziva se izometricnost te ono govori da je
operator unitaran ako ¢uva normu.

Pogledajmo nekoliko primjera unitarnih operatora. Operator identitete je ocito
unitaran, kao i svaki A\l za A € C, |\| = 1.

Teorem 3.1.2. Neka su 'V i W n-dimenzionalni unitarni prostori i A € L(V,W).

Tada je A unitaran operator ako i samo ako za svaku ortonormiranu bazu {ey,. .., e,}
za'V je skup {Aey, ..., Ae,} takoder ortonormirana baza za W.

Dokaz. Pretpostavimo da je A unitaran operator i {ey,...,e,} neka ortonormirana
baza za V. Tada za sve e; i ej, 4,5 = 1,...,n vrijedi (Ae;, Ae;) = (e;,e5) = 0.

Prema tome, {Aey,..., Ae,} je ortonormiran skup u W. Kako su V' i W jednakih
dimenzija, onda je {Aey, ..., Ae,} baza za W.

Obratno, pretpostavimo da je A € L(V, W) takav da za svaku ortonormiranu bazu
{e1,...,e,} za V je {Aey,..., Ae,} ortonormirana baza za W. Neka su z,y € V.
Vrijedi

r = Z(x,ei>ei i y= Z(y, e;)e;.
i—1 j=1

Tada imamo

<ZL‘,y> = <Z z, ez ezaz y7€] > Z<$,6i><y,€i>.

=1

S druge strane

(Azx, Ay) = <Z<x eZ>Ae“Z<y, e; A€j>

=1 j=1

n
= g x,e;) y,eZ Y(Ae;, Ae;) = E x,e;)(
i=1

=1
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jer je {Aey, ..., Ae,} ortonormiran skup. Slijedi da je (Az, Ay) = (z,y), odnosno,
operator A je unitaran. m

Prethodni teorem nam daje nacin kako konstruirati unitarni operator. Neka je

V' n-dimenzionalni unitarni prostor s ortonormiranom bazom {ej,...,e,} i W n-
dimenzionalni unitarni prostor s ortonormiranom bazom {fi,..., f,}. Definiramo
operator A : V. — W djelovanjem na bazi kao Ae; = f; za svaki i = 1,... n te ga

prosirimo po linearnosti. Prema prethodnom teoremu, A je unitaran.

Iz dokaza prethodnog teorema vidimo da, ¢im linearni operator preslikava neku
ortonormiranu bazu domene u ortonormiranu bazu kodomene, on je nuzno unitaran, a
onda svaku ortonormiranu bazu domene preslikava u ortonormiranu bazu kodomene.
Mozemo se pitati hoce li unitaran operator ortogonalne vektore iz V preslikati u
ortogonalne vektore iz W.

Pogledajmo jedan primjer.

Primjer 3.1.3. Neka je V*(O) unitarni prostor i R, € L(V*(O)) rotacija za kut ¢
oko z’shodﬁta. Tada se pri rotaciji ortonormirane baze { i , j } dobiva ortonormirana
baza {R, 1 ,R, j }. Prema prethodnom teoremu, operator R, je unitaran.

Teorem 3.1.4. Neka su V' i W n-dimenzionalni unitarni prostori i A € L(V,W).
Tada za sve x,y € V takve da je x 1y vrijedi Ax L Ay ako i samo ako je A = aU za
neki skalar o i unitarni operator U € L(V,W).

Dokaz. Pretpostavimo da za sve x,y € V takve da je x 1Ly vrijedi Az 1 Ay. Neka je
(e) = {e1,...,e,} ortonormirana baza za V. Prema pretpostavci vrijedi da je skup
{Aey, ..., Ae,} ortogonalan. Oznacimo a = ||Ae;|| za neki i € {1,...,n}. Za svaki
J # i vrijedi (e; + €;,e; — ;) =1 —1 = 0. Djelovanjem operatora A na tu jednakost
dobivamo

0= (Ae; + Ae;, Aej — Ae;) = [[Aey||” — [ Aes|* = [|Ae|* — .

Slijedi da je ||Ae;|| = a za svaki j = 1,...,n. Ako je A = 0, onda mozemo uzeti
a = 01U = I te tvrdnja ocito vrijedi, a ako je A # 0 onda je i a # 0. Tako dobivamo
skup {éAel, o éAen} koji je ortonormirana baza za W.

Definiramo novi operator U = £ A. On preslikava ortonormiranu bazu (e) za V u
ortonormiranu bazu za W, pa je prema prethodnom teoremu U unitaran.

Obratno, neka je A = aU za neki skalar « i unitarni operator U € L(V,W). Neka
suz,y € V takvi da je x Ly, to jest (z,y) = 0. Vrijedi

(Az, Ay) = (aUz,aUy) = |o*(Uz,Uy) = |a*(z,y) = 0.

Prema tome, za Ax, Ay € W vrijedi Az 1 Ay. ]
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Uocimo da je operator A iz prethodnog teorema unitaran ako i samo ako je |o| = 1.

Teorem 3.1.5. Neka su V' i W n-dimenzionalni unitarni prostori i A € L(V,W).
Tada je A unitaran operator ako i samo ako je A izomorfizam i A~ = A*.

Dokaz. Pretpostavimo da je A € L(V, W) unitaran operator. Tada je
(A"A =Dz, y) = (A" Az, y) — (2,y) = (Az, Ay) — (z,y) =0
za sve z,y € V. Kako su V i W istih dimenzija, slijedi da je A™! = A*. m

Naglasimo da za unitaran operator A € L(V,W) vrijedi A*A = [. Kako je
A* = A71, onda vrijedi AA* = I. Odnosno,

0= <<AA* - I)I7y> = <AA*ZL‘,y> - <I,y> = <A*C(],A*y> - <J],y>

za sve x,y € W. Slijedi (A*x, A*y) = (x,y) za sve x,y € W, odnosno A* € L(W,V)
je unitaran operator. Sada za operator A* = A~! vrijedi teorem analogan teoremu
3.1.2.

Neka je A € L(V') unitaran operator. Prema teoremu 3.1.5 vrijedi A*A = AA* =
I. Prema tome, operator A je normalan. Prema spektralnom teoremu na komplek-
snom unitarnom prostoru postoji ortonormirana baza (e) u kojoj se A dijagonali-
zira. Tada se na dijagonali matrice A(e) nalaze svojstvene vrijednosti operatora A.
Sljedec¢a propozicija govori o tim svojstvenim vrijednostima.

Propozicija 3.1.6. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V)

unitaran operator. Tada je apsolutna vrijednost svih svojstvenih vrijednosti operatora
A jednaka 1.

Dokaz. Za svaku svojstvenu vrijednost A od A postoji x € V, x # 0 takav da je
Az = Ax. Vrijedi ||Az| = ||\x|| = |A|||z||, a zbog unitarnosti operatora A vrijedi
|Az|| = ||z||. Zbog ||x| # 0 slijedi |A| = 1. m

Kako su svi unitarni operatori normalni, za svojstvene vektore vrijedi tvrdnja iz
propozicije 2.1.4.

Lema 3.1.7. Neka su 'V, W i Z n-dimenzionalni unitarni prostori te A € L(V, W)
i Be LW,Z). Ako su A i B unitarni operatori, onda je i BA € L(V,Z) unitaran
operator.

Dokaz. Ako su A i B unitarni operatori, onda za sve x,y € V vrijedi
((BA)z, (BA)y) = (B(Az), B(Ay)) = (Az, Ay) = (z,y),

pa je BA unitaran. m
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Promotrimo vezu izmedu unitarnih operatora i njihovih matri¢nih zapisa.
Definicija 3.1.8. Matrica A € M,(F) je unitarna ako je
AA* = A"A=1.

Propozicija 3.1.9. Neka suV i W n-dimenzionalni unitarni prostori, A € L(V, W)
te (e) i (f) ortonormirane baze za V i W. Linearni operator A je unitaran ako i
samo ako je A(f,e) unitarna matrica.

Dokaz. Pretpostavimo da je A € L(V, W) unitaran operator. Ako su (e) i (f) or-
tonormirane baze, tada prema propoziciji 1.6.13 slijedi A*(e, f) = (A(f,e))*. Iz
AA* = I i produkta njihovih matri¢nih zapisa slijedi

A(f,e)(A(f,e))" = A(f,e)A%(e, f) = (AA)(f) = I(f) = 1.

Kako je A(f,e) kvadratna matrica, slijedi da je (A(f,e))™! = (A(f,e))*, to jest
A(f,e) je unitarna matrica.

Obratno, pretpostavimo da je matrica A(f,e) unitarna. Koriste¢i produkt ma-
tricnih zapisa kompozicije linearnih operatora, dobivamo

(AA)(f) = A(f, e)A%(e, f) = A(f, e)(A(f,e))" =T = I(f),
pa je AA* = I. Slijedi da je A~! = A*, dakle A je unitaran. O

Propozicija 3.1.10. Neka je A kvadratna matrica redan. Stupce matrice A oznacimo
sa Si,...,Sn, aretke s Ry,..., R,. Tada su sljedece tvrdnje medusobno ekvivalentne.

(1) Matrica A je unitarna.
(2) Skup {Si,...,Sn} je ortonormirana baza za My;.
(3) Skup {Ry,...,R,} je ortonormirana baza za M, .
Dokaz. Matrica A je unitarna ako i samo ako je AA* = I, odnosno ako i samo ako

je A*A = 1.
Za matricu AA* vrijedi

za sve i,j = 1,...,n. Vrijedi da je AA* = I ako i samo ako je (R;, Rj) = d;; za sve
i,j =1,...,n sto vrijedi ako i samo ako je skup {Ry,..., R,} ortonormirana baza za
My, gdje je My, unitarni prostor s obzirom na standardni skalarni produkt.
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Analogno, za matricu A*A vrijedi
(A"A)y = 5755 = tx(5;57) = (S5}, 53)

za sve 4,7 = 1,...,n. Vrijedi A*A = I ako i samo ako je (S;,S;) = 0;; za sve

i,7 =1,...,n §to vrijedi ako i samo ako je skup {51,...,S,} ortonormirana baza za
M1, gdje je M, unitarni prostor s obzirom na standardni skalarni produkt. O]
1 _1 9 I L
v iy Y
Primjer 3.1.11. Nekaje A= | = 5 5| Tedaje A= |—7% 5 — %
1 12 1 2
Ve V6 G 0 5 %

Mmnozenjem matrica dobivamo A*A =1 i AA* = I pa je A unitarna matrica. Lako
provjeravamo da su retci i stupci matrice A ortogonalni i duljine 1.

Sada, nakon §to smo uveli unitarnu matricu mozemo izrec¢i spektralne teoreme u
matriécnom obliku.
Prvo iskazujemo matriénu verziju teorema 2.3.2.

Teorem 3.1.12. Neka je A € M, (F) normalna matrica. Postoje unitarna matrica
U € M,(C) i dijagonalna matrica D € M, (C) takve da je

A=UDU".

Dokaz. Definiramo linearni operator Ly : M,,;(C) — M,;1(C) kao L,(X) = AX.
Prema lemi 2.1.7, L4 je normalan, a onda prema teoremu 2.3.2 postoji ortonormirana
baza (f) za M,;(C) u kojoj je La(f) dijagonalna matrica. Oznacimo La(f) = D.
Neka je (e) kanonska baza za M,;(C). Matrica L4(f) se moze zapisati kao

D = LA(f) = I(f7 6)LA(6)I(67 f)

Oznacimo U = I(e, f) i La(e) = A. Prema proporziciji 3.1.9, U je unitarna matrica
(jer je I unitaran operator). Na kraju imamo D = U*AU, odnosno A = UDU*. [

U slucaju kada je F = R, hermitske matrice su upravo simetricne matrice, a
unitarne realne matrice se nazivaju ortogonalne matrice.

Teorem 3.1.13. Neka je A € M,(R) hermitska matrica. Tada postoje Q@ € M, (R)
orotognalna matrica i D € M,(R) dijagonalna matrica takve da je

A=0QDQT.
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Dokaz. Operator Ly : M, (R) — M,1(R) definiran kao La(X) = AX je prema
lemi 2.2.6 hermitski operator na realnom unitarnom prostoru. Prema teoremu 2.3.4
postoji ortonormirana baza (f) za M,;(R) u kojoj je La(f) dijagonalna matrica.
Oznac¢imo La(f) = D. Neka je (e) kanonska baza za M,;(R). Tada vrijedi

La(e) = I(e. f)La()I(f,e) = I(e, /)DI(f.e).

Oznac¢imo (e, f) = Q i La(e) = A. Prema propoziciji 3.1.9, U je unitarna matrica,
a kako je U € M,(R), U je ortogonalna. Tada je

I(f,e) = (e, f)) = (I(e.f))" =U".

3.2 Pozitivni operatori

Definicija 3.2.1. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V).
Kazemo da je operator A pozitivan ako je A hermitski i vrijedi

(Az,z) >0
za svaki x € V. Pisemo: A > 0.

Primjer 3.2.2. Neka je A € L(R®) zadan kao A(xy,x2,23) = (671 + 219,271 +
3xg,x3). Provjerimo je li A pozitivan operator.
Najprije odredimo A*. Neka su x,y € R®. Imamo

(Az,y) = ((6x1 + 229,221 + 322, 23), (Y1, Y2, Y3))
= (6371 + 2132)3/1 + (2371 + 31‘2)3]2 + T3Ys3
= (6y1 + 2y2)w1 + (2y1 + 3y2) 72 + T3Y3
=

(1,22, 23), (6y1 + 2y2, 2y1 + 3y2,Y3))

Prema tome, A*(x1,xs,23) = (621 + 219,221 + 319, x3) = A(21, 29, 23). Dakle, A je
hermitskz.
Sada provjerimo vrijedi li (Az,z) > 0 za svaki x € R3. Vrijedi da je

<Ax, .I') = <(6x1 + 21‘2, 21'1 + 3$2, .1'3), (l’l, X, .T3)>
= fo + dx1x9 + 3m§ + :E§
= (271 + 29)* + 227 + 225 + 23 > 0

jer su svi sumandi nenegativni. Dakle, operator A je pozitivan.
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Prije rezultata o pozitivnim operatorima definirajmo operator 7' € L(V') pridruzen
operatoru A € L(V) koji je pozitivan i takav da vrijedi 7% = A za A € L(V).
Operator T nazivamo pozitivan drugi korijen iz A.

Teorem 3.2.3. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V).
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(1) A je pozitivan operator.

(2) A je hermitski operator i za svaki X\ € o(A) vrijedi A > 0.
(8) A ima pozitivan drugi korijen.

(4) Postoji operator T' € L(V') takav da vrijedi A = T*T.

Dokaz. (1) = (2) Pretpostavimo da je A pozitivan. Po definiciji pozitivnog operatora,
A je hermitski. Pretpostavimo da je A € ¢(A), odnosno da je A svojstvena vrijednost
od A. Neka je x svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A. Bududi
da je A pozitivan operator, vrijedi (Az,z) > 0. Po definiciji svojstvene vrijednosti
vrijedi
(Az,x) = Az, x) = Nz, ).

Kako je (x,z) > 0, slijedi da je A > 0. Kako je A bilo koja svojstvena vrijednost,
slijedi tvrdnja.

(2) = (3) Pretpostavimo da je A hermitski operator i da su sve svojstvene vri-
jednosti operatora A pozitivne. Tada prema korolaru 2.3.5 slijedi da postoji orto-
normirana baza (e) = {ey,...,e,} za V koja se sastoji od svojstvenih vektora od
A. Neka su Aq,..., A\, svojstvene vrijednosti od A pridruzene svojstvenim vektorima
€1, ...,e,. Definiramo operator T € L(V') kao

Tez = \/)\_z'ei

za svaki i = 1,...,n. Vektor x € V mozemo zapisati kao z = > | o,e;, pri ¢emu je
a; € F, pa vrijedi

Te =T (i Cl/iei> = Z O{iT€7; = Z a; )\267,
i—1 - -

Imamo
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jer su svi sumandi u zadnjoj sumi nenegativni. Prema tome, 7" je pozitivan operator.

Nadalje, vrijedi T?e; = \je; = Ae; za svakii = 1,...,n, aonda je i T?z = Az za
svaki z € V. Time smo dokazali da je T" pozitivan drugi korijen od A.

(3) = (4) Pretpostavimo da postoji pozitivan drugi korijen 7" od A. Tada vrijedi
T? = A. Po definiciji pozitivnog operatora, slijedi da je T" hermitski. Za hermitski
operator T vrijedi T = T*. Slijedi, T*T = T?, a kako je T pozitivan drugi korijen od
A, vrijedi T*T = A.

(4)= (1) Pretpostavimo da postoji operator 1" € L(V') takav da vrijedi A = T*T.
Tada je A* = (T*T)* = T*(T*)* = T*T = A, pa je A hermitski operator. Takoder,
vrijedi

(Az,x) = (T"Tx,x) = (Tx,Tz), VrelV.
Kako je (T'z,Tx) > 0 za svaki z € V, slijedi da je A pozitivan. O

Napomena. Pokazali smo da svaki pozitivan operator A ima pozitivan drugi korijen.
Takoder, mozZe se pokazati da je taj operator jedinstven.

Ociti primjeri pozitivnih operatora su nuloperator i operator identitete kao i svaki
ortogonalni projektor (jer je ortogonalni projektor hermitski, a 0 i 1 su jedine svoj-
stvene vrijednosti). Ako je A € L(V) proizvoljan, tada su A*A i AA* pozitivni
operatori. U sljede¢em primjeru koristeé¢i prethodni teorem provjerimo je li zadani
operator pozitivan.

Primjer 3.2.4. Neka je A € L(R®) zadan kao A(xy,x2,23) = (671 + 219,271 +
3xq, x3). Provjerimo je li A pozitivan operator.
Neka su z,y € R®. Vrijedi

(Az,y) = (621 + 229,221 + 32, x3), (Y1, Y2, Y3))
= (621 + 222)y1 + (221 + 372)Y2 + T3Y3
= (6y1 + 2y2)z1 + (291 + 3y2)z2 + T3Y3
= (w1, 2, 73), (6y1 + 2y2, 2y1 + 3Y2,Y3))
= (z, Ay).

Dakle, A je hermitski. Ovo moZemo vidjeti i iz matricnog zapisa operatora A u nekoj
ortonormiranoj bazi za R®. Jedna takva baza je kanonska baza (€). Kako je

Ale) =

[evll \WiN @)
S W N
—_— o O

hermitska, slijedi da je A hermitski operator.
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Provjerimo je li operator A pozitivan. Iz matri¢nog zapisa linearnog operatora A
u kanonskoj bazi (e) je karakteristicni polinom

6-X\ 2 0
kaN)=| 2 3=X 0 [==N4+10\-2TA+18=—(A—1)(A—3)(A—6).
0 0 1-2X

Nultocke karakteristicnog polinoma su 1, 3 16. Buduci da su sve svojstvene vrijednosti
vece od 0, po teoremu 3.2.3 operator A je pozitivan.

Propozicija 3.2.5. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V)
pozitivan operator. Ako je A pozitivan izomorfizam, tada je A™' takoder pozitivan
operator.

Dokaz. Neka je operator A pozitivan i izomorfizam. Tada postoji A~!. Prema pro-
poziciji 1.6.7 vrijedi (A™1)* = (4*)~' = A~ pa je i A~! hermitski operator. Ako je
x €V, tada postoji y € V takav da je x = Ay. Vrijedi

(A™hz,x) = (A7 Ay, Ay) = (y, Ay) = (A"y,y) = (Ay,y) > 0.
Buduéi da tvrdnja vrijedi za bilo koji z € V/, slijedi da je A~! pozitivan operator. [

Propozicija 3.2.6. Neka je V' konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V).
Ako je A pozitivan, onda je i AF pozitivan za svaki k € N.

Dokaz. Ako je A hermitski operator, tada je i A* hermitski za svaki k¥ € N. Nadalje,
ako je A pozitivan, onda su sve njegove svojstvene vrijednosti vece ili jednake od 0.
Svojstvene vrijednosti od A* su oblika \*, gdje je A € o(A). Slijedi da je \¥ > 0 za
svaki k € N i svaki A € o(A). Zato je A* > 0. O

3.3 Polarna forma operatora
Svaki kompleksni broj z € C razlicit od 0 moze se na jedinstven nacin zapisati kao
z = |z|(cos ¢ + isin p)

pri ¢emu je ¢ € [0, 27). Taj zapis broja z mozemo zapisati u obliku umnoska z = |z|u,

pri Gemu je u = cos g + ising. Vrijedi uT = \/cos? ¢ +sin’p = 1 i |z| > 0. Sada
bismo se mogli zapitati moze li se svaki linearni operator A zapisati u obliku A = UT,
gdje je U unitarni i T pozitivni operator. O tome govori sljedeéi teorem koji zbog
analogije s polarnim zapisom kompleksnog broja ima naziv polarna forma ili polarna
dekompozicija operatora.
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Teorem 3.3.1 (Polarna forma operatora). Neka je V' konacénodimenzionalni uni-
tarni prostor i A € L(V). Tada postoje unitaran operator U € L(V') i pozitivan
operator T € L(V') takvi da je

A=UT.

Dokaz. Neka je A € L(V). Prema teoremu 3.2.3, operator A*A je pozitivan, te zato
i hermitski, pa prema korolaru 2.3.5 postoji ortonormirana baza (e) = {ej,...,e,}
za koju je (A*A)(e) dijagonalna matrica sa svojstvenim vrijednostima X\; > 0, i =
1,...,n, na dijagonali. Definiramo T': V' — V na bazi (e) kao

T€,L = \/ )\iei
za svaki ¢ = 1,...,n, te proSirimo po linearnosti

Te =T <Z(:}:, ei>ez~> = Z(x, ei)Te; = Z VAT, e)e;.
i=1 i=1 i=1

Tada je

n

(T.2) :<foez D > S VA >0

za svaki x € V. Dakle, T je pozitivan operator.

Dalje, neka su Aq,...,\, svojstvene vrijednosti od A*A. Pretpostavimo da su
)\i,”. d, A pozitivni, a A,y 1, ..., A, jednaki 0. Za elemente skupa {\/%Ael, ce \ﬁAeT}
vrijedi

1 1 1 1
<\/)\_Ael, —Aej> = (A Ae;,ej) = - '<)\iei,ej>
i j

za svaki 2,7 = 1,...,r, pa je taj skup ortonormiran. Njega sada nadopunimo vekto-
rima {f.11,..., fn} do ortonormirane baze za V.

Ako su sve svojstvene vrijednosti razlicite od 0, onda je r = n, pa je u tom slucaju
{rAel, ce \/%Aer} ortonormirana baza za V' i nije ju potrebno nadopunjavati.

Definiramo operator U : V — V na bazi {\/%Ael, . \/L)\TA&" Jrats- s [n} kao

L Ae. e j —
Ue, — \//\7‘46“ akojei=1,...,r,
fis akojei=r+1,...,n,
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te ga prosirimo po linearnosti. Tada U preslikava ortonormiranu bazu (e) u ortonor-
miranu bazu {\/%Ael, . \/%Aer, fri1s--+, fa} Pa je prema teoremu 3.1.2 operator
U unitaran.

Takoder, vrijedi

UTe; = U(\/)\_iei) = \/)\_iUei = Ae;,

zasvakii=1,...,r te

UTe; =U(0) =0 = Ae;
jersu \; =0zasvakii=r+1,...,n. Dakle, A=UT. O]

Za svojstvene vrijednosti operatora 7' iz dokaza imamo poseban naziv.

Definicija 3.3.2. Neka je A linearni operator na konacnodimenzionalnom unitarnom
prostoru V. Broj A > 0 takav da je \* svojstvena vrijednost operatora A*A naziva se
singularna vrijednost linearnog operatora A.

3.4 Dekompozicija singularnim vrijednostima

Sljedeéi teorem kaze da se za svaki linearni operator A € L(V) mogu pronaéi dvije
ortonormirane baze (e) i (f) za V takve da je A(f,e) dijagonalna matrica.

Teorem 3.4.1 (Dekompozicija singularnim vrijednostima). Neka je A linearni
operator na konacnodimenzionalnom unitarnom prostoru V. Tada postoje ortonor-
mirane baze (e) i (f) za V takve da je A(f,e) dijagonalna matrica. Na dijagonali od
A(f,e) se nalaze singularne vrijednosti od A.

Dokaz. Neka je T € L(V) pozitivan operator te U € L(V) unitaran takvi da je
A =UT. Kako je svaki pozitivan operator hermitski, prema korolaru 2.3.5 slijedi da
postoji ortonormirana baza (e) za V' u kojoj je T" dijagonalizabilan. Po teoremu 3.1.2
slijedi da je skup (f) = {Uey,...,Ue,} takoder ortonormirana baza za V.

Iz polarne forme operatora slijedi da se svaki A € L(V') moze zapisati kao kom-
pozicija operatora U i T. Tada za matri¢ni zapis operatora A u paru baza (e, f)
imamo

A(f,e) = (UT)(f,e) = U(f,e)T(e).

Matrica U(f,e) na mjestu (¢,7) ima (f;,Ue;) = (fi, f;) = ;5 zasve 4,5 = 1,...,n,
pa je zato U(f,e) jedini¢na matrica. Slijedi A(f,e) = T'(e).

Kako je T'(e) dijagonalna matrica, na dijagonali se nalaze svojstvene vrijednosti
od T'(e), odnosno singularne vrijednosti od A. Time smo dokazali tvrdnju. O
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Neka je A € L(V'). Neka su ortonormirane baze (e) i (f) definirane kao u dokazu
teorema o polarnoj formi operatora. Tada je 7% = A*A i vrijedi Te; = v/\ie; za svaki
i=1,...,ntex =3 (r,e)e;. Tada je

Te = Z Vi, e)es. (3.1)

Iz polarne forme operatora, postoji unitarni operator U takav da je A = UT. Na
jednakost (3.1) djelujemo operatorom U i dobivamo

Az = Z Vilz, e Ue;.
i=1

Vrijedi Ue; = f; za svaki ¢ = 1,...,n, pa je trazena dekompozicija
Ax = Z \ )\1<I, ez)fz
i=1

Pokazimo na primjeru kako odrediti dekompoziciju singularnim vrijednostima.

Primjer 3.4.2. Neka je A € L(C?) zadan kao A(xy,x2,73) = (z1 + 3, T2, 1 — T3).
Pronadimo dekompoziciju singularnim vrijednostima za A.

Najprije odredimo singularne vrijednosti operatora A. Vrijedi da je A*(xy, x5, x3) =
(21 + o3, 9,21 — x3), odnosno A* = A. Dalje, A*A(x1,x9,23) = (221, 29, 2x3). Ma-
trica hermitskog operatora A*A u kanonskoj bazi (e) = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} je
dijagonalna matrica

2
A" Afe) = |0
0

o = O
N O O

Dakle, svojstvene vrijednosti od A*A su A\ = 2, \a = 1 i A3 = 2. Po definiciji,
singularne vrijednosti od A su /2, 1 i v/2.

Sada odredimo drugu ortonormiranu bazu (f). Iz dokaza polarne forme operatora
slijedi da je operator U € L(C?) definiran kao Ue, = \%Ael, Uey = Aeg, Uez =
\%Aeg unitaran. Kako su sve singularne vrijednosti od A razlicite od 0, onda je
(f) = {Ue,Uey,Ues} = {(\%,0, \/Li)’ (0,1,0), (\%,0,—\%)} ortonormirana baza za
C3. Tada je

% 0 0
A(f,e)=10 1 0
0 0 \/LQ

)
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Dakle, odrediti dekompoziciju singularnim vrijednostima linearnog operatora znaci
odrediti dvije ortonormirane baze u kojima je matri¢ni zapis tog operatora dijago-
nalna matrica.

Iz dekompozicije singularnim vrijednostima linearnog operatora A slijedi dekom-
pozicija kvadratnih matrica.

Korolar 3.4.3. Neka je A € M, (F). Tada postoje unitarne matrice U,V € M, (F) i
dijagonalna matrica D € M,(F) takve da je

A=UDV.

Dokaz. Neka je A € M,(F) i L pripadni linearni operator. Iz dekompozicije linear-
nog opereatora slijedi da postoje ortonormirane baze (f) i (g) takve da je La(f,9)
dijagonalna matrica. Ozna¢imo ovu matricu s D. Neka je (e) kanonska baza za
M1 (F). Tada vrijedi

A= La(e) = I(e, f)La(f, 9)I(g,€).

Kako je I unitarni operator te (e), (f) i (g) ortonormirane baze, slijedi da su I(e, f) =
Uil(g,e) =V unitarne matrice. Prema tome, A = UDV. O
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Sazetak

U ovom radu proucavamo linearne operatore na unitarnim prostorima. Jedno od
vaznih pitanja koje razmatramo su matriéni zapisi linearnih operatora u ortonormi-
ranoj bazi, odnosno paru ortonormiranih baza. U ovom razmatranju se pojavljuju
odredene klase linearnih operatora karakteristicne samo za unitarne prostore, a to su
hermitski, normalni i unitarni operatori. Dokazat ¢emo spektralni teorem, te prouciti
polarnu formu operatora i dekompoziciju singularnim vrijednostima.






Summary

In this thesis, we study linear operators on inner-product spaces. One of the impor-
tant issues we discuss are matrix representations of linear operators with respect to
an orthonormal basis or a pair of orthonormal bases. In this consideration, certain
classes of linear operators on inner-product spaces appear, and these are self-adjoint,
normal and unitary operators. We prove the spectral theorem, the polar form of an
operator and the singular value decomposition.
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