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SAZETAK

U ovoj disertaciji proucavamo Takiffovu verteks-algebru tipaA(ll). Na pocetku konstruiramo va-

kuum modul V<* (TAEI)) za Takiffovu algebru afine Liejeve algebre tipa Agl), a zatim VK& ( TAgl))
opskrbljujemo strukturom verteks-algebre i algebre verteks operatora.

Motivirani rezultatima o bijektivnoj korespondenciji restringiranih modula za afine Liejeve
algebre s modulima za univerzalnu afinu verteks-algebru, dokazujemo da su restringirani mo-
duli za Takiffovu algebru afine Liejeve algebre tipa Agl) ujedno 1 moduli za verteks-algebru
ykk <TA(11)). Dodatno, definiramo generalizirani teZinski modul, teZinski modul i modul naj-
vece tezine, kao vazne primjere restringiranih modula za Takiffovu algebru afine Liejeve algebre
tipa A El) .

Algebra verteks operatora vkk (TAE] )) je centralnog naboja neovisnog o nivou. Takvo svoj-
stvo imaju algebre verteks operatora pridruzene Heisenbergovoj algebri te je dokazano da su sve
one medusobno izomorfne za netrivijalne nivoe. U ovoj disertaciji dokazujemo da ista tvrdnja
vrijedi za algebre verteks operatora ykk (TA§1)> za netrivijalne k, k.

Nakon konstrukcije neke nove verteks-algebre prirodno je ispitati prostotu. SrediSnji dio
disertacije je posveéen ispitivanju ireducibilnosti vakuum modula V** <TA§1)) = Vk (TAEI) )
iz Cega izvodimo zakljucak o prostoti. Dokaz se temelji na odredivanju Kacove determinante
odgovarajuce bilinearne forme, odnosno njenih korijena.

Prilikom detaljnijeg proucavanja verteks-algebre od osobite je vaZnosti poznavanje nje-
zine Zhuove algebre. Stoga odredujemo generatore i relacije te identificiramo Zhuovu algebru
A(vE(TAlM)).

Na kraju, ispitujemo realizaciju W (2,2) algebre (ili galilejske konformne algebre) u V* (TA(Il)) .

Kljucne rijeci: Takiffova algebra, verteks-algebra, algebra verteks operatora, restringirani mo-

duli, Kacova determinanta, Zhuova algebra.
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SUMMARY

In this thesis, we study the Takiff vertex algebra of type Agl). In the first part of thesis, we

construct a vacuum module V<* <TA§1)> for the Takiff algebra of the affine Lie algebra of type
Agl), and then we endow Vk’% (TA(II)) with the structure of the vertex algebra and the vertex
operator algebra.

Motivated by the one-to-one correspondence between the restricted modules for affine Lie
algebras and modules for the universal affine vertex algebra, we prove that the restricted modu-
les for the Takiff algebra of the affine Lie algebra 5A[2 are exactly modules for the vertex algebra
ykk (TA(ll)). In addition, we define generalized weight module, weight module and highest
weght module as important example of restricted modules for the Takiff algebra of the affine
Lie algebra of type Agl).

The central charge of vertex operator algebra ykk (TA(II)) is level-independent. Vertex
operator algebras associated to Heisenberg algebra have this property and all of them are is-
omorphic for nonzero levels. In this thesis, we prove that this is also true for vertex operator
algebras ykk (TA§1)> for nonzero complex numbers k, k.

After construction, it is natural to examine simplicity of vertex algebra. The central part
of the dissertation is dedicated to studying the irreducibility of the vacuum module V* (TA51)>
from which we derive the conclusion about simplicity. The proof is based on the calculating
roots of the Kac determinant of the corresponding bilinear form.

For studying in detail some vertex algebra, it is important to know it’s Zhu algebra. So, we
define generators and relations and identify the Zhu algebra A (Vk (TA(II))>.

Finally, in the last part of thesis, we study realisation of W(2,2) algebra (or Galilean con-
formal algebra) in VX (TA(11)>.

Key words: Takiff algebra, vertex algebra, vertex operator algebra, restricted modules, Kac

determinant, Zhu algebra.
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UvoD

Takiffove algebre su algebarske strukture od posebnog interesa za matematicare i fiziCare, 0so-
bito u zadnje vrijeme. U literaturi iz matematike i fizike nailazimo na razli¢ite konstrukcije i
nazive istih.

Naziv vuce podrijetlo iz 1971. godine kada je S. J. Takiff, u ¢lanku [42], definirao proSire-
nje konacnodimenzionalne Liejeve algebre L, s komutatorskim relacijama [-, -], kao vektorski
prostor

L=L&L.

Na L su relacije za komutator definirane na sljedeéi na¢in

(11, 12), (11, 15)] = ([l Bl A+ [y e, [, BL)

zaly,lp, 11,15 € L. Dodatno, za bazu {xi,...,x,} od L, odgovarajuéa baza od L je

{(x1,0),...,(x4,0),(0,x1),...,(0,x,) }.

Uocimo da su elementi (x1,0), ..., (x,,0) medusobno komutativni te da preostali elementi baze
djeluju na njih.
1992. M. Rais and P. Tauvel poopcuje konstrukciju iz Takiffovog ¢lanka te tenzoriranjem ko-
na¢nodimenzionalne Liejeve algebre g s kvocijentnim polinomijalnim prstenom definiraju novu
algebru

gocClrl/MCl),

gdje su relacije za komutator definirane s
Xt Yot]=[X, Y] .

Stovise, danas je u literaturi ova algebra poznata pod nazivom generalizirana ili N-ta Takiffova

algebra ( [36]).
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2009. godine C. Dong i W. Zhang konstruiraju W(2,2) algebru u ¢lanku [45]. Obzirom da je

mozemo definirati, po uzoru na [40], kao tenzorski produkt
Vir@c Clt]/t*Clt],

no, kako polazna Virasorova algebra Vir nije kona¢nodimenzionalna, to ovu algebru mozemo
shvatiti kao beskonacnodimenzionalnu verziju Takiffove algebre pridruZzene Virasorovoj alge-
bri. Stovie, moZemo reéi da je W(2,2) direktna suma Virasorove algebre Vir i njoj adjungirane
reprezentacije, po [42]. Ovu algebru su kasnije proucavali i G. Radobolja u ¢lanku [38] te
D. Adamovi¢ i G. Radobolja u ¢lancima [5], [7], [8]. Par godina kasnije, u ¢lanku [44],
B. J. Wilson proucava truncated current Lie algebras. MoZemo reéi da su te algebre dodatno
poopcenje prethodno konstruiranih. Umjesto kona¢nodimenzionalne Liejeve algebre, kako je
to slucaj u [40], definira se proSirenje svih Liejevih algebri koje posjeduju trokutastu dekom-
poziciju, kao §to su i afine Kac-Moodyeve algebre, Virasorova algebra i Heisenbergova algebra.
A. Babichenko i D. Ridout u ¢lanku [14] te T. Quella u ¢lanku [37], koriste naziv Takiffova
algebra za prosirenje kona¢nodimenzionalnih, ali i beskona¢nodimenzionalnih afinih Liejevih

algebri te taj naziv preuzimamo 1 mi u nastavku.

Takoder je moguce konstruirati Takiffovu algebru metodom proSirenja polugrupa ciji opis

mozemo pronadi u ¢lancima [16], [28].

U ¢lancima [41], [12], [39] se Takiffove algebre nazivaju galilejskim algebrama. Naziv gali-
lejska algebra dolazi iz fizike i odnosi se na algebre koje nastaju metodom galilejske kontrakcije.
Iako u konacnici imamo iste algebre, nacin konstrukcije ovom metodom je potpuno drugaciji
od prethodno navedenih konstrukcija Takiffovih algebri. Ukratko, galilejske kontrakcije su me-
toda kojom pocevsi od tenzorskog produkta dviju kopija odgovarajuce algebre dobivamo novu
algebru koju nazivamo galilejska algebra. Metodu moZemo kratko opisati preslikavanjem, (po
[41])

A D > g, AE o AT

Procedura je analogna Inonii-Wignerovim kontrakcijama Liejevih algebri, [27].

Uz Takiffovu algebru, jedan od klju¢nih pojmova ovoga rada je verteks-algebra. Prvi je

verteks-algebru precizno i aksiomatski definirao Richard E. Borcherds 1986. godine, u ¢lanku
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[15]. Kao osnovni primjer verteks-algebre je naveo "moonshine modul" V? kojeg su prethodno
definirali Igor Frenkel, James Lepowsky i Arne Meurman u ¢lanku [23]. Dvije godine kasnije,
oni su preinakom Borcherdsove definicije aksiomatski uveli pojam algebre verteks operatora,
( [21]). Kasnije su, zbog jednostavnije i1 lakSe provjere aksioma, u literaturi iz teorije verteks-
algebri uvedene nove definicije verteks-algebre. U Clanku [18] moZzemo pronaci pet ekviva-

lentnih definicija verteks-algebre, ali i zanimljivi citat .M. Gelfanda o definiciji verteks-algebre
“I am an old man, and I know that a definition cannot be so complicated.”

Navedene strukture imaju vaznu ulogu u proucavanju reprezentacija beskona¢nodimenzional-
nih Liejevih algebri te su od posebnog interesa i za fiziCare zbog povezanosti s konformnom
teorijom polja 1 teorijom struna. Medu najistaknutijim verteks-algebrama su verteks-algebre
pridruZene afinim Liejevim algebrama. U €lanku [24], I. Frenkel 1 Y.-C. Zhu su prvi konstruirali
verteks-algebru pridruZenu afinoj Liejevoj algebri V#(g), odnosno algebru verteks operatora, te,
izmedu ostalog, odredili su i njoj pridruzenu Zhuovu algebru. Verteks-algebra pridruzena afinoj
Liejevoj algebri je predmet proucavanja u mnogobrojnim matematickim ¢lancima, a posebno
isticemo ¢lanak [25] u kojemu su dani uvjeti za prostota verteks-algebre V¥(g). Prethodno
navedeni rezultati za verteks-algebru pridruZenu afinoj Liejevoj algebri su glavna motivacija
naSeg rada. Stoga, osnovni ciljevi su nam konstrukcija nove verteks-algebre (i algebre verteks

(1)

operatora) pridruZene Takiffovoj algebri afine Liejeve algebre tipa A;
viE(TAlY)
1 )

ispitivanje prostote verteks-algebre te odredivanje njoj pridruZene Zhuove algebre. Uz to, pro-
ucavamo i medusoban odnos algebri verteks operatora ykk (TAgl)) obzirom na netrivijalne
kompleksne brojeve k i k te uvodimo neke vkk (TAEI))—module.

Takoder, od posebnog interesa za nas su verteks-algebre pridruzene W-algebri W(2,2). U
¢lanku [45] su W. Zhang i C. Dong prvi konstruirali W-algebru W(2,2) i njoj pridruzenu
verteks-algebru LVz2) (cr,cw). Na kraju ispitujemo postojanje podalgebre ykk (TAEI)) 1zo-
morfne s LW(22) (cr,cw). Ista je ve¢ konstruirana u Clanku [41], ali primjenom galilejskih
kontrakcija. Mi pokazujemo da se postupak moZe provesti strogim matematickim pristupom

primjenom prethodno dobivenih rezultata u radu.

Spomenuto u nastavku navodimo po sljedecem redoslijedu.
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Poglavlje 1: Osnovni pojmovi

U prvom poglavlju, prate¢i [31], [20], [33], nakon uvodenja formalnog reda potencija, da-
jemo osnovne definicije iz teorije verteks-algebri, definiramo verteks-algebru i algebru verteks
operatora te popratne algebarske pojmove. Navodimo Rekonstrukcijski teorem kao vazan alat
za konstrukciju verteks-algebre. Zatim navodimo definiciju modula za verteks-algebru i1 algebru
verteks operatora. Na kraju, kao vazne motivacijske primjere, opisujemo afinu Liejevu algebru
i njezine module, W-algebru W(2,2) te njima pridruZene verteks-algebre.

Poglavlje 2: Takiffova verteks-algebra tipa Agl)

Takiffova algebra afine Liejeve algebre tipa Agl) je klju€na algebarska struktura u disertaciji,

no obzirom da u izvjesnim trenucima postoje odgovarajuce relacije s Takiffovom algebrom
klasi¢ne Liejeve algebre tipa A1, na pocetku dajemo definicije obiju algebri. Po [35], Takiffova

sl algebra je proSirenje Liejeve algebre sl
T(A,) = sl, ® C[z] /z*C[4],
apo [14], ili kao poseban sluc¢aj algebre u [44], Takiffova algebra afine Liejeve algebre ;[2 je
TAY = 56, ® C[2)/2*C[z).
Struktura Liejeve algebre je dana komutatorskim relacijama
la®Z,b®27/] =[a,b)®@T,

gdjesua,b € g,i,je€ {0,1}, akomutator zdesna je komutator na g, za g = sl ili g = 5A(2.
Zatim, motivirani konstrukcijom univerzalne afine verteks-algebre u [24], konstruiramo odgo-

(1)

varaju¢i TA; "-modul
VE(AD) = (1A 0, i Ca
>0

opisujemo monome koji ¢ine njegovu bazu te definiramo gradaciju na ykk (TAEI) ) Sljede¢im
tvrdnjama dokazujemo da vkk (TAEI)) mozemo opskrbiti dodatnim strukturama, strukturom

verteks-algebre 1 algebre verteks operatora.

Teorem (2.2.1). Neka su k, k neki fiksni kompleksni brojevi. V¥& (TA(ll)) je Z>o-graduirana

verteks-algebra.
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Teorem (2.3.2). Neka je k proizvoljan, a k nenula kompleksni broj. ykk (TA(II)) je algebra

verteks operatora uz konformni vektor dan s (2.7).

Egzistencija strukture algebre verteks operatora je oCekivana obzirom na rezultat iz [14],
gdje je eksplicitno odreden konformni vektor za Takiffove algebre pridruZene proizvoljnoj afi-
noj Liejevoj algebri. Nadalje, definiramo restringirane TAEI)—module te, po uzoru na Teorem

6.2.12 u [33], dokazujemo sljedecu vaZnu tvrdnju

Teorem (2.4.3). Neka su k,k proizvoljni kompleksni brojevi i R restringirani TA&I)-modul

nivoa (k,k). Tada na R imamo strukturu ykk (TA§1)>-modula, gdje ykk <TA§1)> promatramo

kao verteks-algebru.

Kao poseban slucaj restringiranih modula, po uzoru na [35], [46], [17]1 [44], dajemo
definiciju generaliziranog teZinskog modula i teZinskog modula. Definiramo i konstruiramo
module najvece tezine. Obzirom na prethodni teorem, navodimo ih kao istaknute primjere
ykk (TA(II))—modula.

Na kraju, motivirani svojstvom algebre verteks operatora pridruZene Heisenbergovoj alge-

bri, iz Propozicije 6.3.10 u [33], dokazujemo sljedecu tvrdnju

Propozicija (2.5.1). Neka su k, k nenula kompleksni brojevi. Tada postoji izomorfizam algebri

verteks operatora izmedu VA (TAgl)) i Vk’k(TA(ll)).

Zbog toga je umjesto ykk (TAE”) dovoljno proucavati V< (TAE]) ) Zbog jednostavnosti,

oznalavat ¢emo je s V.
Poglavlje 3: Prostota verteks-algebre V*

Vazan problem u teoriji reprezentacija je odredivanje kriterija ireducibilnosti. U [32] je
dan kriterij ireducibilnosti Vermaovog modula pridruzenog Virasorovoj algebri V(c, k). Kriterij
proizlazi iz proucavanja determinante D,, n € N, matrica restrikcije odgovarajuce bilinearne
forme na svojstvene L(0)-potprostore, poznate kao Kacova determinanta, te glasi:
ako je D, # 0, za sve n € Z>¢, onda je V (c,h) ireducibilan modul.

Cilj ovog poglavlja je dokazivanje prostote verteks-algebre V*. B. J. Wilson daje opéi krite-
rij reducibilnosti Vermaovih modula za truncated current Lie algebras, od kojih je Takiffova
algebra poseban slucaj, za Siroku klasu Liejevih algebri (Kac-Moodyeve Liejeve algebre, He-

isenbergova algebra i Virasorova algebra). Mi ¢emo u ovom poglavlju promatrati kvocijent

5
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Vermaovog modula, tonije vakuum modul V** (TA(11)>, kojeg cemo oznacavati u nastavku s
vk <TA§1)) te dajemo dokaz u naSem slucaju.
Dokaz provodimo po uzoru na prethodno spomenutu metodu u [32]. Na pocetku definiramo

kontragredijentni modul adjungiranog modula V* (TA51)> 1 bilinearnu formu
(o) VE(TA) s vE(TAlY) - ©
definiranu s
<1 | 1> =1,
(X1|Y1)=(1|X"Y1).

(r)

Posljedica invarijantnosti navedene forme je ortogonalnost homogenih komponenti V* (TAEI))
C vk (1) .
1V (TA1 >(S) ) koju ¢emo

zbog jednostavnosti oznaCavati s V). Zbog jednostavnijeg zapisa matrice forme uvodimo nove

,za r # s, zbog ega proutavamo restrikciju forme na V¥ (TA(II))

potprostore V("S) s bazom sacinjenom od baznih monoma potprostora V(,) ¢iji je stupanj komu-
tativnog dijela monoma i. Uvodimo uredaj na odabranoj bazi obzirom na stupanj komutativnog

dijela monoma i izvodimo zakljucke o matrici forme (V( 5) | Vi s)>. Dokazujemo tvrdnju
Lema (3.1.5). Akojei-+ j>s,ondaje
‘ Jy—
Wioy Vi) =0

kojom pokazujemo da je (V(s) | V(s)) blok-gornjetrokutasta i njezina determinanta jednaka
produktu determinanti matrica (V(‘i) | V(Ss)_d>, zad € {0,...,s}. No, matrica forme <V(‘§) | V(SS)_d>

se rastavlja na tenzorski produkt
d s—d s—d d
(V(s) | V(s) )= (V(g_d) | V(s,d)> ® <V((21) | V(d)>' (1

te nultoCke determinante pocetne forme moZemo razaznati prou¢avanjem determinante matrice
(V& |V(SS )). Sljedecom tvrdnjom dokazujemo da je matrica (V(g)|V(SS )> blok-gornjetrokutasta, a

dijagonalni elementi su viSekratnici od k.

Korolar (3.1.8). Matrica (V((;) | V(i )) je gornjetrokutasta, s dijagonalnim elementima oblika

mk”, za neke m,r € N.
1z Cega direktno slijedi teorem

Teorem (3.1.9). Verteks-algebra V¥ je prosta za svaki k # 0.
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Poglavlje 4: Zhuova algebra A (Vk)

Asocijativnu algebru A(V) pridruZzenu verteks-algebri V' konstruirao je Yongchang Zhu
1996. godine, [47]. Zhuove algebre su vazan dio teorije verteks-algebri i vazan alat za pro-
ucavanje modula za verteks-algebru V. Proucavane su u brojnim ¢lancima, neki od njih su
[24], [43], [19], [1], [4], [3], [9].

Glavni cilj poglavlja je odrediti Zhuovu algebru verteks-algebre V¥. Na pocetku navodimo
osnovne definicije i svojstva iz teorije Zhuovih algebri dane u [47]. SluZeci se ¢lankom [1]
odredujemo generatore Zhuove algebre, a zatim po uzoru na Teorem 3.1.1. ¢lanka [24], u
kojem je dokazano da je Zhuova algebra univerzalne afine algebre verteks operatora nivoa k
A(V*(g)) izomorfna univerzalnoj omotackoj algebri % (g), iskazujemo i dokazujemo sljedeéu

vaznu tvrdnju u nasem slucaju
Teorem (4.2.1). Zhuova algebra A (Vk) je izomorfna % (TAy).

Dokaz tvrdnje je jednostavno proSirenje dokaza Teorema 3.1.1. u [24]. Zbog bijektivne
korespondencije izmedu klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija neke verteks-algebre
V i klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija od A(V), [47], po prethodnom teoremu,
proudavanje ireducibilnih modula za verteks-algebru V* moZemo pojednostaviti prou¢avanjem

ireducibilnih % (TA})-modula.

Poglavlje 5: Verteks podalgebra od V¥

U Clanku [41], J. Rasmussen 1 C. Raymond pocevsi od tenzorskog produkta Virasorove
algebre Vir centralnog naboja c, i njene kopije Vir centralnog naboja ¢, primjenom galilejskih
kontrakcija konstruiraju algebru generiranu s T i T~ centralnih naboja ¢t i ¢~ takvu da za
polja T+ =Y,c7 sz_”_z vrijede komutatorske relacije

+

C
(L L) = (n—m)Lyy =

1211(112 —1)8u+mo, [L,,L,] =0.

no’»-—m

Stovise, u [41] su konstruirani generatori galilejske konformne algebre preko generatora galilej-
ske afine algebre. Kao $to vidimo iz definicije, galilejska konformna algebra je u matematickoj
literaturi poznata kao W (2,2)-algebra.

U ovom poglavlju strogo matematicki odredujemo, bez primjene galilejskih kontrakcija, po-

dalgebru od V¥ izomorfnu LV(22) (cr,cw). Iz rezultata prethodnih poglavlja ove disertacije
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proizlaze vektori

0= el (=114 5 f(-De(~ D1+ g2(— 1) ()14 5 F(-De(~1)1
|- k+4_ k+d_
o h(= (=11 = = e~ DF(=1)1= = h(~ (- 1)1

—e

W=

centralnih naboja ¢ = 6 i ¢ = 0, koji generiraju podalgebru od V* izomorfnu LV(22) (6,0).



1. OSNOVNI POIMOVI

U ovom poglavlju navodimo osnovne definicije iz teorije afinih Liejevih algebri kao 1 teorije
verteks-algebri i algebri verteks operatora, prateéi [31], [20], [33]. Nakon uvodenja formal-
nog reda potencija, dajemo osnovne definicije iz teorije verteks-algebri i teorije reprezentacija.
Dodatno, navodimo primjere nekih beskonacnodimenzionalnih Liejevih algebri, afine Liejeve

algebre i W(2,2) algebre, te primjere verteks-algebri koji su od posebne vaznosti u nastavku.

1.1. FORMALNI RED POTENCIJA

Na pocetku odjeljka uvedimo pojam formalnog reda potencija i neke vazne primjere istog,

pratec¢i [20], [33].

Definicija 1.1.1. Neka je R C-algebra. Formalni red potencija (ili formalna distribucija) u

varijablama z1,...,z, je proizvoljni (konacni ili beskonacni) red
i
Zl; 7Zn Z Z al]7 alnzl . ~Znn,
EZ ihWEZ

gdje je svaki a;, .. ;, € R.

Ovi redovi tvore vektorski prostor kojeg oznagavamo s R[[z{,...,zE!]]. Produkt dva for-
malna reda potencije p(z1,...,z2) € R[[z5",..,25 1 g(wi, ..., wwm) € R[WE', ..., wik1]] je do-
bro definirani element iz R[[z{, ...,z wil, ... wil]).

Opéenito, produkt dva elementa od R[[zi"", .. .,z""]] nema smisla jer su koeficijenti u produktu
beskonacne sume koeficijenta pribrojnika. No, produkt formalnih redova potencija a(zy,...,z,) =
YieZ - Yiel ail,...,i,,Zil .z, zakoje je a;, __;, = 0 osim za kona¢no mnogo n-torki (iy, . ..,i,)

(tj. Laurentovi polinomi) je uvijek dobro definiran.

U nastavku koristimo vektorski prostor formalnih Laurentovih redova

— {Zaizi | CliER}

i€Z
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1 njegove potprostore:

R[[z]] =1 Z a7 | a; € R}

ieNg

(prostor formalnih Taylorovih redova)

R[z}={Y aiz | a; € R,a, = 0 za sve osim kona¢no mnogo n}
ieNp

(prostor Taylorovih polinoma),

Rz = {Y aiz' | ai € R,a, = 0 za sve osim kona¢no mnogo n}
iz

(prostor Laurentovih polinoma),

R((z)) = {Z a7 | ai € R,a, =0 zan < 0}
i€Z

(prostor krnjih formalnih Laurentovih redova).

Definicija 1.1.2. Za dani formalni red potencija u jednoj varijabli, a(z) = ¥;cz a;z', definiramo

formalnu derivaciju

d i—1
—a(z) =) iaiZ!
dz iezi

U nastavku ¢emo umjesto d%a(z) pisati d'(z).

Definicija 1.1.3. Za dani formalni red potencija u jednoj varijabli, a(z) = ¥ ;cz a;z', definiramo

operator Res; s R[[z*!]] na R, na sljede¢i nadin
Res;a(z) =a_;.
Nazivamo ga formalni reziduum formalnog reda a(z).
Po definiciji formalnog reziduuma formalnog reda a(z) slijedi
Res;d'(z) =0.
Prema tome, kada je produkt a(z)b(z) definiran, tada vrijedi
Res; (d'(z2)b(z)) = —Res; (a(z)b'(2)) .

Neki vazni primjeri formalnih redova potencija su binomni red i formalna delta funkcija.

Definirajmo ih.

10
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¢ Binomni red

n _

(x+y)" = Z <k>x" 5
keNy

edie jen € Zi (§) = "=t

Spomenimo, (x+y)" = (y+x)", ako jen >0, ali (x+y)" # (y+x)",ako je n < 0.

* Formalna delta-funkcija

S(z—w)=) mwm

meZ

Formalna delta-funkcija ima mnogo lijepih svojstava, ali istaknimo samo ono koje koris-

timo u nastavku

(z—w)"19"S(z—w) =0, zan > 0.

11
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1.2. TEORIJA VERTEKS-ALGEBRI

U ovom odjeljku navodimo definiciju verteks-algebre, algebre verteks operatora, njima pridru-

Zenih modula i ostale algebarske pojmove koji se spominju u nastavku, prate¢i [33], [30].

1.2.1. Verteks-algebre i algebre verteks operatora

Definicija 1.2.1 ([33]). Verteks-algebra je uredena trojka (V,Y,1), gdje je V vektorski prostor,

1 € V istaknuti vektor (vakuum vektor) i Y linearno preslikavanje
Y(-,2): V= (EndV)|[z,z"']],

a—Y(a,z)= Z apz " !
nez

tako da za a,b € V vrijede aksiomi:

- aksiom skracenja ili anihilacije

an,b =0,

za n dovoljno velik, odnosno

Y(a,z)veV((z)),

- aksiom vakuuma

Y(1,z) =1Idy,
- aksiom stvaranja ili kreacije

Y(a,z)1€V][Z]]ilimY(a,2)1 =a,

z—0

- Jacobijev identitet

o1 <Z1 Z_Z2> Y(a,2)Y (b,22) — 28 (Zz—zm > Y (b, 22)Y (a,21)
0 —20

_ 21 —Z
:Z216< ] O>Y(Y(aaZ0)b7Z2)-
22
Red Y (a,z) = ¥,z anz """ nazivamo verteks operatorom ili poljem pridruZenim vektoru a.

Kada je iz konteksta jasno, verteks-algebru (V,Y,1) ¢emo oznacavati s V.

12
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Kao posljedicu Jacobijevog identiteta imamo sljedece vazne formule:
- formula za komutator

[amybn] = Z (T) (aib)ann*i?

i>0

zam,n € 7,

- formula za »n - ti produkt
(amb)n = Z(_l)i< . ) (am—ibn+i - (_l)mbm+n—iai)a
i>0

zam,n € 7.

Dodatno, ako vrijede aksiomi skrac¢enja, vakuuma i stvaranja, onda je Jacobijev identitet ekvi-

valentan sljede¢im aksiomima:
- aksiom derivacije

D.¥(@2)] =¥ (Daz) = £ ¥(@.2),

gdje je D € EndV operator derivacije definiran s D(a) =a_3,zaa €V,

- lokalnost za sve a,b € V postoji k € Z>( takav da vrijedi
(Zl _Z2>k[Y(aaZ1)7Y<b7Z2)] =0.

Jedna vaZna posljedica definicije verteks algebre je

- kosa simetrija

Y (a,z)b=ePY (b, —2)a,
gdje je D € EndV operator derivacije, a a 1 b elementi verteks-algebre V.

Definicija 1.2.2. Algebra verteks operatora je Z-graduirani vektorski prostor nad poljem C

V=DV
nez
gdje za v € V|, kaZemo da je vektor teZine n, takav da je

dim V() <eo, zan € Z,

Vin) =0, za n dovoljno negativan.

13
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Nadalje, opskrbljen je strukturom verteks-algebre (V,Y,1) i istaknutim homogenim vektorom

® (konformnim vektorom) tezine 2 koji zadovoljava relacije Virasorove algebre

[Lm), L)) = (m =)L) + 5 (" = m) By ey,

zam,n € Z, gdje je

Y(0.2) =) Lin)z "2,

nez

tj. L(n) = @,+1,zan € Zicy € C (centralni naboj od V). Dodatno vrijedi
L(0)v = nv,
zan€ZiveVy te
Y(L(=1)v,2) = dizy(v,z).

Takoder, kada je iz konteksta jasno, algebru verteks operatora (V,Y,1,®) ¢emo oznacavati s V.

Definicija 1.2.3 ( [20]). Vektor A iz algebre verteks operatora V nazivamo primarnim teZine
A € 7 ako je
L(n)A=0,zan>0,iL(0)A = AA. (1.1)

Nadalje navodimo neke vazne algebarske pojmove pridruZene verteks-algebrama, koji se

prirodno prosiruju za algebre verteks operatora.

Definicija 1.2.4. Verteks podalgebra verteks-algebre (V,Y,1) je vektorski potprostor U od V
takavdajel € Ui (U,Y,1) je verteks-algebra.

Od posebne su vaznosti verteks-algebre generirane skupom. Neka je S podskup verteks-
algebre V. Verteks podalgebra (S) generirana skupom S je najmanja verteks podalgebra od V

koja sadrzi S, tj. (S) je presjek svih verteks podalgebri od V koje sadrZe S.

Propozicija 1.2.5. Neka je S podskup verteks-algebre V. Tada vrijedi
(S) = span{a,lql...a,rirl :r>0,d €8,n; €7}
Definicija 1.2.6. KaZemo da je (S) jako generirana skupom S ako vrijedi
(S) = span{a,lll...a;rl r>0,d €8 €L}

Ako je (S) =V kazemo da je V (jako) generiran skupom S.

14
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Definicija 1.2.7. Ideal verteks-algebre V je potprostor [ takav da za sve a € V i b € [ vrijedi
Y(a,2)b €1((2)) 1Y (b,z)a €((z)),
odnosno, a,b€lib,acl,zancZ.

Zbog svojstva kose simetrije uvjet Y (a,z)b € I((z)) je ekvivalentan uvjetu Y (b,z)a € 1((2)).
Ako je V netrivijalna verteks-algebra i V njezin jedini netrivijalni ideal, onda kazemo da je V

prosta.

Definicija 1.2.8. Nekasu (V},Y,1)i(V,,Y,1) verteks-algebre. Homomorfizam verteks-algebri

je linearno preslikavanja f: V; — V, takvo da je

f(Y(a,2)b) =Y (f(a),2)f(b), zaa,b V1,
odnosno f(a,b) = f(a),f(b), zaa,bcVi,ncZi f(1)=1.

Definicija 1.2.9. Neka su (V1,Y1,1,01) i (V»,Y>,1, ;) algebre verteks operatora. Homomor-

fizam algebri verteks operatora je homomorfizam verteks-algebri f: Vi — V, za kojeg vrijedi

flo) = .

Konstrukcija verteks-algebri

Verteks-algebru moZemo konstruirati na viSe nacina, a jedan od njih je primjenom teorije lo-
kalnih polja. Navedimo osnovni teorem koji nam omogucava konstrukciju verteks-algebre, tzv.
teorem o generirajuéim poljima. Teorem opisuje konstrukciju verteks-algebre u kojoj se od
danog vektorskog prostora V opskrbljenog vektorom, koji ¢e imati ulogu vakuum vektora, i
skupom medusobno lokalnih verteks operatora, uz odredena svojstva, dobiva struktura verteks-

algebre. Detalji se mogu pronaéi u [20]ili [31].

Teorem 1.2.10 (Rekonstrukcijski teorem - jaka forma). [20] Neka je V vektorski prostor, 1
nenula vektor, D € End(V). Neka je S prebrojivi uredeni skup i {a*} 4cs kolekcija vektora iz V

i neka su dana polja
a*(z)=Y afz !
nez
za koja vrijede sljedeci uvjeti:
1. zasvaki &, a*(z)1=a%+2z(-+),

2. D1 =01 [D,a%(z)] = d;a%(z), za sve «,

15
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3. sva polja a%(z) su medusobno lokalna,

4. V je razapet vektorima

ar, ., 4%
J Jm 17
7a j; € Zo<p.

Tada se ova struktura zajedno s verteks operatorom definiranim s

1 L o
(—j1—= D) (—jm— D! ro; N laal(Z)“-az Jm=1g%n (7)

proSiruje do strukture verteks-algebre na V.

Y(a%l .. .az:?]‘?Z) =

Napomena 1.2.11. Prethodni teorem je iskazan u jakoj formi. Tvrdnja vrijedi opéenitije, za
sve j; € Z. U tom slucaju, familiju polja verteks-algebre V koji zadovoljavaju Cetvrti uvjet
nazivamo generiraju¢im skupom polja od V. Inace, za j; < 0, nazivamo ih jakim generirajuéim

skupom polja od V, [31].

1.2.2. Moduli za verteks-algebre 1 algebre verteks operatora

Navedimo sada definiciju modula za verteks-algebru i algebru verteks operatora.

Definicija 1.2.12 ( [33]). Modul za verteks-algebru (V,Y,1) je uredeni par (M,Yy,) gdje je M

vektorski prostor, a Yjs linearno preslikavanje
. ~1
Yir(~2): V = (EndM) | [z.27']],

odredeno pridruzivanjem

av— Yy(a,z) = Z apz " !
nez

tako da za a,b € V i m € M vrijede sljedeci aksiomi

* (aksiom skraéenja ili anihilacije)

a,m =0,

za n dovoljno velik, ili ekvivalentno

Y(a,z)m € M((2)),

e (aksiom vakuuma)

YM(l,Z) = IdM7

16
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* (Jacobijev identitet)

zal(S <Z‘;ZZ> Yy(a,z1)Ym(b,z2) —z0_15 (M) Yy (b,22)Ym(a,z1)

0 —20

=27,'8 (%) Yu(Y(a,z0)b,22)-

Umjesto oznake (M, Y)s), ¢emo u nastavku pisati samo V-modul M.

Verteks-algebra V' je oCigledno V-modul 1 kao takvu je nazivamo adjungiranim modulom.

Definicija 1.2.13 ([33]). Nekaje (V,Y,1, ®) algebra verteks operatora. Kazemo da je (M, Y))

modul za algebru verteks operatora V ako je (M,Y)) modul za verteks algebru (V,Y,1) te

M= P M,

acC
gdje je
Mgy ={meM|L(0)m = am},
potprostor od M sadrZan od vektora teZine o za kojeg vrijedi

. dimM(a) < oo, zasve o € C,

* M(q) = 0 za dovoljno malen Rec.

17
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1.3. LIEJEVE ALGEBRE I MODULI

1.3.1. Afine Liejeve algebre 1 moduli

U ovom pododjeljku ¢emo, prate¢i [30]1 [33], dati kratki osvrt na afinu Liejevu algebru i njoj
pridruZzene module koji su od posebne vaznosti u nastavku.
Neka je g poluprosta konacno-dimenzionalna Liejeva algebra s trokutastom dekompozici-
jom
g=n_@®hon,

te neka je na g definirana nedegenerirana simetri¢na invarijantna bilinearna forma (-|-), to¢nije

normalizirana Killingova forma. Uredenom paru (g, (+|-)) pridruZzujemo afinu Liejevu algebru
g=g®C[,r JaCK.
Struktura Liejeve algebre na g je dana relacijama

[a2t" bt"] = [a,b]@t"" +m(a|b)Suin oK, (1.2)

[K,3] =0, (1.3)
zaa,b € g,im,n € Z. Prirodnim proSirenjem na g definiramo afinu Kac-Moodyjevu algebru
g=gdCd

gdje je struktura Liejeve algebre dana komutacijskim relacijama (1.2)1 (1.3) te dodatno vrijede

relacije
[d,a®t™] = ma(m),

[d, K] =0,
zaacgimeZ.
Trokutasta dekompozicija od g je
g=n_ohen, (1.4)
gdje je
io=('Clr @My +b))+Clr ! @n,
n; = (tClf]® (n-+h))+Clr]@n,

h=h®CK

18
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Cartanova podalgebra od g.

Afinoj Liejevoj algebri pridruZuje se posebna klasa modula.

Definicija 1.3.1. g-modul M nazivamo teZinskim ako je djelovanje od H na M poluprosto, tj.

postoji dekompozicija

M= P M,
Aeh*
gdje je
M, ={veM|hv=A(h)v,heb}.

Skup {1 € b* | M; # 0} nazivamo skupom teZina modula M, a nenula vektor v € M), teZinskim

vektorom teZine A.
Definirajmo jednu vaznu klasu teZinskih modula.

Definicija 1.3.2. g-modul M nazivamo modulom najvece teZine s najve¢om teZinom A € 6*

ako postoji nenula vektor vp € M takav da vrijedi
1. np.vpa=0,
2. hvp = A(h)va, h €D,
3. U (M_).va =M.

Vektor v nazivamo vektorom najvece teZine.

Za svaku tezinu A € H* postoji modul najvece teZine €ija je najveca teZina A. Konstruiramo
ga na sljedeci nacin.
Nekaje A € 6* i Cv, jednodimenzionalni vektorski prostor razapet vektorom vy. Cvp je niy EBH—

modul s djelovanjem definiranim na sljedeci nacin
nyvpa =01ihvy =A(h)vy,
za svaki h € f)\ Inducirani g-modul
M(A) =89y (5, 55) Cva

nazivamo Vermaovim modulom najvece tezine A. Moguce je konstruirati M (A) preko genera-

tora i relacija ( [26]).
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1.3.2. Klasi¢ne Liejeve algebre

U ovom pododjeljku dajemo definicije klasi¢nih (konacnih i afinih) Liejevih algebri.

Klasi¢ne konacne Liejeve algebre
Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor dimenzije n i
EndV ={¢ | ¢: V — V linearni operator}

asocijativna algebra. Njoj pripadnu Liejevu algebru ozna¢avamo s gl(V). Ako promatramo
asocijativnu algebru svih kvadratinih matrica reda n X n, u oznaci M,,(C), njoj pripadnu Liejevu
algebru oznacavamo s gl(n,C). Odabirom odgovarajuce baze za V imamo izomorfizam Lieje-
vih algebri gl(V) i gl(n,C). Obje nazivamo opcom linearnom Liejevom algebrom. Podalgebre
opCe linearne Liejeve algebre nazivamo linearnim Liejevim algebrama. Istaknimo sada neke

posebne linearne Liejeve algebre, koje nazivamo klasi¢nim Liejevim algebrama.

* Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor dimenzije n + 1. Definiramo
sl(V):={xegl(V) | Trx=0}.

Analogno,

sl(n+1,C) := {X € M,(C) | TrX = 0}.

Obje Liejeve algebre nazivamo Liejevom algebrom tipa A,. U literaturi ih takoder nala-

zimo pod nazivom specijalna linearna Liejeva algebra.

* Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor dimenzije 2n i (-,-): V x V — C ne-

degenerirana antisimetri¢na bilinearna forma definirana matricom forme

G 0 I,
-1, O
Definiramo
sp(V)={xegl(V)| (xv,w) = —(v,xw),v,w € V}.
Analogno,

sp(2n,C) :={X € gl(2n,C) | SX = —X'S}.

Obje Liejeve algebre nazivamo Liejevom algebrom tipa C,,. U literaturi ih takoder nala-

zimo pod nazivom simplekticka Liejeva algebra.
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» Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor dimenzije 2n+11 (-,-): VxV — C

nedegenerirana simetri¢na bilinearna forma definirana matricom forme

1 0 0
S= 0 0 I,
0 I, O
Definiramo
o(V)={xegl(V)| (xv,w) = —(v,xw),v,w € V}.
Analogno,

0(2n+1,C) := {X € gl(2n,C) | SX = —X'S.

Obje Liejeve algebre nazivamo Liejevom algebrom tipa B,. U literaturi ih takoder nala-

zimo pod nazivom ortogonalna Liejeva algebra.

* Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor dimenzije 2n i (-,-): V x V — C ne-

degenerirana simetri¢na bilinearna forma definirana matricom forme

o 0 I,
Definiramo
o(V)={xegl(V)| (xv,w) = —(v,xw),v,w € V}.
Analogno,

0(2n,C) := {X € gl(2n,C) | SX = —X'S}.

Obje Liejeve algebre nazivamo Liejevom algebrom tipa D,,.

Postupkom afinizacije klasi¢nih konacnih Liejevih algebri tipa X,,, za X € {A,B,C,D}, dobi-
vamo klasi¢ne afine Liejeve algebre tipa X,gl). Od posebnog interesa u nastavku ¢e biti Liejeva

algebra tipa A1, odnosno, njoj pridruZena afina Liejeva algebra tipa A(ll ). Bavit ¢emo se prouca-

vanjem posebnih verteks-algebri pridruZenih afinoj Liejeva algebra tipa Agl). Glavna motivacija
za veliki dio rada proizlazi iz svojstava univerzalne afine verteks-algebre, a u zadnjem dijelu
rada koristimo verteks-algebru pridruzenu W-algebri W (2,2), stoga ¢emo u sljede¢em odjeljku

ukratko opisati obje.
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1.4. PRIMJERI VERTEKS-ALGEBRI

U ovom odjeljku navodimo primjere verteks-algebri koje su od posebne vaznosti u nastavku
disertacije, verteks-algebru pridruzenu afinoj Liejevoj algebri i verteks-algebru pridruzenu W-

algebri W(2,2).

1.4.1. Verteks-algebra pridruZena afinoj Liejevoj algebri

VaZzna klasa verteks-algebri su afine verteks-algebre. U ovom pododjeljku opisujemo konstruk-
ciju afine verteks-algebre, odnosno algebre verteks operatora pridruZene afinoj Liejevoj algebri
prateéi [33]1 [20]. Sli¢no kao u prethodnom odjeljku konstruiramo inducirani g-modul, ali
definirajuéi drugadiju trokutastu dekompoziciju za g od one koja je dana u (1.4). Z-gradacija
na afinoj Liejevoj algebri g je definirana na sljedeéi nacin

nez,
gdje je
80)=0@CKigy,) =g®1", zan#0.
Istaknimo posebne graduirane podalgebre od g
gs =gl
950 =0+ PgOCK.
U tom slucaju je
0=0-D00) D0+
Za element a € g definiramo formalni red potencija
a(z) = Z (a2t " ey HZ,Z_IH .
neZ
Za dani g-modul, s a(n) éemo oznacavati operator a ®". Takoder, za djelovanje izraza a(z) na
g-modul M, ¢emo koristiti istu notaciju.
au(z) =a(z) =Y a(n)z " € (EndM) | [z.27']].
nez

Promotrimo sada posebnu klasu g-modula.

Definicija 1.4.1. Zag-modul M kaZemo da je restringiran ako za svakia € giv € M je a(n)v =

0, za n dovoljno velik.
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Od posebnog su znacaja restringirani moduli sa sljede¢im svojstvom.
Definicija 1.4.2. g-modul M na kojeg K djeluje skalarom k € C nazivamo modulom nivoa k.

U nastavku opi§imo konstrukciju vaznog restringiranog g-modula, tzv. generaliziranog Ver-
maovog modula.
Neka je U g>o-modul na kojem je struktura modula definirana trivijalnim djelovanjem podalge-
bre g te djelovanje centralnog elementa K operatorom kId. Tada je dobro definiran inducirani
modul

Vﬁ(k, U)=%(g) O (§s0) U

kojeg nazivamo generaliziranim Vermaovim modulom. Uocimo da je Vﬁ(k,U ) restringirani
g-modul nivoa k. Istaknimo vaZan slucaj prethodne konstrukcije. Neka je U = C; trivijalni

g-modul. U tom slucaju koristimo sljedecu notaciju
Vi(k) = % (8) @ (5.0) Ck-

Kao posljedicu Poincaré-Birkhoff-Wittovog teorema, imamo izomorfizam vektorskih prostora

Vi) = U (G )
Neka je {a'|i=1,...,dim g} uredena baza od g. Tada elementi a’(n), n € Z, i K &ine bazu za

g. Oznacimo s 1 sliku od 1 ® 1 u V4(k). Iz Poincaré-Birkhoff-Wittovog teorema slijedi da bazu
od V;(k) €ini 1 s monomima
d'(my) - a (n)1,
gdiejen; <ny---<my <0iakojen;=n;;j,ondajei; <iji.
Prostor Va(k) je prirodno graduiran
Vi(k) = D V3(k)n,
ne€Z>q

gdje je gradacija definirana po stupnju
m
dega' (ny)---a"™(ny)l = — Zn,- i degl=0.
i=1
Primjenom rekonstrukcijskog teorema dokazuje se da je moguce V;(k) opskrbiti strukturom
verteks-algebre generirane poljima a(z), za a € g.

Teorem 1.4.3. Neka je k proizvoljni kompleksni broj. Uredena trojka (V5(k),Y,1) je Z-
graduirana verteks-algebra koju nazivamo univerzalnom afinom verteks-algebrom i oznaca-

vamo s V*(g).
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Nadalje, za restringirani g-modul M nivoa k vrijedi sljedeca vazna tvrdnja, [33]

Teorem 1.4.4. Neka je k proizvoljni kompleksni broj i M proizvoljni restringirani g-modul

nivoa k. Tada na M postoji jedinstvena struktura modula za verteks-algebru V¥(g).

Univerzalna afina verteks-algebra V¥(g) sadrZi konformni vektor kojeg nazivamo Segal-

Sugawarin vektor kada je k # h", gdje h" dualni Coxeterov broj od g.

Postupak konstrukcije konformnog vektora se u literaturi obi¢no naziva Sugawarinom kons-

trukcijom. Za odabranu bazu {a'};—1._dim g» definiramo dualnu bazu {a;};—1 . dimg Obzirom na

invarijantnu bilinearnu formu definiranu na g i polja
d'(z) = Z dn)z i az) = Z a;i(n)z "L

nez nez

Neka je
1 dimg _

S= ) 1221 ai(—1)a'(-1)1.
Tada je, za k # h", S konformni vektor u V*(g) centralnog naboja
_ kdimg

k+hV"
Odnosno, koeficijenti polja
1 dimg .

Y(S,z) = () ,; rai(z)a'(z)

generiraju djelovanje Virasorove algebre centralnog naboja ¢ na V¥(g).

Dodatno vrijedi

[L(m),d (n)] = —nd'(m+n),
zaa €gim,n€Z.

Primjer 1.4.5. Kadaje g = sl i k # —2, tada je konformni vektor za V*(sl,) jednak

1 1
= 2kT2) <e(_1)f(‘1)1+§h<—1>h(—1)1+f(—1)e(—1)1>
1 ima centralni naboj
3k
“Tkr2
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1.4.2. Verteks-algebra pridruzena W-algebri W (2,2)

W. Zhang i C. Dong su prvi konstruirali W-algebru W(2,2), u ¢lanku [45], kao beskona¢no-
dimenzionalnu Liejevu algebru s generatorima L,,,, W,,,,C za m € 7Z i relacijama

m3—m

[LmaLn] = (m - ”)Lm+n + Tém+n70ca

3
m —m
—5m+n.,0C7

Lm;Wn: - Wmn
Lo W] = (m =)Wy

[WI’I’uWI’l] = 07

zam,n € 71 C centralni element.

Ova algebra ima trokutastu dekompoziciju

W(2,2) =W(2,2)_ ®W(2,2)0®W(2,2)4,

gdje je
n>0
W(2,2)- =P (CL,+CWy),
n<0

W(2,2)o = CLy+ CW, + CC.

Vermaov modul za W(2,2) algebru je inducirani modul

Vo) (e, hhw) =% (W(2,2)) Qg (w(2,2), aw(2,2),) CV;

gdje je

W(2,2)4v=0,Cv=cv,Lov = hv, Wyv = hy,v.
Svaki Vermaov modul sadrZi jedinstveni podmodul Jy 5 2y(c,h,hw) te je Ly (2.2)(c,h, hw) =
Vw22)(¢,h,hw) /Jw(2,2)(c, b, hy) ireducibilni modul najvece teZine. Dodatno, u [45] je po-
kazano da je Ly (;)(c,0,0) jedini kvocijent od Vyy (5 5)(c,0,0) na kojemu je moguce definirati

strukturu algebre verteks operatora.

Teorem 1.4.6. Neka je ¢ # 0, tada postoji jedinstvena struktura algebre verteks operatora na
Ly (2,)(c,0,0) s vakuum vektorom 1i Virasorovim vektorom @ = L_1. Stovise, Ly (22)(c,0,0)
je generirana s @ i x = W_,1 kojima su pridruZena polja Y (©,z) = Y,z Loz "2 i Y(®,2) =

YnezLnz "2
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Neki od ¢lanaka u kojima je proucavana algebra W(2,2) i njoj pridruZena algebra verteks
operatora su [29], [38], [6], [7]. Spomenimo da se u [29] poopluje definicija dana u [45].
Tako imamo da je W-algebra W (2,2) Liejeva algebra generirana s L,,, W,,,,Cr,Cw zam € Z, a
struktura Liejeve algebre dana relacijama

3
m —m
Tém+n,0CLa

3
m —m
T5m+n,OCW7

[erLn] = (m—n)Lpyn+

[er Wn] = (m - n)‘/Vm—i-n +
[Wmvwn] = 07

zam,n € Z te Cr i Cy centralnim elementima. Njoj pridruZenu algebru verteks operatora ¢emo

oznacavati s LW 2 (c; . ew).
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2. TAKIFFOVA VERTEKS-ALGEBRA TIPA

|
Al

U ovom poglavlju dajemo definiciju Takiffove algebre, to¢nije definiciju Takiffove algebre pri-
druZene klasi¢noj Liejevoj algebri tipa A 1 Takiffove algebre pridruZene afinoj Liejevoj algebri

tipa Agl). Takiffova algebra pridruZena klasi¢noj Liejevoj algebri tipa A je prvi put definirana u

[35], a Takiffova algebra pridruZena afinoj Liejevoj algebri tipa Agl) je poseban slucaj algebre
definirane u [44]. U nastavku detaljnije prou¢avamo Takiffovu algebru pridruZenu afinoj Li-
ejevoj algebri tipa Agl), definiramo njoj pridruZenu verteks-algebru i algebru verteks operatora.
Dodatno, dajemo kratki osvrt na module za Takiffovu verteks-algebru tipa A(ll). Na kraju doka-
zujemo postojanje izomorfizma izmedu odgovarajuéih Takiffovih algebri verteks operatora tipa

A,

2.1. DEFINICIJA TAKIFFOVE ALGEBRE

Prateéi [40], [35], [44] dajemo sljedece definicije.

Neka je g Liejeva algebra. Takiffova algebra pridruZena g je Liejeva algebra
T(g) = g@C[z]/z*C[z],

s komutatorom
la®Z,b@27/] =[a,b]®@,

gdjesua,b € g,i,j € {0,1}, akomutator zdesna je komutator na g.
Takiffovu algebru pridruZenu g, kada je g = sl, nazivamo Takiffova algebra pridruZena klasic-
noj Liejevoj algebri tipa A; 1 oznaCavamo s TA;. Kada je g = ;[2, tada pridruzenu Takiffovu

algebru nazivamo Takiffova algebra pridruZena afinoj Liejevoj algebri tipa Agl) 1 oznaCavamo s
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TAD. Dakle,
TAY = 54 ® C[1]/22C[z],

s komutatorom
la(m) @27, b(n) @27] = [a(m),b(n)] @27,

K®, TAV] =0.
gdje je komutator zdesna odreden komutatorom definiranim na shy, a(m),b(n) € sy, za m,n €7

ip,qe{0,1}.

U nastavku ¢emo zbog jednostavnosti koristiti sljedece oznake

a(m)®z° = a(m),

a(m)®z' =a(m),
K2’=K,
Koz =K,

zam € Z. Sada komutatorske relacije moZemo zapisati na sljedeci nacin

[a(m),b(n)] = [a,b](m+n) +m(alb) o K,
(n)] = a,b](m +n) +m(alb) 8K,
a(m),b(n)] =0,

—

gdje je (+|-) normalizirana Killingova forma na sl;.
Motivirani konstrukcijom vakuum modula za afine Liejeve algebre, na pocetku definiramo

o (1)
sljedece podalgebre od TA; .

(TA{") = (sher'Clr]) © Cl:l/22CL,
(TAEI))O = (sb ®CK) ® C[z]/z*Clz],
(TA(11)>+ = (s ®1C[1]) ® C[z]/2*C[z].

Sada imamo

ral = (14{") o (1a{"), @ (TA"),

Podalgebru (TAEI)> 0 @ (TAgl))Jr ¢emo u nastavku oznacavati s (TA§1)> -0

Neka je C, 7 jednodimenzionalni vektorski prostor generiran s 1. Neka (TA(11)> 0 djeluje tri-
vijalno na C, z, osim za centralne elemente K i K koji djeluju mnoZenjem slijeva s k i k redom.
Ovime je na C, 7 definirana struktura (TA&I))>O-m0dula. Sada po definiciji induciranih mo-

dula za Liejeve algebre, [21], TAEI)—modul induciran s C, 1 je TAgl)—modul koji odgovara
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?/(TA(II))—modulu
k 1 1
vER (1) = 2 (1Al Do (1)) Cip (2.1)

>0

Po P-B-W teoremu, jer je

A = (14") @ (1a]")

>0

slijedi izomorfizam vektorskih prostora
k 1\ ~ 1
Ve (TA) = 7 (1A 22)

Stoga, vazno je detaljno prouciti bazu od (TAE1)> K
Na bazi od (TA(II)) _, koju Cini skup elemenata

{a(_n) ®2z” | n> 0,]7 S {07 1}7“ S 5[2}7
definiramo uredaj na sljedeéi naCin:

a(—n) @z’ < b(—m)®z% akoje p > ¢
ili(p=qin>m)
(2.3)
li(p=g=0in=mib =<4, a)
li(p=g=1lin=mia=<s,b)

zaa,b € sly, p,g€{0,1}, m,n € Z,, auredaj <, je definiran na sl, s

e <sh, h <1, f-

Oznacimo s 1 slikuod 1®1 € % (TA(II)) ®C,zu vkk (TAEI)). Zbog izomorfizma vektorskih

prostora (2.2) i P-B-W teorema baza od vkk <TA§1)> se sastoji od monoma
ai(—m) - ap(—np)bi(—my)- - by(—my)1, (2.4)

zaag,by € sh,ke {1,...,p}, 1 €{l,...,q}, ,,m; € Z takvidan; >ny > --->n, >0, m >
my > -+ > my > 0. Dodatno, ako je ny = ny41, onda je ay <1, ax+1 te ako je m; = my 1, onda
je bip1 <1, br.

Ako definiramo stupanj na ykk (TAEI)) S

p q
degai(—ny)---ap(—np)b1(—my)---by(—mgy)l = Zni—{— Z m;jidegl =0, (2.5)
=1 j=1
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Takiffova verteks-algebra tipa A, Definicija Takiffove algebre

onda moZemo definirati gradaciju po stupnju na ykk (TAg1)>.
PiSemo

vEk(TAl) = @VEF (TA]Y)

s>0

(s)”
gdje su potprostori ykk (TA(II)) ) razapeti monomima
N
ai(—n1)---ap(=np)bi(—my)---bg(—mg)1

stupnja s.

Dodatno, moZemo definirati stupanj komutativnog dijela monoma
P
deg,@r(—m)-+-a@p(—=np)bi(=m1) -+ by(=mg)1 = ¥ n;
i=1
te stupanj nekomutativnog dijela monoma

q
deg,.ai(—n1)---ap(—np)bi(—mi)---bg(—mg)l = Zmi-
i=1

(2.6)

Napomena 2.1.1. Uoc¢imo da je homogena komponenta stupnja jedan kao vektorski prostor

izomorfna konac¢no-dimenzionalnoj Takiffovoj algebri TA;.

Dodatno, TA&I)—modul vk (TA%1)> je generiran s 1 uz slobodno djelovanje od (TA%1)> i

relacijama x(n)1 =0,zax € TA;in >0, K1 =k1i K1 =kl.
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2.2. TAKIFFOVA VERTEKS-ALGEBRA TIPA Agl)

U [20]1 [33] moZemo pronaci detaljan opis konstrukcije verteks-algebre pridruzene afinoj Li-
ejevoj algebri i Virasorovoj algebri. Po uzoru na te osnovne primjere, mi ¢emo u ovom odjeljku
dokazati da V<& (TAEI)> mozemo opskrbiti strukturom verteks-algebre. Dokaz je jednostavno

proSirenje dokaza rekonstrukcijskog teorema u slucaju univerzalne afine verteks-algebre, [20].

Teorem 2.2.1. Neka su k,k proizvoljni kompleksni brojevi. Na vkk <TA§1)> mozemo defini-

rati strukturu verteks-algebre.

Dokaz. Neka je vakuum vektor 1. Na pocetku definiramo operator D na sljedeci nacin
D1=0i[D,x(n)] = —nx(n—1),

zax € TA;. Zatim provjeravamo uvjete rekonstrukcijskog teorema.
Generirajuci skup vektora Cine vektori x € TA|. Svakom vektoru x € TA; pridruZujemo polje
x(2) =Y x(n)z"".
nez

Za svaki x € TAy, vrijedi

Uvijet 1

jer je

Uvjet 2 Po definiciji vrijedi D1 = 0. Preostaje dokazati [D,x(z)] = d,x(z), za svaki x € TA;.

[D,x(2)] =D, } x(m)z™" "]

nez

= ¥ Dox(w]e !

nez

=) (=nx(n—1)z7"""

nez

= Y (- D)z

nez

= 9:x(2).
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Uvjet 3 Neka su x,y € TA;. Ako su x,y € slp, tvrdnja slijedi iz aksioma lokalnosti za uni-
verzalnu afinu verteks-algebru tipa Agl). Akoje x=aiy=bh, za a,b € sl,, onda je
[x(m),y(n)] = [a(m),b(n)] = 0, odnosno [x(z),y(w)] =0. No, ako je x =a iy =b, za

a,b € slp, analogno dokazu lokalnosti univerzalne afine verteks-algebre tipa Agl) , imamo

=Y am)z"", Y b(nyw !

mez nez
= [@(m), b(n)]z"tw" !
mezZnel
= @bl (m+n)z" w4+ Y Y m(a, )oK w !
meZneZ meZneZ
= @, b)(m+n)z"'w '+ Y m(a,b)Ke "W
meZner mez
_ [a7 b] (m + n)w—(m+n)—1wm+n+1z—m—1W—n—l + (a’ b)F Z mZ—m—lwm—l
mezZnel mez
_ Z [57 b] (m+n>w—(m+n)—lz—m—lwm + (a,b)? Z mz—m—lwm—l
nez mez

€Z
— [a,b]

~~

w)8(z—w) — (a,b)Kd.6(z—w)
Dakle, vrijedi
(z—w)*[a(z),b(w)] = 0.
odnosno, (z —w)?[x(z),y(w)] = 0.
Uvjet 4 Slijedi iz definicije baze (2.4).
Sada, po rekonstrukcijskom teoremu imamo strukturu verteks-algebre. |

Verteks-algebru cemo takoder oznacavati s ykk (TASI)).
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2.3. TAKIFFOVA ALGEBRA VERTEKS OPERATORA

TIPA Agl)

Kako bismo nadogradili strukturu verteks-algebre ykk (TAgl)) do algebre verteks operatora,
na pocetku je potrebno odrediti konformni vektor. Formulu za konformni vektor Takiffove
(super)algebre pridruZene afinoj Kac-Moodyevoj (super)algebri su odredili S. Babichenko i D.
Ridout u ¢lanku [14]. Zbog potpunosti, dajemo eksplicitni zapis u naSem slucaju i dokazu-
jemo da isti zadovoljava relacije Virasorove algebre. Dodatno ¢emo pokazati da vkk <TA§])>
mozZemo opskrbiti strukturom algebre verteks operatora.

Sljedeca lema je poseban sluc¢aj Teorema 1 iz Clanka [14].

Lema 2.3.1. Neka je

o I . 1 1
0= E_ce(—l)f(—l)l—l— if(—l)e(—l)l%— ie(—l)f(—l)l—k if(—l)e(—l)l
n %E(—l)h(—l)l T R R 2.7
R 4%

Tada je @ konformni vektor u vkk (TA51)> centralnog naboja ¢ = 6.

Dokaz. Zadanom vektoru o € V<* (TA(II)) @ pridruZzujemo polje

~

1 - 1 _ 1_ -
Y(w,z) = Y(E_(e(—l)f(—l)l—l—if(—l)e(—l)l%—ﬁe(—l)f(—l)l—l—if(—l)e(—l)l

+ %E(—l)h(—l)l — k_+24z(—1)7(—1)1 - @E(—l)ﬁ(—l)l,z) (2.8)
k 4k

i definiramo operatore L(n), zan € Z s

Y(0,2)=) w,z " = Y L(n)z " 2.

nez nez
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Takiffova algebra verteks operatora tipa A

(1)

Nadalje,
L(n) = Res.2""'Y (w,2) g‘ae (—i—=1)f(n+i+1)+ f(n—i)e(i)
;)f (—i—De(n+i+1)+e(n—i)f(i)
+%ZE(—1’—1)f(n+i+1)+f(n—i)é(i)
;Of (—i—1)e(n+i+1)+e(n—i)f(i)
Zh (—i—Dh(n+i+1)+h(n—i)h(i)

kiio

—— Y e(—i— 1) f(n+i+1)+ f(n—i)e(i)

i>0

k+4Zh —i—1D)h(n+i+1)+h(n—i)h().

i>0

PokaZimo sada da definirani operatori zadovoljavaju relacije Virasorove algebre

3—m

12

[L(m), L(n)] = (m—m)L(m+n) + 7" 840C,

odnosno

0,0 =0, zan> 4.
Za pocetak dokazimo da vrijedi
[L(m)7x<n)] = _nx(m+n)7

zasvakix € TA;.

Neka je x =e. Dokazimo

2.9

(2.10)

(2.11)
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Analogno slucaju afine verteks-algebre, [33], primjenom komutatorske formule dobivamo

[e(n),L(m)] = [e(n), @(m +1)]

n

= ({00) oy e()0), ., () €200), 4

Kako je o € ykk (TA(11)> ,toje

(2)

e(n)w=0,zan>?2.

Odredimoe(n)mwza0 <n <2
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£(0)0 = = ([e(0),e(— I~ 1)1 +e(~1)[e(0) F(-]1)
+ = ((0), (= DJe(—1)1+ /(= 1[e(0) &~ D]1)
+ 2 (0),2(— )} (~ 1)1 +2(~1)/e(0), (- D]1)
4 (#(0), F(-1)Je(= 1)1+ F(= D (0),e(~ 1)1
+ - ([(0),H- -1+ R D[e(0), (= D]1)
=55 () (- DIF- )1+ 1)e(0) F- 1)
=5 (0) DR R D[E(0) A1)
o

Dakle, vrijedi
[e(n),L(m)] = ne(m+n).

Analogno se pokaze da relacija vrijedi 1 za preostale elemente iz TA;. Sada primjenom te

relacije i komutatorske formule dobivamo
L(—1)ar(—ny)---ap(—np)bi(—mi)---by(—my)1 =

D(ai(—m) - ap(=np)bi(=mi)---by(—my)1),
gdje je ay(—ny)---ay(—np)b1(—my)---by(—my)1 element baze definiran u (2.4). Prema tome,
L(—1) = D, a onda vrijedi
w0 =L(—1)ow =Dao.
Dodatno, kako bismo dokazali da je @ konformni vektor centralnog naboja ¢ = 6, preostaje

dokazati

00=L0)w=20,
0o=L(1)o=0,
w30 =L(2)w =31,

w,0=0, zan>4. (2.12)
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(1)

. ()
Takiffova algebra verteks operatora tipa A

37



Takiffova verteks-algebra tipa Agl) Takiffova algebra verteks operatora tipa Agl)

L2)o = — ([L(2),e(=D]f(=1)1+e(=1)[L(2), f(-1)]1)

(=DJe(=D1+f(=1)[L(2),e(=1D)]1)

=
N/
.

Nadalje vrijedi, L(n)® = 0, za n > 4. Ovime smo dokazali da vrijede sve relacije iz (2.12). W

Teorem 2.3.2. Neka je k proizvoljan, a k nenula kompleksni broj. vk <TA§1)) je algebra

verteks operatora uz konformni vektor dan s (2.7).

Dokaz. U Lemi (2.3.1) smo dokazali neke aksiome algebre verteks operatora. Dokazimo i
preostale. Na pocetku dokazimo da L(0) djeluje poluprosto na ykk (TAEI)> . Primjenom relacije
(2.11) slijedi

L(0)ai(—=n1)---ap(—np)bi(—my) - bg(—mg)1 =

(ny 4+ np+my+---my) (a_l(—”ll) -ap(—np)bi(—my) - ~bq(—mq)1).
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1 1

U (2.5) uocavamo da se gradacija po stupnju podudara s gradacijom po L(0)-potprostorima te

za
kk (DY _ kk (1)
VEE (TAlY) = @ VR (1A )(n)
n>0
vrijedi
LO)| iz (py0y =nld 2 )
ka(TAl )(n) kk(TA )(n)
i
vkk (A o
dim V¥ (TA] )(n) <
Dodatno,
ykk (TA§])>(n) =0zan<0.
Dakle, V& (TA(II)) je algebra verteks operatora. [
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2.4. MODULI ZA VERTEKS-ALGEBRU V*# (TA?))

(1)

U ovom poglavlju ¢emo definirati restringirane TA; "-module. Osnovni primjer je, prethodno
definirani, TASI)-modul ykk <TA(11)>, tzv. univerzalni restringirani TA&I)-modul. Pokazali smo
da na njemu moZemo dobiti strukturu verteks-algebre i algebre verteks operatora, a sada ¢emo
dokazati da su restringirani TASI)—moduli ujedno moduli za verteks-algebru ykk (TA(11)>. Ana-
logna tvrdnja, u slucaju afinih Liejevih algebri i Virasorove algebre, je dokazana u [33]. Po
uzoru na neke matematicke ¢lanake u kojima se proucavaju Takiffove algebre, dajemo defini-

ciju teZzinskih modula, posebnu vrstu restringiranih modula, i to
 generaliziranog tezZinskog modula ( [35], [17]1 [46]),
* tezinskog modula ( [35], [46]1 [44]).

Tezinski moduli i moduli najvece teZine nekih poznatih Liejevih algebri proucavani su u mno-
gobrojnim ¢lancima, neki od njih su [32], [30], [33], a o teZinskim modulima nekih Takiffovih

algebri moZemo Citati u ¢lancima [35], [44], [11], [10], [39], [46], [17].

2.4.1. Restringirani TAEI)—moduli

Definirajmo posebnu klasu TAgl)-modula.

Definicija 2.4.1. Za TAEI)—modul R kaZemo da je restringiran ako za svakix € TA;iv €R je

x(njy=0zan>0.
Od posebnog su znacaja restringirani moduli sa sljedecim svojstvom.

Definicija 2.4.2. TA(ll)—modul R na kojeg K djeluje skalarom k € C, a K djeluje skalarom

k € C nazivamo modulom nivoa (k,k).

Sada primjenom teorije lokalnih polja, po uzoru na Teorem 6.2.12 u [33], imamo sljedecu

tvrdnju 1 njezin dokaz.
(1)

Teorem 2.4.3. Neka su k, k proizvoljni kompleksni brojevi i R restringirani TA; ’-modul nivoa

(k,k). Tada na R imamo strukturu ykk (TA(I])) -modula, za verteks-algebru vkk (TAgl) )

Dokaz. Za svaki x € TA; definirajmo

xg(z) =x(z) = ZZX(n)Z‘”‘1 € (EndR)[z,z""]].
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Kako je po pretpostavci R restringiran, to su xg(z) polja. Stovise, to su medusobno lokalna polja
(po Teoremu (2.2.1), 3. uvjet).

Oznacimo sa S skup lokalnih polja, tj. S = {xg(z),1g}. Sada iz teorije lokalnih polja vrijedi
da je S lokalni podskup od €(R), odnosno lokalni potprostor. Po Teoremu 5.5.18 iz [33], S

generira verteks podalgebru od €(R), tj.
(S) = spam{xl(el)(z)n1 ...xl(ep) (@, 1R | P> 0,x) € TA|,n; € 7},

za koju je R vjeran modul s djelovanjem Yg((z),20) = a(z0)-

Dodatno, po Teoremu 6.2.7 iz [33], (S) je restringirani TAgl)—modul nivoa (k, k) na kojem x(n)

djeluje s xg(z)n, zax € TAy, n € Z, te je kao TAEI)-modul generiran s 1 i relacijama

x(n)1g = xg(2)nlg =0,n > 0,x € TA;.

(1)

Zbog svojstva univerzalnosti Vermaovog modula postoji jedinstveni homomorfizam TA; ’-modula
9: VEE(TA()) = (5),
zadan s ¢(1) = 1g. Iz zadanog pravila pridruZivanja slijedi
oGV (). xP(p)1) = @y . (@D T

Sada iz Teorema 5.7.6 iz [33] za T = {x | x € TA;} slijedi tvrdnja. |

2.4.2. Primjeri nekih vkk (TAgl)) -modula
Trokutasta dekompozicija afine Liejeve algebre 5A[2 je
sh=T_ahon,,
gdje je
i= ('l emiap))ec[ ] on,
ny = (tCltl®@ (n-ah))&Clt]®@ny,
h=(Coh)aCK.

an_, ng ib su podalgebre Liejeve algebre sl, takve da je sl, = n_ & bh P ny standardna
trokutasta dekompozicija od sl,. Po [44] navedena trokutasta dekompozicija inducira de-
kompoziciju za TA%I), tj. za podalgebre Tn_ = n_ ® C[z]/z*C[z], Tny = 0y ® Clz]/z*C[g]
iTh=h® Clz]/z*C[z] Liejeve algebre TA(ll) vrijedi

TAV) =Th_@TheTH,.
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Uocimo, elementi podalgebre Th su h(0),1(0),K, i K. Prema tome, ovo nije prava trokutasta
dekompozicija od TA(II) jer TB ne djeluje dijagonalizabilno na TA(II).

Po uzoru na [35], [46], [17]1 [44] dajemo sljedece definicije.

Definicija 2.4.4. TAEI)—modul M nazivamo generaliziranim teZinskim modulom ako M dopu-

Sta dekompoziciju

M= P M,

/IETE*
gdieje My ={meM|(h—A(h)'m=0i(h—A(h))’m=0, zaneke r,s € N}.

Definicija 2.4.5. Generalizirani TA(ll)—modul M nazivamo teZinskim modulom ako M dopusta

dekompoziciju

M= M,
Aeﬁ*
gdje je My = {me M | hm = A(h)m}.

Definirajmo sada vaznu klasu tezinskih modula, module najvece teZine.

Definicija 2.4.6. TeZinski TA(ll)-modul M nazivamo modulom najvece teZine s tezZinom A € H*

ako postoji nenula vektor v, koji generira M i ima sljedeca svojstva
1. TﬁJr.V)v = O,
2. /’l.V)L = ),(h)v;t.

Vektor v; nazivamo vektorom najvece tezine A, a A najve¢om tezinom od M.

Ako je dodatno ispunjeno i
3. hvy, = A(h)vy, za A € TH*,
onda kazemo da je M jaki modul najvece teZine s teZinom A.

Konstruirajmo sada jednu vaznu klasu modula najvece tezine. Za neki A € Th* na Cv,,

definiramo strukturu 7 6 Ta-modula na sljedeci nacin
TﬁJr.vl = 0, h.v,l = ).(h)v,l, /Tl.v;L = A(Z)vl, K.V)L = kv,l, E.V)L :Ev,l.

Inducirani modul

M) =2 (1A, Cv;,

(TR &Th)
je TA&I)—modul najvece tezine A s vektorom najvece teZine 1 ® v, . Kako je M(A) restringirani
TA(II)-modul to je po Teoremu 2.4.3 ujedno i vkk (TA&I))-modul, gdje je vkk (TA(II)> verteks-
algebra.
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2.5. IZOMORFIZAM ALGEBRI VERTEKS OPERATORA

Za prethodno definiranu algebru verteks operatora ykk (TA(Il)) centralni naboj je neovisan o
k, odnosno k. Neovisnost centralnog naboja ima univerzalna Heisenbergova algebra verteks
operatora. U [33] je pokazano da su sve univerzalne algebre verteks operatora pridruZene
Heisenbergovoj algebri za nenula nivoe medusobno izomorfne. To nas motivira da provjerimo
egzistenciju odgovarajuceg izomorfizma u slucaju ykk (TA%I)>. Po uzoru na Propoziciju 6.3.10

u [33] dajemo sljedecu tvrdnju i dokaz.

Propozicija 2.5.1. Neka su k,k nenula kompleksni brojevi. Tada postoji izomorfizam algebri

. 3 ) . 1
verteks operatora izmedu VKK (TA(1 )) i vkt (TA(1 )).
Dokaz. Sli¢no kao u [33] definiramo preslikavanje
3 1 1
91 VEE(TA()) = vEK(TAD)

na sljedeci nacin

P
ai(—m) - ap(—np)bi(—my) -+ bg(—mg)1 — (%) ai(—m) - ap(—np)bi(—mi)- - bg(—mg)1

gdje je aj(—ny)---a,(—np)b1(—my)---by(—my)1 monom baze definiran kao u (2.4).
Kako je, za proizvoljne nenula kompleksne brojeve k i k, VA <TA§1)) izomorfan s % <(TA§1)) 7)
kao vektorski prostor, to je s ¢ dobro definiran linearni izomorfizam izmedu ykk (TA§1)> i
vkk(Tall)y.
1z definicije preslikavanja vrijedi:

¢(1) =1,

¢(a) = ¢(a(=1)1) = a(-1)1,

zaa € slp.
Za pocetak dokaZimo da je ¢ homomorfizam verteks-algebri.
Kako je vk (TAEI)) kao verteks-algebra generirana s TA{, zbog Propozicije 5.7.9 iz [33],
dovoljno je dokazati:

o (aln)v) = (a) ()9 (v) 2.13)
zaa € TA|, neZ,ve Vi (Tal)).

1z pravila pridruzivanja preslikavanja ¢ tvrdnja (2.13) vrijedi za n < 0.
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Preostaje dokazati tvrdnja za n > 0.

Dokaz provodimo matematickom indukcijom obzirom na {(v), duljinu monoma v € V** ( TA%I)) .

Nekaje I(v) =1,tj. v=>b(—m)1iliv=b(—m)1,zam > 01ib € sl,. Dokazimo da je

¢(a(n)v) = ¢(a)(n)9(v) i ¢(a(n)v) = ¢(a)(n)¢(v),

zaa€slhin>0.

Neka je v = b(—m)1.

Primjenom rezacija za komutator dobivamo

¢(a(n)b(—m)1) = ¢([a(n),b(—m)]1)

= ¢([a,b](n —m)1 +n{a,b)8, K1)
(0 sn—m >0
=0 nk{a,b)1 in—m=0
| [a.B)(n—=m)1 in—m <0

a(mo (B(—m)1) = a(n) LH(~m)9(1)
k _
= a5l (1)
= 2 (@Bl = m)o(1) + n(a. 7Y, w0 (1)
——
ke (1)
0 n—m>0
Kk
=% nk{a,b)¢(1) sn—m =0
\ [a,b](n—m)¢p(1) n—m<0
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0 in—m >0
¢(a(n)b(—m)1) = < nk(a,b)1 in—m=0 =a(n)¢(b(-m)1)

la,b](n—m)1 ;n—m <0

Pretpostavimo da vrijedi

0(a(n)v) = a(m)d(v) i p(@(n)v) = ¢(@)(n)p(v),n > 0

za svaki monom v € VA (TA{Y) duljine 1(v) < d.
Dokazimo

¢ (a(n)v) = a(n)¢(v) i p(@n)v) = ¢(@)(n)¢(v),
za svaki monom v € VA (TA{Y) duljine I(v) = d.

Za pocetak dokazimo

Neka je v = b(—m)u i I(v) = d. Primjenom relacija za komutator, definicije preslikavanja i

pretpostavke matemati¢ke indukcije na u vrijedi:
¢(a(n)v) = ¢ (a(n)b(—m)u)

b(

(b(

a(n)u+ [a(n),b(—m)]u)
a(n)u) +o([a,b)(n —m)u+n{a, b) 8y —mKu)

—

—m)
—m)

poﬂdref.

b(—m) ¢(a(n)u) + ¢([a,b](n — m)u) +¢ (nk(a,b) Sn, —mu)
p.p-m.i. p.p.m.i.‘ifi po def.

talenl

= B(-m)an)9(u) + 0. Bl n —m)0 (1) + nk(a,b) 3, 9]
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:§@GW@4@¢@y+mm»a—mn¢w»
= KB m)a(m (@) + (0. Bln ) a) + 00, 5)8, Ko (0
= KB matn)o )+ Ko Blin - m)o ) (a5, ).

Analognim ra¢unom dobivamo

No, ukoliko je v = b(—m)u analognim postupkom dobivamo

¢(a(n)v) = b(—m)a(n)¢(u) +|a,b|(n —m)¢(u) + nk(a,b) 8, —m@ (1) = a(n)d(v).

k

0 (@) = Lb(~m)a(n)9 () + 12, b](n — m)9 () +1E(a,b) 8y ) =

tanl iKanl

a(n)¢(v).

Ovime smo dokazali (2.13).
Dokazimo da je homomorfizam verteks-algebri ujedno i homomorfizam agebri verteks opera-

tora, tj. za @ € Vk’%(TAgl)) vrijedi

0(0) = 0 (S-e(=1F(~ D1+ L F(~1)e(~ D1+ e~ (- )1+ F(~Te(~1)1
1 k+d k+4—
+5gh (D=1~ - e(—1)F —1)1—4—%2h(—1)h(—1)1
1 1 _ 1_ 1 —
= spe (= DA+ 5 (= De(= D1+ (=D (- D1+ 3 F (- De(~1)1
+%<Z(—1)h(—1)1— k;“z( 1)7(-1)1-’?724;;(—1%(—1)1) = e Vv (Tal).

Napomena 2.5.2. Primijetimo da je navedeni izomorfizam formalizacija razmatranja koje se
javlja u ¢lanku T. Quellea, [37].
Autor u navedenom ¢lanku opisuje dva postupka, afinizaciju kona¢nodimenzionalne gene-

ralizirane Takiffove algebre te tzv. takifizaciju afine Liejeve algebre. Za Takiffove algebre, koje
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su poseban slucaj generaliziranih Takiffovih algebri, osnovna razlika u ova dva postupka je da
afinizacijom kona¢nodimenzionalne Takiffove algebre s odgovarajuom invarijantnom formom
(-,-) algebra sadrzi jedan centralni element K, dok konstrukcijom Takiffove algebre pridruZene
afinoj Liejevoj algebri dobivamo dva centralna elementa, K i K. Autor nadalje pokazuje da
opcenito ne postoji izomorfizam medu algebrama, medutim, ako se promatra djelovanje algebri
na odgovarajucu reprezentaciju prikladnim odabirom koeficijenata kojim djeluju centralni ele-

menti proizlazi da ova dva postupka komutiraju.

Spomenimo da se postupak afinizacije generalizirane Takiffove algebre pridruZene prostoj
Liejevoj algebri javlja i u ¢lanku A.L. Moleva, [36]. No, vazno je naglasiti da se navedeni pos-
tupak razlikuje od onog kojeg definira T. Quella zbog razli€itog naCina definiranja invarijantne
simetri¢ne bilinearne forme. U svom c¢lanku, A. I. Molev definira bilinearnu formu trivijalnim
prosirenjem standardne normalizirane Killingove forme definirane na polaznoj prostoj Lieje-
voj algebri Sto rezultira drugacijom verteks-algebrom obzirom na verteks-algebru definiranu u

Clanku T. Quellea.

Napomena 2.5.3. ZbOg izomorfizma algebri
1 ~Y 1
‘zk,k (TA% )) ‘Ik,k(TAg ))

dovoljno je pisati V¥ <TA§1)), za k # 0. Zbog jednostavnosti, u nastavku koristimo samo oznaku

vk,
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3. PROSTOTA VERTEKS-ALGEBRE V*

Glavni cilj ovog poglavlja je dokazati prostotu verteks-algebre VX, Prisjetimo se da je iredu-
cibilnost modula ekvivalentna prostoti pridruZzene verteks-algebre ( [25]) zbog Cega ¢e glavni
zadatak biti proucavanje ireducibilnosti odgovarajuceg modula.

Prateéi metodu opisanu u [32], gdje je pomocu determinante odgovarajuce bilinearne forme
dan kriterij ireducibilnosti Vermaovog modula Virasorove algebre, definirat éemo kontragredi-
jentni modul adjungiranog modula V¥ (TA(11)>, na njemu odgovarajucu bilinearnu formu te
proucavati matricu, odnosno determinantu, pridruZenu toj bilinearnoj formi. U ¢lancima [39],
[12], [10], [11], [29] je opisana metoda primijenjena na nekim drugim Takiffovim algebrama
te motivirani navedenim ¢lancima ispitujemo nas slucaj.

Na pocetku smo spomenuli da je Takiffova algebra poseban slucaj algebri koje se u literaturi
javljaju pod nazivom “truncated current Lie algebra”. U [44], B. J. Wilson daje op¢i kriterij
reducibilnosti Vermaovih modula od “truncated current Lie algebra”za Siroku klasu Liejevih
algebri, tocnije za sve one Liejeve algebre koje posjeduju trokutastu dekompoziciju (npr. Kac-
Moodyeve Liejeve algebre, Heisenbergova algebra i Virasorova algebra). Kriterij u slucaju

Kac-Moodyeve Liejeve algebre je dan sljedecim teoremom.

Teorem. Neka je dana afina Kac-Moodyeva Liejeva algebra g i njoj pridruZena “truncated
current Lie algebra”s indeksom nilpotentnosti N. Tada za proizvoljni A, Vermaov modul M(A)
za “truncated current Lie algebra”je reducibilan ako i samo ako je (Ay,K) = 0 ili (;\; | o) =

m(An,K), za neki korijen @ i m € Z.

No, mi éemo u ovom poglavlju ispitivati prostotu verteks-algebre V¥, §to je ekvivalentno
ireducibilnosti adjungiranog modula V¥ (TASI)) = Vkk (T Agl)). Po konstrukciji je V¥ (TAEI) )
kvocijent Vermaovog modula, tj. vakuum modul neovisan o korijenima. Stoga, zbog potpunosti

dajemo kriterij ireducibilnosti samo u nasem slucaju.
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3.1. IREDUCIBILNOST ADJUNGIRANOG MODULA
k (1)
1% (TA1 )

Na pocetku ovog odjeljka dajemo definiciju i osnovna svojstva kontragredijentnog modula pra-
te¢i [22]. Primjere nekih kontragredijentnih modula moZemo pronaci u ¢lancima [6], [39],

[2]. Zatim definiramo kontragredijentni modul od V* (TA&I)) 1 odgovarajucu bilinearnu formu.

3.1.1. Kontragredijentni modul adjungiranog modula V* (TAgl))

Definicija 3.1.1. Neka je (W,Y), gdje je W = @,,cq W(,,)» modul za algebru verteks opera-
tora (V,Y,1,0) i W* = @, W(’;) graduirani dualni prostor od W. Neka je dano bilinearno

preslikavanje (-,-): W* xW — C i linearno preslikavanja
Y*(-,2): V= (EndW")[[z,z7']]

v Yi(vz) =Y v(n)'z ",
nez

takvo da
(V" (v, w) = (W, ¥ (€MD (= )HO 27 Hw) (3.1)

zaveV,w € W* we W. Tada uredeni par (W*,Y*) ima strukturu V-modula i nazivamo ga

kontragredijentnim modulom od W.

Primjer 3.1.2. Nekaje V =V te VX (TAEI)) promatramo kao V¥-modul za algebru verteks

operatora V*. Prethodno smo pokazali da vrijedi
[L(m),x(n)] = —nx(m+n)

za x € TA;. Stoga 7a x = x(—1)1 € V¥ (TA}")  dobivamo

(1)
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Sada po definiciji imamo:
(Y*(x, 2w/, w) = (Y (e (=272 0, 27 yw)
= (WY (=2 x5,z )W)

= (W, (= ¥ x(m)2" w)

nez

=W, — Z x(—n)z " w).

nez

Odnosno, u zapisu po komponentama
x(n)* = —x(—n).
Pouzoruna [22]1 [34], motivirani s (3.1), definiramo bilinearnu formu
(o) VE(TA) s vE(TAlY) = ©
na sljededi nacin:
1) =1,
(X1|Y1)=(1|X"Y1).
Ovako definirana bilinearna forma je invarijantna.
Posljedica invarijantnosti bilinearne forme je ortogonalnost svojstvenih potprostora V* (TAEI) )
vk (1)
w(mlk)

Svojstvo nedegeneriranosti je ekvivalentno egzistenciji izomorfizma izmedu kontragredijent-

(r)

,zar # s, obzirom na (- | -) i simetri¢nost bilinearne forme.

nog modula V¥ (TAEI) )* adjungiranog modula V* (TAE1)> 1 u tom slucaju se bilinearna forma
(-] -) podudara s bilinearnom formom (3.1). Detaljni dokazi invarijantnosti, ortogonalnosti,
simetri¢nosti 1 nedegeneriranosti bilinearne forme mogu se pronaci u [34]1 [22].

Zbog ortogonalnosti svojstvenih potprostora dovoljno je promatrati restrikciju bilinearne

forme na potprostor V¥ (TAEI)) " kojeg cemo u nastavku zbog jednostavnosti oznacavati s V()

(s)

U prethodnom poglavlju smo definirali da je baza od V(y) sacinjena od monoma
ai(—nm) - ap(—np)bi(—my)---be(—mg)1,
za koje vrijedi
p q
Z n;+ Z mj=s.
i=1 j=1

Uocimo da se u definiciji javljaju particije prirodnog broja.
Po uzoru na [2] definirajmo particiju i uredaj na skupu tih particija. Nekajen € N,/ € N i

[ < n. Particija broja n € N je uredena [-torka prirodnih brojeva
N = (n1,ny,...,n;)
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za koju vrijedi

ny>ny > - >n >0,

l
Zl’l,’ =n.
i=1

Brojeve n; nazivamo dijelovima particije, broj n teZinom particije, u oznaci |[N|, a broj / duljinom
particije, u oznaci [(N).
Oznacimo skup svih particija broja n s &,. Definirajmo uredaj na &7,. Neka su N =

(n1,na,...,m) i M = (my,my,... ,my) dvije particije broja n.
N < M ako postoji r takav da je ny =my,...,n.—| = m,_1 i n, > m,.
Obzirom na definirane particije, zbog jednostavnosti, elemente baze
ai(—m) - ap(—np)bi(—mi)---bg(—my)1

¢emo pisati u kraéem obliku

A(=N)B(—M)1,
gdje je
A(=N) =ai(—m)---ap(—np) i B(=M) := bi(=my) - by(—my),
za ai, b; € sl, u odgovaraju¢em poretku. U nastavku ¢emo koristiti i sljedeée oznake

Z[(N) 1= ap(np)---ai(m)iB' (M) := by(mg) - b1 (m),

za ay,b; € sl,.

Dodatno, za X (—N) = x1(—ny)---xp(—n,) definiramo
X*(=N) = xi(=n1)---x,(=np),

gdiejex;e TA ivrijedie* =f, f*=e,h*=h,e*=f,f =e,h =h.

3.1.2. Kacova determinanta

U ovom pododjeljku prouc¢avamo restrikciju prethodno definiranu bilinearnu formu na Vi x
V(s) te njoj pridruZenu Kacovu determinantu. Cilj nam je uciniti matricu (V(s) | V(S)> Sto prik-
ladnijom za raCunanje determinante. SliCan postupak, za druge galilejske algebre, se javlja u
¢lancima [39], [12]. Kao glavnu motivaciju navodimo sljede¢e primjere u kojima promatramo

matrice (V(1) | V(1)) i (V(2) | V(2)) i njima pridruZene Kacove determinante D; i D;.
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Primjer 3.1.3. Odredimo Kacovu determinantu D, bilinearne forme (- | -) restringirane na
V(l) X V(l)-
Elementi baze potprostora V{;) su svi monomi A(—N)B(—M)1 za koje vrijedi [N| + [M| =1 te

su poredani tako da je matrica (V(y) | V(1)) gornjetrokutasta.

My V) =

f(=D1[ —k 0 0 0 0 —k
h(—1)1 0 —2k 0 0 —2k 0
e(—1)1 0 0 —k —k 0 0
é(—1)1 0 0 0 —k 0 0
h(—1)1 0 0 0 0 —2k 0
f(=1 0 0 0 0 0 —k
Uoc¢imo
Dy #0, zak #0.

Primjer 3.1.4. Odredimo Kacovu determinantu D, bilinearne forme (- | -) restringirane na
Vi) x Via)-

Elementi baze potprostora V() su svi monomi A(—N)B(—M)1 za koje vrijedi [N| + M| = 2.
Matrica (V(,) | V(2)) je znacajno veceg reda od matrice (V(y) | V(1)) i zbog toga ¢emo je proma-
trati po blokovima.

Ako s V(Ig ) oznaCimo potprostor vektora (ukupne) teZine s i komutativne teZine k, onda proma-

tramo sljedece blokove

(Vi | Vi) =

a-De(-D1  a(=DA(-D1  &(-DF(-D1  A(=Dh(-)1  K(=DF(-D1  F=DF-D1  &-21 k(-1 F(-2)1
FDA- 2k? 0 0 0 0 0 0 0 0
FCDR-11 0 2k? 0 0 0 0 2k 0 0
FDe(-1 0 0 K2 0 0 0 0 2 0
H(-1H(-1)1 0 0 0 8k2 0 0 0 0 0
H(-T)e(~ 1)1 0 0 0 0 2k? 0 0 0 2
e(—1e(~1)1 0 0 0 0 0 2k? 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 2k 0 0
H(-2)1 0 0 0 0 0 0 0 —4k 0
(-1 0 0 0 0 0 0 0 0 2k
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(Vioy | Vi) =

e(-1f(=D1 e(=Da(-11  &(-De(-)1  h(=1)f(=11  A(=Dh(=1)1  h(=De(-1)1  f(=1)f(-=D1  f(=Da(=1)1  f(=1)e(-1)1
A1 k2 0 0 0 0 0 0 0 0
F=DR(-1)1 0 2k2 0 0 0 0 0 0 0
FEF-01 0 0 K2 0 0 0 0 0 0
h(-1)2(~ 1)1 0 0 0 2k? 0 0 0 0 0
h(— DA~ 1)1 0 0 0 0 412 0 0 0 0
H-DF(-11 0 0 0 0 0 2k? 0 0 0
e(-1e(- 101 0 0 0 0 0 0 K2 0 0
(- DR(-1)1 0 0 0 0 0 0 0 2k? 0
(D F(-1)1 0 0 0 0 0 0 0 0 K2
Vo) Vo)) =
FEDT A=D1 (=21 f(=Df(=D1  f(=Dh(=D)1  f(=De(=D1  h(=DA(=1)1  h(=De(=1)1  e(=1)e(~1)1

(-2 2k 0 0 0 —2k 0 0 0 0

A(-21 0 —4k 0 0 0 2k 0 0 0

-2 0 0 2k 0 0 0 0 —2k 0

aen |0 0 0 2k? 0 0 0 0 0

v |0 0 0 0 2k? 0 0 0 0

e~ F(-1)1 0 0 0 0 0 K 0 0 0

Aot |0 0 0 0 0 0 8k> 0 0

Ayt |0 0 0 0 0 0 0 2k? 0

F=DF(=1n 0 0 0 0 0 0 0 0 2k2

Konac¢no imamo blok-gornjetrokutastu matricu

(Vi) 1 Vi) * *
Vo) [ Vo) = 0 (Vi 1 V) %
0 0 (Vi) 1 Ve
Uoc¢imo
D> #0, zak #0.

Iz prethodnih primjera je jasno da elemente baze po stupcima, odnosno retcima, moramo
poredati na odgovarajuci nacin kako bismo dobili blok-gornjetrokutastu matricu. Najprije po-

redajmo monome po stupcima.
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!
Neka su A(—N)B(—

M)1i C(—N')D(—M’)1 dva proizvoljna elementa baze potprostora V() i

neka je komutativni stupanj monoma definiran kao u (2.6). Definiramo sljedeéi ureda;j

C(—N")D(—M')1 ako je

M)1 > deg,C(—N')D(—M')1
ili deg.A(—N)B(—

A(—N)B(—M)1 <y,
deg, A(—N)B(—

M)1 =deg.C(—N)D(—M')1iN' < N
ili deg.A(—N)B(—M)1 =deg,C(—N")D(-M")1iN' =NiM <M’
ili deg. A(—N)B(—M)1=deg,C(—-N")D(-M")1iN' =NiM =M

i leksikografski poredak komponenti induciran s (2.3) (3.2)
Sada poredajmo monome po stupcima

Neka su elementi baze A(—N)B(—M)1 poredani kako smo prethodno definirali. Poredak po ret-

cima dobivamo tako da svaki element A(—N)B(—M)1 zamijenimo s A" (—N)B*(—M)1. Stoga
matricu (V(y) | V{y)) zapisujemo na sljedeci nacin.

Vi IV Vo TV v Ve
Vl Vs Vl Vs—l Vl VO

Vi Vi = | 0 Vo W [V 0 Wiy W) (3.3)
Vo IV O TV v Ve

Sada provjerimo svojstva bilinearne forme kako bismo izveli zakljucke o (3.3).
Neka su A(—N)B(—M)1iC(—N")D(—M’)1 dva proizvoljna elementa baze potprostora V)

1z definicije bilinearne forme te zbog svojstva komutativnosti slijedi, do na predznak

(A(~N)B(~M)1| C(~N")D(~M')1) = (B(~M)1 | A (N)T(~N')D(~M')1)

(
= (B(~M)1| C(~N"A"(N)D(~M)1)

= (C'(N\B(—M)1 | A (N)D(-M)1).  (3.4)

Analizu provodimo sli¢no kao u [39]1 [12] gdje su proucavane neke druge Takiffove algebre

Neka je |[N'| > [M|(< |N| > |[M’|). Uzastopnom primjenom komutatorske formule na mo-
nomima dobivamo

C(N"B(—M)1 =0. (3.5)
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QOdnosno,

(A(~N)B(~M)1| C(~N')D(~M")1) = 0.
Sada direktno slijedi sljedeéa tvrdnja.

Lema 3.1.5. Akojei+ j > s, ondaje
i Jy
(V(S) | V(S)> =0. (3.6)

Stoga je matrica (V(s) | V(s)) blok-gornjetrokutasta 1 njezina determinanta je jednaka pro-

duktu determinanti matrica (V(‘é) | V(ss;d>, zad € {0,...,s}.

Prema tome, nadalje promatramo bilinearnu formu kada je [N'| = |M|=d i M| = |[N'| =s—d.

No, ogigledno je C (N')B(—M)1 € C1iA' (N)D(—M')1 € C1 pa vrijedi

(C'(N)B(~M)1[A'(N)D(~M)1) = (C (N")B(—M)1|1) (1[A"(N)D(~M")1)

~  ~

= (1|B'(M)C(—N")1)(D'(M")A(~N)1]1)

= (B(=M)1|C(—N)1){A(-N)1|D(-M")1). (3.7

1z (3.7) slijedi

VG TV = (Vo) | V) @ (Vo | V) (3.8)
pa daljnje proucCavanje matrice moZemo ograniCiti na prouc¢avanje matrice (V(2)|V(SS)> (jer je
determinanta tenzorskog produkta jednaka produktu determinanti faktora).

U sljede¢em primjeru pogledajmo ¢emu je jednaka matrica (V(lz) | V(lz)).

Primjer 3.1.6. Uocimo da (V(lz) | V(12)> moZemo zapisati kao tenzorski produkt dvije odgova-

rajuée matrice.

(Vi | Vi) =

-k 0 0
—k 0 -2k O O
0 0 -k
—k 0 0
—2k 0 -2 O =
0 0 -k
—k 0 0
0 —k 0 -2« 0
0 0 —k
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—k 0 0 —k 0 0
0 -2t O ® 0 -2t O =
0 0 —k 0 0 —k

0 |yl 1 | y0
Vi Ve @ Vay [ Vi)
U svrhu proucavanja matrice <V(2) | Vi )> na pocetku dokazimo sljedeéu vaznu lemu.

Lema 3.1.7. Nekaje N = (ny,...,n,),m>n; ix € sl. Tada je

x(m)A(—N)1 = [x(m),x"(—m)] A(—N)1.

Dokaz. Slijedi iz x(m)A(—N)1=Y!_,a (—ny)--- [x(m),a;(—n;)]---a(—n,)1 i pravila komu-
tiranja. Naime, ako je m > ni, onda je svaki komutator u gornjoj sumi b(m —n;) i pripadni
sumand je O.

S druge strane, u

K)o R(m) T (m)?r 1
nenula sumandi dolaze samo od [x(m),x*(—m)] pa tvrdnja slijedi. |

Sada direktno slijedi sljedeca tvrdnja.

Korolar 3.1.8. Matrica (V((;) | V(SS )> je gornjetrokutasta, s dijagonalnim elementima oblika mk”,

zaneke m,r € N.
Dokaz. 1z prethodne leme (3.1.7) slijedi da je za [M| = [N|i M <y, N
(B(—M)1|A(—=N)1) =0
paje (V& | V(ss )) blok-gornjetrokutasta te nadalje promatramo blokove na dijagonali
(B(—N)1|A(=N)1).
No, takoder iz iste leme, slijedi da je
B (N)A(=N)1 = 8- yak'™),

odnosno blokovi na dijagonali su dijagonalne matrice s dijagonalnim elementima oblika mk”,

zaneke m,r € N. [ |
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Dakle,
Dy #0zak#0

$to je ekvivalentno s ireducibilnosti adjungiranog modula V¥ (TASI)) Stoga direktno slijedi

sljedeca tvrdnja.
Teorem 3.1.9. Verteks-algebra V¥ je prosta za svaki k € C\ {0}.

Napomena 3.1.10. Analogni rezultati vrijede za galilejsku W5 algebru, [39], i galilejsku Vir,
odnosno W (2,2)-algebru, [45]. Izvjesno je da bi isto trebalo vrijediti i za galilejske Wy algebre,

zasve N.
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4. ZHUOVA ALGEBRA A (V¥)

Asocijativnu algebru A(V) pridruZenu verteks-algebri V konstruirao je Yongchang Zhu 1996.
godine, [47], gdje je, kao vektorski prostor, A(V) kvocijentni potprostor od V, a mnoZenje je
inducirano verteks operatorima na V. Zhuove algebre su vaZan dio teorije verteks-algebri 1
proucavane su u brojnim ¢lancima. Vaznost Zhuove algebre A(V) proizlazi iz bijektivne kores-
pondencije izmedu klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija od V i klasa ekvivalencije
ireducibilnih reprezentacija od A(V), [47].

O Zhuovim algebrama nekih posebnih verteks-algebri moZemo c¢itati u mnogobrojnim ¢lan-
cima, neki od njih su [24], [43], [19], [1], [4], [3]. No, koliko znamo, ne postoji literatura u
kojoj se odreduje Zhuova algebra neke Takiffove verteks-algebre.

. - .. . (D)
Cilj ovog poglavlja je odrediti Zhuovu algebru Takiffove verteks-algebre tipa A; .

4.1. TEORIJA ZHUOVIH ALGEBRI

U ovom odjeljku dajemo kratki pregled definicija i osnovnih svojstava teorije Zhuovih algebri
(prate¢i [47]). Neka je V algebra verteks operatora V = @, _,V,, i neka je M = ,,_oM,
modul od V. PiSemo dega = n za a € V,,. Za homogeni a € V, operator o(a) := a(dega — 1)

cuva stupanj od M.

Definicija 4.1.1. Neka je bilinearna operacija x: VXV —Vio: V xV — V definirana s

1 dega
axb = Res; (b(a,z)ub) )
z

zaa€V(n)ibeV. Ozna¢imo s O(V) potprostor od V razapet elementima

1 dega
Res; <b(a,z)%b> ,

<

a s A(V) kvocijentni prostor V /O(V) kojeg nazivamo Zhuovom algebrom pridruzenoj V.
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Sliku elementa a € V, obzirom na pridruzivanje V — A(V), éemo oznacavati s [a].

Teorem 4.1.2. O(V) je obostrani ideal od V obzirom na mnoZenje * te je * dobro definirano

mnoZenje na A(V). Stovise

i) A(V) je asocijativna algebra obzirom na mnoZenje .
ii) [1] je jedinica u algebri A(V).

iii) [®] je centralni element u A(V).

Sljedece leme su vazne za dokaz prethodnog teorema i opéenito za racunanje u Zhuovoj

algebri.
Lema4.1.3. L_ja+Loac O(V),zasvakiacV.

Lema 4.1.4. Za svaki homogeni elementa € V, m > n > 0, vrijedi

(Z + 1)dega+n

Res; (Y(Q,Z)Tb> S 0(V)

Lema 4.1.5. Za svaki homogeni a,b € V vrijedi

degh—1
axb = Res, (Y(b,z)%a) mod O(V), 4.1)
axb—bxa=Res, (Y(a,z)(z+ l)deg"*lb) mod O(V). 4.2)

Sljedeca dva teorema opisuju vaznost Zhuovih algebri.

Teorem 4.1.6. Ako je M = @;,,_, M, modul od V, tada je (top level) My modul za asocijativnu
algebru A(V), na kojeg [a] € A(V) djeluje s o(a).

Vrijedi 1 obrat navedenog teorema.

Teorem 4.1.7. Ako je W modul za asocijativnu algebru A(V), tada postoji V-modul M =
@, oM, takav da je My = W kao A(V)-modul.

Navedimo jo$ vaznu propoziciju iz [1], koju ¢emo u nastavku koristiti za odredivanje gene-

ratora Zhuove algebre.

Propozicija 4.1.8. Neka je V verteks-algebra jako generirana skupom S. Tada je Zhuova al-

gebra A(V), kao asocijativna algebra, generirana skupom {[d] : a € S}.
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4.2. ZHUOVA ALGEBRA A (V")

U ovom odjeljku ¢emo opisati Zhuovu algebru A (Vk). U Teoremu 3.1.1. clanka [24] je
dokazano da je Zhuova algebra univerzalne afine algebre verteks operatora nivoa k, u oznaci
A(V¥(g)), izomorfna univerzalnoj omotackoj algebri % (g). Motivirani navedenim teoremom
u nastavku ¢emo dati identifikaciju Zhuove algebre u nasem slucaju, a dokaz tvrdnje Ce biti

jednostavno proSirenje dokaza spomenutog teorema.

4.2.1. Generatori i relacije Zhuove algebre A (Vk)

Prethodno smo definirali bazu induciranog modula V* (TAE]) ) U nastavku koristimo skraceni
zapis elementa baze
A(—N)B(—M)1.
Iz definicije baze zakljucujemo da je V¥ jako generirana skupom TA;. Sada iz Propozicije
(4.1.8) slijedi da je Zhuova algebra A (Vk), kao asocijativna algebra, generirana skupom {[x] |
x€TA}.
Po uzoru na [24], odredimo relacije koje vrijede u Zhuovoj algebri A (Vk). Ako u tvrdnju

Leme (4.1.4) uvrstimo n =0, onda za a = x(—1)1,h = v € V¥ imamo

degx(—1)1
Res; (Y(x(—l)l,z) 2+ 1Z)Z+m v> c oV

Resz(Zx 7+l Z+1)v> c oV

keZ
Res;(z+1) <Zx _3_’") e o(vh
keZ
Res; (Z x(k)vz_k_z_m> +Res; (Z x(k)vz_k_3_m> e o(vh).
keZ kEZ

Dakle, za m > 0 vrijedi
x(—m— )y +x(-m—2)v € 0 (VF), 4.3)

gdjejex € TA;.

4.2.2. Identifikacija Zhuove algebre A (V*)

U nastavku navodimo glavni teorem ovog poglavlja.

Neka je % (TA) univerzalna omotacka algebra pridruzena Takiffovoj algebri TA;. Vrijedi
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sljedeca tvrdnja.

Teorem 4.2.1. Zhuova algebra Takiffove algebre verteks-operatora V¥ u oznaci, A (V"), je

izomorfna univerzalnoj omotackoj algebri % (TA).

Dokaz. Dokaz tvrdnje je poopéenje dokaza Teorema 3.1.1. u ¢lanku [24]. Definirajmo linearni

operator

F: % (TA) — A (V)
na sljedeci nacin
a_l@blqu
(@1 (=1)+a1(0)) -+ @p(=1) +@(0))(br(~1) +b;(0)) -+ (by (1) + b, (O))1]
DokaZimo da je F homomorfizam algebri, tj.
F(a_l---@bl~--bq-ﬁ-~-c_rd1---ds) =
F(a_1~-~@b1 ...bq) *F(ﬁ"-c_rdl ...ds)_

Zax € TA; vrijedi

(Z_+_1)degx(—l)1
<

v+o(vh

[x(—1)1]*[v] = Res. Y (x(—1)1,z)

=Res; Y x(n)vz""'+Res; Y x(n)vz "2+ 0(VF)
nez nez

= [(x(0) +x(—=1))v]. (4.4)
Iz relacije (4.4) dobivamo
F(ai---apby---by-ci---crdy - dy)
= [@(~1) +@1(0)) - (by(~1) + by(0)) (@ (~1) +7(0)) - (ds(~1) +ds(0))1]
= (@ (~ 1)1 [dy(~ 1)1].

Kako je
F(ﬂ“'@b] ...bq)

= [@(=1)+a1(0)) - (bg(—1) +bg(0))1]
= [@(—=1)1] % [by(—1)1]

F(a...c—rdl...ds)
= [(@r(=1)+71(0)) -+ (ds(—1) +ds(0))1]
= [(Er(=1)1] s [ds (= 1)1]
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po definiciji slijedi da je F homomorfizam algebri.

Primjenom relacije (4.4)1iLeme (4.1.5) slijedi jednakost
V] (=11 = [e(=1))v], (4.5)

zax € TAy,v € VK. Dodatno, dokazimo da vrijedi relacija
[A(=N)B(—M)1] = (— 1)V 0D [ (/W) B ((—1)/D)1] . (4.6)

Relaciju dokazujemo primjenom matemati¢ke indukcije po duljini monoma A(—N)B(—M)1.
Ako je duljina monoma A(—N)B(—M)1 jedan, tj. [(N)+ (M) = 1, onda uzastopnom primje-

nom relacije (4.3) direktno slijedi

(@i (=n)1] = (=1)"" [ar(~1)1].
Analogno, primjenom (4.3), slijedi

[ar (=n)1] = (=1)" " ar (=1)1].

Ako pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za monome ¢ija je duljina strogo manja od [(N) +1(M) =

p + g, onda primjenom (4.5) i pretpostavke matematicke indukcije na v dobivamo

ai(—ni)@(—n) - ay(=np)bi(=m)--by(~mg)1| = (=1)" " [ar(~1)v]

~~
v

(=1~ ]+ far (1))
(=" [@(=1) @y (=1)bi(=1) - by(=1)1]  [@r(~1)]
(=07t (= = () [ar (< D@ (1) - @y (= 1b (1) - be(=1)1]

Sada kona¢no moZemo dokazati surjektivnost.
Neka je [ar(—n; —1)---@y(—np —1)bi(—m; — 1) ---by(—mg — 1)1] proizvoljni element iz A (Vk).

Primjenom (4.5)1 (4.6) na monom dobivamo

—

ai(—m —1)---@y(—np— 1)b1(=mi — 1) by(—my — 1)1]
(D)™ (=) (=)™ (=)™ [a@r (= D@z (=1) - b (=]
(= 1) by (= 1)1 - [ar (= 1)1]

F(bq"'bI@‘“a_l)-
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Potrebno je joS dokazati injektivnost, odnosno da je jezgra homomorfizma Ker F trivijalna. Po
definiciji je
KerF = {a_l"'@bl"'bq | F(m...@bl ...bq) =[0]}
={ai- @b by | [@(-1)+ai(0)) (by(—1)+5,4(0)1] = [0}
= {ai--@pbi -+ by |ai(=1) +ai(0)) -+ (by(~1) +b4(0))1 € O (V*))}

Dakle, ako dokazemo da je cijeli O (Vk) generiran samo elementima oblika
(x(=m—=1)+x(—m—2))v, zam >0ix € TAy,

onda slijedi da je KerF trivijalna. Pretpostavimo da je O, obostrani ideal od V¥ obzirom na

mnoZzenje *, generiran samo s elementima
(x(—m—1)+x(—m—2))v, zam > 0.

Dokazimo da je O’ = O (V*).

Inkluzija O’ C O (Vk) vrijedi trivijalno, jer je za x € TA

degx(—1)1
(x(=m—1)+x(—m—2))v=Res, (Y (x(—=1)1,z2) (+ lz>z+m V) €0 (Vk> :

Neka je sada
1 degb
Res. (Y (b1,2) %bz) €0 (Vk) :
Z
za by, by € V¥, Metodom matemati¢ke indukcije po degb; dokaZimo da je to ujedno i element
iz 0.
Ako je deghby =1,tj. by =x(—1)1 zax € TA}, onda je

1
Res, (Y (x(—=1)1,z2) (Z;l) bz) =(x(-m—1)+x(—m—2))by € 0

i time je dokazana baza matematicke indukcije.

DokaZimo sada da za proizvoljne by, b, € V¥ vrijedi

1 degb
Res, (Y (b1,2) %bz) €0
<

uz pretpostavku matematic¢ke indukcije da za sve ¢ € V* takve da degc < degb; i d € V¥ vrijedi

1 degc
Res, (Y (¢,2) %d) €0
<
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Bez smanjenja opéenitosti, moZemo pisati by = a(—n

1 degb
Res, <Y (b1,2) %l&)

degv+n
~ Res, (Y (@(=n)v,2) M@)

Z
1

meZ

Res: oy & 2 (= —m—n+1):a(mpy(l) : z o,
Vmezict, Z
1 degv+n
=Res. gy X ¥ (om= 1) (omn a(m)y (e GV
m<Ol€Z Z
1 degv+n
HRes o XL (- e v(pyagmye e EEL
_1 *m>01eZ z?
Raspisimo prvi pribrojnik koriste¢i relaciju a(m) = ( —1)—'"—13( 1)
o e _|_1 degv+n
Res; —— Z Z —m—n+1)amyv(l)z " "z 1 (z )2 by
n—l " m<0leZ z
—Res T L LG 1) (1) (= ()
m< —n+11€Z z
1 1 degv+n
=a(—1)Res, o Z (—m—l)n_l( —m—1,—m— nZV - l%bz
(l’l— )‘m<—n+1 ez Fé
_ 1 (—m—1)! ol e oy (g 1)deevEn
=a(—1)Res T Lyl () )",
z(n—l)!m<§’1+1 (—m—n)! lé; 2
—m—1 1 degv+n
=al-DRes: ), ( " )(—1)—m—1z—m—"zvu)z—l—l%bz
m<—n+1 n—1 ieZ, z
1 degv+n
(- DRess(— 1) (142 Y vy U
I€Z <
142 degv
= (—1)" lg(- I)ResZY(v,z)%bz_
€0’ ;?7m1

W,zaa€slyin>0.

e degv+n

ﬁ (<d%>"” T atm

| (Z+ l)degv+n

) ¥t

by

—m—n

- (Z+ 1)degv+n

Kako je O’ obostrani ideal od V¥ obzirom na *, to izraz s desne strane pripada O’ (zbog (4.5)).
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Raspisivanjem drugog pribrojnika dobivamo

—m—1 11 (z+1)devtn

Resz Z Z (—m—n-+1)v(l)a(m)z 5 by
b s0icz, 2
1 - (n - L (z+ 1)t
= (n_l) mz>:0(—m—l) —m — l’l-'—l ;)( )Reszlgiv Wa(m)bz

Preostaje dokazati

g (1)
RCSZ Z v(l I= lTnz-H (m)bz S 0/.
leZ

U tu svrhu, dokazimo opcu tvrdnju

1 dega
Res; <Y (a,z) %b) €0,
z

za k > 2 i proizvoljne a,b € V.
Po uzoru na [47], dokaz provodimo matemati¢kom indukcijom po k. Za k = 2 tvrdnja vrijedi

po pretpostavci. Uz pretpostavku

1 dega
Res, (Y (a,z) ub) €0,

zk

za proizvoljne a,b € V¥, dokazimo tvrdnju

1 dega
Res; <Y (a,z) %b) €0
z

Neka su a = L(—1)u,b € V*. Po pretpostavci matematicke indukcije je

degL(—1)u
Res, (Y (L(=1)u,z) T b) €0

Zk
Vrijedi
(z+ 1)%et e (z+ 1)deeut!
Res, <Y (L(—1)u,z) X b|=Res;|Y(L(—1)u,z) Z—kb
=R —(Y —F—b

d 1 degu+1
= —Res, (Y (u,2) d_z%b

1 degu
—(degu+ 1)Res; <Y (u,7) %b)
<

(Z+ 1)degub)

7k

(z+ l)deg”b>

Zk+1

+kRes, (Y (u,2)
+ kRes; (Y (u,2)
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Kako je s lijeve strane jednakosti element iz O’ te s desne prvi i drugi pribrojnik, to vrijedi da

je i tredi pribrojnik s desna iz O'. Kona¢no vrijedi

0'=0(v¥).
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5. VERTEKS PODALGEBRA OD V¥

U ovom poglavlju ispitujemo postojanje podalgebre od V* izomorfne LV2) (cL,cw).

Polazeci od Virasorove algebre Vir u literaturi (matematicke) fizike primjenom galilejskih kon-
trakcija konstruira se galilejska konformna (ili Virasoro) algebra, [41], odnosno BMS; alge-
bra, [13], dok u literaturi iz matematike tu algebru nazivamo W(2,2) algebra, [45]. Dakle,
polazeci od iste algebre na dva potpuno razliita nacina dobiva se ista algebra. Strogim ma-
tematiCkim pristupom, preko generatora i relacija Zhang-Dong konstruiraju W(2,2) algebru,
dok Raymond-Rasmussen to ¢ine primjenom galilejskih kontrakcija. Na pocetku dajemo kratki

pregled galilejskih konformnih algebri te rezultate koji su motivacija za ovo poglavlje.

5.1. GALILEJSKE KONFORMNE ALGEBRE

U Clanku [41], J. Rasmussen i C. Raymond pocevsi od tenzorskog produkta Virasorove algebre
Vir centralnog naboja c, generirane s T i njene kopije Vir centralnog naboja ¢, generirane s T
primjenom galilejskih kontrakcija konstruiraju algebru generiranu's 77 i T~ centralnih naboja
¢t ic¢™, gdje TT generira Virasorovu podalgebru Vir centralnog naboja ¢*. Za polja T* =
Y,z Lz vrijede sljedece relacije za komutator

+

C
L Ll = (1= m) L+

no’»—m

n(n* = )8um [L,,L,]=0.

Stovise, autori realiziraju u galilejskoj afinoj algebri galilejsku konformnu algebru, &iji su gene-
ratori T i T~ izraZeni preko generatora galilejske afine algebre. Dakle, afinoj Liejevoj algebri
pridruzuju galilejsku afinu algebru, a onda, poopéenjem Sugawarine konstrukcije, realiziraju
galilejsku konformnu algebru. Prilikom konstrukciju galilejske konformne algebre autori ko-
riste galilejske kontrakcije, no ocigledno je da, koristeci rezultate iz prethodih poglavlja, isti

postupak moZemo uciniti i strogim matemati¢kim pristupom.
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5.2. VERTEKS PODALGEBRA OD V¥ IZOMORENA

LW(2,2) (CL7 CW)

U Poglavlju 2 je dana definicija Takiffove algebre TAEI). Navedenoj Liejevoj algebri generiranoj

s {a(n),a(n),K,K | n € Z} pridruzena je verteks-algebra V*. Zatim smo, iz [14], izveli formulu

za konformni vektor @ u V¥, koji zadovoljava Virasorove relacije i ¢iji je centralni naboj ¢ = 6.

© = e(—1)F(~1)1+ %f(—l)é(—l)l

2k
+2—1kE(—1)f(—1)1+%7(—1)6(—1)1+z—lkﬁ(—l)h(—l)l
k+4_, - k+4_
_76(_1)]0(_1)1_4—]{2}1( h(—1)1

Po uzoru na [41], odnosno konstrukciju W (2,2) algebre, Zelimo konstruirati drugi generator, u

oznaci @, preko generatora Takiffove algebre TAEI).

Zahtijevamo da je @ vektor koji zadovoljava Virasorove relacije

w, =0, zan>4.

1 komutira sam sa sobom, tj.

;0 =0,

zai > 0. Prethodno smo pokazali da za svaki a € sl 1 m € Z vrijedi
[L(m),a(n)] = —nam+n).

Iz ove relacije, po definiciji (1.1), slijedi da su vektori @(—1)1 primarni teZine 1 obzirom na

konformni vektor m. Stovise, lako se pokaZe sljedeca tvrdnja.

Lema 5.2.1. Vektor

je primarni vektor obzirom na @.
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Dokaz. Primjenom metode matematicke indukcije po k, tvrdnja direktno slijedi iz relacije
[L(m),a(n)) = —nam+n).
|

Za nas su od posebnog interesa monomi stupnja 2. Prema prethodnoj lemi jasno je da
ée komponente @(—1)b(—1)1 zbog svojstva primarnosti uvijek dati trivijalan centralni naboj.
Kako je @ vektor komforne teZine 2, to je jednak linearnoj kombinaciji monoma stupnja dva.
No, koeficijenti uz komponente @(—2)1 su trivijalni zbog relacije L(1)® = 0. Sada se lako

dokazuje sljedeca tvrdnja.

Korolar 5.2.2. Vektor

zadovoljava Virasorove relacije s centralnim nabojem ¢ = 0 i komutira sam sa sobom.
Dokaz. Ako definiramo
® = Ae(—1)f(—1)1+Bh(—1)h(—=1)1+Cé(—2)1+ Dh(-2)1+ Ef(-2)1,

onda iz prethodnog razmatranja, vektor @ trivijalno zadovoljava Virasorove relacije i svojstvo

komutativnosti za C, D, E = 0. Iz relacije za komutator vrijedi

Spomenimo da su ovi vektori poseban slucaj vektora dobivenih u [41], gdje je dan opcenitiji

racun za proizvoljnu galilejsku afinu algebru. Sada trivijalno slijedi tvrdnja

Korolar 5.2.3. Polja pridruzena prethodno definiranim vektorima @ i @ generiraju podalgebru

od V¥ izomorfnu LY (2:2)(6,0).
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Napomena 5.2.4. Prethodno definirani vektor @ ima trivijalan centralni naboj, ali podalgebra
s takvim svojstvom nije od posebne vaznosti niti je zanimljiva za daljnje proucavanje. Stoga je
prirodno pitati se postoje li neki drugi komutativni vektori s netrivijalnim centralnim nabojem.
No, o¢ekujemo, a jednako to tvrde autori u [41], da je prethodno definirani vektor @ jedinstven,
odnosno vektor s ovakvom linearnom kombinacijom jedino daje trivijalni centralni naboj. Pita-
nje koje ostavljamo otvorenim za bududi rad je moze li se definirati drugaciji konformni vektor
(za kojeg teZine nisu iste kao stupnjevi) uz kojeg se moze pronaci W(2,2) podalgebra za koju

jec#0.
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ZAKLJUCAK

U ovoj disertaciji je dana konstrukcija jedne nove verteks-algebre, u oznaci ykk <TA§1)). Kons-
(1)

truirana verteks-algebra je pridruZena Takiffovoj afinoj Liejevoj algebri 5A[2, uoznaci TA} "/, te je
dokazano je da su svi restringirani TAgl)—moduli ujedno i moduli za verteks-algebru vkk (TAE] )) .
Dodatno je dokazano da se ykk (TA(11)> moze opskrbiti strukturom algebre verteks ope-
ratora te da su sve algebre verteks operatora, za netrivijalni k, medusobno izomorfne. Iz tog
razloga, u nastavku je prou¢avana algebra verteks operatora V¥ <TA§1)> =V,
Nadalje su odredene nulto¢ke Kacove determinante i dokazana prostota verteks-algebre VX

za svaki netrivijalni k.

Zatim je dokazan izomorfizam
A(VE) = (1A)

Zhuove algebre od V¥ i univerzalne omotacke algebre od Takiffove sl, algebre.

Na kraju je konstruirana podalgebra od V* izomorfna LV@2) (6,0).
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2018. godine je zaposlena u nastavi na Fakultetu prirodoslovno matematickih i odgojnih zna-
nosti SveuciliSta u Mostaru u zvanju asistenta, a od 2019.-2024. u zvanju viSeg asistenta.
U razdoblju od 2021.-2022., uz nastavu, obavlja sve administrativne i tehnicke poslove na
Studiju matematike. Clanica je povjerenstava za provedbu razredbenog postupka, priznava-
nje/ekvivalenciju ispita prilikom upisa na studij Matematike te izradu revidiranih nastavnih pla-
nova 1 programa studija Matematike. Recenzirala je predmetni kurikulum Matematike za os-
novne Skole 1 opée gimnazije koje nastavu izvode po nastavnom planu i programu na hrvatskom
jeziku u Bosni i Hercegovini. Stru¢no se usavrSavala u sklopu EU IPA projekta ,,Obrazovanje
za zaposljavanje u Bosni i Hercegovini* te Programa cjeloZivotnog ucenja u podrucju peda-
goSkog obrazovanja i jacanja kompetencija nastavnog osoblja SveuciliSta u Mostaru TRAIN+.
Sudjelovala je na konferencijama Vertex algebras and infinite-dimensional Lie algebras, Split,
2018., Representation Theory XVI, Dubrovnik, 2019., 7th Croatian Mathematical Congress,
Split, 2022., Representation Theory XVII, Dubrovnik, 2022. i Representation Theory XVIII,
Dubrovnik, 2023. Na 8th Croatian Mathematical Congress u Osijeku, 2024., odrZala je preda-

vanje pod nazivom Takiff vertex algebra od type Agl).
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