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§ Sazetak vii

§ Sazetak

Krajem 20-ih godina proslog stoljeca, Llewellyn Hilleth Thomas® i Enrico Fermi? neovisno su
objavili radove u kojima na temelju statistickih razmatranja dolaze do aproksimativnih izraza
koji opisuju razmjestaj elektrona u atomu putem elektronske gusto¢e. Premda sam model 1
njegova prosirenja omoguéuju u najboljem slucaju samo grubi opis sustava,® a u slucaju
molekula modeli uopée ne mogu dati adekvatan opis sustava,* to jesu prvi primjeri i prvi
pokusaji uporabe elektronske gustoce za opis kvantnih sustava.

Kako bi doslo do zacetka suvremene teorije funkcionala gustoée (engl. Density Functional
Theory, DFT), trebalo je pro¢i skoro 40 godina od objave radova L. H. Thomasa i E. Fermija
kada su Pierre Hohenberg i Walter Kohn dokazali teoreme koji predstavljaju temelje teorije
funkcionala gusto¢e te jasno pokazuju ekvivalentnost opisa promatranih sustava putem
formalizma elektronske gustoée i putem valnog formalizma kvantne mehanike.> Time je 1964.
obiljezila zaCetak DFT metoda, ali jo§ nije bio poznat nadin kako pristupiti konstruiranju
uvedenog univerzalnog funkcionala potrebnog za egzaktan opis energije promatranog sustava.

Sljedeci veliki iskorak u razvitku teorije funkcionala gustoce napravili su Walter Kohn i Lu
Jeu Sham tako $to su opisu realnog sustava pristupili uvodenjem fiktivnog referentnog sustava
neinteragirajucih elektrona. Odabrani referentni sustav egzaktno je reprezentativan Slaterovom
determinantom tzv. Kohn-Shamovih orbitala koje se dobivaju iterativnim rjeSavanjem Kohn-
Shamovih jednadzbi do postizanja samouskladenosti ¢ime se postize vecinski opis elektronske
energije realnog sustava, a korekcija na dobivenu energiju uvodi se putem
izmjensko-korelacijskog funkcionala Ey.[p].>® Znacaj Kohn-Shamovog pristupa je u tome §to
je pristup egzaktan, a aproksimacije se uvode ovisno 0 promatranom sustavu u vidu
Born-Oppenheimerove aproksimacije, zanemarivanju relativistickih efekata i odabiru Ey[p].2

Upravo razli¢iti razvijeni aproksimativni oblici izmjensko-korelacijskog funkcionala
predstavljaju temelje suvremene teorije funkcionala gustoée i omogucuju primjenu DFT
metoda za razne probleme teorijske kemije kao $to su optimizacija geometrije, vibracijski
proracuni, provedba simulacija molekularne dinamike, opis sustava pri konacnim
temperaturama, opis vremenski ovisnih sustava pomoc¢u vremenski ovisne teorije funkcionala

gustoce (engl. Time-Dependent Density Functional Theory, TD-DFT), .3’

Jakov Borovec Zavrsni rad



§1. Uvod 1

§1. UVOD

1.1. Vremenski neovisna Schrodingerova jednadzba
Za ukupni opis sustava u valnom formalizmu kvantne mehanike potrebno je poznavanje valne
funkcije |¥(r, R,t)) koja zadovoljava vremenski ovisnu Schrodingerovu jednadzbu koju

mozemo izraziti u atomskim jedinicama (m, = e = h = k, = 1) na nacin

i%l‘l’(r,R, t)) = H¥(r,R,t)) (1.1)

Za sustav N elektrona i M jezgara, u relaciji (1.1) r oznaCava uredenu 3N-torku
radij-vektora polozaja elektrona, R uredenu 3M-torku radij-vektora polozaja jezgara, a H
predstavlja ukupni (nerelativisti¢ki) hamiltonijan. Ukupni nerelativisticki hamiltonijan za

promatrani sustav ¢estica u vakuumu glasi

M
A=Ty+0, = z

a=1

(1.2)

gdje je Ty operator ukupne kineticke energije jezgara, H,. nerelativisticki elektronski
hamiltonijan, a M, u sustavu atomskih jedinica, omjer mase jezgre a i mase elektrona, m,.
Nadalje, nerelativisticki elektronski hamiltonijan za proizvoljni, fiksni razmjestaj M jezgara

poprima eksplicitni oblik®®

Ho=To(r) + Vpe(r;R) + Ve (1) + Vi (R)

N M N-1 N -1 M
T 2 Y e 2 D 09
=1 i=1 a=1 |Ra B rll i=1 j>i |rl B le =1 p>a |Ra B R[’)l

Za teorijsku kemiju cesto pozeljno i neophodno jest uvodenje Born-Oppenheimerove
aproksimacije pomocu koje se znatno olaksava rjesavanje Schrodingerove jednadzbe za dani
molekulski sustav. Omogucujuci zasebno razmatranje elektrona od jezgara atoma, za sustav N
elektrona i M jezgara dimenzionalnost problema smanjuje sa 3(N + M) na 4N, uzimajuéi u
obzir 3 prostorne koordinate i jednu spinsku koordinatu za svaki od N elektrona®® odnosno
omogucuje rjesavanje (vremenski ovisne) Schrodingerove jednadzbe definirane elektronskim

hamiltonijanom H,.

Jakov Borovec Zavrsni rad



§1. Uvod 2

Osim Born-Oppenheimerove aproksimacije i zanemarivanja relativistickih efekata, dodatna
tocka pojednostavljenja je Cinjenica da su sustavi 0d interesa ¢esto opisani pripadnim vremenski
neovisnim hamiltonijanima. U tom sluc¢aju, pribjegava se separaciji valne funkcije na zasebno
vremenski ovisan i prostorno ovisan dio, ukoliko se radi o reprezentaciji valne funkcije u bazi

polozZaja. Tu separaciju elektronske valne funkcije mozemo zapisati na nacin

(¥ (r.t;R)) = f(O|¥(r; R))
te pretpostavljenu separaciju uvrStavamo u vremenski ovisnu Schrodingerovu jednadzbu

definiranu elektronskim hamiltonijanom
.0 ~
i |®(r, 6 R) = A|¥(r,t; R))

0(t) -
i—= 1P R) = A f (D19 R)

Posto pretpostavljamo da je hamiltonijan vremenski neovisan, on nuzno komutira s vremenski

ovisnim dijelom elektronske valne funkcije. MnoZenjem s bra-vektorom (¥(r; R)| slijeva

slijedi
f@) _ o
i— (PRI R) = f(OW(r; B H|¥(r; R)
G
z% = Ef(t)
f(&) = et (1.4)

U izrazu (1.4) izbacen je faktor normiranja koji ¢e samo biti pridodan prostornom dijelu valne
funkcije posto je potrebno da je ukupna valna funkcija normirana, a ne njezine komponente.
Uvrstavanjem izraza (1.4) u vremenski ovisnu Schrédingerovu jednadzbu sa separiranom

valnom funkcijom slijedi®®

d ) N
iae“’ffllp(r; R)) = e“E’-“He|lP(r; R))
i+ (—iE)e " E|{@(r; R)) = e EH |¥ (r; R))

H.|¥(r,t;R)) = E|¥(r,t; R)) (1.5)

Jakov Borovec Zavrsni rad



§1. Uvod 3

1.2. Varijacijski princip
U bra-ket notaciji, jedini¢ni se operator moze zapisati pomoc¢u skupa ortonormiranih
vektora, odnosno normiranih vektora baze Hilbertovog prostora, te je u opcenitom slucaju

jediniéni operator dan na nacin !

A=imm
j=0

P= [l
Posto vlastite funkcije elektronskog hamiltonijana tvore potpun skup, uz pretpostavku
diskontinuiranosti elektronskih stanja, oc¢ekivanu vrijednost elektronskog hamiltonijana za

proizvoljnu normiranu probnu valnu funkciju, zapisanu kao linearnu kombinaciju vlastitih

funkcija istog hamiltonijana, moZemo raspisati na nacin

A A

(He) = (Vo |He|¥Pur) = (P [TH I|Py)

= > @alvd i Bel)w 1)

i=0 j=0

iicE(l/JWJ])C] ZZCC]E6U Z'CllE

i=0 j=0 i=0 j=
Posto je u odsustvu degeneracije energija vlastitih funkcija hamiltonijana H, veéa od energije

osnhovnog stanja za sve funkcije ;.. slijedi relacija

E= Zlcilei = Z|Ci|2EO = Ey (1.6)
i=0 i=0

Iz izraza (1.6) moze se ustanoviti da ¢e elektronska energija svake probne valne funkcije biti
veca od elektronske energije osnovnog stanja ukoliko probna valna funkcija nije ujedno i

prostorni dio elektronske valne funkcije osnovnog stanja promatranog sustava.'!

Jakov Borovec Zavrsni rad



§ 2. Teorija funkcionala gustoce 4

§ 2. TEORIJA FUNKCIONALA GUSTOCE

2.1. Thomas-Fermijev model

Za potrebe Thomas-Fermijeva modela, pretece teorije funkcionala gustoce, kineticka energija
osnovnog stanja sustava opisuje se putem elektronske gustoce sustava neinteragirajuceg
elektronskog oblaka pretpostavljaju¢i da se dobiveni egzaktan opis kineticke energije moze
koristiti za lokalan opis nehomogenih sustava kao §to su atomi. Prvo se definiraju rjeSenja koja
predstavljaju svojstvene funkcije N-elektronskog hamiltonijana uz uvodenje periodi¢nih uvjeta

u smjerovima koordinatnih osi na nacin

Y(ri+D)=%Y(),i€{xyz} (2.1)

Jednoelektronske vlastite funkcije tako definiranog sustava oblika su

1 . 1 .
¢(kx; ky, kz) = mel(kxx*'kyy*'kzz) = _V elk-r (22)
pri ¢emu moraju biti zadovoljeni uvjeti
21 21 o
kx :_l ny, y_Tny’ kZ:TnZ

ny,ny,n, =0,+1,12, ...

Problemu se dalje pristupa u okviru Hartree-Fockova modela pomocéu kojeg se
nedegenerirano osnovno stanje sustava zatvorene ljuske definirano jednom Slaterovom

determinantom moze reprezentirati putem matrice gustoce funkcija oblika (2.2) na nacin

N/2 2 |k|<kg
P ) =2 GG =7 D T 23)
i=1 [k|=0

Sto se u slucaju velikog broja funkcija potrebnih za opis sustava moze zapisati zamjenom

sumacije s integracijom

Jakov Borovec Zavrsni rad



§ 2. Teorija funkcionala gustoce 5

po(r,1") = 1 etk =) g
4103 )k <iep
1 (kr e
= k?dk f f e (=T 5ingdfd¢p (2.4)
0

Ako se uzme r = 1, iz relacije (2.4) slijedi
ol 1) = o) = 2 25)
312
U okviru formalizma matrica gusto¢e Hartree-Fockova modela, uz zanemarivanje doprinosa

izmjene elektrona, ukupna energija danog sustava je oblika

1 !
Erelp] = Trplp] — Z j @dr 5 J f %drdr’ (2.6)

Nepoznat funkcional u definiciji (2.6) je eksplicitan oblik Thomas-Fermijevog funkcionala

kineticke energije koji je odreden na nacin

Trelp] = | (V2o )l ropdr 27)

Evaluacijom izraza (2.7) uz supstituciju R = %(r +1r'),s =r —7r' slijedi kona¢ni oblik
Thomas-Fermijevog funkcionala kineticke energije

5 3 2
Tarlp] = Cr j p3dr, e = = (31)3 ~ 2871 (2.8)

Funkcional (2.8) dalje se koristi u okviru varijacijskog principa, uz ogranicenje

N = fp(r)dr

koje je kasnije zadrzano kao jedno od definicijskih svojstava elektronske gustoce; za dobivanje
aproksimativne elektronske gustoée osnovnog stanja, procjenu energije osnovnog stanja,...>

U konacnici, Thomas-Fermijev model omogucava samo grubi opis atoma pomocu
elektronske gustoce zbog brojnih aproksimacija, a nailazi se 1 na dodatne probleme zbog
nedostatka teorijskog opravdanja uporabe elektronske gustoce i primjene varijacijskog principa

nad elektronskom gustoéom.’

Jakov Borovec Zavrsni rad



§ 2. Teorija funkcionala gustoce 6

2.2. Elektronska gustoca

Pristup teorije funkcionala gustoce temelji se na zamjeni elektronske valne funkcije, funkcije
4N varijabli, elektronskom gustoom ovisnom o samo 3 prostorne koordinate znatno
smanjujuéi dimenzionalnost danog problema.® Po definiciji, elektronska gustoéa je nenegativna

funkcija odredena s

p(r) = p(rl) = Nf "'f|W(x1,x2,...,xN)|2 d51dx2 de

ili ekvivalentno
p(r) = NZ[---flll’(r,...,rN,sl,...,sN)IZdr2--~drN (2.9)
S

gdje je ¥ prostorni dio elektronske valne funkcije.>® Prema definiciji (2.9), pretpostavlja se da

je operator elektronske gustoée oblika®

p = z 5(r — 1) (2.10)

Dokaz predlozene definicije operatora (2.10) zapocdinjemo s raspisom ocekivane vrijednosti

istog

N
@ipl) = (¥| T 6@ -7 |¥) = ) @lsa - r1)
i=1

Posto su elektroni medusobno ekvivalentni slijedi

N
D @lsa — r)l®) = N@ls@r — 1)I®)

i=1

= sz--.fllp(rlﬁ-.-prN)S]_p-.-,SN)lz6(r - rl)drl-..drN
S

= NZf...flq’(r,...,TN,S’l,___'SN)|2 drz"'drN
N

Dobiveni rezultat je u skladu s definicijom (2.9) odnosno

Jakov Borovec Zavrsni rad



8 2. Teorija funkcionala gustoée

(sv| Y sar—1) |l11> = p(r) 2.11)

Nadalje, izraz (2.11) zelimo primijeniti za reprezentaciju prostornog dijela elektronske

valne funkcije opisanog jednom Slaterovom determinantom, posto ¢e to biti potrebno u okviru

Kohn-Shamova pristupa (vidi poglavlje 2.5). N-elektronska Slaterova determinanta spinskih
orbitala moze se prikazati u obliku

1
Y =—det
i (P12 o)

1 N!
= Wz(—l)”"?n{q)l(xl),---,<pN(xN)} (2.12)

gdje je P,, operator koji generira n-tu permutaciju elektrona oznacenih sa 1, ..., N, a p,, je broj

zamjena potrebnih da se dobije n-ta permutacija.!! Uvrstavanjem danog raspisa u izraz (2.11)
slijedi

Wwiplw) = (¥| T1, 60 =10 |¥) = N@I6Cr - 1)

N! N!

= XN o= [ [ Paoiee, . oieE -1

i=1 j=1
Pi{p1(x1),..., on(xy)}dxy - dxy

Integriranjem dobivenog izraza s obzirom na elektrone 2,..., N, uz pretpostavku da ¢4,..., @y

¢ine ortonormirani skup valnih funkcija, dobiva se 0 kada navedeni elektroni ne pripadaju

orbitalama istog indeksa, tj. rezultat razli¢it od 0 kada je i = j dajuci

p(r) = ﬁi [ [ Pioicen, . onea)

6(7' — rl)?i{(pl(xl), ceey (pN(xN)}dxl de
S obzirom na sumu N! permutacija, elektron 1 bit ¢e pridruZzen svakoj od valnih funkcija ¢;

(N-1)! puta. Zbog ortonormiranosti skupa valnih funkcija, integracija s obzirom na elektrone
2,..., N dati ¢e faktor 1, tj.1

Jakov Borovec

Zavrsni rad



§ 2. Teorija funkcionala gustoce 8

N —1)!
p(r)=g )

N N
N — 1)!Z f @i (x)8(r —r)@i(x)dx, = Z(¢i|5(r — r)le;)
i=1 i=1

p(r) = iZwi(r,s)P 213

Znacaj rezultata (2.13) je u lakSem pristupu izracunu elektronske gustoce valne funkcije opisane

Slaterovom determinantom u odnosu na osnovnu definiciju (2.9).2

2.3. Hohenberg-Kohnovi teoremi

Prvi Hohenberg-Kohnov teorem u originalnoj formulaciji glasi da je vanjski potencijal
jedinstveni funkcional elektronske gusto¢e do na aditivnu konstantu® ili ekvivalentno da za
sustav s nedegeneriranim osnovnim stanjem, elektronska gusto¢a odreduje vanjski potencijal
do na aditivnu konstantu i pritom odreduje broj elektrona u sustavu.®

Dokaz prvog teorema provodi se metodom reductio ad absurdum. Pretpostavimo da postoje
dva opcenita razli¢ita potencijala v, I v}, koji odgovaraju istoj elektronskoj gustoci osnovnog
stanja promatranog sustava, a da pritom nisu razli¢iti do na aditivnu konstantu. Razlika za vise
od aditivne konstante podrazumijeva da je razlika potencijala v, (1) i v, () ovisna o r. Neka
su H, i H, N-elektronski hamiltonijani koji odgovaraju vanjskom potencijalu v, odnosno vy,
aWoya i Eygy 0dnosno Wy, i Epp normirane elektronske valne funkcije osnovnog stanja i
energije osnovnih stanja pripadnih elektronskih hamiltonijana. Primjenom varijacijskog

principa (1.6), posto je ¥y, # Wy b, Slijedi stroga nejednakost

EO,a < <‘P0,b|ﬁa|lpo,b> = <‘P0,b|ﬁa + ﬁb - ﬁbllpo,b)

= (WoplHa — Hy|Pop) + (o Hp|Wop) (2.14)

Kako se hamiltonijani H, i Hy razlikuju samo u ¢lanovima vanjskog potencijala, Zelimo

raspisati o¢ekivanu vrijednost njihove razlike s obzirom na ¥,

Ay =y = ) (0,0 = w(r)

Opéenito, ako je B(r;) funkcija poloZaja i-tog elektrona, tada za N-elektronski sustav vrijedi

Jakov Borovec Zavrsni rad



§ 2. Teorija funkcionala gustoce 9

(| =i, Bao|¥) = i f W28 (r)dr (2.15)
i=1

Posto su elektroni medusobno neraspoznatljivi, svaki ¢lan u prethodnoj sumi ima istu
vrijednost. Integriranjem dobivenog izraza preko prostornih i spinskih koordinata elektrona

indeksa razli¢itih od 1 slijedi

(¥] S2, B0 |#) = N [19PBGDar = [ o) BGrar,

<qf| >V B(r) |tp> _ f p(r) B(r)dr (2.16)

Primjenom (2.16) u relaciji (2.14) slijedi

Epa < <q’0,b| Z?’:l(va(ri) —v,(1y)) |lPO,b> + Eop

Ega < f Po(va(r) — vy (1))dr + Eqp (2.47)

Zamjenom indeksa dobiva se tvrdnja analogna (2.17). Posto je po pretpostavci pga = Po b,

zbrajanjem (2.17) i tvrdnje sa zamijenjenim indeksima dobiva se
Eoa+ Eop < Eop + Eoa (2.18)

Svodenjem na kontradikciju, oc€ito je da dva razli¢ita vanjska potencijala ne mogu odgovarati
istom osnovnom stanju, tj. elektronska gustoca osnovnog stanja odreduje vanjski potencijal do
na aditivnu konstantu.®8 Zbog toga moZemo energiju osnovnog stanja tretirati kao funkcional

elektronske gustoce
Ey = Ey[po] (2.19)

pri éemu v naznacuje ovisnost o vanjskom potencijalu v (7). Uzimanjem o¢ekivanih vrijednosti
energijskih doprinosa elektronskoj energiji osnovnog stanja iz Cistog elektronskog

hamiltonijana, uz raspis srednjeg ¢lana preko (2.16), slijedi

Eq = Ey[po]l = T[pol + Vnelpol + Veelpol

Jakov Borovec Zavrsni rad



§ 2. Teorija funkcionala gustoce 10

_ f po(Mv(X)dr + Tlpo] + Veelpo]

=fm@W@Mr+&dm] (2.20)

Valja primijetiti da je Fyk funkcional neovisan o vanjskom potencijalu, tj. to je univerzalni
funkcional koji je primjenjiv na sve sustave.® Problem s uporabom univerzalnog funkcionala je
pronalazak njegovog eksplicitnog oblika, to¢nog ili aproksimativnog. Metodu da se taj problem
djelomi¢no zaobide uveli su Walter Kohn i Lu Jeu Sham (vidi poglavlje 2.6).

Drugi Hohenberg-Kohnov teorem analogan je varijacijskom principu za valne funkcije.
Neka je pi probna elektronska gustoca. Ako za p, postoji vanjski potencijal v, koji odgovara
antisimetriénoj valnoj funkciji, tada vrijedi E,[pee] = Ey[po].>° gdje je E,, funkcional energije

iz (2.19). Primjenom varijacijskog principa na neku probnu valnu funkciju slijedi

(q’tr|ﬁ|q’tr) = <q’tr

a5 = N
T+Ve + Zi=1v(ri) |'ptr> = Ey = Ey[po]

Posto su ocekivane vrijednosti kineticke i potencijalne energije funkcionali elektronske

gustoce, iz prethodnog izraza slijedi

ﬂ%H%@d+[%@W@MZ&M] (2.21)

odnosno

Eylpe] = Eylpol (2.22)

Oba teorema mogu se poopéiti na sustave s degeneriranim osnovnim stanjem.'? Naravno,
navedena razmatranja vrijede samo ako promjena u vanjskom potencijalu utjece na elektronsku
valnu funkciju odnosno elektronsku gustocu osnovnog stanja promatranog sustava. Neki od
tipinih protuprimjera bili bi postojanje beskonacéne barijere konacne Sirine koja odvaja Cestice
od okoline ili postojanje razlike izmedu dvaju potencijala samo u tockama gdje valna funkcija
osnovnog stanja iS¢ezava (pr. potencijal §-oblika), ali posto su takvi primjeri nefizikalni,
valjanost Hohenberg-Kohnovih teorema moze se pretpostaviti za sve tipi¢ne molekulske

sustave od interesa.'?
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2.4. Levyjev pristup ograni¢enog pretraZivanja
Elektronska gustoca definira se kao v-reprezentativna ako joj odgovara vanjski potencijal, ne
nuzno Coulombov, koji pripada antisimetri¢noj valnoj funkciji. Posto se Hohenberg-Kohnovi
teoremi, bilo za sustave s nedegeneriranim ili za sustave s degeneriranim osnovnim stanjem,
odnose na v-reprezentativne elektronske gustoce, varijacijski princip (2.22) ovisan je o izboru
probne elektronske gustoée.> Problem je u nepoznavanju opéih uvjeta koje zadovoljavaju
v-reprezentativne elektronske gustoce, ali se sa stajaliSta primjene taj problem moze izbjeci
prelaskom na N-reprezentativnost, tj. uporabom elektronskih gustoca koje su dobivene iz
antisimetri¢nih valnih funkcija.’

Neka su ¥, i p, valna funkcija osnovnog stanja nekog sustava i pripadna elektronska

gustoca zasebno, a ¥,  valna funkcija koja integracijom daje istu elektronsku gustocu py. PO

varijacijskom principu vrijedi
(W, |H|P,,) = (P |H|¥P,) = E,
Raspisom o¢ekivane vrijednosti energije N-elektronskog sustava slijedi
(oo |T + Vee|Pp,) = (Wo|T + Vee|Po) (2.23)

iz ¢ega je o€ito da od svih mogucih probnih valnih funkcija, samo W, minimizira o¢ekivanu
vrijednost (T + V). Usporedbom relacije (2.23) s (2.20) vidimo da je desna strana jednaka
univerzalnom funkcionalu definiranom za bilo koju v-reprezentativnu elektronsku gustocu,

odnosno
FHK[pO] = <‘PO|T + veellpo) = (Illnlgl <W|T + ?eellp) (2.24)
~Po
Posto se definicija (2.24) ne poziva na uvjet v-reprezentativnosti, domena funkcionala Fyk[po]
moZe se proSiriti na N-reprezentativne elektronske gustoce definirajuc¢i opcenitiji funkcional

Flpl = min(®|T + Vee|¥) (2.25)

Sto uz (2.24) za svaku v-reprezentativnu elektronsku gusto¢u p, daje

Fuklpol = Flpo] (2.26)
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Konacni postupak za minimizaciju energije, pocevsi od varijacijskog principa, moze se

zapisati kao

Fo = mjn (¥[T + Voo + 10, v |¥)

)

= mpm {rqp_l)g(‘llﬁ + Vee|‘I’) + f p(r)v(r)dr} (2.27)

= min {mln <'I’|T + Vee + Z v(@)
p

Prvi korak predstavlja reprezentaciju varijacijskog principa za prostorni dio elektronske valne
funkcije. U drugome koraku unutraSnja minimizacija predstavlja ograni¢enje na sve
antisimetri¢ne valne funkcije koje integracijom daju p(r), koja je dalje podvrgnuta

minimizaciji na temelju pretraZivanja elektronske gustoce. SazZetije zapisano

E; = min {F[p] + fp(r)v(r)dr} = minE|[p] (2.28)
p p

Na taj nacin, znatno je pojednostavljen pristup minimizaciji energije dan Hohenberg-Kohnovim
teoremom uklanjanjem nuznog uvjeta v-reprezentativnosti, ali dani pristup opcenito ne daje
uvid u nadin pretrazivanja antisimetri¢nih valnih funkcija koje odgovaraju trazenoj elektronskoj
gusto¢i. Dodatan problem je aproksimacija univerzalnog funkcionala F[p] kao posljedica

svodenja elektronske valne funkcije ¥ na funkciju 3 prostorne varijable.’

2.5. Kohn-Shamov pristup
Umjesto trazenja eksplicitnog izraza za funkcional F[p], cilj Kohn-Shamova pristupa je opisati
referentni viSeCesticni sustav iste elektronske gustofe kao i osnovno stanje promatranog
sustava, ali da su pritom elektroni neinteragirajuci. Tako se dolazi se do lak$eg nacina za izratun
doprinosa kineticke energije i elektron-elektron repulzivnog potencijala uz zasebno razmatranje
korekcijskog ¢lana koji nastaje zbog interakcije Cestica u realnom sustavu.

Zanemarivanjem repulzivnog ¢lana elektron-elektron interakcija iz hamiltonijana (1.3)

dobiva se hamiltonijan pripadnog referentnog sustava neinteragirajucih cestica

N 1 N
= Z [— Evﬁ + Vg (ri)] = Z I (2.29)
i=1 i=1
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gdje je hXS jednoelektronski Kohn-Shamov hamiltonijan. Za ovakav sustav, valna funkcija

osnovnog stanja dana je egzaktno s

1
Y, = Wdet (0102 oN) (2.30)

pri ¢emu su ¢; energijski najnizi vlastiti vektori pripadnih jednoelektronskih Kohn-Shamovih

hamiltonijana®
Tlfsfpi = &iPi (2.31)

Ako je valna funkcija referentnog sustava egzaktno odredena s (2.30), potrebno je pokazati da
je to ujedno i vlastiti vektor hamiltonijana referentnog sustava, Hg. Primjenom danog

hamiltonijana na Hartreejev produkt funkcija ¢; slijedi

(o1, on G} = ) RS oy (), o (@)

N

=) & (@), on @) (2.32)

i=1
Na temelju Ccinjenice da hamiltonijan referentnog sustava komutira s permutacijskim

operatorom 2, i koriste¢i jednadzbu vlastitih vrijednosti hamiltonijana (1.5) slijedi

=

1 v
qu’s = Hs WZ(_l)pn?n{(pl(xl)'---'QDN(xN)}
1 N! "~
= (_1)pnﬁsg’n{§0 (xl)""'<p (x )}
W; 1 N (XN

1 N! ~
= WZ(_l)pn?an{QDl(xl)' ooy (xy)}

N 1 N!
= Z & W Z (_1)pn:})n{(p1(x1)’ PN (xN)}
A, - Z W, (2.33)

Jakov Borovec Zavrsni rad



§ 2. Teorija funkcionala gustoce 14

Referentni sustav egzaktno je reprezentativan jednom Slaterovom determinantom pa

primjenom izraza (2.13) slijedi

po) = 5@ = ) Y Ipu(r9)I? (234

posto se metoda temelji na odabiru referentnog sustava iste elektronske gustoc¢e kao i
promatrani sustav. Dalje raspisujemo univerzalni funkcional F[p] imaju¢i na umu Levyjev

pristup ograni¢enog pretrazivanja’

Flp] = Tlp] + Veelp] = Tslpl — Tslpl + J[pl — Jlp] + Tlp] + Veelpl
= Tslpl +JIp]l + (Tlp] — Ts[p]l + Veelp] — J1p])

Flpl = Tslpl + Jlp] + Exc[p] (2.35)

gdje je Tg[p] ¢lan kineticke energije referentnog sustava, J[p] ¢lan klasiénog Coulombova
odbijanja, a Ex.[p] funkcional izmjene i korelacije.

Posto je referentni sustav reprezentativan skupom ortonormiranih valnih funkcija (tzv.
Kohn-Shamovim orbitalama), izraz E[p] za promatrani sustav moze se, primjenom

Slater-Condonovih pravila® za izra¢un Ts[p], zapisati na na¢in®®

ﬂﬂ=ﬂﬂ+fﬂﬂﬂﬂw

Zfoﬂl(TuS) ——VZ) @;i(r;,s)dr; + ﬂ Pl(r11)_P£72'T) ridr,
ZZ f Irl(flr)a| (2.36)

Dobiveni izraz za izraun elektronske energije sastoji se od 3 lako izracunljiva ¢lana, ako su
elektronska gustoca i njezina dekompozicija poznate, te korekcijskog ¢lana. Dosad nije uvedena
niti jedna dodatna aproksimacija van Born-Oppenheimerove aproksimacije i zanemarivanja
relativistickih efekata te je u okviru toga Kohn-Shamov pristup precizan do na izbor
funkcionala izmjene i korekcije. Bitno je naglasiti da je Kohn-Shamov pristup primjenjiv i na
sustave slobodnih elektrona koji nisu dio molekula ili atoma te je u takvim slucajevima pristup

egzaktan.’
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Osim opisa E.[p], preostaje uspostaviti nacin dobivanja Kohn-Shamovih orbitala. Ono sto
je nepoznato u hamiltonijanu (2.29) je v, tj. efektivni potencijal referentnog sustava bez kojeg
nemamo potpuni opis referentnog sustava i pripadnih jednoelektronskih Schrddingerovih
jednadzbi. Postoji nekoliko pristupa kako do¢i do vs: uobicajeni nain je metodom
Lagrangeovih neodredenih multiplikatora,® ali u ovom radu bit ée prikazan nesto jednostavniji
pristup koji vodi do istih rezultata. Po uzoru na primjene u sklopu orbitalnog DFT

13,14

formalizma, uvodi se adijabatska poveznica izmedu potpuno interagiraju¢eg i potpuno

neinteragirajuceg sustava putem parcijalno interagiraju¢eg HK funkcionala na nacin
FAp] = (PHT + Wee|P*), 1 € [0,1] (2.37)

pri ¢emu je W normirana, antisimetriéna valna funkcija koja minimizira F*[p] dok

istovremeno odgovara elektronskoj gustoci p. Iz definicije (2.37) jasno se vidi

F*=[p]l = Flpl,  F*°[p] = Ts[p]
Za svaki vanjski potencijal energija osnovnog stanja odredena je s

E*[v] = min {F’l[p] + f p(r)v(r)dr}
Obratno, energija osnovnog stanja odredena je s*°

F*[p] = maks {El[v] - J p(r)v(r)dr} (2.38)

Potencijal koji maksimizira izraz (2.38) dan je s

SF[p] _
sp(r)

dok je trazeni vanjski potencijal referentnog sustava dan s

—v*[p](r) (2.39)

vs[po] (1) = Vl:O[Po](r)

= v3=4p] (1) + (v*=[po] () — v*~ o] (1))
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SF*=1[p] 5F1=°[p]>

=+ (T S

Uvodenjem derivacije funkcionala (2.37) s obzirom na p slijedi

8J[p]  6Ex[p]
Sp(r)  dp(r)

Us[pol(r) = vne(r) + (2.40)

Uvrstavanjem izraza (2.40) u (2.33) slijedi izraz za odredivanje Kohn-Shamovih orbitala do

postizanja samouskladenosti

1 Z p()
__VZ_ a j ! L= £:00: .
( > E |T—1‘a|+ Ir—r’Idr + Vg | Qi = €@ (2.41)
a

Temeljem iterativnog rjeSavanja jednadzbi oblika (2.41), moguce je odrediti elektronsku

energiju osnovnog stanja prema (2.36). U praktiénom pogledu, izraz (2.36) tipi¢no se
preoblikuje na nacin da se zaobide redundantni izracun djelovanja Laplaceova operatora na
Kohn-Shamove orbitale i iskoriste se dobivene vlastite vrijednosti jednoelektronskih

hamiltonijana

N N
Elp] = Ts[p] +Jlp] + Exc[p] + f p(v(r)dr + Z«pilvslq)i) - Z«pilvslcpi)
i=1 i=1

- fol-

i=1

V2+vS

N
01) + 1161+ Beclpl + [ p@ryvyar - (ol

U prvom ¢lanu prepoznajemo sumu svojstvenih vrijednosti jednoelektronskih Kohn-Shamovih

hamiltonijana, a raspisom zadnjeg ¢lana prema (2.40) slijedi

|T1 — 71,

P( 1)

N
Z <§01 vNe | drl + VUxc

)
i=1

ﬂ (1'1)/)(7”2) drydr, + Ex.[p] + J p(F)v(r)dr

|1y — 15|
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(f p(r)v(r)dr+ffw dr,dr, +Jp(r)vxc(r)dr)

Konaénim sredivanjern slijedi*2

Elp]

ﬂp(rl)p(rz) SExelp] p(r)dr (2.42)

r.dr, + E -
|T1—7'2| r 2 XC[p] Ky ( )
Premda je dimenzionalnost problema ponovno poveéana uvodenjem Kohn-Shamovih orbitala,
one nemaju fizikalnu interpretaciju ve¢ sluze za pretrazivanje elektronskih gustoca prilikom
odredivanja elektronske gusto¢e osnovnog stanja sustava te uklanjaju potrebu za odredivanjem

oblika univerzalnog funkcionala Fyk[p] odnosno F[p].38

2.6. Funkcionali izmjene i korelacije

Najjednostavniji sustav za koji je egzaktno poznat izmjensko-korelacijski funkcional, je model
homogenog elektronskog plina koji je opisan i u originalnom radu u kojem su predstavljeni
temelji Kohn-Shamova pristupa.®’ Takav pristup predstavlja temelj aproksimacije lokalne
gustoce (engl. Local Density Approximation, LDA) koja je redovito primjenjiva za sustave
periodi¢nih struktura, npr. metala, ali je u potpunosti neprihvatljiva za opis molekula za koje
elektronska gustoéa znaGajno varira u prostoru.’” U okviru LDA pristupa, izmjensko-

korelacijska energija je oblika

ELPALp] = f p(Peclp)]dr (2.43)

gdje je & izmjensko-korelacijska energija po Cestici homogenog elektronskog plina

separabilna na doprinose izmjenske odnosno korelacijske komponente &, na naéin

exclp(M)] = exlp(M)] + ec[p()] (2.44)

Izmjenski doprinos izrazu (2.44) poznat je egzaktno kao Slaterov izmjenski funkcional, dok je
funkcional korelacijske energije naknadno odreden Monte-Carlo simulacijama. Dodatno
unaprjedenje aproksimacije lokalne gustoce je razdvajanje elektronske gustoe s obzirom na

spin elektrona
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p(r) = pe(r) + pp(r) (2.49)

dajuc¢i tzv. aproksimaciju lokalne-spin gustoce (engl. Local Spin-Density Approximation,

LSDA) ¢ime izraz (2.43) poprima ovisnost 0 p, 0dnosno pg

EXSPApa, pg] = f PN exc[pa (), pp(r)]dr (2.46)

Idu¢i korak koji se prirodno namece je uporaba LSDA odnosno LDA kao prvi ¢lan u razvoju

Taylorova reda

E)E;CEA [Pa, pﬁ] = f p (r)gxc [pa ), Pgp (r)]dr

Vp, Vpg
+ Zf ’ (pa Pg) 75 e —pdrt (2.47)
Pa  Ppg

S§to je poznato pod nazivom aproksimacija gradijentnog razvoja (engl. Gradient Expansion
Approximation, GEA). Medutim, uvodenjem gradijenata elektronske gusto¢e dolazi do
naruSenja mogucénosti fizikalne interpretacije problema i1 pogorSanja preciznosti, a tom
problemu pribjegava se tzv. poopcenom gradijentnom aproksimacijom (engl. Generalized
Gradient Approximation, GGA), u sklopu koje se uvode brojni parametri koji nemaju fizikalno
znacenje, ali doprinose lakSem 1 preciznijem odredivanju Ey.. Opcenito je energija izmjene i

korelacije izraZena preko GGA oblika

EchA[Pa;Pﬁ] = jf(pa,pB,Vpa, Vpﬁ)dr (2.48)

pri ¢emu je ESSA takoder separabilan funkcional, odnosno zasebno se konstruiraju i
kombiniraju funkcionali izmjenskog i korelacijskog dijela, E.. Razvijen je veliki broj GGA
funkcionala, a kasnije i meta-GGA funkcionala, koji predstavljaju temelj danaSnje ra¢unalne
kemije zbog primjene u tzv. hibridnim funkcionalima.

Hibridni funkcionali napravljeni su znajuci da se Hartree-Fockovom metodom izmjenska
energija moze egzaktno opisati, do na izbog osnovnog skupa, a kojoj se pridodaju dodatni
Clanovi kao parametrizirani doprinosi LSD odnosno LSDA funkcionala i funkcionala koji
pripadaju skupini GGA funkcionala kao $to su B, B§8, PW91, LYP,... Jedan od ¢estih hibridnih

funkcionala u uporabi je B3LYP funkcional (engl. Becke 3-parameter Lee-Yang-Parr)’
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EB3LYP — (1 — q)ELSPA 4 qEJ70 4+ PEBSS 4 cELYP 4+ (1 — ¢)ELSPA (2.49)

pri éemu je ELSPA izmjenska energija iz LSDA, EZ=° HF doprinos energije izmjene, E288
Beckeov izmjenski funkcional, EXYP LYP (engl. Lee-Yang-Paar) korelacijski funkcional te
ELSPA korelacijska energija iz aproksimacije lokalne spin-gustoée. Parametri a, b i c

optimizirani su prema eksperimentalnim podatcima.’

2.7. Grimmeova D3 disperzna korekcija
Kao nadogradnja nad hibridnim funkcionalima, primijenjenih u okviru Kohn-Shamovog
formalizma, Cesto se uvodi korekcija za disperzne interakcije odnosno dugodosezne nevezne
interakcije koje su neophodne za postizanje tzv. kemijske tocnosti prilikom modeliranje vecih
sustava.

Grimmeov pristup D3 disperzne korekcije temelji se na uvodenju korekcije nakon
provodenja Kohn-Shamova pristupa pri ¢emu se u obzir uzimaju dvoclane i tro¢lane interakcije

unutar promatranog sustava

Eo = Eppr — Eqisp, Egisp = E? + E® (2.50)

Kako bi se izbjegle pogresne korekcije za male udaljenosti atoma i korekcije dvostrukog

prebrojavanja, uvode se atenuacijske funkcije oblika

1
1 + 6(TAB/(Sr,nR0,AB)_an

fan(Tap) = (2.51)

gdje je v, internuklearna udaljenost atoma A i B, s ,, faktor skaliranja ovisan o redu korekcije,
Ry 4p limitirajuca udaljenost, a a,, podesivi parametar koji odreduje oblik priguSujuce funkcije.

Korekcija za dvoclane interakcije oblika je

cas
E® = Z Z sn— fan(Tap) (2.52)
AB n=638,10,.. 4B
dok je korekcija za troc€lane interakcije oblika
E® = Z fd,(3) (fABc)EABC (2.53)

ABC
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U izrazu (2.52) s, su globalni skalirajuci faktori ovisni o odabiru DFT-metode koji osiguravaju
ispunjenje asimptotskih rubnih uvjeta, CA? prosje¢ni disperzijski koeficijent n-tog reda za par
atoma AB, a 71,5 internuklearna udaljenost atoma A i B. U (2.53) EABC je tzv.
Axilrod-Teller-Mutov disperzijski ¢lan za tro¢lani doprinos atoma A, B i C, a 7,5 geometrijski
prosjek internuklearnih udaljenosti za sve parove atoma iz skupa ABC. Bitna razlika od DFT-
D3 metode u odnosu na DFT-D2 je dobivanje disperzijskih koeficijenata C4Z putem ab initio
vremenski ovisne teorije funkcionala gustoé¢e (engl. Time-Dependent Density Functional
Theory, TD-DFT) naspram empirijski dobivenih parametara. U tome slu¢aju koeficijenti 6-tog
reda CAE su dobiveni ab initio iz kojih se rekurzivno odreduju disperzijski koeficijenti visih
redova; ostali semiempirijski parametri takoder se odreduju rekurzivno. Prednost DFT-D3
metode je to Sto je iznos korekcije neovisan o DFT metodi, a tipi¢no korekcija za troclane

disperzne interakcije nije nuzna posto ona doprinosi 5-10% iznosa ukupne korekcije.®

2.8. Becke-Johnsonovo prigusenje

Iduci korak u unaprjedenju opisa Londonovih disperznih interakcija nad DFT-D i DFT-D3
metodama je uvodenje tzv. Becke-Johnsonovog prigusenja (engl. Becke-Johnson damping).

Premda se u slucaju pravilnog podeSavanja slobodnih parametara u okviru DFT-D i
DFT-D3 metoda ne nailazi na problem s uporabom standardnih atenuacijskih funkcija, kao Sto
je npr. oblik (2.51), svejedno je prisutan problem njihovog nepravilnog asimptotskog
ponasanja.!” Naime, za Ry 45 — 0 vrijednost izraza (2.52) tezi k 0 umjesto postizanja konacne
vrijednosti'® §to se zaobilazi drugacijim definiranjem dvoatomskih doprinosa korekcije

elektronskoj energiji (2.52) na na¢in'’

AB C
Epo) = — : 2.54
bais 22( RSy + [ Roms)]' R23+[f<Ro,AB)]8) (259

pri ¢emu je atenuacijska funkcija definirana tako da je

f(Ro,ag) = a1Roap + a3 (2.55)

Za metode koje ne Koriste Becke-Johnsonovo prigusenje, limitiraju¢a udaljenost R, 45 definira
se pomoc¢u empirijskih vrijednosti van der Waalsovih radijusa, atomskih radijusa ili se definira

tako da je prvi red korekcije elektronske energije za par atoma A i1 B jednak odredenoj grani¢noj
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vrijednosti energije.'® Kao poboljsanje nad prethodnim definicijama, pokazalo se definiranje
Ry 4p na nacin

AB
Roan = s
0,AB — CAB

6

(2.56)

pri cemu su CA2 i C48 prosjecni disperzijski koeficijenti 6. i 8. reda definirani u okviru DFT-D3
metode. !’

S takvo redefiniranim korekcijama u okviru DFT-D3(BJ) metode, unato¢ uvodenju
dodatnih empirijskih parametara, postize se dodatno unaprjedenje rezultata pogotovo u vidu
termodinamickih veli¢ina za sustave za koje su relevantne nekovalentne interakcije kao $to su
nekovalentno vezani odnosno asocirani kompleksi te sustavi sa znacajnim doprinosom

intramolekularnih disperzijskih efekata.'’
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