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Uvod

Prirodno je za slu€ajne procese s diskretnim vremenom, posebno za slu€ajne Setnje, pros-
tor stanja te prijelazne vjerojatnosti prikazati kao graf kako bismo mogli dobiti intuiciju te
mogli vizualizirati naizgled apstraktnu strukturu. U ovom radu nas ¢e kut gledanja biti pro-
mijenjen. Ono Sto ¢emo promatrati i od ¢ega cemo krenuti jest graf te cemo istraziti ,,medu-
djelovanje” ponasanja slucajne Setnje na grafu (u vidu povratnosti/prolaznosti) 1 svojstava
samog grafa kao temeljne (pozadinske) strukture.

Povijesno gledajuci, ovakav pristup teoriji sluajnih Setnji na beskonacnim grafovima
potjece iz Pélyina rada Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung betreffend die
Irrfahrt im Straf3ennetz' [5] iz 1921. u kojem Pdlya pokazuje da je jednostavna sluajna
Setnja u dvodimenzionalnoj Euklidskoj reSetki povratna, dok je za viSe dimenzije prolazna.
Ovakva promjena ponaSanja izmedu prostora (stanja) i dimenzije bila je inspiracija za
mnoge daljnje radove u ovom i srodnim podrucjima, od kojih je jedan od najznacajnih
onaj Nash-Williamsa Random walk and electric currents in networks [4]. Naime, u njemu
autor prvi spaja povratnost i strukturalna svojstva mreza, tj. reverzibilnih Markovljevih
lanaca.

''U slobodnom prijevodu: O vjeZbi iz teorije vjerojatnosti o slucajnoj Setnji na cestovnoj mreZi.



Poglavlje 1

Teorija grafova 1 Markovljevi lanci

U ovom ¢emo poglavlju definicijama 1 osnovnim svojstvima dati uvod u teoriju grafova
prema [3] i teoriju Markovljevih lanaca, koji su jednostavni i najvazniji primjeri slucajnih
procesa, prema [7]. Na kraju poglavlja uvest cemo pojam slucajne Setnje na stablu. U
radu ¢emo, kako bude bilo potrebno, navoditi nove definicije i svojstva. Prije nego Sto
zapo¢nemo s formalnim definicijama i razvijanjem teorije potrebne za ovaj rad, razmotrimo
klasi¢ni, fundamentalni primjer.

Primjer 1.0.1. Slucajne Setnje u Z¢

d-dimenzionalna mreZa, Z¢, graf je ¢iji su vrhovi cjelobrojne tocke u d dimenziji i dvije su
tocke spojene bridom ako su na udaljenosti 1. Setad nasumiéno luta po mreZi od tocke do
tocke. Na svakom ,,raskrS¢u”, tj. u svakoj tocki odabire, s jednakom vjerojatnosti, jednu
od mogucih 2d susjednih to¢aka kao svoj iduéi korak. Postavlja se pitanje hoce li se Setac
ikada vratiti u tocku iz koje je krenuo. Pretpostavimo da Setac krece iz ishodiSta. Promatrat
¢emo kolika je vjerojatnost da se Setal vrati u ishodiSte u m koraka, p“(0,0). To je broj
zatvorenih putova duljine m sa startom u 0, podijeljeno s (2d)". Akojem = 2n + 1 za
n € Ny, tada je p™(0,0) = 0, odnosno nemogudée je vratiti se u pocetak u neparnom broju
koraka. Promatrat éemo, dakle, p®”(0,0). Za manje dimenzije rjeSenje se moZe dobiti
kombinatorno.

d=1.

Od 2n koraka, Seta¢ mora napraviti n koraka ulijevo te n koraka udesno. Zbog toga je,
nakon kraceg raspisivanja,

— ~——=C n_l/z, 1.1
7= =G (1.1)

gdje pribliZzna jednakost slijedi iz Stirlingove formule:

2n\ 1 1
p*(0,0) = ( )

n

. n! . , _
lim ——— = 1. Pisatéemo n!~ V2ane "n".
n—o0 27Tne—nnn
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d=2.
Kao $to smo vec rekli, vjerojatnost svakog zatvorenog puta duljine 2n koji krece iz is-
hodista jest (4—1‘)2”. Broj takvih putova koji imaju 2k horizontalnih koraka (dakle, 2(n — k)
vertikalnih) je
(2n)!
kl'k!(n —k)!(n—k)!

Slijedi
1 <& 2n)!
421 L Kk (n - k)\n — k)1

p(0,0) =

. . . . . vy . . . 2
Sto je nakon kraceg raspisivanja te koriStenja kombinatornog identiteta ) ;_, (Z) = (2")

jednako '
1 (2n)\’
22\ n)) -

Opet koristeci se Stirlingovom formulom, dobivamo
p%mm~FLy:i:QW- (1.2)
b v]r—n

d=3.
Sli¢no kao za slucaj d = 2 zakljucujemo da vrijedi

§ 1 < (2n)! 1 (2n\ & [ 1 n! ?
p(Z)(O’O):@Z kN — j— k) — k':ﬁ( ) (3_ il(n — j k')'

Jok=0

Primijetimo da je

Z": l n! _1
=) 3 jlkl(n—j—k)!

kao vjerojatnost sigurnog dogadaja u polinomijalnoj shemi s tri ishoda, svaki vjerojatnosti
%. Takoder, minimum se funkcije (x,y,z) — x!ylz! za x,y,z > O uz x + y + 7 = n postize
zax =y =7z= 1% zan = 3l,zal € N. Koriste¢i se prethodnim dvjema tvrdnjama te
Stirlingovom formulom dobivamo [7, Primjer 6.13]:

1 2n\1 n!
(2n) - -3/2
p(0,0) < —22n(n)—3n —(n/3)!3 Cin /=, (1.3)

Zaista, za proizvoljnu dimenziju d postoje razni nacini za pokazati da je
p?"(0,0) ~ Cyn~?, (1.4)

U izvornom radu [5] Pélya dolazi do (1.4) koristeci se karakteristicnim funkcijama.
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Nakon $to razvijemo potrebnu teoriju, za slucajnu je Setnju koja pocinje u ishodistu

> p(0,0)
n=0

ocekivani broj posjeta ishodistu, a za Setnju ¢emo reci da je povratna ako je

Z p?(0,0) = co.
n=0

U suprotnom ¢éemo reci da je slucajna Setnja prolazna. Dakle, za d = 1,2 ocekujemo da
se Seta¢ beskona¢no mnogo puta vraca u ishodiSte. Drugim rije¢ima, Setnja je povratna.
Za d > 3 slucajna je Setnja prolazna te postoji moguénost da se SetaC nikada ne vrati
u ishodiSte. Na ovaj se rezultat matemati¢ar Shizuo Kakutani osvrnuo Saljivim citatom:
,,Pijan ¢e Covjek pronaci put kudi, ali pijana ptica moZe se zauvijek izgubiti.”

1.1 Grafovi i stabla

Definicija 1.1.1. Graf je ureden par G = (V, E), gdje je V skup vrhova (konacan ili prebro-
Jjiv), a E skup dvoclanih podskupova od V koje zovemo bridovi.

Za vrhove x,y € V kaZzemo da su susjedni i piSemo x ~ y ako je {x,y} € E, au
suprotnom piSemo x + y.

Napomena 1.1.2. Nekada definiciju grafa prosirujemo tako da dopustimo petlje (bridove
koje spajaju vrh sa samim sobom) 1 usmjerene bridove (bridovi koji imaju orijentaciju od
jednog vrha prema drugom; tada je brid uredeni par, a ne 2-podskup).

Napomena 1.1.3. Takoder, u srediStu interesa bit Ce teZinski grafovi (V, E, 1), gdje je
t : E — [0, o) funkcija koju nazivamo teZinska funkcija.

Definicija 1.1.4. Setnja u grafu je niz (xo, X1, X2, . . . , X), gdje su X;_y ~ X; susjedni za svaki
i =1,...,n. Setnja je zatvorena ako je xy = x,. Put je Setnja u kojoj su svi vrhovi razliciti,
osim eventualno prvog i zadnjeg. Zatvoreni put zovemo ciklus.

Definiranjem relacije ekvivalencije na skupu vrhova V : x = y, ako postoji put od x do
v, dobivamo particiju skupa V na komponente povezanosti inducirane klasama ekvivalen-
cije. KaZzemo da je graf povezan ako postoji samo jedna komponenta povezanosti, odnosno
za svaka dva vrha postoji put od x do y. Na kraju, dana je definicija stabla.

Definicija 1.1.5. Stablo je povezan graf bez ciklusa.
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Jednostavno se vidi da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 1.1.6. Graf je stablo ako i samo ako za svaka dva vrha x i y postoji jedinstveni put
od x do y.

1.2 Markovljevi lanci

Definicija 1.2.1. Neka je S skup. Neka je F o-algebra na S. SluCajan proces s diskretnim
vremenom i prostorom stanja S je familija X = (X, : n > 0) slucajnih varijabli definiranih
na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P). Za svakijen > 0, X,, : Q — S slucajna varijabla.

Definicija 1.2.2. Neka je S prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X, : n > 0) definiran
na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac ako
vrijedi

P(X,1 = j|Xn =0, X1 = lp1,..., Xo = i) = P(X,yy = j|Xn =) (1.5)

za svakin > 0 i za sve iy,...,i,_1,i,] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro

definirane.

Svojstvo u relaciji (1.5) naziva se Markovljevim svojstvom koje nam govori da su (ne-
posredna) buducnost i proslost uvjetno nezavisne uz danu sadasnjost.

Nas ¢e zanimati samo homogeni Markovljevi lanci. To su oni za koje desna strana u
(1.5) ne ovisi o n. Distribucija na S je vektor 4 = (4; : i € §) takav da je 4; > 0, za svaki
i €S tevrijedi ;.o A4 = 1.

Definicija 1.2.3. Matrica P = (p;; : i,j € §) naziva se stohastickom matricom ako je
pij = 0zasvakii,j€ S te

ZPU =1, zasvakii€s.

jes
Napomena 1.2.4. Ako je skup stanja S beskonacan skup, tada ée P biti beskona¢na ma-
trica.

Definicija 1.2.5. Neka je A = (A; : i € §) distribucija na S te neka je P = (p;; : i,j € §)
stohasticka matrica. Slucajni proces X = (X,)us0 definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) s prostorom stanja S je homogen (A, P)-Markovljev lanac s pocetnom distribuci-
Jjom A'i prijelaznom matricom P ako vrijedi

(i) PXo=i)=A;zasvei €S
(ii)
P(Xn+l = ]an = i,Xn—l = in_l, .. .,XO = lO) = Dij (16)

za svakin > 01iza sve iy, ...,I,-1,0, j €S.
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Napomena 1.2.6. Iako nije odmah jasno da za svaki (4, P)-Markovljev lanac vrijedi (1.5),
koristeci se sljede¢im teoremom to se lako pokazuje.

Teorem 1.2.7. Neka je X (A, P)-Markovljev lanac. Tada za sve n > 0 i za sva stanja
0y -sln1,1, j €S vrijedi

P(Xo = i0, X1 =11, ..., Xyt = Un=1. X = i) = AigPigiy ** * Piyrin- (1.7)

Obratno, pretpostavimo da je X = (X,).>0 slucajni proces koji zadovoljava (1.7), gdje je
A neka distribucija na S, a P neka stohasticka matrica na S. Tada je X (A, P)-Markovljev
lanac.

U slucaju da za neki i € S vrijedi P(X, = i) > 0 moZemo definirati uvjetnu vjerojatnost
P;(A) :=P(A|X, = i), A € F. Ocekivanje vezano uz vjerojatnost P; oznacavat ¢emo s E,.
Od posebne vaznosti bit ¢e nam distribucija koncentrirana u nekom stanju i € S (tako da
P(Xo = i) = 1). Oznaavamo je s &' = (6;;: j € S).

Teorem 1.2.8. Neka je X = (X,)us0 (A4, P)-Markovljev lanac na S. Tada je uvjetno na
X, = i slucajni proces X = (Xpin)nso (', P)-Markovljev lanac nezavisan od slucajnih
varijabli Xy, X1, ..., X

Koristeci se teoremom 1.2.7, dobije se formula koja govori da ako Markovljev lanac
krece iz stanja i, tada je vjerojatnost da u n koraka bude u stanju j jednaka (i,j)-tom elementu
n-te potencije prijelazne matrice P

P =PuX, = ). (1.8)

Nulta potencija matrice P jednaka je identiteti na S, P° = I, dok vjerojatnosti pg.’) nazi-
vamo n-koracne prijelazne vjerojatnosti. Bit ¢e nam od koristi rezultat poznat pod nazivom
Chapman-Kolmogorovljeva jednakost:

Py = ) PR (1.9)
keS

Povratnost i prolaznost

Kako bismo bolje razumjeli razvoj Markovljeva lanca, vazno je znati putove u prostoru
stanja, odnosno do kojih sve stanja moZemo do¢i iz nekog zadanog stanja.
Za j € § prvo vrijeme pogadanja skupa {;} jest

s/=min{n >0:X,=j}, uz min0 = co. (1.10)
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Definicija 1.2.9. Za stanja i, j € S kaZemo da je j dostizno iz i, u oznaci i — j, ako
pl(;.’) >0
za nekin > 0.

Nije teSko pokazati da za i, j € S,i —> j ako i samo ako P;(s/ < c0) > 0. Za detalje
pogledati [7, Propozicija 3.2]. Ako definiramo relaciju komuniciranja i «— j, akoi — j
te j — i, nije teSko pokazati da je to relacija ekvivalencije na S XS . Relacija komuniciranja
inducira particiju prostora stanja na klase komuniciranja.

Jedna od osnovnih pretpostavki u ovom radu bit Ce ireducibilnost.

Definicija 1.2.10. Markovljev lanac (X,,),so ireducibilan je ako za sve i, j € S postojin € N
takav da je pg.’) > 0, odnosno postoji samo jedna klasa komuniciranja.

Napomena 1.2.11. 1z definicija povezanosti 1 ireducibilnosti vidimo da ¢e za Markovljev
lanac na grafu vrijediti da je povezanost grafa ekvivalentna ireducibilnosti.

Za j € S prvo vrijeme povratka u {;} jest
' =minfn>1:X,=j, uz min0 = oo. (1.11)

Usporedimo li definicije (1.10) i (1.11), moZe se uoditi da je s/ # t/ ako i samo ako je
Xo = j. Vremena s/ i ¢/ bit ée nam od vaZznosti, a spadaju u tzv. vremena zaustavljanja.

Definicija 1.2.12. Slucajna varijabla T : Q — {0, 1,2,...} U {oo} zove se vrijeme zaustav-
ljanja za slucajni proces X = (X,,),>0 ako je za sve n > 0

{T Sl’l} EO'(X(),Xl,...,Xn)

ili ekvivalentno
{T = l’l} S O'(X(),Xl,. o ,Xn).

Zbog

s/ =ny={Xo# X1 # jo.... Xoo1 # j: Xu = j} € 0(X0, X1, ..., X)),

W=n={Xi#j.... X1 # X, = jl € X0, X1,...,Xy,)

slijedi da su s/ i #/ vremena zaustavljanja.
Za vrijeme zaustavljanja 7 : Q — {0, 1,2,...} U {oo} definiramo slucajnu varijablu X;
formulom
Xr(w) = X,(w), akoje T(w)=n.



POGLAVLIJE 1. TEORIJA GRAFOVA I MARKOVLJEVI LANCI 8

X7 definirana je samo na dogadaju {T < oo}.

Sljedeci vaZzan teorem, koji se Cesto naziva i jako Markovljevo svojstvo, analogon te-
orema 1.2.8 govori nam da Markovljevo svojstvo vrijedi i za neka slu¢ajna vremena, upravo
za vremena zaustavljanja.

Teorem 1.2.13. Neka je X = (X,)us0 (A, P)-Markovljev lanac na S te neka je T vrijeme
zaustavljanja. Tada je uvjetno na {X;y = i,T < oo} slucajni proces (Xr.in)uso (8, P)-
Markovljev lanac nezavisan od slucajnih varijabli Xy, X, . .., Xr.

Za prijelazne vjerojatnosti p(.'.‘)

i = PiX, = j) i vremena s/ = min{n > 0 : X, = j},
t/ = min{n > 1 : X,, = j} definiramo redove potencija:

(9]

Gij(2) = Y p2, (1.12)
n=0

Fy@ = ) 07, edieje £ = Pi(s’ = n), (1.13)
n=0

Ui(d) = ) Pilt = n)2". (1.14)
n=0

Od koristi ¢e nam biti sljedeca lema.

Lema 1.2.14. Vrijede sljedece jednakosti:

(a)
Gi(z) = 1——l]ii(z)’

(b)

Gij(z) = Fij(2)G(2),
(c)

Ui(z) = Z pijzFi(2),

jes

(d)

Fij(z) = ZpikZij(Z)-

keS
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Dokaz. (a) Ako je X, = i, tada je t' = k za neki k < n. Zato je
P = Pi(X, —z)—ZP(X =if —k)—ZP(t =k, Xyyns = i)

= Z Pt = Pi(X, i = i) = Z P, = kopl ™,
k=0 k=0

gdje smo u predzadnjoj jednakosti iskoristili jako Markovljevo svojstvo (teorem 1.2.13) uz
pf?) = 1te P,(# = 0) = 0. Za detalje pogledati [7]. Tvrdnja leme slijedi nakon racunanja

(o)

G”(Z)—l—Zp(")z”—ZZP(I = kp ™ ”—ZZP(t = k)p Pz

n=1 k=1 n=0 k

= ( P e k] Pt = ke = ZGU(z)P,(r = 2 = G Ui(2),
k

k=0 \ n=

gdje smo u treéoj jednakosti iskoristili P;(# = 0) = 0, a Cetvrta jednakost slijedi zamjenom
poretka sumacije. Tvrdnja pod (b) dokazuje se analogno kao (a) uvjetovanjem uzimajuéi
u obzir s’

(c) Zbog Pi(f" = 0) = O slijedi U;i(z) = Yoo, Pi(¢' = n)7". Za n fiksan je zbog Markov-
ljeva svojstva

Pt =n) = Z Pt = n| X; = j)Pi(X; = j) = [teorem 1.2.8]

JjES
= ZPi(l‘i =n- l)pij = ZP/(S’I =n- l)plj
JES jes
Racunamo
Ui() = ) Bl = n)" = Z (Z Pi(s'=n- 1>pu]z =2, Z Pis" = n— 1)py"
n=1 jes jeS n=1
= ZPUZ]C;?_D "= ZPijZfﬁn)ZmH = ZPUZZ]C;?)Z'" = ZpijZFji(Z)~
jes =l jes  m=0 jes  m=0 jes
Tvrdnja u (d) dokazuje se analogno kao (¢). O

Definirajmo broj posjeta stanju j € S

Ni=>" ligep. (1.15)
n=0
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Slijedi
EN; =E; [Z l{xn=j1] = ZEil{Xn:ﬂ = Z PiX, = j) = Z Py
n=0 n=0 n=0 n=0

Druga jednakost slijedi iz teorema o monotonoj konvergenciji.
. 2 B N w00 () et v 1 . . . . v
Pisat cemo G;; za G;;(1) = 3,2 p; ; Sto je ocekivani broj posjeta stanju j uz pocetno
stanje i. Takoder, F;; za F;;(1) = Y70, fl.(j") = 32 Pi(t/ = n) = Pt/ < ), $to je vjerojat-
nost dolaska u j ako kre¢emo iz i te U; = U;;(1) = Pi(f' < o0), §to je vjerojatnost povratka
u stanje i.

Definicija 1.2.15. Za ireducibilan Markovljev lanac (X,),>o sa skupom stanja S kaZemo da
Je povratan ako je G;; = oo za neke (ekvivalentno sve) i, j € S ili ekvivalentno U; = 1 za
neki (ekvivalentno svaki) i € S. U suprotnom kaZemo da je Markovljev lanac prolazan.

Povratan je Markovljev lanac pozitivno povratan ako E;[f'] < oo te nul-povratan ako
E;[#'] = co. Koristeéi se ireducibilno§éu i Chapman-Kolmogorovljevom jednako§éu (1.9),
pokazujemo da konvergencija reda G,,(z) za realni broj z ne ovisi o x, y.

Lema 1.2.16. Neka je X = (X,).»0 ireducibilan Markovljev lanac s prostorom stanja S
te neka je G, (z) definiran kao u (1.12). Za realni broj z > 0, red G.,(z) ili konvergira ili
divergira istovremeno za sve x,y € S.

Dokaz. Za proizvoljne xi, x,,y1,y2 € S po ireducibilnosti postoje k,/ € N takvi da je

p¥, > 0ip?, > 0. Zbog (1.9) vrijedi

(k+n+1) & ) 0
plel Z pxlxszwzpyz)’l
tezaz >0
B (D) k+l
leyl (Z) 2 pf\’l))czp;z)ylz i zeyz (Z)a
iz ¢ega zbog proizvoljnosti xi, x», y1, 2 slijedi tvrdnja. O

Za posljedicu svi G,,(z) gdje je x,y € S imaju isti radijus konvergencije

1 n
r(P)= — uz p(P)=limsup +/p™ €0, 1].
,D(P) n—>oop »

Broj p(P) Cesto se naziva spektralni radijus matrice prijelaza P. Ako je p(P) < 1 lanac je
prolazan. Obrat ne vrijedi.
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1.3 Slucajna Setnja na grafu

Prisjetimo se kratko definicije grafa kao konacnog ili prebrojivog skupa vrhova V sa sime-
tri¢nom relacijom susjedstva te puta od x do y kao niza = = [x = xg, X1, X2, ..., X, = ¥] gdje
su x;_; ~ x; zasvakii = 1,...,n te svi x; razli¢iti osim eventualno prvog i zadnjeg. Broj
n > 0 duljina je puta. U ovom Ce radu uvijek biti pretpostavljeno da su grafovi beskonacni
i povezani. Iz toga slijedi da na V postoji cjelobrojna metrika d(x,y) — minimum duljina
svih putova izmedu x 1 y. Za put se kaze da je geodetski ako mu je duljina upravo d(x,y).
Stupanj deg(x) vrha x broj je susjeda. Ako svaki vrh ima isti stupanj, kaze se da je graf
regularan, odnosno M-regularan pod uvjetom da svaki vrh ima stupanj M. Ovdje Ce, uz
nekoliko iznimki, grafovi biti lokalno konacni, Sto znaci da svaki vrh ima konacan stupanj.

Jednostavna slucajna Setnja na lokalno konacnom grafu G Markovljev je lanac s pros-
torom stanja V i prijelaznim vjerojatnostima:

B { 1/deg(x), ako x~y

4 0, inace.

Za graf se kaze da je povratan/prolazan ako jednostavna slucajna Setnja na grafu ima to
svojstvo. Jednostavna slucajna Setnja osnovni je primjer Markovljeva lanca prilagodenog
temeljnoj (pozadinskoj) strukturi. U nastavku razmatramo razna svojstva prilagodenosti
prijelazne matrice P Markovljeva lanca strukturi, odnosno geometriji grafa na skupu stanja.
Za prijelaznu matricu P kaZemo da je matrica najbliZeg susjeda ako p,, > 0 samo ako je
d(x,y) < 1.

Kazemo da P ima ogranicen doseg ako

sup{d(x,y) : x,y € V, pyy > 0} < c0.
Slucajna je Setnja uniformno ireducibilna ako postoje &y > 01 K < oo takvi da
x ~y implicira pg;) >¢& zanekik <K.
Primijetimo da iz ovoga slijedi deg(x) < (K + 1)/&y za svaki x € V. Zaista,

K+1= ZK: >l=> zK: pY) = deg(x)s,.

k=0 yeV yeV k=0

Stabla

Slucajne Setnje najbliZzeg susjeda na stablima te posebno jednostavne sluCajne Setnje na
homogenim (regularnim) stablima, uz PSlyinu Setnju, osnovni su primjeri prilagodenosti
geometriji grafa. Karakteristika stabla dana u teoremu 1.1.6 ta je da za svaki par vrhova
X,y postoji jedinstveni geodetski put 7(x, y) duljine upravo d(x, y).
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Neka je sada P prijelazna matrica najbliZeg susjeda ireducibilne Setnje na stablu T.
Sljedece fundamentalno svojstvo povezuje strukturu stabla i slu¢ajnu Setnju.

Lema 1.3.1. Ako je w € ni(x,y), tada F(2) = F,(2)F\y(2).

Dokaz. Zbog strukture stabla sluCajna Setnja mora pro¢i kroz w na putu od x do y. Zbog
toga za prva vremena pogadanja vrijedi s > s". Buduci da je s" vrijeme zaustavljanja, X
je ve¢ definirana na str. 9 kao

X o= Xk.

Zak <nzbog s’ € o(Xgpw, Xgvi1,...)
f0 =P(s" = n) = Z P(s =n,s" = k) = Z P(s’ = n|s” = bP,(s" = k)

= DB = e = w8 = BB =)
=0

= YR == REGT = = ) A
k=0 %=0

gdje predzadnja jednakost slijedi zbog jakog Markovljeva svojstva, teorema 1.2.13.
Racunamo

(o)

(o] (o) n
k —k k —k k) _k
P =3 02 =33 pigato - z[z fabp- ] ©;
n=0

n=0 k=0 =0
-, (Z Foub ") £ Z Fop@f 02" = Fo(@)F ().
k=0 \n
gdje Cetvrta jednakost slijedi zamjenom poretka sumacije. O

Kao sljededi tipi¢an primjer gledamo slucajnu Setnju na (homogenom) M-regularnom
stablu T),. Stablo T, izomorfno je Z. Za T3 vidi sliku 1.1.

Lema 1.3.2. Za jednostavnu slucajnu setnju na T, vrijedi

d(x.y)

2(M -1 M — \JM? —4(M - 1)Z?
Go(o) = ( ) [ v ( %

M =2+ M2 —4(M - 1)Z? 2(M - 1)z
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Slika 1.1: 3-regularno stablo T3

Dokaz. F,,(z) jednaka je za svaki par susjeda x, y, pa ¢emo staviti F,,(z) = F(z). Primje-
njujuéi lemu 1.3.1 na sve vrhove puta (v, w), dobivamo F,,(z) = F(z)™"). Sluzeéi se
definicijom slucajne Setnje i tvrdnjom (d) leme 1.2.14, za dva susjedna vrha x, y vrijedi

F(2) = Fy(2) = Z PawiFy(2) = Z % ZF(2)0m,

U sumi postoji M = deg(x) sumanada, a zbog x ~ y te w ~ x je d(y, w) = 2, stoga slijedi

1
F(z) = 572F ()70 + ZF ()

1 M-1
= —2Z+
M M

Ova jednadzba drugog reda ima dva rjeSenja. Buduci da je

ZF(2)°.

1
1 - 2 _ 2) =
lim 204 = 1)z (M + M2 —4(M - 1)2?) = +oo,

dok je F(0) = 0, to rjeSenje (po neprekidnosti) otpada, pa je tocno rjeSenje

1
F(Z) = m(M— \/M2 —4(M— 1)22).

U ovom koraku koristeci se tvrdnjama (c), (a) 1 (b) leme 1.2.14, raunamo

U(2) = Z PuiFy() =M %ZF (2) = 2F(2), Gul(2) =

= 1 -2F(2)
1 F(z)d(x’” F(Z)d(x,y)
ny(Z) = ny(Z) = =
1-zF(z) 1-2zF(@) 2M-1)-(M-\IM2—4M-1)2)
2(M=1)
d(x,y)

~ 2(M - 1) M — \M? - 4(M - 1)22

M =2+ /M2 —4(M - 1)22 2(M - 1)z



POGLAVLIJE 1. TEORIJA GRAFOVA I MARKOVLJEVI LANCI 14

G..(z) red je potencija s nenegativnim koeficijentima, pa je prema Vivanti—Pringsheim-
ovu teoremu iz kompleksne analize (vidi Hille [2], str. 133) radijus konvergencije jednak
najmanjem pozitivnom singularitetu. Dakle, moramo izracunati z > 0 gdje je izraz pod
korijenom jednak 0. Slijedi
2VM -1
p(P) = —

Bududi da je Setnja prolazna za p(P) < 1, slijedi da je jednostavna slucajna Setnja na Ty,
prolazna za M > 3.



Poglavlje 2

Povratnost i prolaznost beskonacne
mreze

U ovom poglavlju promatrat ¢e se razni kriteriji povratnosti reverzibilnih, a kasnije i ne-
reverzibilnih Markovljevih lanaca. Kao $to smo vidjeli u prvom poglavlju, Markovljevi
su lanci zadani skupom stanja S te matricom prijelaza P. Naravno, joS preostaje zadati 1
pocetnu distribuciju, no Cesto Ce to biti izostavljeno 1 umjesto (X,),>1 za Markovljeve lance
na grafu pisat ¢e se (V, P) gdje je V skup vrhova (stanja).

2.1 Reverzibilni Markovljevi lanci

Definicija 2.1.1. Neka je V najvise prebrojiv skup i neka je P matrica, ne nuZno konacna.
P djeluje na funkcijama f : V — R po

Pf(0) = ) puafG).
y

Definicija 2.1.2. P djeluje na nenegativnim mjerama v na 'V po

vP(y) = D V(X)py.

X

Pretpostavljamo da je vP konacno. KaZemo da je v ekscesivna ako je vP < v po
toCkama te da je v invarijantna ako je vP = v.

Prisjetimo se da uvijek pretpostavljamo ireducibilnost (v. definiciju 1.2.10). Neka je V
beskonacan, prebrojiv skup, ne nuzno opskrbljen sa strukturom lokalne konacnosti grafa.

Definicija 2.1.3. Neka je V beskonacan, prebrojiv skup. Markovljev lanac (V, P) reverzi-
bilan je ako postoji mjeram : V. — (0, +00) takva da je

m(X)pxy = M(y)pyx, zasve x,y € V. 2.1)

15
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U ovom slucaju a(x,y) = m(x)p., = a(y, x) naziva se provodljivost izmedu x 1y, dok je
m(x) ukupna provodljivost u x. S druge strane, ako je a : V X V — [0, co) simetri¢na funk-
cija takva da je m(x) = }, a(x,y) pozitivan i konaCan za svaki x, tada p,, = a(x,y)/m(x)
definira reverzibilan Markovljev lanac (slu¢ajnu Setnju). UoCimo da je m invarijantna mjera
za P:

mP(y) = > mX)py = D m)pye = M) ) prc = m(y).

Bit ¢e prikladno opskrbiti skup V skupom bridova E = E(P) tako da je za rezultirajuci graf
matrica P tipa najbliZzeg susjeda: [x,y] € E(P) ako i samo ako je a(x,y) > 0. Uocimo da je
(V, E) povezan, ali ne nuzno i lokalno konacan. Osim toga, za svaki, a priori neorijentirani,
brid e € E(P) navodimo koji je od njegova dva vrha pocetni ¢~, a koji je krajnji e*. Na
skupu bridova E promatrat ¢emo funkcije koje shvacamo kao tokove. Pozitivni ili negativni
znak oznacava kretanje toka od e~ do e* ili obrnuto.

Definiramo otpor brida e € E kao r(e) = 1/a(e”,e*). Trojka N = (V,E,r) naziva
se mreZa. Mreza N' moZe se shvatiti kao beskonacna elektricna mreZa u kojoj je svaki
brid e Zica s otporom r(e) 1 nekoliko je Zica povezano na svaki ¢vor (vrh). Takoder, ona
se moze shvatiti kao o sustav cijevi s popre¢nim presjekom 1 i duZinom r(e) spojenih u
vrhovima. KaZemo da je mreza N povratna ili prolazna ako Markovljev lanac (V, P) ima
respektivna svojstva. Kasnije ¢e skup V imati strukturu lokalno kona¢nog grafa. U tom
sluaju jednostavna slu¢ajna Setnja proizaci ¢e iz mreze N = (V, E, r), zakoju je a(x,y) = 1
ako x ~ y te a(x,y) = 0 u suprotnom, definiranjem m i p(x, y) na prethodno opisan nacin.

Napomena 2.1.4. Naglasavamo da opCenito E(P) ne mora biti jednak skupu bridova E(V),
kao Sto je to slucaj kada je P matrica najblizeg susjeda. Naime, uzimat ¢emo u obzir i druge
matrice P koje nisu nuzno matrice najblizeg susjeda, odnosno promatrati ,,prilagodene”
reverzibilne sluCajne Setnje na V.

U ovom trenutku posljednju napomenu zanemarujemo i promatramo graf mreze (V, E)
za koji je E = E(P). Nadalje, bit ¢e korisno uvesti standardne pojmove i definicije iz
teorije potencijala. Promotrimo realne Hilbertove prostore *(V,m) i I>(E, r) sa skalarnim
produktima

(f.2)= D fWg@mx) te )= > ue)v(e)r(e)

xeV ecE

respektivno. Uvodimo operator razlike
fleh) - fle)
re)
Za operator V definiramo operatorsku normu, u oznaci ||V||,, kao
IVllop = inf{M : IV fllpes < MUflleqam, | € P(V,m))
=sup{lIVfllee, : f € ZZ(V, m), || flleqm = 1}

V:B(V,m)— P(E, ), Vf(e)=
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Koristedi se definicijom normi na *(V, m) i [>(E, r) pomo¢u skalarnog produkta, lako se vidi
daje ||Vll,p < V2. Drugim rije¢ima, operator V ograni¢en je. Njegov adjungirani operator

dan je s
Vu(x) = mLx) Z u(e) — Z u(e)].

Ako razmisljamo o u kao o toku u mreZi, onda je },..--, u(e) koli¢ina koja utjece u ¢vor x,
dok je }...-—, u(e) koli¢ina koja istjece iz ¢vora. Tada je m(x)V*u(x) ,,gubitak” u ¢voru x.
Laplaceov operator dan je s

L=-V'V=P-1, (2.2)

gdje je I identiteta na V te P matrica prijelaza dane slucajne Setnje, obje gledane kao ope-
ratori na funcijama V — R u smislu definicije 2.1.1. Promotrimo sada prostor D(N) svih
funkcija f na V (ne nuzno iz I>(V,m)) takvih da je Vf € *(E, r). Ako je f takva funkcija,
onda je njezina Dirichletova suma (Dirichletova norma)

(fe) = f(e))
DO = (VF U = 2.3
D =rvn =3 EE 23
1
=3 § (f(x) = £FO))* m(x) Py

x,yeV

Dirichletova je suma polunorma te za funkcije iz D(N) vrijedi D(f) < oo. Ovdje e se
Dirichletova suma oznacavati s Dy(-) ili Dp(-). Prostor D(N) moZe se opskrbiti skalarnim
produktom ako odaberemo ishodiste, odnosno referentnu tocku o € V :

(f,8)p = (f,8)po = (Vf, Vg) + f(0)g(0).
Prikupimo nekoliko standardnih ¢injenica iskazanih u sljedecoj lemi.
Lema 2.1.5. Vrijedi sljedece:
(a) D(N) je Hilbertov prostor.

(b) Odabirom druge referentne tocke o dobivamo ekvivalentnu normu na Hilbertovu
prostoru.

(c) Konvergencija u D(N) povlaci konvergenciju po tockama.

(d) Ako je f € DIN), tada je V*(Vf) = — L.
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Dokaz. Neka je x € V,x # o. Zbog povezanosti grafa (V, E) postoje 0 = X, X1, ..., X =
x € Vtakvi da e; = [x;_1,x;] € E. Neka je Ci(x) = Zf.‘zl r(e;). Tada je za f € D(N),
koristeci se Cauchy-Schwarzovom nejednako$cu,

2

k 2 k
(F) = f(0)) = le % «/r(e,-)) - [Z} Vfr(e)] — (V£ 1)) < D).

Nadalje,

F)? = (f(0) = f(0) + f(0))* < 2(f(x) = f(0))* + 2f(0)’
<2C1(x0)D(f) + 2(f, o
< 2Cwl (X)(f, f)D,o + 2(f’ f)D,()-

Stavljajuci C»(x) = 2max{l, C;(x)}, dobiva se

F(0? < Gy o
Iz zadnje nejednakosti te zbog (Vf, Vf) < (f, f)p, slijedi

(s Do < GO, lpoe,  gdjeje  Ci(x) = Ca(x) + 1.

Zamjenom x i o dobivamo analognu nejednakost iz koje slijedi tvrdnja (b). Neka je sada
(f)n Cauchyjev niz u D(N). Zbog f(x)* < Cr(x)(f, f)p, slijedi da je za svaki x € V,
(fu(x)), Cauchyjev niz u R pa konvergira k nekom f(x), odnosno niz (f,) konvergira k
funkciji f po toCkama. S druge strane, kako je operator V ogranicen, slijedi da je (Vf,)
Cauchyjev niz u (E, r). Stoga postoji neki w € I*(E, r) takav da (Vf,), konvergira k w u
Hilbertovu prostoru (E, r). Gledamo li ||V f — w|| (e te uz prethodno primijenimo Fato-
uovu lemu, dobiva se w = V£, §to dokazuje (a). Neka je sada (f,), niz koji je konvergentan,
posebno Cauchyjev u D(N). Prema gore navedenom slijedi da (f,), konvergira k funkciji
f po to€kama, odnosno vrijedi tvrdnja (c).

Zasvaki je x € V, ¢ak kada (V, P) nije lokalno konacan, suma ﬁ Ziyee ()= fOWla(x, y)
konacna:

1 1
—— > 1f@) - fO)lax,y) < ——=D(f) < .
m m(x)

(x) [y.xI€E

Zbog toga suma ne ovisi o poretku ¢lanova, pa se ¢lanovi reda

Z J(x) = fle) Z J) = fle")

VN = —— o s

()

mogu permutirati. Koristeéi se reverzibilno$¢u te permutacijom u prvoj sumi po svim bri-
dovima kojima je x pocetni vrh, x = ¢~, dobivamo (I — P) f(x). |
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Nadalje, s [p(V) oznaCavamo vektorski prostor svih funkcija na V koje imaju konacni
nosac supp(f) = {x € V : f(x) # 0}. Zatvarac od (V) u prostoru D(N) oznacavat emo s
Dy(N).

Na kraju odjeljka donose se preliminarne definicije i tvrdnje koje e se upotrijebiti za
najvaznije rezultate ovog poglavlja. Napominjemo da ¢emo ponekad elemente prijelazne
matrice p,, oznacavati s p(x,y).

Definicija 2.1.6. Neka je A podskup od V, onda s P, oznacavamo restrikciju prijelazne
matrice P na skup A:

pa(x,y) = p(x,y), akox,ye€ Ate p(x,y)=0,inace. 2.4)

Obicno se smatra da je matrica P, matrica na cijelom skupu V, no upotrebljavat ¢emo
istu notaciju za odrezanu matricu samo na skupu A. Na isti nacin kao gore definiramo
restrikciju identitete /4. Element na mjestu (i, j) matrice potencija P je pﬁf)(l’, J) =PV, =
J» Z € A(0 < k < n)]. Posebno P9 = I,. Za pridruzenu Greenovu funkciju pisat ¢e se

Gati, fl) = D" PG D2, Galiy ) = Galiy ji.
n=0

Napomena 2.1.7. G,(i, jlz) nije restrikcija prethodno uvedene Greenove funkcije na skup
A, podskup od V.

Kada je skup A kona&an, onda je poznato i lako se pokaZe da je red G, kona¢an. Cesto
¢emo se koristiti i matricnom, odnosno operatorskom notacijom:

(Ia — PA)Gy = 1. (2.5)
Lema 2.1.8. Neka je A C V konacan, x € A te f € ly(V) takva da je suppf C A. Tada
vrijedi
(VF,VG4(, 1)) = m(x) f(x).
Dokaz.
(VI VG, 0) = (f, VIVGA(, X)) = (f, (I = P)Ga(:, X))
= (f,(Ua = Po)Ga(, 1)) = (f,65) = m(x) f(x),

gdje druga jednakost vrijedi zbog (2.2), treca zbog pretpostavke (funkcije su 0 izvan skupa
A), Cetvrta zbog (2.5), a zadnja jednakost vrijedi zbog definicije skalarnog produkta na
P(V,m). O

Lema 2.1.9. Ako je Markovljev lanac (V, P) prolazan, tada G(-, x) € Do(N) za svaki x € V.
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Dokaz. Neka je x € V proizvoljan. Neka su A C B konac¢ni podskupovi od V koji sadrze
x. Primjenjujuéi lemu 2.1.8 na skupove A, B te na f = Gp(-, x), f = Ga(:, x) respektivno,
dobivamo

D(Gg(:, x) = Ga(-, X)) = (VG3(-, X), VGp(-, X)) = 2{VG4(-, x), VG(:, X))
+(VG4(, %), VG4(-, X))
= m(x)(Gp(x, x) = Ga(x, x)) < co.

Prisjetimose dajezax € A

PhCex) = e > palx2)pazn 22) -+ paza-, X)

Z1€EA Zn-1€A

=N S PG Pt ).

Z1€A -1€A

Neka je sada (A,,),, rastu¢i niz konacnih skupova, podskupova od V, koji sadrZe x te u uniji
daju Citav V. Zbog A,, C A,y slijedi Gy, (x, x) < Gga,,,(x,x). Po teoremu o monotonoj
konvergenciji slijedi da je

m+1

lim G, (x, %) = lim > p{’(x,x) = > lim p{(x,x) = > p”(x,%) = G(x, %).
m—oo m—oo s m = m—oo m =

Iz gornjih raCuna vidljivo da je (G4, (-, X))>1 Cauchyjev niz u D(N). Po lemi 2.1.5 konver-
gira k svojem limesu po tockama, a to je G(:, x). Buduc¢i da smo nasli niz funkcija u D(N)
s kona¢nim nosacem, kojem je G(-, x) limes, po karakterizaciji zatvara¢a u metrickim pros-

torima slijedi da je G(-, x) € Dy(N). O

2.2 Tok, kapacitet i Nash-Williamsov kriterij

U ovom odjeljku formalno definiramo tok mreZe kao funkciju u 2(E, r) te donosimo nuZne
i dovoljne uvjete prolaznosti mreze N kao i metodu kratkog spajanja. Nas je cilj Nash-
Williamsov kriterij povratnosti koji ¢e kao korolar proizaci iz teorema koji govori da ako
za mrezu kratkog spoja dobivenu iz reverzibilna Markovljeva lanca vrijedi da je povratna,
onda to mora vrijediti i za inicijalni Markovljev lanac.

Definicija 2.2.1. Za dani vrh xy € V i realni broj iy, konacan tok energije od x do oo s
ulazom iy na mreZi N funkcija je u € I>(E, r) takva da

Io
m(x)

Viu(y) = —

0x(y) zasvakiyeV.

Energija toka je (u, u).
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Stoga mreZu moZzemo zamisliti kao sustav cijevi ispunjen teku¢inom (koja se ne moze
sabiti), a na izvoru x, pumpa se tekucina konstantnom brzinom od iy litara u sekundi. Zah-
tjev da to bude moguce s konatnom energijom (u, ) nerazuman je ako je mreza konacna
(osim ako je iy = 0), a pokazat ¢e se da postojanje takvih tokova karakterizira prolazne
mreze. U tom smislu, povratne mreZe viSe odgovaraju naSoj intuiciji ,,stvarnog svijeta”.

Definicija 2.2.2. Kapacitet skupa A C V je
cap(A) = inf{D(f) : f € lp(V), f =1 na A}. (2.6)
Napomena 2.2.3.

(a) Uocimo da je
cap(A) = min{D(f) : f € Dy(N), f = 1 na A}. 2.7)

Nije tesko provjeriti da je skup {f € Dy(N), f = 1 na A} konveksan. Takoder, taj
je skup zatvaraC skupa {f € [o(V), f = 1 na A} u D(N). Po standardnom teoremu
iz teorije Hilbertovih prostora [6, teorem 4.10], postoji jedinstveni element skupa u
kojem se norma minimizira.

(b) Pisat ¢emo cap(x) za cap({x}).

Sada moZemo formulirati sljedece korisne, nuZne i dovoljne kriterije prolaznosti mreze
N definirane u odjeljku 2.1.

Teorem 2.2.4. Neka je (V, P) reverzibilan Markovljev lanac s pridruZenom mreZom N.
Sljedece su tvrdnje ekvivalentne.

(a) MreZa je prolazna.

(b) Za neki (za svaki) x € V postoji konacni tok energije od x do oo s netrivijalnim
ulazom.

(c) Za neki (za svaki) x € V,cap(x) > 0.
(d) Konstantna funkcija 1 ne pripada skupu Dy(N).

Dokaz. (a) povlaci (b).
Pretpostavimo da je mreza N prolazna. Tada je po lemi 2.1.9 G(-, x) € Dy(N) za svaki
x € V. Budu¢i da je Do(N) podskup D(N) po definiciji, ovako definirana funkcija u =
—%VG(-, x) € P(E(P),r) te
io iO iO
Viu=- V*VG(-, x) = G(-,x) = ———=0,,
“ m(x) ¢, %) m(x)L ¢, %) m(x)
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gdje smo u predzadnjoj jednakosti upotrijebili lemu 2.1.5.

(b) povlaci (c).
Neka je x € V proizvoljan. Pretpostavimo da postoji konacan tok energije u iz x do oo s
ulazom i, # 0. Bez smanjenja opCenitosti smijemo pretpostaviti da je iy = —1. Neka je

sada f € [p(V) takva da je f(x) = 1. Tada je
1
<Vf9 Ll> = (f’ V*I/t) = (f, _6)() = f(X) = 1
m(x)

Stoga zbog Cauchy-Schwarzove nejednakosti vrijedi 1 = V£, u)|*> < D(f){u, u). Dobi-
vamo cap(x) > ﬁ > 0.

(c) ekvivalentno (d).

Izravno iz (2.7) slijedi da je cap(x) = 0 ako 1 samo ako postoji funkcija f € Dy(N) takva
daje f(x) =11 D(f) =0, odnosno f = 1.

(c) povlaci (a).

Neka je A c V konacan takav da je x € A. Stavimo f =
f € Dy(N)te f(x) = 1. Zbog toga je

Gal.x)

TR Tada je po lemi 2.1.9

(VG (30, VG o 1)) = =)

cap(x) < D(f) = Galx. ) Ga(x, x)

m(x)

gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili lemu 2.1.8. Dobivamo G4(x, x) < ) 24 svaki
konacni A C V koji sadrzi x. Uzmimo sada rastuci niz (A,),>; takvih skupova koji u uniji
daju citav skup V: V = [JZ, A,. Na isti nacin kao u lemi 2.1.9 prelaskom na limes, ko-
riStenjem teorema o monotonoj konvergenciji slijedi G(x, x) < m(x)/cap(x). Budu¢i da je
desna strana nejednakosti konacna po definiciji od m 1 cap(x), zakljucujemo da je lanac
(V, P) prolazan po definiciji 1.2.15. O

Iz prethodnog teorema odmabh slijedi korisna Cinjenica da povratnost, odnosno prolaz-
nost mreze N ovisi samo o Dirichletovoj normi £(-) povezanoj s matricom P prema (2.3).

Korolar 2.2.5. Neka su P, i P, prijelazne matrice dva reverzibilna Markovljeva lanca na
V' s pridruZenim Dirichletovim normama D, i D, respektivno. Pretpostavimo da postoji
g1 > 0 takav da je

Dy > Dy zasve fely(V).

Tada prolaznost (V, Py) povlaci prolaznost (V, P,). Ovo posebno vrijedi kada pridruZene
provodljivosti zadovoljavaju a,(x,y) > €1a,(x,y), za sve x,y € V, gdje je £, > 0.

Dokaz. Lako se vidi da vrijedi tvrdnja koristeci se formulom (2.3) te ekvivalencijom tvrd-
nji (a) i (c) iz prethodnog teorema. O
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Kao $to je prirodno za grafove promatrati njihove podgrafe, tako ¢emo za mrezu N
promatrati njezinu podmreZu. PodmreZa N’ od N povezan je podgraf od (V, E), zajedno
s restrikcijom funkcije otpora na podskup bridova. Konacan tok energije na mrezi N’
takoder je konacan tok energije i na mreZi N. Lako se vidi da vrijedi sljedeci korolar.

Korolar 2.2.6. Neka je N mreZa s podmreZom N’. Tada prolaznost podmreZe povlaci
prolaznost mreZe N.

Promotrimo sljedeci ilustrativan primjer.

Primjer 2.2.7. Sluc¢ajna Setnja najbliZeg susjeda na N,

Skup prirodnih brojeva s nulom gledan kao graf zamiSljamo kao polupravac, odnosno kao
jednosmjerni beskonacni put na kojem su susjedne tocke udaljene za jedan. Bridovi su
dakle e, = [k — 1,k],k > 1. Za ireducibilnu slucajnu Setnju najblizeg susjeda (graf je
povezan) potrebno je definirati prijelazne vjerojatnosti pr_1x > 0, pu—1 > 0zak > 1 te
Pie = 0za k > 0. Slucajna Setnja reverzibilna je uz mjeru m danu s

Dk-1kPk-2k-1 """ P12Po1

m(k) = ,
DPkk—1Pk-1k-2 " * * P21P10

1 otpor na bridovima dan s

Pk-1k-2Pk—2k-3 * * * P21 P10
Pk-1kPk-2k-1 " P12 P01

r(ex) =

Promotrimo tok od 0 do oo s ulazom iy, = 1. U vidu definicije adjungiranog operatora
V* te definicije kona¢nog toka energije 2.2.1 dolazimo do zakljucka da je jedini takav tok
jedini¢ni tok u = 1. Njegova je energija (u, u) = ). . u(e)u(e)r(e) = ). r(ex). Zbog teorema
2.2.4 slucajna je Setnja

(o9 oo

prolazna ako 1 samo ako Z r(e;) < oo, a povratna ako 1 samo ako Z r(e;) = oo,
k=1 k=1

Na temelju zakljucka iz prethodnog primjera uocavamo da ako u proizvoljnoj mreZi
mozZemo pronaci podmreZu u obliku jednosmjernog beskonacnog puta duz kojeg je zbroj
otpora bridova konacan, tada je mreZa prolazna. Doista, jedini¢ni tok duZ tog puta (s ula-
zom 1 u pocetnoj tocki) ima konacnu energiju. Drugim rije¢ima, u prolaznom sustavu
potrebno je samo svladati konacni otpor da bi se iz bilo koje tocke stiglo u beskonac¢nost.
U povratnom sustavu otpor od bilo koje tocke do beskonacnosti jest beskonacan. Ovaj
odjeljak zavrSavamo s takozvanom metodom kratkog spajanja.
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Definicija 2.2.8. Neka je (V, P) reverzibilan Markovljev lanac s pridruZzenom mreZom N.
Pretpostavimo da postoji particija od V:

V= U V., takva da je 1y, € Do(N) za svaki i € T. (2.8)
iel
Tada mozZemo definirati mrezu kratkog spoja N’ sa skupom vrhova 1 i funkcijom provod-
ljivosti
TN erV,»,erj- a(-x’ y)’ ClkO .] * i’
a(i,j) = { 0, ako j=i (2.9)

Uolimo da je m'(i) = 3;a’'(i, j) = D(1y,) < oo za svaki i. Na ovaj nacin iz mreZe
kratkog spoja proizlazi reverzibilan Markovljev lanac (/, P’) s prijelaznim vjerojatnostima

N )
PG = )

Napomena 2.2.9. Posljednji uvjet 1y, € Dy(N) zasvakii € 1 iz (2.8) jest kljucan. To
posebno vrijedi ako je 3 .y, m(x) < oco.

Teorem 2.2.10. Neka je (V, P) reverzibilan Markovljev lanac. Neka je (I, P") Markovljev
lanac dobiven iz (V, P) metodom kracenja. Ako je (I, P") prolazan, onda je i (V, P) prolazan.

Dokaz. Za funkciju f € D(N) stavimo ?(x) = f(i) za x € V;. Tada vrijedi

Duih =5 3 (700~ F) ate.»

x,yev

1
=5 DT (i) - f() atx,y)

i,jel x€Vi,yeV;

1
=5 DO~ FG)d i) = Dy (f).

i,jel

Sljedece se koristimo pretpostavkom da je 1y, € Dy(N): ako je f € [y(7), tada je

F=D Fdly, € DyN).

iel

Ako je N’ povratna, tada je po (d) dijelu teorema 2.2.4 1. € Dy(N’). Po karakterizaciji
zatvaraCa u metrickim prostorima pomocu nizova, slijedi da postoji niz (f,),en € lo(L)
takav da f, — 1. 1z toga slijedi da Dy (f, — 1) — 0. Posljedi¢no, zbog gore navedenog,
slijedi da je (j_fn)neN niz u Dy(N) takav da je DN(]_”n — 1) — 0. Ponovno po karakterizaciji
zatvaraCa dobivamo 1 € Dy(N). Koristeéi se (d) dijelom teorema 2.2.4, slijedi da je N
povratna. O
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Kombinirajuéi zakljucke iz primjera 2.2.7 i prethodnog teorema, nije teSko vidjeti da
kao posljedicu dobivamo Nash-Williamsov kriterij povratnosti:

Korolar 2.2.11. Neka je (V, P) reverzibilan Markovljev lanac. Pretpostavimo da vrijede
(2.8) i (2.9) iz definicije 2.2.8. Dodatno pretpostavimo da je I = Ny i da je a'(i, j) = 0, ako
li — j| > 2. Ako je

> -
—:00’
La/(i—1,0)

tada je (V, P) povratan.

Pomocu tog kriterija pokazat ¢emo jos jedan nacin na koji se moZe vidjeti da je jednos-
tavna simetri¢na slucajna $etnja na Z? povratna. Neka je d metrika grafa Z>. Stavimo

Vi={xeZ :d(x,0) =i} = {(k,)) € Z* : [k| + |I| = i},i = 0.

Prisjetimo se da svi bridovi imaju provodljivost 1. Zato ¢e nam po (2.9) a’(i — 1,i) biti
jednak broju bridova izmedu V;_; i V;. Za svaki je V; broj tocaka u pojedinom kvadrantu
koje nisu na koordinatnim osima (k, [ # i) jednak (i — 1). Broj bridova iz svake takve tocke
do tocaka iz V;_; jednak je 2. Pogledajmo prvi kvadrant. Do tocke iz V;_; moZemo doci na
dva nacina smanjivanjem svake koordinate za jedan, ali ne istovremeno jer razlika zbroja
bas jednaka jedan. Zbog simetrije mreZe Z? takvih je bridova 4 x 2(i—1). Jo§ nam preostaje
dodati to¢no 4 brida izmedu to¢aka na osima, onih to¢akama kojima je jedna od koordinata
bas jednaka i. Ukupan broj bridova izmedu V;1V;_; je 4 x2(i— 1) +4 = 8i — 4. Koristeéi se
korolarom 2.2.11, dobivamo da je jednostavna simetri¢na slu¢ajna Setnja na Z> povratna.

Za kraj ovog razmatranja donosimo primjer koji pokazuje da vrlo prirodni podgrafi
prolaznih grafova nisu nuzno prolazni.

Primjer 2.2.12. Cesljasta reSetka u Z¢
Cesljastu reSetku u Z¢ definiramo kao razapinjude stablo od grafa Z¢ tako da je

(kl,...,kj_l,kj,O,...,O) ~ (kl,...,kj_l,kj'i‘ 1,0,...,0), Zasvakij: 1,...,d,

gdje je k; € Zza 1l < i < j. OznaCavamo ju s C,. Tako je, na primjer, C; = Z, dok se
C, iz C,_, dobiva tako da se u svakoj tocki pricvrsti kopija od Z kao beskonac¢ni pravac.
Pokazimo indukcijom da je jednostavna simetri¢na slu¢ajna Setnja na C, povratna. Tada po
teoremu 2.2.4 postoji konacan tok energije u u C; od ishodista do oo s netrivijalnim ulazom
io. No taj tok mora biti nula duz svih bridova pravaca koji su bili dodani C,_; kako bismo
dobili C,. Inace bi, jer je tih pravaca beskona¢no mnogo, energija {u, u) bila beskonacna.
Prema tome, u je konacan tok energije u C,_; od ishodiSta do beskonacno. To je opet po
teoremu 2.2.4 u kontradikciji s povratnosti od C,_;.
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2.3 Usporedba s nereverzibilnim Markovljevim lancima

Znamo da nam je za promatranje prolaznosti i povratnosti vazna Greenova funkcija. Kao
nastavak na rezultate u ovom poglavlju dat ¢e se uvjeti pod kojima moZemo usporediti
Greenovu funkciju proizvoljne prijelazne matrice P, za koju dani lanac nece biti nuZzno
reverzibilan, s Greenovom funkcijom reverzibilna Markovljeva lanca na V.

Neka je P proizvoljna (ireducibilna) prijelazna matrica na V te neka je v ekscesivna
mjera za P. Neka je (-, -), skalarni produkt na *(V, v). Tada je

(Pf. )y =), > PENFOIFOX)

xeV yeV

2 2
< ZZp(x,y)v(x)(f(x) N f» )

2 2
xeV yeV

= % 2 YOf? + % D YOFOP = (f. (2.10)

xeV yev

gdje smo u zadnjem retku iskoristili stohasticnost matrice P te ekscesivnost mjere v u
odnosu na P. Takoder, za adjungiranu matricu P* od P na [>(V,v), danu s p*(x,y) =
v(y)p(x,y)/v(x), vrijedi da je substohasticka te vrijedi v(P*P) < v. Analognim argumentom
kao gore moZemo dobiti (P*Pf, f), < (f, f), $to nam onda zbog ||P*P|| = ||P||* daje da je
P kontrakcija na I>(V, v) [1, Propozicija. 2.2.14].

Lema 2.3.1. Neka je H realan Hilbertov prostor sa skalarnim produktom (-,-). Neka su
T, T, dva invertibilna linearna operatora na ‘H takva da

(i) T, je hermitski operator,
(it) (Tof, f) = (T\f, f) =0 za svaku f € H.
Tada je (T7'f, f) = (T;' f, f) za svaku f € H.

Dokaz. Bududi da je T hermitski operator takav da je (T f, f) = 0 za svaku f € H, mo-
Zzemo definirati pozitivnu semidefinitnu kvadratnu formu [f, g] = (T f, g). Primjenjujuci
Cauchy-Schwarzovu nejednakost za pozitivnu semidefinitnu kvadratnu formu definiranu s
TinaT,'fiT;'f te pretpostavku leme dobivamo

(T, ) = (T TV T ) < (T3 £ T TS T f T T f)
< (T;' £, LTS AT f TV T ) = (T AT 1)
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Teorem 2.3.2. Neka je P ireducibilna prijelazna matrica s ekscesivnom mjerom v te neka
je Q reverzibilna s ukupnom provodljivosti m. Pretpostavimo da je

(i) supy, m(x)/v(x) < o,
(ii) postoji &y > 0 takav da je P > &yQ po elementima.
Tada povratnost od (V, P) povlaci povratnost od (V, Q).

Dokaz. Stavimo u(x) = m(x)/v(x) i_tada je u(x) < C zaneki C > 0. Definiramo dva nova
prijelazna operatora P = %(I +P)iQ=(1- %u)] + %uQ, odnosno

_ 1 1
q(x,y) = (1 - %u(x)) 0.(y) + fu(x)q(x, ).

Lako se provjeri da je v ekscesivna i za matricu P te, koristeéi se reverzibilno§éu od Q
u odnosu na mjeru m, da je Q reverzibilna s ukupnom provodljivosti v. Zbog toga je v
invarijantna, stoga posebno i ekscesivna za Q. Zbog (2.10) P i Q kontrakcije su na 2(V, v).
Takoder, uz & = min{gg, 1/2} vrijedi P > & 0. Dobivamo da je 1_#81(? — &,0) takoder
stohastic¢ka prijelazna matrica (operator) s ekscesivnom mjerom v, pa po 2.10 slijedi

(P-&1Q)f, )y < (L —e)f,f), zasvaku f € *(V,v).

Gledajuci razliku ((I — zP) )y —e(d - z0) f, ), 1koristeci se prethodnim za 0 < z < 1,
dobivamo

(( =zP)f. )y 2 e1((I = 2O)f, )y 2 0.
Nadalje, zbog reverzibilnosti od O slijedi da je Q hermitski. Stoga operatori T =& —z0)
1 T, = I — zP zadovoljavaju pretpostavke leme 2.3.1. Kako je Gz(x,ylz)(I — zP) = I, po
definiciji 2.1.1 slijedi

(I =2P)" f(x) = Y Gp(x, ().
y

Analogno dobijemo za Q. Primijenimo i lemu 2.3.1 na operatore T; i T» uz f = 6,,
dobivamo

1
G5(x, x[z) < S—Gé(x, xlz) zaze{0,]1).
1

Po [8, (9.2) Lemma] je

Go(x, x]2) = ——G (x, x|2i) zaz e (0,1).
—Z

2-2
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Pustajuci z — 1 odozdo, dobivamo Gp(x, x[z) < 82—1G§(x, x|z), odnosno povratnost od (V, P)

povlaci povratnost (V, é). Sada za f € [)(V) vrijedi
1
Dg(f) = 5 D (f@) = FONV(R)g(x.)
Xy

1 1
-3 L FOPV 52 q(x,) = 52Doh,

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili gornju definiciju Q. Po korolaru 2.2.5 slijedi da
povratnost (V, Q) povlaci povratnost (V, Q). O

Zajedno s teoremom 2.2.4 i njegovim korolarima posljednji ¢e teorem biti od koristi
kako bismo pokazali da na grafu s ogranicenom geometrijom povratnost bilo koje slucajne
Setnje, koja ima neko od svojstava prilagodenosti (ograni¢en doseg, uniformna ireducibil-
nost), implicira povratnost jednostavne slucajne Setnje.



Poglavlje 3

Slucajne Setnje i beskonacna stabla

Ovo poglavlje zapocet €e se primjenom rezultata iz prethodnog poglavlja na slucajne Setnje
na lokalno kona¢nim grafovima.

3.1 Usporedba slucajnih Setnji

Za graf kazemo da ima ogranic¢enu geometriju ako je povezan i ako postoji konstanta C
takva da svaki vrh ima stupanj manji od C. Upravo ¢e nam to biti pretpostavka za graf u
ovom odjeljku. Usporedit ¢emo razlicite reverzibilne slucajne Setnje koje nece nuZzno biti
Setnje najblizeg susjeda. Vidjet cemo uz koje pretpostavke povratnost opéenite slucajne
Setnje implicira povratnost jednostavne slucajne Setnje i obrnuto. NaglaSavamo da éemo za
Dirichletovu normu povezanu s jednostavnom slu¢ajnom Setnjom pisati D(-) (bez indeksa)
ili Dy (-). Isto €e se tako za operator razlike za jednostavnu slu¢ajnu Setnju pisati Vy. Bududéi
da se radi o jednostavnoj slucajnoj Setnji za koju je a(x,y) = 1 za svaki x,y € V, onda je

Vvf(e) = f(e") — f(e”) za svaki brid grafa V.
Pritom podsje¢amo na definicije iz odjeljka 1.3.

Lema 3.1.1. Dpi(f) < k>Dp(f) za svaku f € I(V).

29
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Dokaz. Po formuli (2.3) za Dirichletovu normu matrice P¥, uz oznaku xy = x, x; = y, je

1
Du(f) = 5 D (@) = FOmxp )
XYy

1
=5 2, (W) = Fe)mGo)p(o, x)p(n, x2) - oo, x)

X05X1 5000 Xk

<

k
Z k Z(f(xi) — f(xio))*m(x0)p(xo, x1)p(x1, X2) - p(Xk_1, Xi)
i=1

X05X1 500Xk

| =

k k
"2 20T () = i) mxi-)p(is, x) = KDp(f),

i=1 Xi_1,X;

gdje smo u treem retku iskoristili Cauchy-Schwarzovu nejednakost, a u zadnjem retku
reverzibilnost. O

Teorem 3.1.2. Neka je V graf s ogranicenom geometrijom. Neka je P prijelazna ma-
trica uniformno ireducibilne slucajne Setnje na V s ekscesivnom mjerom v za koju vrijedi
infy v(x) > 0. Tada povratnost od (V, P) povlaci povratnost jednostavne slucajne setnje na
V. Ako je, dodatno, P reverzibilna s ukupnom provodljivosti m = v, tada postoji &, > 0
takav da Dp(f) > &/ D(f) za svaku f € [y(V).

Dokaz. Neka su g1 K kao u definiciji uniformne ireducibilnosti za P. Neka je P= %(1 +P)
iIS:ﬁK.TadajezaO<z§ 1

Gp(x, x|lz) =

2
Gp (%, 415—),
ol xxlz_Z

tako da je P povratan ako i samo ako je P povratan. Nadalje, ako je P povratan, slijedi da
je barem jedan od redova

Z ﬁ(nK+r) (x, X)

n=0

za 1 < r < K divergentan. U suprotnom bismo imali

00 K oo
Zﬁ(n)(x’ X) — Z Zﬁ(nl(ﬂ‘)(x’ X) < o0,
n=1 r=1 n=0

$to je u kontradikciji s P povratan. Kako je P > %I , dobivamo

b © o0 1 K-r o
—(n) > —(nK) > —(nK+r) —(K~-r) > |2 —(nK+r) )
;p (x,x>_;p (x,x>_;p (x, )P (x,x>_(2) Z;p (x.%)
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Posljedi¢no, P je povratan ako i samo ako je P povratan. Mjera v takoder je ekscesivna za
P. Zbog uniformne ireducibilnosti i povezanosti, ako je x ~ y, onda je

8() 1
- 2K deg(x)’

pex,y) =% (x,y) =

Primijenimo li teorem 2.3.2 na P umjesto P i na jednostavnu slu¢ajnu $etnju umjesto Q
(pretpostavke su zadovoljene zbog m(x) = deg(x), $to je ogranic¢eno odozgo te zbog pret-
hodne nejednakosti), dobivamo prvu tvrdnju teorema. DokaZzimo sada drugu tvrdnju. Neka
je P reverzibilna s ukupnom provodljivosti m = v. Tada su i prethodne definirane matrice
P i P reverzibilne uz mjeru v. Koristeci se prethodnom lemom 3.1.1, za svaku f € [y(V)
vrijedi )

K
Dp(f) < K*D5(f) = 5 De().

Ako je x ~ y, tada je
A & . _
v(x)p(x,y) = oK 11‘}f v(x) =€ > 0.

Prisjetimo se da za jednostavnu slucajnu Setnju svaki brid ima provodljivost jednaku 1.
Stavljajuéi &, = 2&/K?, dobivamo

Dy = Ds) = 22<f<x> FO 57

Z(f(x) fO)’ —s = &1D(f).

Promotrimo sada uz koje se uvjete druga tvrdnja prethodnog teorema moze obrnuti.

Teorem 3.1.3. Neka je V graf s ogranicenom geometrijom. Neka je P prijelazna matrica
reverzibilne Setnje ogranicenog dosega c¢ija ukupna provodljivost zadovoljava sup,, m(x) <
co. Tada postoji 5 > 0 takav da je D(f) > &,Dp(f) za svaku f € ly(V). Specijalno,
povratnost jednostavne slucajne Setnje na V povlaci povratnost (V, P).

Dokaz. Neka je E skup svih bridova grafa V. Neka je I1(x, y) skup svih geodetskih putova
od x do y; duljina je takvih putova bas jednaka d(x,y). Oznac¢imo s II.(x,y) sve putove u
I1(x, y) koji sadrze e. Neka je m put od x do y. Razliku f(x) — f(y) moZemo napisati kao
Yecr Vv f(e). Koristeci se Cauchy-Schwarzovom nejednako$éu, dobiva se

Z (Z vvfte )) IH( V)| Z Z(va(e))zd()ay).

nwell(x,y) \ eer nell(x,y) een

(f(x) = fO))* =

IH( Y
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Stoga je za f € [y(V)

| 1
Di(f) < zx;Va(x’y)|H(X,Y)| D D .(Vuf@)d(x,y)

= Y (Vvf(e)oo),

een

nell(x,y) een

gdje je
| (x, y)l
ITCx, y)I

Dobivamo Dp(f) < supg ¢(e)D(f), gdje je D(f) Dirichletova norma za jednostavnu slu-
¢ajnu Setnju. JoS trebamo pokazati da je ¢ ograni¢en odozgo. Neka je M > 2 gornja meda
za stupnjeve vrhova u V te neka je R gornja meda za doseg od P. Uzmimo proizvoljne
ec€ E,x,y e V.Akosu x1iytakvidad(x,y) < Rill(x,y) # 0, tada oba vrha x,y moraju
biti na udaljenosti najvise R — 1 od njima bliZeg krajnjeg vrha od e. Bududi da svaki vrh
ima stupanj najviSe M, tada je najvise M + M* + ... + M®"! tofaka udaljenih od jednog
krajnjeg vrha od e. Zadnja suma omedena je odozgo s M®. Zbog toga §to vrh brida e
moZemo odabrati na dva nacina, ovakvih je parova vrhova (x, y) najvise 2M>F. Stoga je

T (x, y)l
IICx, y)l

He)= 5 3 mpe () (3.1)

x,yeV

o) < X (sup m(x))
AN

< RM*R sup m(x) < oo.
x,yeV:d(x,y)<R v

]
Posljednja nas dva teorema navode na definiciju jako reverzibilna Markovljeva lanca.

Definicija 3.1.4. Za reverzibilan Markovljev lanac (V, P) kazemo da je jako reverzibilan
ako postoji konstanta C € {0, o) takva da je

Cl'<m(x)<C zasvakixeV. (3.2)

Korolar 3.1.5. Neka je V graf s ogranicenom geometrijom. Ako je neka jako reverzibilna,
uniformno ireducibilna slucajna Setnja s ogranicenim dosegom na V povratna, tada je
svaka slucajna Setnja s ta tri svojstva povratna.

Dokaz. Neka je P, prijelazna matrica povratne slucajne Setnje koja zadovoljava pretpos-
tavke korolara. Neka je P, prijalezna matrica neke druge slucajne Setnje koja zadovoljava
pretpostavke korolara koja nije nuzno povratna. Neka je mjera v ekscesivna za P; i neka je
m iz definicije jake reverzibilnosti jednaka v. Tada po teoremu 3.1.2 povratnost (V, P;) pov-
laci povratnost jednostavne slucajne Setnje na V, Sto po teoremu 3.1.3 povlaci povratnost
(V, Py). ]
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Definicija 3.1.6. Za cijeli je broj k > 1 k-ta potencija grafa V graf V® koji ima isti skup
vrhova kao i 'V, no ¢iji su vrhovi susjedni ako i samo ako 1 < d(x,y) < k.

Uzimajuci u obzir strukturu grafa V, odnosno pretpostavku da je V graf ograniCene
geometrije, jednostavno vidimo da vrijedi sljedeci korolar.

Korolar 3.1.7. Postoji &, > 0 takav da
Dyw(f) = Dy(f) 2 &Dyw(f)  za svaku f € lo(V).
Posebno, V je povratan ako i samo ako je V® povratan.

Dokaz. Lijevanejednakost slijedi direktno iz definicije Dirichletove norme (2.3) i ¢injenice
da definicijom k-te potencije grafa V uz postojece nadodajemo jo§ (mnogo) bridova. Desna
nejednakost slijedi odmabh iz teorema 3.1.3 primijenjenog na jednostavnu slucajnu Setnju
na V0, O

Iako se €ini neintuitivno za utvrdivanje svojstva neke strukture promatrati njemu kom-
pliciraniju strukturu, prava ¢e svrha uvodenja k-te potencije grafa do¢i do izrazaja u nado-
laze¢em teoremu koji ée nam omoguciti usporedbu razli¢itih grafova Sto upravo jest nas
sljedeci zadatak. Promatrat ¢emo grafove kao metricke prostore s prirodnom metrikom
d(x,y). Naprije promotrimo opéenitu definiciju.

Definicija 3.1.8. Neka su (Y,d) i (Y’',d") dva metricka prostora. Gruba izometrija presli-
kavanje je ¢ : Y — Y’ takvo da

A7ld(x,y) - A™'B < d'(¢x, ¢y) < Ad(x,y) + B

zasve x,y€Y,i
d(',¢Y)<B

za svaki X' € Y', gdje su A > 1 i B > 0. Nekada ¢emo ¢ nazivati (A, B)-gruba izometrija.

Za dva ¢emo prostora reéi da su grubo izometricna ako izmedu njih postoji prethodno
definirano preslikavanje. MozZemo konstruirati grubi inverz ¢ od ¢ na sljedeci nacin: za
x' € Y’ odaberemo x € Y takav da je d’(x’, ¢Y) < B1i stavimo px’ = x. Nije teSko zakljuciti
daje ¢ (A’, B’)-gruba izometrijauz A’ = A1 B’ = (2A + 1)B. Nije tesko provjeriti da je biti
grubo izometrican relacija ekvivalencije izmedu metri¢kih prostora.

Kako bismo dobili intuiciju za grube izometrije medu grafovima, donosimo primjer te
nakon njega teorem koji je glavna veza izmedu grubih izometrija i slucajnih Setnji.

Primjer 3.1.9. Neka je V graf bez petlji s ograni¢enom geometrijom te neka je deg(x) > 3
za svaki vrh x. Tada moZemo konstruirati graf V' koji je 3-regularan i grubo izometric¢an
grafu'V.



POGLAVLJE 3. SLUCAJNE SETNJE I BESKONACNA STABLA 34

Dokaz. Opisujemo kako modificirati V lokalno u svakom vrhu kako bismo dobili V’. Neka
je x € Y, deg(x) = kineka je E(x) = {ep(x),e1(x),...,er1(x)} enumeracija skupa bri-
dova incidentnih s x. Ako je k = 3, nije potrebno nista udiniti — piSemo x" za vrh u
V’ koji odgovara vrhu x. Ako je k > 4, onda zamjenjujemo vrh x s novim vrhovima
2., x% 2§ radimo nove bridove ¢ = [x?, x*D]. i = 1,...,k — 3. U novom modifi-
ciranom grafu bridovi (njihove kopije) ey(x) i e;(x) incidentni su s x'", a bridovi (kopije)
er2(x) i e;,_(x) incidentni su s x*=? te ako je k > 4, onda su bridovi (kopije) e;(x) inci-
dentni s x,i = 2, ...,k — 3. Ovakvu modifikaciju radimo u svakom vrhu grafa V. Prema
tome, svaki smo vrh grafa V za koji je deg(x) > 3 zamijenili s putom duljine deg(x) — 3
te tako dobili 3-regularan graf. Sada definiramo ¢x = x". Jasno je da se udaljenosti ne
smanjuju djelovanjem ¢:

d(x,y) < d'(xV,yV) = d'(¢x, gy).

Neka je d(x,y) = ninekajenr = [x = Xp,X1,...,%X, = ¥] putu V od x do y, dok su
e; = [xi—1, x;] njegovi bridovi. Razmisljajuéi o e; kao o bridu u V’, e¢; ne povezuje nuzno

pxXi_| = xﬁ)l S px; = xﬁl), ali povezuje x(j)1 S xgk) za neke j, k. Kako je

d'(xV, xy <M -3
za svaki xV € V', gdje je M gornja meda za stupnjeve vrhova u V, slijedi da je

d'(pxie1,px) = d' (pxil o) < d' (5, x2) + d (0, 1) + d' (P )

i— i-1° 7i—1 i-1°

<M-3+1+M-3

te je

d'(px, py) < M = 5)d(x, y).
Stoga je ¢ (2M — 5, M — 3)-gruba izometrija. Napominjemo da je prirodni odabir za grubi
inverz dan s px") = x. Takoder napominjemo da ovakva konstrukcija ¢uva struktuu sta-
bla, odnosno kada je V stablo, onda to vrijedi i za V’. Drugim rijeCima, svako stablo s
ogranicenom geometrijom Ciji svaki vrh ima stupanj najmanje 3, grubo je izometricno s
homogenim 3-regularnim stablom Tj. |

Teorem 3.1.10. Neka su V,V’ grafovi s ogranicenom geometrijom te neka je ¢ : V. — V'
gruba izometrija. Tada postoji konstanta & > 0 takva da

Dy (f) 2 €Dy(f o) zasve f € lp(V').

Posebno, V je povratan ako i samo ako je V' povratan.
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Dokaz. Neka je ¢ (A, B)-gruba izometrija. Prvo, primijetimo da je f o ¢ € [y(V) za svaku
f € (V). Neka je o= {x'} = {x € V : ¢(x) = x'} praslika po ¢ od x' € V’. Definirajuéi
dijametar skupa S u metrickom prostoru kao diam (S) = sup, s d(a,b), vidimo da zbog
definicije 3.1.8 grube izometrije ¢ za a, b € ¢~ {x’} vrijedi

A~'d(a,b) - A™'B < d'(pa, pb) = 0
d(a,b) < B,

odnosno diam (¢~ {x’}) < B. Fiksirajmo sada a € ¢ {x’}. Broj tocaka iz ¢~ {x'} koje su
udaljene od a za najvise B je najvise M+M>+. ..+ M5, gdje je M gornja meda za stupnjeve
vrhova u V. Slijedi da je |¢~{x'}| < M5! < co. Razmotrimo sada strukturu grafa na ¢V
induciranu s ¢: dvije tocke x’,y" € ¢V susjedne su u ¢V ako postoje susjedne x,y € V
takve da je ox = x" 1 ¢y = y’'. Neka je a’(x’,y’) broj svih takvih bridova [x, y] u V. Ovako
jed (x',y") < Ad(x,y) + B = A + B. Ako stavimo k = A + B, dobivamo da je ¢V podgraf
od V'®_ Primjenjujuéi definiciju Dirichletove norme i korolar 3.1.7 slijedi da je

1
Dyy(f) < Dyw(f) < ;ZDV’(f) za svaku f € lo(V'),

gdje je & > 0. Ako uzmemo u obzir mreZzu N pridruZenu jednostavnoj slucajnoj Setnji
(V, P) te napravimo particiju od Vna V; = {x € V : ¢(x) = i} = ¢~ {i}, dobivamo mreZu
kratkog spoja N’ sa skupom vrhova 7 = ¢V i funkcijom provodljivosti a’(-, -). Uvjet iz
(2.8) zadovoljen je po napomeni 2.2.9. Bududi da je [p~{x’}] < MB*!, iz definicije od
a'(-,-) slijedi da je a’(-,-) < MP*2. Sli¢no kao u dokazu teorema 2.2.10 za f € D(N’)
stavimo (f o ¢)(x) = f(i) za x € V;. Tada vrijedi

1
Dy(fop) =7 p (fou)~foe() alx.y)

x,yeV
1
=5 >0 DL (i) - f() atx,y)
i,jeI xeViyeV;
1
=5 PXGORNO L)
i,jel
1
< M2 ) (F@) = fO)) = Dor(f).

i,jel
Dakle,
Dy(f o) < MP2D,y(f) zasvaku f € (V).

Spajajuci dvije nejednakosti, dobivamo nejednakost iz tvrdnje teorema. Primjenjujuci isti
argument na grubi inverz od ¢, dobivamo analognu nejednakost u suprotnom smjeru. Ko-
riste¢i se teoremom 2.2.4 (c) ili (d), vidimo da je povratnost od V ekvivalentna povratnosti
od V. O
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Korolar 3.1.11. Svako je stablo s ogranicenom geometrijom ciji svaki vrh ima stupanj
barem 3 prolazno.

3.2 Povratnost stabala

U zavrSnom ¢emo odjeljku za pocetak predstaviti jednostavan koncept koji ¢e biti dovoljan
kako bismo zakljucili povratnost lokalno konacnih, povezanih grafova. Kasnije ¢emo se
fokusirati na stabla kao uzu klasu i vidjeti da ¢emo uvodenjem dodatne potrebne teorije
dobiti jace rezultate. Neka je V lokalno konacan, povezan graf. Na grafu V promatramo
reverzibilan Markovljev lanac (V, P), takav da mu je prijelazna matrica P matrica najbliZeg
susjeda te da za invarijantnu mjeru m vrijedi infy m(x) > 0.

Definicija 3.2.1. Za x € V i n > 0, n-kugla sa sredistem u x je skup
B(x,n) ={y e X :d(y, x) < n}.
Definicija 3.2.2. Funkcija rasta od (V, P) u x je Rp(x,n) = m(B(x, n)).

Stavimo _
Rp(n) = iI‘l/pr(x, n) 1 Rp(n) = supRp(x,n). (3.3)
4

U slucaju jednostavne slucajne Setnje, gdje je m(x) proporcionalno deg(x), iz prethodno
definiranog izostavljamo P i piSemo R(-).

Definicija 3.2.3. KaZemo da graf V ima eksponencijalni rast ako je R(n) > Cr" za neke
C > 0ir > 1teda graf V ima polinomijalni rast ako je R(n) < C(n + 1) za neke C,d > 0.

Uobicajeno koristimo m(x) = deg(x) za jednostavnu sluc¢ajnu Setnju, a u slucaju kada
je V regularan, preferirat éemo broje¢u mjeru za koju je m(x) = 1. U svakom slucaju,
eksponencijalni i polinomijalni rast ne ovise o odabranoj normalizaciji. PokaZimo odmah
odnos izmedu rasta i povratnosti.

Lema 3.2.4. Ako je liminf, (Rp(x, n)/ n2) < oo za neki (ekvivalentno za svaki) x € V, tada
je (V, P) povratan.

Dokaz. Upotrijebit cemo Nash-Williamsov kriterij na particiju grafa V na skupove V,,, in-
duciranu s udaljenosti d(-, -). Odnosno metodom kratkog spajanja kratimo svaki od skupova
V,=8x,n) ={y:dl,x) =n},n > 0ujednu tocku. Tako dobivamo mrezu kratkog spoja
sa skupom vrhova 7 = Nj. U oznakama formule (2.9) a’(n,n + 1) suma je provodljivosti
bridova izmedu S (x,n) 1 S(x,n+ 1). Buduéidaje S(x,n+ 1) = B(x,n+ 1)\ B(x, n), slijedi
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daje m(S (x,n+1)) = Rp(x,n+1)—Rp(x,n). Posebno, a’(n,n+1) < Rp(x,n+1)— Rp(x, n).
Za konveksnu funkciju ¢, uz sve tezine A; jednake }l, vrijedi Jensenova nejednakost

0 (M) <13 .
k=1

n n
Za x > 0 funkcija ¢(x) = )lc je konveksna. Zbog toga je uz koriStenje Jensenove nejedna-
kosti 1 pretpostavke

2n 2 2

1 n n
Z 2 = > >0
a'(k—1,k) " oa(k—1,k) Rp(x,2n)

k=n+1 k=n+1

Po nuZnom uvjetu konvergencije reda slijedi dared 3, a’(n — 1,n)~" divergira, pa po koro-
laru (2.2.11) slijedi da je (V, P) povratan. O

Ovime nam je jo$ lakSe razumjeti zasto je jednostavna slu¢ajna Setnja na Z* povratna.
Napomenimo da se uvjet iz prethodne leme opéenito ne moze zamijeniti s

lim inf (Rp(m)/n*) < o0

jer postoje prolazna stabla za koja je R(n) = 4n+ 2, zan > 2. Takvo je, na primjer, binarno
stablo kojem u korijenu dodamo polupravac s pocetkom u korijenu. S druge strane, uvjet
1z prethodne leme nije nuZan za povratnost jer nije teSko konstruirati povratna stabla koja
imaju eksponencijalni rast, odnosno za koja vrijedi R(x,n) > 2". Konkretan ¢emo primjer
dati kasnije.

Za kraj, predstavit ¢e se kriterij povratnosti za slucajne Setnje najbliZeg susjeda na
stablima koji ukljucuje granicu u beskonacnosti i pojam logaritamskog kapaciteta.

Definicija 3.2.5. Neka je (M, 0) kompaktan metricki prostor takav da je 6(x,y) < 1 za svaki
X,y € M i neka je v Borelova mjera na M. Logaritamski potencijal od v funkcija je na M
definirana s

Po(xlv) = f —log 6(x, y)dv(y).
M
Logaritamska energija od v je
Iy(v) = f Po(xIv)dv(x).
M
Logaritamski kapacitet Borelova skupa B C M je

Cap,(B) = sup{v(B) : v je nenegativna Borelova mjera takva da I,(v) < 1}.
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Napomena 3.2.6. Zbog 6(x,y) < 1 za svaki x,y € M je —logf(x,y) € [0,0] pa su
prethodno definirani integrali nenegativni.

Lema 3.2.7. Cap,(B) > 0 ako i samo ako postoji vjerojatnosna mjera v s konacnom loga-
ritamskom energijom takva da je v(M \ B) = 0

Dokaz. Neka je Cap,(B) > 0. To po definiciji znaci da postoji Borelova mjera vs Iy(v) < 1,
takva da je v(B) > 0. Definiramo restrikciju od v na B i normaliziramo:

Tada je vp vjerojatnosna mjera i vrijedi vg(M \ B) = 0. PridruZena logaritamska energija je
Iy(vp) = f f —log 6(x, y)dvp(y)dvs(x)
MIM

1

= 7 f f ~ log (x, y)dv(y)dv(x)
1

S fM fM ~ log (x, y)dv(y)dv(x)

——Iy(v) < o0,

v(B)?

gdje nejednakost slijedi zbog prethodne napomene. Obrnuto, neka je v vjerojatnosna mjera,
Iy(v) < c0o1v(M \ B) = 0. Tada je v(B) > 0 jer je u suprotnom v = 0. Definiramo

V(A)

V)

V(A) :=

U tom je slucaju ly(¥) = ( o ) Iy(v) = 11 vrijedi ¥(B) > 0. Iz definicije logaritamskog
kapaciteta slijedi da je Cape(B) > v(B) > 0. O

Neka je sada T beskonacno, lokalno konacno stablo. Definiramo (geodetsku) zraku u
T kao beskonacni put m = [xp, X1, X2, . .. ] bez ponovljenih vrhova. Zraku moZemo shvatiti
1 kao niz bridova. Za dvije zrake &, 7’ kazemo da su ekvivalentne ako je njihova simetri¢na
razlika konacan skup. Kraj od T klasa je ekvivalencije zraka. Granica od T skup je svih
krajeva od T', a ozna¢avamo ga s ¢7. Stavimo T = TUIT. Ako jex e T vrhié € 9T, tada
¢ kao klasa ekvivalencije ima jedinstvenog predstavnika, zraku koja pocinje u x, u oznaci
m(x,&). Ako su x,y dva razlicita vrha od T, tada definiramo granu T, njezin zatvaraC Tx,y
irub 97, kao

—

=weT:yen(x,w), Ty =TNT,, i 9T, =9TNT,. (34
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Definicija 3.2.8. Neka je M neprazan skup. Ultrametrika na skupu M preslikavanje je
d: M x M — R koje za svaki x,y,z € M zadovoljava sljedeca svojstva:

1. d(x,y) >0,
2. d(x,y) = 0 ako i samo ako x =y,
3. d(x,y) =d(y, x),
4. d(x,7) < max{d(x,y),d(y,2)}.
Posljednje se svojstvo nekad naziva i jaka nejednakost trokuta.

Nadalje, fiksirajmo korijen 0. Za v € T piSemo |v| = d(v,0). Za v,w € T njihova
konfluencija v A w zadnji je zajednicki vrh na zrakama n(o,v) i (o, w). To je vrh od T,
osim ako je v =w € 9T. U tom je slucaju v A w = v. Sada definiramo ultrametriku

0, v=w,

exp(=lv Awl), v#w, (3.5)

0(v,w) = {
koja inducira topologiju na T. Pokazimo najprije da je preslikavanje 6 zaista ultrametrika.
Prva su dva svojstva o€ita iz definicije od 8, dok se zbog simetri¢nosti konfluencije lako vidi
da vrijedi i trece. PokaZimo da vrijedi i posljednje svojstvo iz definicije ultrametrike. Neka
sut,v,w € T. Zelimo pokazati exp(—d(vAw, 0)) < max{exp(—d(vAt, o)), exp(—d(tAw, 0))}.
Bududi da je T stablo s korijenom o, tada za proizvoljne v,w € T konfluencijav Aw # o
mora biti zadnji vrh zajedniCkog konacnog puta s pocetkom u o na zrakama (o, v) 1 m(o, w).
U suprotnom bismo imali ciklus, $to je u kontradikciji s definicijom stabla 1.1.5. Analogno
tomu, udaljenosti d(v A t,0)) 1 d(t Aw, 0)) ne mogu istovremeno biti vece od d(v Aw, 0)) jer
bi vrthovi vAw, vAt, t Aw €inili vrhove ciklusa. Dakle, prethodno je definirano preslikavanje
6 ultrametrika. Takoder, vidimo da vrijedi 8(v,w) < 1 za svaki v,w € T.

Nadalje, za svaki od bridova e € E(T) odabiremo orijentaciju tako da krajnji vrh brida
koji je blizi korijenu stabla 0 oznacimo s e~. Mjere v na 97T su u korespondenciji jedan na
jedan s tokovima u od o do oo preko

u(e) = v(i4T,.+). (3.6)

Ulaz u korijenu o je v(9T). Ako se prisjetimo definicije 2.2.1, onda to Sto je u tok znaci da
je

D ute) = )" ule) = —v(dT)5,(x).
Neka je sada P prijelazna matrica najblizeg susjeda slucajne Setnje na 7. Analogno pri-
mjeru 2.2.7 definiramo mjeru za x € T

1, x=o,
I’I’l(X) = H o) ple”e") X0 (37)
een(o,x .

plete”)’
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Uz ovako je definiranu mjeru matrica P reverzibilna. Neka je r : E(T) — (0, oo) pridruZena
funkcija otpora. Zamislimo r kao element duljine koji inducira novu funkciju udaljenosti
d,. na T pomocu

d.(x,y) = Z r(e), zax#y.

een(x,y)
PiSemo |v|, = d,(v, 0). Kao u (3.5) mozemo iskoristiti tu metriku kako bismo definirali novu
ultrametriku 6, na T.

Teorem 3.2.9. Neka je T beskonacno, lokalno konacno stablo. Slucajna Setnja najbliZeg
susjeda na T prolazna je ako i samo ako je Cap, (9T) > 0.

Dokaz. Neka je v Borelova mjera na ¢#7 te neka je u pridruzeni tok od o do oo prema (3.6).
Neka je 6, ultrametrika definirana kao u (3.5). PiSemo ¢, = ¢, 1 tvrdimo da za svaki & € 9T
vrijedi
Pr(&lv) = Z r(eu(e)lyr, . (§). (3.8)
ecE(T)
Neka je korijen o fiksan i1 neka je e,,n > 1 niz uzastopnih bridova na zraci 7(o, £) tako da
jee] =otee, = e, = x, lzdefinicije 3.2.5 je

¢ (&lv) = f —log 6.(£, mdv()
9T

=j‘EAMAwm-
oT

1z definicije konfluencije € A 1, a naknadno koriStenjem metode teleskopiranja, slijedi

f £ A nlhdv(p) = 1€, f dvE) + f & A nldv(n)
9T 9T IT;E#n

= EVAEN + D I OT o, \ DT, ..
n=1

N

= lglv(gh + lim [Z r(e)v(0T,x,) = [xn V(0T xy.,)

]r\'l[:l
= lglv(igh + lim Zl r(en) V(0T o) = v(WOT,xy.1)) s

uz |xy|, = ZnN:1 r(e,). Stavimo fy(n) = r(e,) max{0,v(dT,,, ) — v(IT,,,,)}- To je neo-
padajudi niz po N ¢iji je limes po tockama f(n) = r(e,) (v(9T,.,) — v({£})) . Koristeci se
teoremom o monotonoj konvergenciji 1 (3.6), dobivamo

¢-(&lv) = lglv({eD) + Z r(ey) (u(e,) — v({£}) -
n=1
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Uz koriStenje 0 - co = 0 kao i inae promatramo zadnju jednakost i usporedujemo s (3.8).
Ako je v({¢€}) = 0, tada vidimo da dobivamo (3.8). Ako je v({£}) > 01 €|, < oo, tada se zbog
€1, = d(§,0) = Xeneo) r(e) izrazi |g],v({£}) 1 2, r(e,)v({£}) poniStavaju i opet dobivamo
(3.8). Konacno, ako je v({£}) > 01 |£], = oo, tada su obje strane u (3.8) jednake +oo.
Integrirajudi obje strane u (3.8), dobivamo

f [Z r(e)u(e)lwo,ﬁ@)) dv(€)
9T

ecE(T)

¢-(EV)dv(E)
9T

D reute) | 1yr, . (£)ave)
9T

ecE(T)

D reu(eue),

eeE(T)

gdje zadnja jednakost slijedi iz (3.6). Vidimo da je I, (v) = (u, u), Sto je energija toka s
obzirom na I*(E(T), r). Posljedi¢no, postoji konacan tok energije s ulazom iy = 1 = v(9T)
od o do oo ako i samo ako postoji vjerojatnosna mjera v na 97 takva da je I, (v) < oo, to
jest, po lemi 3.2.7, ako i samo ako je Cap, (9T) > 0. Tvrdnja slijedi iz teorema 2.2.4. O

Kao direktnu posljedicu prethodnog teorema dobivamo sljedeci korolar pomocu kojeg
moZemo objasniti povratnost CeSljaste reSetke iz primjera 2.2.12 iz opcCenitijeg gledista.

Korolar 3.2.10. Ako je 9T prebrojiv i ||, = oo za svaki & € 9T, tada je slucajna Setnja
najblizeg susjeda na T povratna.

Dokaz. Ako je v vjerojatnosna mjera na ¥¥7, onda mora postojati & € 97T takav da je
v({€}) > 0. No tada je zbog pretpostavke

Iy = Y reue) = D rewdT, ) > IE,v(e)) = .

ecE(T) ecE(T)
Po lemi 3.2.7 je Cap, (4T') = 0, pa je po prethodnom teoremu slucajna Setnja povratna. O

Ovo se posebno moZe primijeniti na jednostavnu slucajnu Setnju na stablu s prebrojivo
mnogo krajeva i takoder na sve slucajne Setnje najblizeg susjeda na stablima za koja je
inf gy r(e) > 0. ZavrSnim primjerom pokazujemo da i uz eksponencijalni rast stablo moze
biti povratno, odnosno uvjet u lemi 3.2.4 nije nuZan za povratnost.

Primjer 3.2.11. Povratno stablo s eksponencijalnim rastom oko svake tocke

Neka je T stablo s korijenom o koje konstruiramo na sljedeci na¢in: o ima dva ,,potomka”.
Zan > 1sferaS(o,n) = {x € T : d(x,0) = n} ima 2" elemenata koje ozna¢avamo x;, za
i=1,2,...,2" Svaki od tih vrhova ima svoga ,,pretka” u S(o,n —1). Zai =1,2,..., on-l
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vrhovi x;, imaju tri ,,potomka” X3;_2 11, X3i—1 n+1> X3in+1, dok vrhovi xpn-1,;, imaju samo
jednog ,,potomka” x3.-1,;,. Ako gledamo jednostavnu slucajnu Setnju na stablu i koristimo
se tvrdnjom da je m(x) brojeca mjera, onda je zbog definicije 3.2.2 R(o,n) = m(B(o,n)) =
m(UJL, S (0,i)) = 2" — 1. Osim najljevije zrake [0, x1.1, X1 2, X1.3, - - . |, svaka geodetska
zraka s pocCetkom u o0 ima najviSe konacno mnogo vrhova s tri ,,potomka”. Posebno, 97 je
prebrojiv i jednostavna je slucajna Setnja na T povratna.

Slika 3.1: Povratno stablo
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Sazetak

U ovom radu glavni je cilj prouciti prolaznost i povratnost sluc¢ajnih Setnji na beskona¢nim
grafovima ovisno o geometriji grafa. Na pocetku rada dane su definicije pojmova iz teorije
grafova i teorije Markovljevih lanaca te su obradeni osnovni, ali i drugi vaZzni rezultati ve-
zani uz Markovljeve lance. Uvodi se pojam sluCajne Setnje na grafu te se definiraju njezina
svojstva poput ograni¢enog dosega i uniformne ireducibilnosti.

Promatranjem skupova vrhova i bridova grafa kao Hilbertovih prostora s mjerom, uvo-
denjem pojmova iz teorije potencijala kao Sto su provodljivost, otpor, tok i energija te
pridruzivanjem pojma mreze Markovljevu lancu obradeni su razni nuZni i dovoljni uvjeti
prolaznosti reverzibilnih 1 nereverzibilnih Markovljevih lanaca, jedan od kojih je postoja-
nje kona¢nog toka energije. Takoder, definiranjem mreZe kratkog spoja pokazan je Nash-
-Williamsov kriterij povratnosti.

Primjenom dobivenih rezultata napravljena je usporedba, u vidu svojstva povratnosti,
razlicitih slucajnih Setnji na grafu s ogranicenom geometrijom, a zatim i usporedba razliCi-
tih grafova.

Naposljetku, dodatno se proucava povratnost slucajne Setnje na beskonanim stablima
koristeci se funkcijom rasta slucajne Setnje te promatrajuci beskonacne putove i logaritam-
ski kapacitet.



Summary

In this thesis, the main goal is to study transience and recurrence of random walks on
infinite graphs depending on the geometry of the graph. At the beginning of the thesis,
definitions of terms from the theory of graphs and the theory of Markov chains are given,
and basic and other important results related to Markov chains are discussed. The concept
of a random walk on a graph is introduced and its properties such as bounded range and
uniform irreducibility are defined.

By observing the sets of vertices and edges of the graph as Hilbert spaces with me-
asure, by introducing terms from potential theory such as conductivity, resistance, flow and
energy, and by associating the term network to the Markov chain, various necessary and
sufficient conditions for transience of reversible and non-reversible Markov chains have
been studied, one of which is the existence of a finite flow of energy. Also, by defining the
shorted network, the Nash-Williams recurrence criterion was demonstrated.

By applying the obtained results, a comparison was made, in terms of the recurrence
property, of different random walks on a graph with bounded geometry, and then a compa-
rison of different graphs.

Finally, the return of the random walk on infinite trees is further studied using the
growth function of the random walk and looking at infinite paths and logarithmic capacity.
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Roden sam 4. 11. 1997. u Zagrebu, gdje sam zavrSio osnovnu Skolu i XV. gimnaziju.
Upisao sam preddiplomksi studij matematike na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu
Sveucilista u Zagrebu. Po zavrSetku preddiplomskog studija upisujem diplomski studij
Matematicka statistika na istom fakultetu. Tijekom studija sudjelovao sam na SveuciliSnim
natjecanjima Grada Zagreba kao Clan studentske futsal ekipe PMF-a s kojom sam ostvario
dobre rezultate.
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