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Uvod

Tema ovog rada je Riemann-Rochov teorem za algebarske krivulje i njegove primjene.
Riemann-Rochov teorem je vazan rezultat u kompleksnoj analizi i algebarskoj geometriji.
Teorem je koristan za raCunanje dimenzije vektorskog prostora meromorfnih (ili racional-
nih) funkcija sa zadanim nulto¢kama i polovima.

Riemann-Rochov teorem je prvi put dokazan u kontekstu kompleksne analize u obliku
Riemannove nejednakosti (1857.) za kompaktne Riemannove plohe [5]. Kasnije ga je Gus-
tav Roch poboljsao (1865.) tako Sto je okarakterizirao razliku izmedu dvije strane nejed-
nakosti (koja se naziva i indeks specijalnosti) [6]. Ispostavlja se da svaki ¢lan u Riemann-
Rochovom teoremu ima prirodni analogon u algebarskoj geometriji, gdje umjesto Rieman-
novih ploha prou¢avamo glatke algebarske krivulje. U ovom radu dokazujemo teorem za
algebarske krivulje i navodimo neke primjene.

Elipticke krivulje su glatke algebarske krivulje genusa 1, s istaknutom racionalnom
tockom. One su veoma aktualno podrucje istraZivanja u teoriji brojeva. Dokazujemo
da iz Riemann-Rochovog teorema slijedi da je svaka elipticka krivulja, do na izomorfi-
zam, zadana s Weierstrassovom jednadzbom. Takoder demonstriramo kako se preko di-
vizora definira grupni zakon na racionalnim tockama elipticke krivulje. Nadalje, pomocu
Riemann-Rochovog teorema potpuno klasificiramo do na izomorfizam glatke algebarske
krivulje genusa O s racionalnom to¢kom, tako $to dokazujemo da su izomorfne projek-
tivnom pravcu. Navodimo i jo§ neke primjene kao Sto su Cliffordov teorem koji je bitan
rezultat za proucavanje specijalnih divizora.

U prvom poglavlju ovog rada definiramo algebarske 1 projektivne mnogostrukosti, te
njihova osnovna svojstva. Takoder definiramo racionalna preslikavanja i morfizme izmedu
mnogostrukosti.

U drugom poglavlju se bavimo algebarskim krivuljama, tj. projektivhim mnogostru-
kostima dimenzije 1. Uvodimo funkcijska polja, te iskazujemo ekvivalenciju kategorija
krivulja i funkcijskih polja. To nam omogucava da algebarskim pristupom, proucavajuéi
funkcijska polja, dokazemo neke osnovne tvrdnje o krivuljama. Navodimo bitnu karak-
terizaciju racionalnih preslikavanja izmedu glatkih krivulja, da je svako ili konstantno ili
surjektivni morfizam. Uvodimo pojam divizora i Picardove grupe koja je pridruZena svakoj
krivulji.



2 SADRZAJ

U trecem poglavlju dokazujemo Riemann-Rochov teorem tako Sto uspostavimo neko-
liko rezultata o Riemann-Rochovom prostoru. To je prostor racionalnih funkcija sa zada-
nim nulto¢kama i polovima, koji je definiran za svaki divizor. Definiramo genus glatke kri-
vulje, koji je openito vazna invarijanta za klasifikaciju krivulja. Prvo dokazujemo Rieman-
novu nejednakost koja povezuje dimenziju Riemann-Rochovog prostora, stupanj divizora
1 genus krivulje. Onda pojacavamo taj rezultat karakterizirajuci indeks specijalnosti. Za
razumijevanje indeksa specijalnosti, uvodimo prstene adela 1 Weilove diferencijale. Poka-
zujemo kako divizori pridruzeni Weilovim diferencijalima tvore kanonsku klasu divizora,
koja nam je bitna u iskazu Riemann-Rochovog teorema. Na primjeru pokazujemo kako
izraCunati kanonsku klasu. Konac¢no iskazujemo Riemann-Rochov teorem i navodimo nje-
gove posljedice.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi algebarske geometrije

Za pocetak uvedimo oznake, k ¢e nam oznacavati savrSeno (svako algebarsko proSirenje
od k je separabilno) polje, k je neko fiksno algebarsko zatvorenje od k, te G := Gal(k/k)
je apsolutna Galoisova grupa.

1.1 Afine mnogostrukosti
Definicija 1.1.1. Za n € Ny, n-dimenzionalni Afini prostor nad k je skup
A" = Al = A{(xy,...,x,) € K"}
Sli¢no, ako je k C L C k, tada je skup L-racionalnih to¢aka od A"
A"(L) :={(xy,...,x,) € L"}.

Alternativno, A"(L) su to¢no elementi od A] fiksirani pri djelovanju Gy.
Definicija 1.1.2. Neka je S C k[xi, ..., x,] skup polinoma. Tada se skup tocaka

Zs ={PeA": f(P)=0,VfeS}
zove algebarski skup. Ako je k C L C k, tada je skup L-racionalnih to¢aka u Zs jednak

Zs(L) = Zsg N A"(L).

Kada S ima jedan element S = {f}, piSemo skraCeno Z; = Zy,.

Napomena 1.1.3. Akojel = (S) C k[xi,...,x,] ideal generiran s S, tada vrijedi Z; = Zs.
To znaci da uvijek mozemo zamijeniti S s idealom (§) kojeg taj skup generira.

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POIMOVI ALGEBARSKE GEOMETRIJE

Definicija 1.1.4. Ako je Z C A" algebarski skup, ideal /(Z) od Z je
1Z):={f €k[xi,....x,): f(P)=0VYP € Z}.
Propozicija 1.1.5. Vrijedi
1. Z;, U Zy, = Z;,;, (unija dva algebarska skupa je algebarski skup),

2. NjesZi; = Zu,1; (presjek familije alg. skupova je alg. skup),

w

. Zoy = A", te Zigy = 0 (A" i O su algebarski skupovi),

4. S €T = Zy CZs (Z obrce inkluzije),

D

. Zyyy =Y za algebarski skup Y C A",

N

- Ziwy = W za proizvoljni skup W C A",

Definicija 1.1.6. Topologija Zariskog na A" je topologija u kojoj su zatvoreni skupovi
tocno svi algebarski skupovi.

Iz Propozicije [[.1.5] vidimo da je ovo uistinu dobra definicija topologije. Alternativno
moZemo definirati i topologiju Zariskog preko otvorenih podskupova. Za f € k[xi, ..., X,]
definiramo osnovni otvoreni skup D(f) := A"\ Z;.

Propozicija 1.1.7. Osnovni otvoreni skupovi D(f) ¢ine bazu za topologiju Zariskog na A”".
Stovise za sve f # 0, D(f) je gust.

Dokaz. OCito je svaki D(f) otvoren jer mu je komplement Z; zatvoren. Vrijedi A" \ Z; =
UrerD(f) tj. svaki otvoreni podskup je unija osnovnih. ZakljuCujemo da osnovni otvoreni
podskupovi ¢ine bazu. Neka je sada f € k[xy,..., x,], f # 0. Tada postoji ideal I takav da
D(f) =Z;. Ako je g € I, tada je D(f) C Z; C Z, Sto znaCi da

fP)+0 = PeD(f) = PeZ, = g(P)=0.
ZakljuCujemo da je (f - g)(P) =0, VP € A". Opcenito vrijedi sljedece:

(1) Ako je L beskonacno poljei f € L[xy,...,x,] takavda f(P) =0, VP € A"(L) onda je
f=0.

(2) Ako je L algebarski zatvoreno polje, onda je L beskonacno.
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DokazZzimo prvo (1). Ako je n = 1 tvrdnja je ocita. Inale zapiSemo f(xy,...,x,) =
>i&ilxt, ..., xn_l)x;. Za fiksne xi, ..., x,_; imamo polinom u jednoj varijabli x, sa kons-
tantnim koeficijentima. Varirajuéi x,, zaklju¢imo da taj polinom ima beskonac¢no nultocaka
pa su svi koeficijenti g;(xi, ..., x,_;) = 0. Tada je g(Q) = 0, YO € A"!(L). Indukcijom
susvi g; = 0, dakle f = 0. Napomenimo joS da ovo ne mora vrijedit ako polje L nije
beskona¢no. Primjerice za L = F7i f(x) = x’ — x imamo f(P) = 0 zasve P € AY(F,) = F;,
ali f # 0.

Za (2) ako je L konacno i algebarski zatvoreno, onda moZemo konstruirati polinom
f(x) :==[l,er(x—D+ 1 € L[x] koji je nekonstantan, ali nema nultocku u L $to je kontradik-
cija.

Vratimo se na dokaz propozicije. Imali smo (f - g)(P) = 0, VP za polinom f - g €
k[xi,...,x,]. Koristeéi (1) i (2) zaklju¢ujemo da f-g = 0. S obzirom daje f # 0 i
k[xi,...,x,] je integralna domena slijedi g = 0. To znadi da je nuzno I = (0), tj. Tf)
Z] = An.

oo

Korolar 1.1.8. Svi neprazni otvoreni skupovi u A" su gusti.

Da bolje shvatimo algebarske skupove, mozemo ih konkretno karakterizirati kao skup
nultocaka od nekog konac¢nog skupa polinoma. Za to ¢e nam biti koristan Hilbertov teorem
o bazi.

Definicija 1.1.9. Komutativni prsten s jedinicom R koji zadovoljava sljedeca 3 medusobno
ekvivalentna uvjeta

(1) Svaki ideal u R je konacno generiran.

(2) Svaki rastuéi niz ideala
LCLC...

se od nekog elementa stabilizira, tj. dn € N takav da [, = I,, Ym > n.

(3) Svaki neprazan skup ideala iz R sadrzi maksimalan element s obzirom na inkluziju.

nazivamo Noetherin prsten.

Teorem 1.1.10 (Hilbertov teorem o bazi). Ako je R Noetherin prsten, tada je i R[x] Noet-
herin.

Dokaz. Vidi [1]] za dokaz. O

Korolar 1.1.11. k[x,,...,x,] i k[xi,..., x,] su oba Noetherini prstenovi, te su svi pripadni
ideali konacno generirani.
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Dokaz. Uzmemo niz proSirenja
k Ck[x;] Ck[x;,x2] C ... Cklxq,...,x,]

1 na njih uzastopno primjenjujemo Hilbertov teorem. O

Ako je Z algebarski skup, koriste¢i prethodni korolar zakljuCujemo da je pridruzeni
ideal I(Z) kona¢no generiran nekim polinomima fi,..., f; € k[xi,...,x,], tj. I(Z) =
(fis---, fi)- Tada sutoCke P € Z to¢no one koje zadovoljavaju konacan niz uvjeta f;(P) = 0
zai=1,...,k. Dakle vrijedi

PeZ < f(P)=0,Vi=1,...,m.

MoZemo ovo zapisati i kao
m
z=(z.
j=1

Definicija 1.1.12. Neka je R komutativni prsten. Za svaki ideal / u R, definiramo radikal
VI ideala I

W:{xeR:x’elzanekir>O}.

Ako je I = VI, kazemo da je ideal radikalan.
Opéenito vrijedi daje J € VJ i ﬁ = .
Teorem 1.1.13 (Hilbertov Nullstellensatz). Za svaki pravi ideal I C k[x,, ..., x,] vrijedi
1(Z) = VI.

Dokaz. Poglavlje 4 u [1]. O
Korolar 1.1.14. Neka je R = k[xi, ..., x,]. Vrijedi

(i) Zy, =2), = V=D,

(ii) Z;=0 < J=R,
(iii) Z(J) = A" — J =(0),

gdje su Jy, J», J ideali u R.
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Dokaz. Dokazimo (i). Oc¢ito Z;, = Z;,, = [1(Z;,) = I(Z;,). Primjenom Nullstellensatza
dobivamo VJ, = V.

Za drugi smjer, pokaZimo prvo da vrijedi Z; = Z ;; za svaki ideal J u R. Vrijedi J C VI
pa zato imamo Z; € Z;. Neka je sad P € Z;. To znaci da je f(P) = 0, Yf € J. Ako je
g € VJ, onda postoji r € N takav da g" € J dakle g"(P) = 0, iz &ega slijedi g(P) = 0. Dakle
g(P) =0, Yg e VJ§toznatidaje P e Z 5. S time smo pokazali da Z; C Z ;; pa konacno
imamo Z; = Z ;.

Pretpostavimo sada VJ; = V5. Imamo Z;, = Z ;- = Z;3; = Z,, kao §to je traZeno.
Tvrdnje (i), (iii) slijede direktno iz (7). |

Korolar 1.1.15 (Slabi Nullstellensatz). Za svaki pravi ideal I C k[xy,...,x,], algebarski
skup Z; je neprazan.

Dokaz. Napomenimo da je poznat rezultat komutativne algebre da je VI presjek svih pros-
tih ideala koji sadrze I tj. VI = N 1cp P gdje su P prosti. To znaci da je VT takoder pravi
ideal pa tvrdnja slijedi iz (i7) u Korolaru|l.1.14 O

Korolar 1.1.16. Postoji 1-na-1 korespondencija izmedu radikalnih ideala u prstenu

kl[x1,...,x,] i algebarskih skupova u A" koja je dana sa
o 7,4 1(Z) o Z

Ova korespondencija je izrazito vazna jer nam dopusta da prou¢avamo algebarske sku-
pove preko ideala u odgovarajuéem prstenu, koji su nam u praksi puno pristupacniji.

Korolar 1.1.17. Svi maksimalni ideali u k[x,, . .., x,] su oblika

Mp = (X1 = P1ye-vs Xa = Pn)
zaneki P = (py,...,p,) € A"

Dokaz. Ako je M maksimalni ideal, iz Nullstellensatza dobivamo da je zkup Z,, neprazan.
Ako je P € Zy, tada je M C I({P}) iz Cega slijedi M = I({P}) = mp. S druge strane, ako je
mp C I za neki pravi ideal /, tada je 0 # Z; C Z,,, = {P} = Z,; = {P}. Iz Nullstellensatza
dobivamo VI = I({P}) = mp. Dakle I C Vi=mpCl. ZakljuCujemo da je mp = I, dakle
za proizvoljnu P € A", ideal mp je maksimalan. O

Definicija 1.1.18. U topoloskom prostoru X, neprazan podskup Y C X je ireducibilan ako
nije unija 2 prava relativno zatvorena (u induciranoj topologiji na Y) podskupa. Podskup
Y je ireducibilna komponenta ako je maksimalan ireducibilan podskup od X (s obzirom na
inkluziju).
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Propozicija 1.1.19. Oznacimo R = k[x,, ..., x,]. Neprazan podskup Y C A" je ireducibi-
lan ako i samo ako je R(Y) = R/I(Y) integralna domena.

Dokaz. Smjer 7 = ”: Ako R(Y) nije integralna domena tada /(Y) nije prost ideal, pa
postoje fi, f» € R takvida fif, € I(Y), ali f;, f> nisuu I(Y). To znaci da za svaki P € Y
vrijedi fi(P) = 01ili f2,(P) = 0, dakle Y C Z; U Z;. Primijetimo da Z; ne sadrzi Y
jer bi to znacilo da je f; u I(Y) Sto ne vrijedi. Takoder Z; N X # 0 jer bi inace bilo
fitP)#0 = fo,(P)=0zasve Pul,t. f, € I(Y) Sto takoder ne vrijedi. Dakle Z, N Y
je pravi, relativno zatvoreni podskup od Y. Analogno, isto vrijedi 1 za Z; N Y. PoSto je
Y=(Z,NY)U(Z,NY),slijedi da je Y reducibilan.

Smjer ” <= : Pretpostavimo da je Y reducibilan, tada Y = (Z, N Y) U (Z, N'Y) gdje su
Z,,Z, zatvoreniu A" i (Z; NY), j = 1,2 su pravi podskupovi od Y. Oznacimo I; := I(Z)),
j =1,2. Tadaje 21Uz, = lelz = 1, C I(Z1UZQ). Y C Z,UZ, sad daje ](Z1UZQ) - I(Y)
pa zaklju¢ujemo 1,1, € I(Y). Ciljajuci na kontradikciju, pretpostavimo da je /(Y) prost.
Tada je nuzno I; € I(Y) ili I, € I(Y). Bez smanjenja opcCenitosti pretpostavimo da je
I} CI(Y). TadaY C Zyy,) € Z;, C Z; Sto znali da Z; N Y nije pravi podskup od Y,
dakle dosli smo do kontradikcije. ZakljuCujemo da /(Y) nije prost i ekvivalentno R(Y) nije
integralna domena. O

Definicija 1.1.20. Topoloski prostor X je Noetherin ako se svaki padajuéi niz zatvorenih
podskupova stabilizira od nekog elementa, tj. za niz zatvorenih skupova

FIDF,DF32...

postoji n € Ntakavda F,, = F,,, Ym > n.

Primijetimo da je A" Noetherin topologki prostor, kao posljedica ¢injenice da je k[x1, . . . , x,]
Noetherin 1 korespondencije izmedu zatvorenih skupova i ideala koju smo uspostavili.

Teorem 1.1.21. Neka je X Noetherin topoloski prostor. Tada
(i) X sadrZi konacno mnogo ireducibilnih komponenti.

(ii) Nijedna ireducibilna komponenta od X nije sadriana u uniji ostalih ireducibilnih
komponenti.

Dokaz. Vidi Propoziciju 2.14. u [3]. O

Korolar 1.1.22. Svaki algebarski skup u A" se moZe na jedinstven nacin prikazati kao
konacna unija mnogostrukosti, gdje nijedna ne sadrZi drugu.

Ovaj teorem dokazuje da se svaki algebarski skup moZe jedinstveno zapisati kao unija
ireducibilnih komponenti.
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Definicija 1.1.23. Afina mnogostrukost V je ireducibilan algebarski skup u A".

Definicija 1.1.24. Algebarski skup Z C A" je definiran nad k ako je I(Z) generiran s
polinomima iz k[xy, ..., x,]. PiSemo Z/k da bi naznacili da je Z definiran nad k. Takoder
definiramo

I1(Z[k) = I(Z) N k[x1,...,Xx,].

Ako je Z definiran nad k, uo¢imo da apsolutna Galoisova grupa G, = Gal(k/k) djeluje
na Z zato Sto za sve f € k[xy,...,x,], P € Z vrijedi f(o(P)) = o(f(P)) gdje o € Gy.
Primijetimo da je

Zky=ZNA"k)y={PeZ:0(P)=P, Yo € G}.

Definicija 1.1.25. Neka je Z algebarski skup definiran nad k. Afin koordinatni prsten ili
samo koordinatni prsten od Z/k je prsten

_ klxr, .., 3]
Kz] = I(Z/k)
Takoder definiramo i |
- _ XlyeoesXp
="z

Primijetimo da ako je Z/k algebarska mnogostrukost definirana nad k, tada su I(Z) 1
I(Z/k) prosti ideali ili ekvivalentno k[Z] i k[Z] su integralne domene.

Primjer 1.1.26. Potencijalno je moguée da je I(Z/k) prost ideal dok /(Z) nije. Neka je
k=Qif(x)=x>+ 1. Tadaje Z; = {i,—i} € A'(Q). Primijetimo daje Z;(Q) = 0. ITmamo
da je I(Z/Q) = (x> + 1)Q[x] prost ideal u Q[x] dok I(Z) = (x + i)(x — i) nije prost ideal u
QI[x]. To konkretno znagi da Z nije afina mnogostrukost.

Definicija 1.1.27. neka je V/k afina mnogostrukost definirana nad k. Funkcijsko polje k(V)
od V je polje razlomaka od k[V]. Sli¢no, k(V) je polje razlomaka od k[V].

Primjer 1.1.28. Za afinu mnogostrukost V = A" imamo k(V) = k(xi,...,x,). Za afinu
mnogostrukost {P} koja je saCinjena od jedne tocke P € A" imamo k({P}) = k.

Definicija 1.1.29. Za afinu mnogostrukost V, dimenzija dim'V do V je stupanj transcen-
dentnosti od polja k(V) nad k.

Dimenzije mnogostrukosti iz prethodnog primjera su dim A" = n 1 dim{P} = 0. Napo-
menimo da dimenziju moZemo alternativno definirati kao duljinu najduzeg lanca prostih
ideala u koordinatnom prstenu k[V]. Tu podrazumijevamo da lanac prostih ideala oblika
Po & P € ... € v, 1ma duljinu n. Opcenito supremum duljina lanaca prostih ideala
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u komutativnom prstenu R nazivamo Krullova dimenzija. Ona ne mora biti konacna za
proizvoljni prsten, ali u slu¢aju koordinatnih prstenova k[V] koji su pridruZeni afinim mno-
gostrukostima, ona je konacna i jednaka dim V. Inspirirani Krullovom dimenzijom i kores-
pondencijom izmedu zatvorenih skupova i ideala, za opceniti topoloski prostor X mozemo
definirati dim X kao supremum duljina lanaca ireducibilnih zatvorenih podskupova. Hil-
bertov nullstellensatz sad implicira da je Krullova dimenzija od k[V] jednaka dimenziji
topoloSkog prostora V s topologijom Zariskog. Konkretno, to znaci da je dim V jednaka
duljini najduzeg lanca afinih mnogostrukosti sadrzanih u V.

Primjer 1.1.30. Za V = A® imamo da je dim V = 3. Primijetimo da je
{(0,0,0)} € A" x {(0,0)} C A’ x {0} ¢ A’ =V

primjer lanca afinih mnogostrukosti strogo sadrzanih u A* duljine 3. MozZe se pokazati da
je to ujedno i najdulji mogudi takav lanac.

Definicija 1.1.31. Neka je V afina mnogostrukost, P € V tocka, i fi, ..., fn € k[X1, ..., Xl
skup generatora za I(V). Kazemo da je V nesingularna (i glatka) u P ako m X n Jacobijeva
matrica

of;

[8_)@ (P)} 1<i<m

1<j<n
ima rang n — dim V. U suprotnom kaZemo da je P singularna tocka. Ako V nema singu-
larnih tocaka, kaZemo da je V glatka.

Napomena 1.1.32. Neka je V zadana jednom nekonstantnom polinomijalnom jednadZbom
Vif(xy,...,x,) =0.

Tada je po prethodnoj definiciji tocka P € V singularna ako i samo ako

of o _ _9f
P == e

(P) = 0.

1.2 Projektivhe mnogostrukosti

Definicija 1.2.1. Za n € N, definiramo relaciju ekvivalencije ~ na A"\ {(0,...,0)} sa
(ag,...,ay) ~ (by,...,b,) & A€ k*takavda (ay,...,a,) =A-(by,...,by,).

Definiramo n-dimenzionalni projektivni prostor P" := A"/ ~ kao skup klasa ekvivalen-

cije relacije ~. Klasu ekvivalencije kojoj pripada tocka (ay, ..., a,) nazivamo projektivna
to¢ka i oznatavamo sa (a : ... : a,). Za polje k C L C k, skup L-racionalnih to¢aka od P"
je

PY(L):={(ay:...:a,)|ay,...,a, €L}.
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Uocimo da apsolutna Galoisova grupa Gy na prirodan nacin djeluje na P" sa

o((ag,...,a,)) = (0(ag),...,o(a,)).

Sli¢no kao u afinom slucaju, skup k-racionalnih tocaka P"(k) je ponovno skup toCaka iz P”"
koje djelovanje G, fiksira.

Definicija 1.2.2. Polinom f € k[xy, ..., x,] je homogen stupnja d ako je
F(Axp, ..., Ax) = A f(xo,...,%,), YA€ k.

Kazemo da je f homogen ako je homogen stupnja d za neki cijeli broj d.

Definicija 1.2.3. Ideal / u k[xo, ..., x,] je homogen ako je generiran homogenim polino-
mima.
Uo&imo da ako je f € k[xq, ..., x,] homogeni polinom, ima smisla pitati je li f(P) =0

za neku projektivnu to¢ku P € P" jer to ne ovisi o izboru reprezenta iz A" od P u kojem
biramo evaluirati f.

Definicija 1.2.4. Projektivni algebarski skup je svaki skup oblika Z; za neki homogeni
ideal 7 gdje

Z:={PeP": f(P)=0, Vf el
Ako je Z projektivni algebarski skup, homogeni ideal od Z koji oznaCavamo sa I(Z) je ideal
u k[xo, ..., x,] generiran sa

[(Z) := ({f € k[xo,...,x,] : f je homogeni f(P)=0, VP € Z}).

KazZemo da je projektivni algebarski skup Z definiran nad k ako je I1(Z) generiran s homo-
genim polinomima iz k[xy, ..., x,] 1 tada piSemo Z/k. Ako je Z definiran nad k, tada je
skup k-racionalnih tocaka od Z skup

Z(k) := Z N P(k).

Kao 1 u afinom slucaju, Z(k) se sastoji od toCaka iz Z koje su fiksirane pri djelovanju
apsolutne Galoisove grupe Gy.

Definicija 1.2.5. Topologija Zariskog na P" je topologija u kojoj su zatvoreni skupovi
upravo projektivni algebarski skupovi.

Lako se provjeri da svojstva iz Propozicije [I.1.5] vrijede i za projektivne algebarske
skupove pa je zato Topologija Zariskog na P" dobro definirana.
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Definicija 1.2.6. Projektivni algebarski skup V C P" nazivamo projektivna mnogostrukost
ako je pridruZeni homogeni ideal I(V) prost u k[xo, .. ., x,]. Ekvivalentno, V je projektivna
mnogostrukost ako je ireducibilan s obzirom na topoloski prostor P”.

Ako je f € klx,...,x,] homogeni polinom stupnja 1, skup njegovih nultotaka Z;
nazivamo hiperravnina. Konkretno, ozna¢imo skup nultoc¢aka od x; sa

H:=Z.={(ay:...:a,) €P":a;, =0}
zai=0,...,n. Neka je U, otvoreni skup P" \ H;. MoZzemo definirati preslikavanje sa
iU — A"
ap ai-1 diy] Ay
(ay:...:ap)H—>|—,...,—, . —
a; a; a; a;

Par (U;, ¢;) nazivamo afina karta. Lako je provjeriti da je ¢; bijekcija i zato skup U;
mozemo smatrati kopijom od A" koja je ulozena u P". Uo¢imo i da ja projektivni n-prostor
prekriven afinim kartama, tj. P" = Uy U ... U U,,.

Propozicija 1.2.7. Preslikavanje ¢; : U; — A" je homeomorfizam, gdje je topologija na
U, inducirana iz P".

Prije nego Sto dokaZemo propoziciju, opisat ¢emo preslikavanje izmedu homogenih
polinoma u k[xo, ..., x,] i polinoma u k[yi, ..., y,] (koordinatni prsten od A"). Prvo fiksi-
rajmo neki indeks 0 < i < n. Za polinom f € k[yi,...,y,] stupnja d definiramo njegovu
homogenizaciju F € k[x, . .., x,] kao homogeni polinom

X Xi—1 X X

d 0 i—1 i+1 n

F(xp,....x) =x{f|—,...,—, s — .
Xi Xi X Xi

Obrnuto, za neki homogeni polinom F € k[x,...,x,] kazemo da je f € k[yi,...,ynl
definiran sa

SO -y =FO, . i Lyt oo Vn)

dehomogenizacija od F. OznaCavat ¢emo dehomogenizaciju od F sa a(F) = f i obratno
homogenizaciju od f sa 8(f) = F. Sada smo spremni dokazati tvrdnju.

Dokaz. S obzirom da je ¢ bijekcija, dovoljno je provjeriti da preslikava zatvorene podsku-
pove 1-na-1. Prvo pretpostavimo da je Y relativno zatvoren u U;. Neka je Y zatvorenje od
Y uP". Imamo daje Y = Y N U,. Nadalje Y je projektivni algebarski skup $to zna&i da
ima pridruZen homogeni ideal I = I(Y). Neka je {F,}.ca neki skup homogenih polinoma
koji generira I. Za svaki a € A neka je f, dehomogenizacija od F, i neka je J ideal u
I_c[yl, ..., ¥Yn] generiran sa {f;}.ca. Tvrdimo da je ¢(Y) = Z;. Za P € U; moZemo izabrati
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reprezent (ao, . . . ,a,) za P takav da je @; = 1. Sada vidimo da je f,(¢(P)) = F.(ao,...,a,)
dakle f,(¢(P)) =0 < F,(P)=0, Vac Ailip(P) e Z;, < P € Z;. S obzirom da
je Z; N U; = Y zakljucujemo da je ¢(Y) = Z;. Dakle ¢ preslikava zatvorene podskupove u
zatvorene podskupove.

Obratno, neka je sada W = Z; zatvoren podskup od A”". Neka je / homogeni ideal u
k[xo, ..., x,] generiran sa {3(f) : f € J'}. Sada je Y := Z; N U, relativno zatvoren u U,. Ako
sada krenuvsi od [ definiramo J isto kao u prethodnom slucaju, onda imamo ¢(Y) = Z,.
Nije tesko vidjeti da je J’ = J dakle ¢~ !(W) = Y. Zaklju¢ujemo da ¢! takoder preslikava
zatvorene podskupove u zatvorene podskupove i kona¢no ¢ je homeomorfizam. O

S obzirom na prethodni teorem, za neki fiksni i (npr. i = 0) ¢emo poistovjetiti A" sa
skupom U; u P". Tako ¢emo primjerice za projektivhu mnogostrukost V' C P" umjesto
e(VNU;) pisati VN A"

Definicija 1.2.8. Neka je Z C A" afini algebarski skup s idealom /(Z). Ako poistovje-
timo Z sa podskupom ¢:'(Z) od P", projektivno zatvorenje od Z je zatvorenje od ¢;'(Z) u

topologiji Zariskog na P". Projektivno zatvorenje ozna¢avamo sa Z := ¢ 1 (2).

Napomena 1.2.9. Za projektivno zatvorenje Z, homogeni ideal /(Z) je generiran sa

B : f el@))

Propozicija 1.2.10. (i) Neka je Z afini algebraski skup. Tada je Z projektivni algebarski
skup i
Z=7ZnNnA"

Stovise ako je Z afina mnogostrukost, onda je projektivno zatvorenje Z projektivna
mnogostrukost.

(ii) Neka je Y projektivna mnogostrukost. Ako je Y N A" # 0 onda je Y N A" afina
mnogostrukost i
Y=YnA"r

(iii) Ako je afina mnogostrukost Z definirana nad k, onda je projektivna mnogostrukost
Z definirana nad k. Obratno, ako je projektivna mnogostrukost Y definirana nad k i
Y N A" # 0, onda je afina mnogostrukost Y N A" definirana nad k.

Dokaz. Precizan iskaz od (i) je da ako je Z C A" algebarski skup, onda je ¢~ '(Z) =
¢ 1(Z) N U;. To vrijedi jer je ¢ homeomorfizam pa je zato ¢~!(Z) relativno zatvoren u
U;. Pretpostavimo sada da je Z afina mnogostrukost. Akoje Z = ¢ '(Z) = F, U F, za
zatvorene podskupove Fi, F,, imamo Z = ¢(F; N U;) U o(F, N U;). Z je ireducibilan, a
@(F; N U;) su zatvoreni u A" dakle neki od njih nije pravi podskup. Recimo da je to j =1
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ili Z = p(F1NU,). Slijedidaje ¢~ '(Z) C F; = ¢ '(Z) C F, dakle F nije pravi podskup
od ¢~1(Z). Zaklju¢ujemo da je Z = ¢~!(Z) ireducibilan.

Za (ii), neka je I homogeni ideal pridruZen Y, te neka je {F,}.ca neki skup homogenih
polinoma koji generiraju /. Pretpostavimo da je ¥ N A" # (. To znaci da x; ¢ I jer
bi inae imali ¥ = Z; € H; = P" \ A" Sto nije istina. Ako je neki od F, djeljiv sa x;
(k[xo, . .., X,] je domena jedinstvene faktorizacije), npr. F, = x;G,, tada vrijedi x; € I
ili G, € I jer je ideal I prost. Zakljucujemo G, € I. To znaci da moZemo iz svakog
F, izbaciti faktore x; na nacin da {F,},cx ostaje generirajuci skup za ideal /. Dakle bez
smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je {F,},ca generirajuci skup za ideal / takav da su
svi F, homogeni polinomi, nedjeljivi s x;. Ako je f, dehomogenizacija od F,, uo¢imo
da nedjeljivost sa x; znaci da je homogenizacija od f, ponovno jednaka F,! Ako je J :=
({fu)aea) ideal u k[yy, ..., y,], ponovno imamo kao u dokazu Propozicije daje g;(Y N
U;) = Z; i nadalje ideal I(Y N U;) je generiran sa {B(f,)}uea) = {Fa}aea. Dakle I(Y N U;) =
I(Y) $to implicira da je Y N U; = Y. Provjerimo joS da je afini algebarski skup ¥ N A"
uistinu mnogostrukost. Naime ako taj skup nije ireducibilan, onda postoje pravi relativno
zatvoreni podskupovi Fi, Food Y NU; takvidaY NU; = F{UF,. TadajeY =YNU,; =
F,UF, =F UF,. Nadalje Fjﬂ U =F;+YNU,za j=1,2pazakljucujemo da sufFy, Fp
pravi podskupovi od Y Sto znaci da Y nije ireducibilan. To je kontradikcija dakle ¥ N A"
mora biti ireducibilan pa je algebarska mnogostrukost.

Za (iii) uo¢imo da je homogeni polinom F definiran nad k ako i samo je dehomoge-
nizacija f definirana nad k. Tvrdnja slijedi iz 12) = UB(f) : felD)})te (Y NA") =
({a(F) : F € [(Y))). O

Ako je V projektivna mnogostrukost, uvijek mozemo uzeti neku afinu kartu A" ~ U; za
koju VN U; # 0. Tako dobijemo afinu mnogostrukost koju samo oznacavamo sa VN A”". S
obzirom na dokazanu tvrdnju (ii), iz VN A" mozemo rekonstruirati V tako $to uzmemo pro-
jektivno zatvorenje i zato pri ovom postupku ne gubimo informacije o V. Sada ima smisla
definirati neka svojstva od V koriste¢i ve¢ definirana svojstva za afine mnogostrukosti.

Definicija 1.2.11. Neka je V/k projektivna mnogostrukost i A" C P” projektivna karta za
koju VN A" # (). Definiramo dimenziju od V sa dim V := dim(V N A").

Funkcijsko polje od V je k(V) := k(V N A™). Napomenimo da je ta definicija dobra jer
su za razliite izbore A" C P", polja k(V N A") kanonski izomorfna.

Definicija 1.2.12. Neka je V projektivna mnogostrukost i P € V. Odaberimo A" C P" tako
daje P € A". KaZzemo da je V nesingularna (ili glatka) u P ako je V N A" nesingularna u
P.

Podsjetimo se da smo za svaki projektivni algebarski skup Z definirali pridruZeni ho-
mogeni ideal /(Z) kao ideal generiran sa homogenim polinomima f sa svojstvom da je f
nula na cijelom Z. Ispostavlja se da moZemo alternativno definirati /(Z) kao ideal generiran
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nekim afinim algebarskim skupom koriste¢i uobi¢ajenu definiciju koja ne spominje
homogene polinome.

Definicija 1.2.13. Neka je Y C P" neprazan projektivni algebarski skup. Definiramo afini
konus nad Y kao skup

C(Y) := {(ao,...,a,,)eA"“\(0,...,0) : (aoz...:an)eY}U{(O,...,O)}.

Primjer 1.2.14. Za projektivnu mnogostrukost V : X? + Y2 = 72, V C P*(Q) definiranu
nad Q, imamo da je C(V) C A*(Q) afina mnogostrukost

CV)={(x.y.0): x* +y* =2" x.y.2€ Q.
Nije teSko dokazati da vrijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 1.2.15. Neka je Y C P" neprazan projektivni algebarski skup. Afini konus
C(Y) je afini algebarski skup i njegov ideal I(C(Y)) (Definicija u k[xo, ..., x| je
Jjednak homogenom idealu I(Y) (Definicija[l.2.4)).

Primijetimo takoder da je Y projektivha mnogostrukost ako i samo ako je C(Y) afina
mnogostrukost. Naime oboje je ekvivalentno s time da je I(Y) = I(C(Y)) prosti ideal.

Napomena 1.2.16. Ako je V/k projektivna mnogostrukost, onda je funkcijsko polje k(C(V))
polje razlomaka od k[xo, ..., x,]/1(V). Funkcijsko polje k(V) se moZe alternativno opisati
kao potpolje od k(C(V)) koje se sastoji od elemenata F' = [f]/[g], [g] # 0 gdje su f,g €
k[xo, - .., x,] homogeni polinomi istog stupnja. Tu nam je [-] : k[xo,...,x,] — k[C(V)]
kanonsko preslikavanje [#] = h + I(V).

Nadalje koristeci koncept afinog konusa mozemo iskazati projektivni Nullstellensatz
kao posljedicu afinog.

Teorem 1.2.17 (Projektivni Nullstellensatz). Za svaki homogeni ideal I C k[xy, ..., x,]
vrijedi:

(i) Z; = 0 ako i samo ako VI 2 (x, ..., x,),
(ii) ako Z; # 0 onda I1(Z)) = VI.

Dokaz. Dokazimo prvo (ii). Ako je Y := Z(I), onda iz Propozicije [I.2.15] imamo da je
I[(Y) = I(C(Y)). Uoc¢imo da za I = (0) tvrdnja trivijalno vrijedi pa moZemo pretpostaviti
da je I # (0). Osim toga Z; # 0 povlaci da je I # k[xo,...,x,] §to znai da je I pravi ne-
nul ideal. Oznac¢imo sa Zf afini algebarski skup u A"*! pridruzen idealu J od k[xy, .. ., x,].
Tvrdimo da je Zﬁy) = C(Y). Neka je {F,},c4 neki skup homogenih polinoma koji generiraju
I(Y). Svi F, su tada homogeni stupnja > 1, jer bi inace imali F, € k* = k[xo, ..., x,]* za
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neki a € A §to bi znacilo I(Y) = k[xo, ..., x,]*, a pokazali smo da to nije slu¢aj. Uocimo
daje
Ziy ={P € A F(P) = 0, Ya € A).

S obzirom da su svi F, homogeni stupnja > 1, vidimo da je F,((0,...,0)) =0, VYa € A,
dakle (0,...,0) € Zj,,. Ako je sada P = (ay,...,a,) € A", P # (0,...,0), vidimo da je
F,P)=0 & F,AP) =0, YA € k. ZakljuCujemo da je

PeZjy, & APeZyy, Vick' <= (ap:...:a,) € 1Y),

Sto dokazuje da je Z,, = C(Y). Iz Hilbertovog Nullstellensatza sada je 1(Zy,,) = VI(Y).
S obzirom da je I(Y) = I(C(Y)) = I(Zﬁy)), to povlaci (ii).

Sada predimo na (i). Jasno je da za I = k[xq, ..., x,] imamo da su obe tvrdnje (s lijeve
1 desne strane ekvivalencije) istinite i za I = (0) imamo da obe tvrdnje nisu istinite. Dakle
mozemo pretpostaviti da je I pravi ne-nul ideal. Iz Nullstellensatza (afinog) sada znamo
daZ # 0i1(Z}) = VI. Ako postoji P € Z/ takvada P = (ay, . ..,a,) # (0, ...,0), sli¢no
kao u prethodnom slu¢aju imamo da je onda (ay, . .., a,) € Z; € P". Dakle Z; # (). Nadalje
postoji i takav da a; # O Sto znaci da x; ¢ I(Zj‘) = I dakle VI 7 (x,...,x,). Inale,
ako takva P ne postoji, onda je Z# = {(0,...,0)}. Tada jo§ jate od 2, vrijedi jednakost
‘/7=m(0 ..... 0 = (X0, -+ Xn)- o
Napomena 1.2.18. U ostatku rada ¢emo se uglavnom fokusirati na glatke projektivne mno-
gostrukosti dimenzije 1, tj. algebarske krivulje. Uzmimo za primjer V : Y?Z = X* + 172°.
S obzirom na Propoziciju|(l.2.10} smisleno je zadati takve mnogostrukosti s nehomogenom
jednadzbom ili u ovom primjeru V : y? = x* + 17. To ¢e nam olaksati ra¢unanje, ali bitno
je napomenuti da pritom podrazumijevamo da je V zapravo projektivno zatvorenje zadane
afine mnogostrukosti.

1.3 Preslikavanja izmedu mnogostrukosti

Morfizmi i racionalna preslikavanja afinih mnogostrukosti

Definicija 1.3.1. Neka su X € A" i Y C A" afine mnogostrukosti definirane nad k. Mor-
fizam ¢ : X — Y je preslikavanje ¢(P) := (fi(P),..., f»(P)) gdje su fi,..., f, polinomi u
k[X] takvi da je ¢(P) € Y, VP € X. Ako su fi,..., f, € k[X], onda kaZzemo da je morfizam
f definiran nad k.

Uoc¢imo da je za morfizme ¢ : X — Y, ¥ : X — Z, njihova kompozicijayyo¢p: X — Z
takoder morfizam.
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Definicija 1.3.2. Dvije afine mnogostrukosti X, Y su izomorfne ako postoji par morfizama
¢ :X->Y, ¢y:Y — Xtakvihday o¢ = Idy i ¢ oy = Idy. Tada kaZemo da su ¢, ¢
izomorfizmi.

Propozicija 1.3.3. Morfizam afinih algebri ¢ : X — Y inducira homomorfizam prstenova
¢* - k[Y] — k[X] definiran s ¢*(g) = g o ¢. Nadalje ako je s : Y — Z takoder homomorfi-
zam prstenova, onda (Y o ¢p)* = ¢* o Y.

Propozicija 1.3.4. Morfizam afinih mnogostrukosti ¢ : X — Y je neprekidan.

Dokaz. Neka je Z; neki zatvoren podskup od Y, dovoljno je pokazati da je ¢~'(Z;) alge-
barski skup. Neka je 7 ideal generiran sa {¢*(g) : g € J}. Konacno

PeZ = ¢'(@)(P)=0,VgelJ < g@P)=0,VgelJ
— ¢(P)eZ, <= Pec¢ (Z),

dakle Z; = ¢~'(Z;) je uistinu algebarski skup. O

Uocimo da koordinatni prsteni k[X] imaju dodatnu strukturu da sadrZe polje k i konacan
skup generatora nad k. Opdéenito, afina algebra R je integralna domena koja je ujedno i
konacno generirana asocijativna k-algebra za neko polje k. Vidimo da je k[X] afina algebra
i inducirano preslikavanje ¢* je zapravo homomorfizam afinih algebri. Naime ¢* fiksira k.

Teorem 1.3.5. Kategorija afinih mnogostrukosti i kategorija asocijativnih algebri su kon-
travarijantno ekvivalentne.

Dokaz. Oznacimo sa Aff kategoriju afinih mnogostrukosti definiranih nad k s morfizmima
mnogostrukosti i sa AsAlg kategoriju asocijativnih algebri nad k. Nec¢emo provijeriti sve de-
talje, ali ¢emo pokazati kako definirati funktore F : Aff” — AsAlgi G : AsAlg — Aff”
koji realiziraju ekvivalenciju kategorija. Prvo funktor F Salje objekte V u koordinatne
prstene k[V] te morfizme afinih mnogostrukosti ¢ : X — Y u morfizme afinih algebri
¢* : k[Y] — k[X]. Obratno, neka je sada R asocijativna algebra. Cilj nam je konstru-
irati G(R). Neka su ry,...,r, neki generatori algebre R nad k. Tada moZemo definirati
surjektivni homomorfizam asocijativnih algebri ¢ : k[x|, ..., x,] — R sa

¢(f) = f(ri,....m).

Neka je sada I := ker ¢ te V := Z;. Konacno definiramo G(R) := V. Uocimo i da je I prost
zato Sto je R integralna domena. To znaci da je V afina mnogostrukost, te iz Nullstellensatza
slijedi I = I(V). Imamo dakle

k[V]=k[xy,...,x,]/1 = l_c[xl,...,xn]/kerqﬁ = R. (1.1)
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Neka je sada 6 : R — S neki homomorfizam afinih algebri. Ako sada kao i prethodno
izaberemo surjektivne homomorfizme ¢ : k[x,...,x,] = Riy : k[yi,...,yu] — S te sta-
vimo I := ker ¢, J := ker ¢, na temelju (I.1])) imamo da 6 : R — S inducira homomorfizam

0:klxi,...,x, /1 = k[y1,...,yml/J.

Za svaki x;, neka je f; € k[yi,...,yn] neki reprezent od 0(x;). Tada moZemo definirati
morfizamn : A" — A" sa
V(P) := (fi(P), ..., fu(P)).

Oznac¢imo X := Z; = G(R) 1Y = Z; = G(S). Tada je restrikcija v|y morfizam afinih
mnogostrukosti v|y : ¥ — X i konacno definiramo G(6) := v|y. Uocimo joS i da G(6) ne
ovisi 0 izboru reprezentanata f; od 6(x;). O

Definicija 1.3.6. Neka je X afina mnogostrukost. Funkcija r € k(X) je regularna ili defi-
nirana u to¢ki P € X ako postoji g € k[X] takav da gr € k[X]i g(P) # 0. Skup to¢aka u
kojima je r regularna oznacavamo sa dom(r).

U biti dom(r) shva¢amo kao skup to¢aka u kojima moZemo evaluirati .

Propozicija 1.3.7. Neka je X afina mnogostrukost i r € k(X). Tada je dom(r) gusti otvoreni
podskup od X.

Dokaz. Primijetimo da je I = {g € k[X] : gr € k[X]} ideal i StoviSe X \ dom(r) = Z;
dakle dom(r) je otvoren skup. Nadalje I # (0) pa iz Nullstellensatza Z; # X, Sto znaci da
dom(r) # 0. Po Korolaru [I.1.8] neprazni otvoreni skupovi su gusti pa zakljuujemo da je
dom(r) gust u topologiji Zariskog. m|

Propozicija 1.3.8. Neka je r € k(X). Tada je r € k[X] ako i samo ako je dom(r) = X.

Dokaz. Za r € k[X] ocito je dom(r) = X. S druge strane ako je dom(r) = X, imamo da je
Z; = 0 zaideal I = {g € k[X] : gr € k[X]}. 1z Korolara|l.1.14slijedi da je I = k[X]. Dakle
lel = 1-r=reklx]. m|

Definicija 1.3.9. Neka su X C A"1 Y C A™ afine mnogostrukosti. KaZzemo da je m-torka
(@1, ...,y funkcija ¢; € K(X) regularna u P € X ako su sve ¢; regularne u P. Racionalno
preslikavanje ¢ : X — Y je m-torka (¢1,...,¢,) funkcija ¢; € K(X) takvih da za sve
P u kojima je ¢ regularno, vrijedi ¢(P) := (¢1(P),...,d,(P)) € Y. Ako je racionalno
preslikavanje ¢ regularno u svim to¢kama P € X, tada kaZzemo da je ¢ regularno.

Takoder definiramo domenu racionalnog preslikavanja kao skup svih to¢aka P u kojima
je ¢ regularno, ili ekvivalentno dom(¢) := dom(¢;) N ... N dom(¢,).

Teorem 1.3.10. Racionalno preslikavanje afinih mnogostrukosti je morfizam ako i samo
ako je regularno.
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Dokaz. 1z definicije vidimo da je svaki morfizam ujedno i regularno racionalno preslika-
vanje. Obratno ako je ¢ = (¢y,...,¢,) racionlano preslikavanje koje je regularno u svim
tockama, tada su sve funkcije ¢; € K(X) takoder regularne u svim toc¢kama. Iz Propozi-
cije slijedi da je ¢; € K[X] za sve i. Dakle ¢ je morfizam. O

Htjeli bismo definirati kategoriju u kojoj imamo racionalna preslikavanja ujestu mor-
fizama afinih mnogostrukosti. Problem je $to ne moZemo nuZno komponirati racionalna
preslikavanja.

Primjer 1.3.11. Neka su X = Y = Z = A? afine mnogostrukosti, te neka su ¢; : X 3
(x1,x) = (1/x1,0) € Yigy : Y 3 (x1,x) — (0,1/x,) € Z racionalna preslikavanja.
Vidimo da su slika od ¢, i domena od ¢, disjunktne pa ih nema smisla komponirati.

Propozicija 1.3.12. Racionalno preslikavanje afinih mnogostrukosti ¢ : X — Y je ne-
prekidno kao preslikavanje iz topoloskog prostora dom(¢) s induciranom topologijom u
topoloski prostor Y.

Dokaz. Skiciramo dokaz. Svaka tocka P u dom ¢ ima otvorenu okolinu Up na kojoj sve
komponente ¢; imaju reprezentaciju ¢; = f;/g; takvu da g; nije O na okolini. Ako je F
zatvoren u Y, moZe se pokazati da je d N (F)NUp = Zpr N Up zaneki Zpr koji je zatvoren
u X (zadamo ga kao skup nultocaka nekih polinoma koje biramo na temelju ¢ i F). {Up}
je otvoren pokriva¢ od dom ¢, sve zajedno to implicira da je ¢~'(F) C dom ¢ relativno
zatvoren. Tada imamo da je ¢ neprekidno. O

Propozicija 1.3.13. Neka je ¢ : X — Y racionalno preslikavanje afinih mnogostrukosti.
Tada je Im ¢ afina mnogostrukost.

Dokaz. Prvo primijetimo da je dom ¢ ireducibilan skup. Naime ako je dom¢ = F| U F; za
relativno zatvorene F;, F, imamo da je X = dom ¢ = F; U F,. Dakle neki od F] nije pravi
podskup, recimo F; = X. Tada F; = F; N dom¢ = dom ¢. Dakle dom ¢ nije unija dva
prava zatvorena skupa. Opcenito je slika ireducibilnog skupa preko neprekidnog presli-
kavanja takoder ireducibilna pa zakljuCujemo da je Im ¢ ireducibilan. Takoder, zatvorenje
ireducibilnog skupa je ireducibilno pa slijedi da je Im ¢ ireducibilan. O

Definicija 1.3.14. Racionalno preslikavanje ¢ : X — Y je dominantno ako mu je slika
gusta u Y, ili ekvivalentno ako vrijedi Im ¢ = ¢(dom(¢)) =Y.

Propozicija 1.3.15. Neka su X,Y,Z afine mnogostrukosti i ¢ : X — Y, ¢ : Y — Z
racionalna preslikavanja. Tada je yo¢ : X — Z dobro definirano racionalno preslikavanje
koje je takoder dominantno.
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Dokaz. Pokazimo da je kompozicija dominantna. Slika Im¢ je gusta u Y te je dom(y)
otvoren, dakle Im ¢ N dom(y) je gust u dom(y). Imamo da je ¢ neprekidna pa dobijemo
da je y(Im ¢ N dom(y)) gust u Imy, koji je opet gust u Z. To dokazuje da je Im s o ¢ gusta
u Z. Sto se ti¢e domene, imamo da dom(y o ¢) barem sadrZi ¢~'(dom(¥)) $to je otvoren i
gust podskup od X. O

Uocimo da su identitete 1x na afinim mnogostrukostima X takoder dominantna raci-
onalna preslikavanja. Sve to enkapsuliramo sa sljede¢im korolarom.

Korolar 1.3.16. Afine mnogostrukosti zajedno s dominantnim racionalnim preslikava-
njima cine kategoriju.

Sad mozemo iskazati analog Teorema koriste¢i dominantna racionalna preslika-
vanja umjesto morfizama 1 funkcijska polja k(X) umjesto koordinatnih prstenova. Opcenito,
definiramo funkcijsko polje kao kona¢no generirano proSirenje od k.

Propozicija 1.3.17. Dominantno racionalno preslikavanje ¢ : X — Y inducira homomor-
fizam funkcijskih polja ¢* : k(Y) — k definiran s ¢*(r) = r o ¢. Nadalje ako je y : Y — Z
takoder dominantno racionalno preslikavanje, onda ( o ¢)* = ¢* o Y".

Teorem 1.3.18. Kategorija afinih mnogostrukosti s dominantnim racionalnim preslikava-
njima i kategorija opcenitih funkcijskih polja su kontravarijantno ekvivalentne.

Dokaz. Postupamo sli¢no kao u dokazu Teorema Jedan funktor je ocito zadan sa
V + k(V), tj. mnogostrukosti pridruZuje njeno funkcijsko polje. Drugi konstruiramo kao
u ekvialenciji za asocijativne algebre. Naime neka su ry, ..., r, generatori od funkcijskog
polja F nad k. Neka je R asocijativna algebra nad k koja je sadrzana u F i generirana
sary,...,r,. To nas navodi da prirodno definiramo homomorfizam asocijativnih algebri
¢ : k[xi,...,x,] = Rkoji djeluje kao evaluacijau (r,...,r,). Sadje k[x ..., x,]/] = R za
prosti ideal I = ker ¢. Kao i prije definiramo V := Z; 1 tada imamo da je K[V] = R. Jednos-
tavno funktorom pridruzimo polju F afinu algebarsku mnogostrukost V, i tada imamo da
je K(V) izomorfno s F jer je F polje razlomaka od R. Sli¢no, ako imamo homomorfizam
funkcijskih polja 6 : F;, — F,, imamo inducirani homomorfizam 8 : k(X;) — k(X,) gdje su
Xi, X, afine mnogostrukosti pridruZene funkcijskim poljima F;, F,. Za svaki x; uzmemo
neke funkcije fj, g; takve da je 6(x;) = [fj]/[g,]. Sada

V(P) := ((fi/g)(P), . ... (ful &n)(P)).

definira racionalno preslikavanje. Za dominantnost dovoljno je provjeriti da je 0 jedini

e oy

element iz k[X,] koji iS¢ezava na Im v. O
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Definicija 1.3.19. Dvije afine mnogostrukosti X i Y su biracionalno ekvivalentne ako pos-
toje dominantna racionalna preslikavanja¢ : X — Yiy : Y — X takvadaje (¢poy)(P) = P
zasve P e dom(¢ o ¢)i (¢ o ¢)(P) = P zasve P € dom(y o ¢).

Korolar 1.3.20. Dvije afine mnogostrukosti su biracionalno ekvivalentne ako i samo ako
su im funkcijska polja izomorfna.

Morfizmi i racionalna preslikavanja projektivnih mnogostrukosti

Cilj nam je pojmove uvedene u prethodnoj sekciji iskazati u kontekstu projektivnih mno-
gostrukosti.

Definicija 1.3.21. Neka je X projektivha mnogostrukost i neka je P € X. Odaberimo
A" C P" tako da je P € A". Tada je X N A" afina mnogostrukost 1 X je njeno projektivno
zatvorenje. Po definiciji imamo da je k(X) = k(X N A"). KaZemo da je r € k(X) regularna
u P ako je korespondirajuéa funkcija 7 € k(X N A") regularna u P. Skup regularnih to¢aka
od r ponovno oznacavamo sa dom(r).

Primijetimo odmah da je dom(r) otvoren u X jer je za svaku afinu kopiju A" u P” takvu
da A" N X # 0, skup dom(r) N A" = dom(7) relativno otvoren u X N A", a X ima otvoreni
pokrivac koji se sastoji od afinih kopija.

Napomena 1.3.22. Podsjetimo se da k(X) takoder moZemo realizirati kao potpolje od
k(C(X)) (C(X) je afini konus nad X, iz Definicije koje se sastoji do funkcija oblika
[f1/1g] gdje su f,g € k[xo,...,x,] homogeni polinomi istog stupnja, a [f],[g] su nji-
hove pripadajuce klase u k[xo, ..., x,0/1(X). Zar = [f1/1g] € k(X) funkcija 7 1= f/g €
k(xo, . .., x,) je neki njen reprezent. Tada je r regularna u P ako i samo ako ima neki repre-
zent 7 koji je definiran u P, u smislu da nazivnik nije 0.

Napomena 1.3.23. Uoc¢imo i da ako je r € k(X) regularna u P, tada ima smisla evaluirati r
u P. Naime definiramo r(P) := f(ao,...,a,)/g(ao,...,a,) gdje je 7 reprezent od r (takav
dag(P) #0)i(ag: ...: a,) reprezent od P. Ova definicija je dobra jer ne ovisi o izboru
konrektnih reprezenata za r i za P.

Definicija 1.3.24. Neka su X C P" i Y C P projektivne mnogostrukosti. Za (m + 1)-torke
funkcija (¢, . . ., &), ¢; € k(X) definiramo relaciju ekvivalencije sa

(B0, .y ) ~ W, .. b)) &= ANekX) 1 ¢i=W,;2ai=0,...,m

Klasu kojoj (¢o, . . . , ¢,,) pripada tada oznacavamo sa (¢ : ... : @p).
KaZemo da je klasa (¢ : ... : @), ¢; € k(X) regularna u P € X ako postoji g € k(X)
takva da
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(i) svaka g¢; je regularna u P,
(i1) postoji i za koji (g¢;)(P) # 0.

Racionalno preslikavanje ¢ : X — Y je klasa ekvivalencije (¢y : ... : @), ¢; € k(X) takva
daje ¢(P) := (¢po(P) : ... : ¢,(P)) € Y za sve tocke P u kojima je ¢ regularno. Skup tocaka
od X u kojima je ¢ regularno opet ¢ini otvoren podskup i oznacavamo ga sa dom(¢).

Napomena 1.3.25. Alternativno mozemo prikazati racionalno preslikavanje ¢ : X — Y kao
(m + 1)-torku homogenih polinoma iz k[xo, . . ., x,,] koji su svi istog stupnja i ne pripadaju
svi u I(X). To jednostavno postignemo tako da u racionalnom preslikavanju ¢ = (¢ : ... :
¢») pomnoZzimo svaku komponentu ¢; nekom funkcijom koja svim ¢; “krati nazivnike”.

Definicija 1.3.26. Racionalno preslikavanje projektivnih mnogostrukosti ¢ : X — Y koje
je regularno u svim toCkama od X se naziva morfizam. Racionalno preslikavanje je domi-
nantno ako mu je slika gusta u kodomeni.

Prisjetimo se da i za afine mnogostrukosti po Teoremu [I.3.10] takoder vrijedi da je ra-
cionalno preslikavanje morfizam ako i samo ako je regularno. Racionalno preslikavanje
projektivnih mnogostrukosti ¢ : X — Y ponovno na ocit nacin inducira homomorfizam
funkcijskih polja ¢* : k(Y) — k(X). Kao i za afine mnogostrukosti imamo analog Te-
orema Dokaz nije bitno razli¢it od afinog.

Teorem 1.3.27. Kategorija projektivnih mnogostrukosti s dominantnim racionalnim pres-
likavanjima i kategorija opcenitih funkcijskih polja su kontravarijantno ekvivalentne.

Primjer 1.3.28. Neka je V/Q je projektivha mnogostrukost definirana sa
V X*+Y?=22 (1.2)

Neka je ¢ : V — P! racionalno preslikavanje (X—;Z : 1) dakle

¢((X:Y:Z)):(X+Z:1)

zaP =X :Y :Z) € dom(¢). OCito je ¢ regularno u svim tockama gdje ¥ # 0. Ako
uvrstimo Y = 0 u jednadzbu (1.2)) dobijemo da je ¢ moZe jedino biti neregularna u (1 : O :
1)i(1:0:-1). Uocimo sada da je
(X+Z _ 1)_ (X+Z Y Y)_(X+Z . Y)

y "/ \Vy Xx'x) \ x "X)
Dakle ¢((1:0:1)) =(2:0)=(1:0)je dobro definirano. Uocimo takoder

(X;Z:I) (%:1):(1/(;—{22):1):(%:1).
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Dakle ¢((1 : 0 : —=1)) = (0 : 1). ZakljuCujemo da je ¢ regularno svugdje Sto znaci da je
morfizam projektivnih mnogostrukosti. Lako se provjeri i da je preslikavanje

VP SV = S*—T1* 28T
‘ T S+ TS24+ TY

takoder morfizam koji je i inverz od ¢. Dakle V i P! su izomorfne.

Primjer 1.3.29. Racionalno preslikavanje ¢ : P> — P? zadano sa ¢ = (X* : XY : Z2) je
regularno svugdje osimu (0 : 1 : 0).

Definicija 1.3.30. Neka su X/k i Y/k projektivne mnogostrukosti definirane nad k. Raci-
onalno preslikavanje ¢ : X — Y izmedu projektivnih/afinih mnogostrukosti je definirano
nad k ako su komponente ¢; € k(X) (u projektivnom slucaju, precizno je reci da postoji
reprezent (¢g : ... : ¢,) sa @; € k(X) za sve Q).

Projektivne/afine mnogostrukosti definirane nad k zajedno sa dominantnim racionalnim
preslikavanjima definiranima nad & takoder Cine kategoriju.

Funkcijsko polje definirano nad k je kona¢no generirano prosirenje F 2 k takvo da
je k algebarski zatvoreno u F, piSemo F/k. Slicno kao i ostale navedene ekvivalencije
kategorija, moZemo dokazati.

Teorem 1.3.31. Kategorija projektivnih/afinih mnogostrukosti definiranih nad k s domi-
nantnim racionalnim preslikavanjima definiranima nad k i kategorija opcenitih funkcijskih
polja definiranih nad k su kontravarijantno ekvivalentne.

Podsjetimo se da sa k oznacavamo savrSeno polje.



Poglavlje 2
Algebarske Kkrivulje

2.1 Funkcijska polja

Definicija 2.1.1. Algebarska krivulja je 1-dimenzionalna algebarska mnogostrukost.

Napomena 2.1.2. U buduénosti ¢emo pisati samo krivulja pod ¢im podrazumijevamo glatku
projektivnu algebarsku krivulju.

Kao $to smo vidjeli u prethodnoj sekciji, prirodno je proucavati mnogostrukosti preko
njihovih funkcijskih polja. Za krivulju C/k, k(C) je polje stupnja transcendentnosti 1 koje je
konacno generirano nad k. Da bi opCenito opisali takva polja uvodimo sljedecu definiciju.

Definicija 2.1.3. Funkcijsko polje F/k je konacno generirano proSirenje od k stupnja tran-
scendentnosti 1, takvo da je k algebarski zatvoreno u F.

Napomena 2.1.4. Uoimo da nam Teorem zapravo daje ekvivalenciju kategorije
algebarskih krivulja s dominantnim racionalnim preslikavanjima i kategorije funkcijskih
polja iz Definicije Naime ekvivalenciju mnogostrukosti i opéenitih funkcijskih polja
mozemo restringirati na mnogstrukosti dimenzije 1 i funkcijska polja stupnja transcendent-
nosti 1.

Problem u uspostavljenoj ekvivalenciji kategorija je Sto te algebarske krivulje ne mo-
raju biti glatke. Ispostavlja se da za svaku algebarsku krivulju C postoji desingularizacija
C tj. glatka algebarska krivulja koja je biracionalno ekvivalentna s C. Postojanje desingu-
larizacije povlaci da je kategorija algebarskih krivulja ekvivalentna s kategorijom glatkih
algebarskih krivulja. To nam konac¢no daje sljedeéi teorem.

Teorem 2.1.5. Kategorija krivulja s dominantnim racionalnim preslikavanjima je kontra-
varijantno ekvivalentna s kategorijom funkcijskih polja (Definicija[2.1.3)).

24
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Napomenimo da gornji teorem vrijedi za krivulje i funkcijska polja definirana nad po-
ljem k, koje ne mora biti algebraski zatvoreno. Za proizvoljno funkcijsko polje F/k, pri-
druZenu krivulju éemo oznacavati sa Xr. Dakle vrijedi k(Xr) = F.

Sad nam je cilj iskazati neka osnovna svojstva funkcijskih polja.

Definicija 2.1.6. Prsten valuacije funkcijskog polja F/k je prsten O C F sa svojstvima:
(1) kCcOCFi
(2) zasver € Fvrijedire Filir'eF.

Primjer 2.1.7. Neka je p ireduciblni normirani polinom u k[x]. Tada je skup

Op = {f/gf’gEk[x]’PTg}

prsten valuacije u funkcijskom polju k(x)/k. Stovise za neki drugi ireduciblni normirani
polinom g imamo O, # O,.

Propozicija 2.1.8. Neka je O prsten valuacije u funkcijskom polju F/k. Vrijedi
(i) O je lokalni prsten, tj. ima jedinstven maksimalni ideal P.
(ii) Nekajer € FX. Tadar e P < r ' ¢ O.

Dokaz. Definirajmo P := O\ O*. Tvrdimo da je P pravi ideal od O. Iz definicije valu-
acijskog prstena jasno je da 1 € O, dakle 1 ¢ P Sto znaci P # . Takoder vrijedi P # (0)
jer inace, ako P = (0), to znaci da su svi nenul elementi u O invertibilni, $to ¢ini O poljem.
Tada je /O prosirenje polja i znamo da postoji element @ € F \ O. OCito je tada @ ¢ O
ia! ¢ O 3to je kontradikcija. Dakle P # (0), 0. PokaZimo sada da je P zatvoren na
zbrajanje. Nekasua,8 € O\ O*. Akojea = 0ili 8 = 0, ocito je @ + 8 € P, dakle moZemo
pretpostavitidaa # 0i8 # 0. Sad o, ¢ O* = a7 ',5' ¢ O. Dovoljno je pokazati
a + 3 ¢ O*. Pretpostavimo suprotno, tj. « + § € O* = 1/(a +B) € O. Imamo

1 = (’[—3 + 1) ! .

a a a+p
S obziromdaje 1/(a+B) € Oil/a ¢ O, zakljuCujemo B/a+1 ¢ O = pBl/a ¢ O.
Analogno dobijemo da je a/B8 ¢ O $to je kontradikcija jer barem jedan od /8, 8/« mora
biti u O. Pokazimo sada da je P zatvoren na mnoZenje elementima iz O. Nekaje @ € O i
B € P. Dovoljno je pokazati da af ¢ O, stoga pretpostavimo suprotno da (af)~! postoji
i sadrzan je u O. MnoZenjem s @ dobijemo 7! € O = B € O 3to je kontradikcija jer
B e P = B¢ O Todokazuje da je P pravi, nenul ideal u O.

Nadalje svaki pravi ideal 7 u O je sadrZzan u komplementu od O* (inace ne bi bio pravi)

pa stoga I C P. Iz toga zakljuCujemo da je P jedinstveni maksimalni ideal.
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Za (ii) uo¢imo za smjer =" daakojer € Pir ' € Oimalibil = r' - r € P $to bi
znacilo da P nije pravi ideal, kontradikcija. Obratno ako ! ¢ O, tada je r € O jer barem
jedan od r~!, r mora biti sadrzan u valuacijskom prstenu. O¢itoir ¢ O* dakler € P. O

Teorem 2.1.9. Neka je O prsten valuacije u funkcijskom polju F/k i neka je P njegov
jedinstveni maksimalni ideal. Tada vrijedi:

(i) P je glavni ideal.

(ii) Ako je P = tO, tada svaki r € F* ima jedinstvenu reprezentaciju oblika r = t"u za
nekin € Ziu e O*.

(iii) O je domena glavnih ideala. Konkretno, ako je P = tO, svi pravi nenul ideali su
oblika I = t"O za nekin € N.

Definicija 2.1.10. Prsten koji je ujedno lokalni prsten i domena glavnih ideala se naziva
prsten diskretne valuacije.

Dakle Teorem zapravo tvrdi da je svaki prsten valuacije od F/k ujedno 1 prsten
diskretne valuacije. Za dokaz nam treba sljedeca lema.

Lema 2.1.11. Neka je O prsten valuacije funkcijskog polja F/k i neka je P njegov mak-
simalni ideal, te 0 # x € P. Neka su x;...,x, € P takvida x; = xi x; € x;11P za
i=1,...,n—1. Tada

n<[F:Kx)]< .

Dokaz. Opcenito vrijedi da ako je x transcendentan nad k, onda je [F : k(x)] < co. U ovom
slu¢aju x mora biti transcendentan nad k jer bi inace vrijedilo x € £ C O §to je nemoguce
jer bi to znacilo da P = O, a imamo da je P pravi ideal.

Dovoljno je dakle dokazati da su xy, ..., x, linearno nezavisni nad k(x). Pretpostavimo
suprotno da je Y., fi(x)x; = 0 za neke f; € k(x) koji nisu svi 0. MoZemo pretpostaviti da
su f; elementi od k[x] (mnoZimo sve s nazivnikom) i1 da nisu svi djeljivi s x. Primijetimo
idasu fi(x) € Ojerje x = x; € Otek C O. Neka je j najveci indeks takav da f;(x)
nije djeljiv s x. Dakle imamo f;(0) = 0 za sve i > j. Sada je —f;(x) = X, fi(x)x;. Ako
zapiSemo f;(x) = xg;(x) zai > j gdje g; € k[x]. Dobijemo
X

i) = A+ g @.1)

X
i<j J i>j

1
Xj
Uoc¢imo da iz uvjeta x; € x;,1 P slijedi da je zapravo x; € x,P kad god s < 7. U (2.1) zato
imamo da je x;/x; € Pzai < jix;/x; € Pzai > j. Zakljucujemo da je desna strana
jednadZbe sadrzana u P $to povlaci da je fj(x) € P. Sada iz x € P slijedi da je f;(0) € P.
To je kontradikcija jer f;(0) € kX € O*. m|
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Dokaz Teorema (i) Pretpostavimo da P nije glavni ideal i odaberimo element x; € P,
x1 #0. Tada x;O C P = dx; € P\ x;0. Vrijedi dakle xle‘l ¢ 0. 1z Propozicije
zakljuCujemo x;'x; € P = x; € x,P. Nastavljajuci postupak konstruiramo beskonacan
niz (x;) takav da x; € x;;; € P za sve i. Postojanje takvog niza je kontradikcija s Le-
mom 2.T.111

(i7) Jedinstvenost reprezentacije je oita pa nam preostaje dokazati postojanje. Kako je
rili ! u © moZemo pretpostaviti da je r € O. Ako je r € O* tada r = {r. Preostaje slucaj
kada r € P. Tada postoji maksimalan m > 1 takav da r € ", zato $to je duljina niza

Xi=r x=t"" x3=1"2 ..., xy=t

ogranicena Lemom Za taj maksimalan m imamo r = "u gdjeu € O. Iz r ¢ t"*'O
slijedidau ¢ P=1t0O. Dakleue O* =0\ P.

(iii) Ako je I pravi nenul ideal u O, moze se pokazati da je I = O, gdje jen € N
najmanji prirodan broj takav da #* € I.

O

Definicija 2.1.12. Mjesto P u funkcijskom polju F/k je maksimalni ideal nekog prstena
valuacije O od F/k. Svaki element ¢ € P koji generira P se naziva uniformizator ili unifor-
mizirajuci parametar od P. Definiramo Pr := {P : P je mjesto od F/k}.

Primijetimo da svaki prsten valuacije O jedinstveno zadaje mjesto P kao njegov mak-
simalni ideal. Obratno, iz P moZemo rekonstruirati O sa O = {r € F : r' ¢ P} (slijedi iz
Propozicije|2.1.8]). Dakle postoji 1-na-1 korespondencija izmedu mjesta i prstena valuacije
u funkcijskom polju. Zato uvodimo oznaku Op := O i nazivamo to prsten valuacije mjesta
P.

Definicija 2.1.13. Diskretna valuacija od F/k je funkcijav : F — Z U {oo} sa sljede¢im
svojstvima:

(1) v(x) =00 = x=0.

(2) v(xy) = v(x) + (y) za sve x,y € F.

(3) v(x+y) = min{v(x), v(y)} za sve x,y € F.
(4) 3r € F takav da v(r) = 1.

(5) v(a) = 0 zasve a € k*.

Lema 2.1.14. Neka je v diskretna valuacija od F|k i v(x) # v(y) za neke x,y € F. Tada
v(x +y) = min{v(x), v(y)}.
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Definicija 2.1.15. Mjestu P € Py pridruzimo funkciju vp : F — Z U oo na sljedeci nacin.
Odaberemo neki uniformizator ¢p. Tada svaki element r € F* ima jedinstvenu reprezenta-
cijur = frusau € Oy in € Z. Definiramo vp(r) := nivp(0) := .

Napomenimo da definicija od vp ne ovisi o izboru uniformizatora tp nego samo o P.
Propozicija 2.1.16. Neka je F/k funkcijsko polje.

(i) Za mjesto P € Pg, gore definirana vp je diskretna valuacija. Nadalje imamo

Op={reF :vp(r) >0},
Oy ={re F :vp(r) =0},
P={reF :vp(r) > 0}.

(ii) Elementt € F je uniformizator od P ako i samo ako vp(t) = 1.

(iii) Obratno, pretpostavimo da je v diskretna valuacija od F/k. Tada je P := {r € F :
v(r) > 0} mjesto od F/ki Op = {r € F : v(r) > 0} je pridruzeni prsten valuacije.

Dokaz. Tvrdnje (i) 1 (i) slijede iz Teorema Dakle oslanjamo se na ¢injenicu da
postoji neki uniformizator ¢p od P i svaki element r € F* ima jedinstvenu reprezentaciju
r=twsan € Ziu € O Za (iii), iz svojstva diskretne valuacije lako se provjeri da
je definirani prsten Op uistinu prsten valuacije od F/k (stoga i prsten diskretne valuacije).
Nadalje P je prost ideal jer v(ryr;) >0 = v(ry) > 01ili v(r,) > 0. Iz toga vidimo da je P
ujedno i jedinstveni maksimalni ideal od O, pa i mjesto od F. O

Vidimo da diskretne valuacije, prsteni valuacije i mjesta medusobno prirodno kores-
pondiraju, u biti moZemo ih poistovjetiti. Postoji ¢ak i Cetvrta interpretacija. Neka je F/k
funkcijsko polje 1 C/k korespondirajuca krivulja (dakle k(C) = F). Apsolutna Galoisova
grupa Gy djeluje na C(k) i orbite tog djelovanja nazivamo zatvorene tocke od C. Preslika-
vanje

{zatv. tocke od C/k} > P +— mp € Pr

gdje je mp maksimalni ideal lokalnog prstena Op := {r € k(C) : P jeregularnau r} je
zapravo bijekcija izmedu zatvorenih to¢aka od C i mjesta od F. Fiksirajmo neku zatvorenu
tocku P ineka je P = {Py,...,Py} gdje P; € C(k). Uo&imo da je funkcija f € k(V)
regularna u P; za neki j ako 1 samo ako je regularna u P; za sve j. Zato ima smisla reci da
je funkcija f regularna u zatvorenoj tocki P. Konkretno mp se sastoji od funkcija f koje
suregularne u P i f(Py) = ... = f(P,) = 0. Ponovno imamo f(P;) = 0 za neki indeks j
ako 1 samo ako isto vrijedi za sve j.

Korespondencija izmedu zatvorenih to¢aka od C i mjesta u F' nam omogucava da pre-
vodimo tvrdnje o krivuljama u tvrdnje o funkcijskim poljima i obrnuto.
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Definicija 2.1.17. Neka je P € Pr. Fp := O/P je polje ostataka od P. Definiramo stupanj
od Psadeg P :=[Fp: k].

Ako je C/k neka krivulja kojoj je F/k polje ostataka i P je zatvorena tocka od C/k, tada
¢emo joS oznacavati k(P) za polje ostataka od P (dakle k(P) = Fp = F,, gdje je mp € Pg
mjesto koje korespondira zatvorenoj tocki P).

Propozicija 2.1.18. Ako je x € P, x # 0, imamo da je deg P < [F : K(x)]. Nadalje deg P
Jje tocno jednak duljini Gy-orbite korespondirajuce zatvorene tocke.

Definicija 2.1.19. Neka je r € F i P € Pr. KaZemo da r ima nultocku reda m u P ako je
vp(f) =m > 0,1 pol reda m u P ako je vp(f) = —m < O.

S obzirom da zatvorene tocke 1 mjesta funkcijskog polja korespondiraju, ima smisla
govoriti o uniformizatoru pridruZzenom nekoj tocki. Ovdje navodimo jedan koristan kriterij
koji nam pomaze naci uniformizator u praksi.

Napomena 2.1.20. Neka je C krivulja zadana afinom jednadZbom

C: f(x,y)=0.
Zatocku P = (a, b) € C(k), iz glatko¢e imamo da je V f(a, b) # 0. Vrijedi
e Ako je d,f(a,b) # 0, tada je x — a uniformizator.
e Akoje d,f(a,b) # 0, tada je y — b uniformizator.

Primjer 2.1.21. Nekaje C : y> = x> — xi P = (0,0). Za f(x,y) = x* — x — y* raunamo
0.f(0,0) = —1 dakle iz gornje napomene slijedi da je y je uniformizator od P. PokaZimo
sad istu tvrdnju bez napomene. Imamo da je ideal mp u Op generiran sa mp = (x,y).
Vrijedi y> = (x> = Dxte (x* = 1) = =1 # Ou P = (0,0), dakle x> — 1 € O*. Imamo x =
le_l y> € (y) = (x,y) = (y) kao ideal u Op. Dakle y generira ideal mp pa zakljuujemo

da je uniformizator od P. Imamo i vp(x) = vp(1/(x*> = 1)) + 2vp(y) = 0+ 2 = 2.

Preslikavanja izmedu krivulja

Propozicija 2.1.22. Neka je C krivulja i ¢ : C — Y racionalno preslikavanje. Tada je ¢

morfizam.

Dokaz. Neka ¢ = (¢o : ... : ¢,) 11zaberimo neku P € C. Neka je 7p uniformizator od P 1
m = min{vp(¢;) : i = 0,...,n}. Tada je ¢ = (£;"¢o : ... : t;"¢,) oCito regularno u P. To
vrijedi za sve P € C dakle ¢ je morfizam. O

Propozicija 2.1.23. Neka je ¢ : C; — C, morfizam izmedu krivulja. Tada je ili konstantan
ili dominantan.
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Dokaz. Lako se pokaze da Propozicija [1.3.13| vrijedi 1 za projektivne mnogostrukosti,
dakle Im ¢ C C, je projektivna mnogostrukost. Imamo da je

dimIm¢ <dimC, = 1.

Ako je Im¢ # C,, vrijedi stroga nejednakost za dimenziju dakle dimIm¢ = 0. Tada je
Im ¢ tocka i ¢ je konstantno. Inace Im ¢ = C, znaci da je morfizam dominantan. O

Naime, vrijedi joS i jaci rezultat.
Teorem 2.1.24. Nekonstantan morfizam C; — C, je surjektivan.
Dokaz. Vidi Teorem 8.2.7 u [2]]. O
Korolar 2.1.25. Ako su dvije krivulje biracionalno ekvivalentne, tada su one izomorfne.

Uocimo da nam ovi rezultati pokazuju da su dominantna racionalna preslikavanja izmedu
krivulja zapravo surjektivni morfizmi. Zato moZemo iskazati Teorem [2.1.5| u sljede¢em
obliku.

Korolar 2.1.26. Kategorija krivulja s nekonstantnim morfizmima je kontravarijantno ek-
vivalentna kategoriji funkcijskih polja.

Lema 2.1.27. Neka su C/k i C,/k krivulje, te neka je ¢ : C, — C, morfizam definiran nad
k. Ako je P zatvorena tocka od C,, onda je ¢(P) zatvorena tocka od C,.

Dokaz. Neka je P = {Py,..., Py}. Imamo ¢(P) = {¢(Py),...,d(Py)}. Pogledajmo kako
G djeluje na ¢(P). Naime imamo

a(@(P)) = p(a(P)) = ¢(Py) € ¢(P)

za sve j1 o0 € Gy. Iz toga vidimo da je {¢(P,),...,d(Py)} neka orbita djelovanja G, na
C,(k), dakle ¢(P) je zatvorena tocka. o

Dakle morfizam ¢ : C; — C; koji je definiran nad k moZemo smatrati preslikavanjem
zatvorenih tocCaka.

Definicija 2.1.28. Neka su C,/k i C,/k krivulje, te ¢ : C; — C, nekonstantan morfizam
definiran nad k. Neka je P zatvorena to¢ka od C,/k. Indeks grananja od ¢ u P je

ep(P) := vp(¢'(10)),

gdje je tp uniformizator u Q = ¢(P). Ako je e,(P) = 1, kaZzemo da je ¢ nerazgranat u P.
Ako je e4(P) = 1 za sve zatvorene toCke P od C,/k, tada kaZzemo da je ¢ nerazgranat.
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Lema 2.1.29. Neka su C,/k i C,/k krivulje, te ¢ : C; — C, nekonstantan morfizam de-
finiran nad k. Neka je P zatvorena tocka od Ci/k, Q = ¢(P) je zatvorena tocka od C,/k.
Tada

vp(9™(r) = ep(P)vo(r),  Vr € k(Cy).

Dokaz. Neka je vo(r) = n i zapiSimo r = fju gdje je fp uniformizator od Qi u € O,
Podsjetimo se da to znaci da je funkcija u regularna u Q te u(Q) # 0. Dakle ¢*(u)(P) =
u(¢p(P)) # 0, tj. ¢*(u) € Op. Imamo ¢*(r) = ¢*(tp)"¢"(u) 1 stoga

vp(¢7(r)) = nvp(¢™(tg)) + vp(¢™ (1)) = ney(P) + 0 = nvo(r).
O

Definicija 2.1.30. Neka su C,/k 1 C,/k krivulje, te ¢ : C; — C, nekonstantan morfizam
definiran nad k. Stupanj morfizma definiramo sa

deg ¢ := [k(Cy) : ¢"(k(C))].

Uocimo da je gore definiran stupanj konaCan. Naime ¢* je injektivno i1 k&(C,) # k
pa je ¢*(k(C;))/k transcendentno proSirenje (svako proSirenje od k sadrZzano u k(C;) je
transcendentno). S obzirom da je k(C;)/k stupnja transcendentnosti 1 i konacno generirano,
imamo da je k(Cy)/¢*(k(C,)) konacno generirano algebarsko proSirenje.

Sljedeci bitan teorem navodimo bez dokaza.

Teorem 2.1.31. Neka su C,/k i C,/k krivulje, te ¢ : C; — C, nekonstantan morfizam
definiran nad k. Tada za sve Q € C,(k) imamo

Do ey(P) = deg(9).
PeCy(K):¢(P)=Q

Dokaz. Vidi Teorem 8.2.12. u [2]]. O

Napomena 2.1.32. Teorem moZemo alternativno formulirati za zatvorene tocke. Naime za
sve zatvorene tocke Q od C,/k imamo

deg P
es(P)—— = deg(¢),
P:qXZP:LQ deg Q

gdje suma ide po zatvorenim tockama P od C;/k. Nije tesko provjeriti da je ova tvrdnja
ekvivalentna s originalnom formulacijom teorema.

Primjer 2.1.33. Neka je ¢ : P! — P! morfizam krivulja nad algebarski zatvorenim poljem
k, koji je zadan sa ¢((a : 1)) = (a® : 1) i ¢((1 : 0)) = (1 : 0). To je surjektivni morfizam i
imamo da je deg ¢ = [k(x) : Im ¢*] = [k(x) : k(x°)] = 5.
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2.2 Divizori

Definicija 2.2.1. Neka je C/k krivulja nad algebarski zatvorenim poljem. Divizor je for-

malna suma
D:= > nP,
PpPeC

gdje je np € Z, te np # 0 za najviSe konacno mnogo P. Skup toCaka P za koje np # 0
naziva se podrska divizora D. Divizori krivulje C s operacijom zbrajanja tvore slobodnu
Abelovu grupu, koju nazivamo grupa divizora od C i oznacavamo s Div C.

Definicija 2.2.2. Neka je F/k funkcijsko polje nad algebarski zatvorenim poljem. Divizor
od F je formalna suma
D:= ) npP.

PGPF

gdje je np € Z, te np # 0 za najvise kona¢no mnogo P. Divizori od F sa zbrajanjem tvore
slobodnu abelovu grupu Div F. Vidimo da je po ovoj definiciji Div F' = Div Xy gdje je Xr
krivulja pridruzena F (vidi[2.1.26).

Sada Zelimo definirati divizore nad op¢im poljima, dakle i onima koja nisu algebarski
zatvorena. Definicija divizora preko funkcijskih polja nam sugerira kako to napraviti jer su
mjesta uvijek definirana 1 korespondiraju zatvorenim tockama.

Definicija 2.2.3. Neka je k polje, k algebarsko zatvorenje i G; apsolutna Galoisova grupa.
Divizor D = ) npP € Div C je definiran nad k ako je fiksiran pri djelovanju G, gdje

o (D) = Z npo(P), o € G.

Podskup od Div C divizora definiranih nad k ¢ini podgrupu k-racionalnih divizora koju
oznacavamo sa Div; C.

Primijetimo da G, fiksira D ako i samo ako za svaku tocku P € C(k) vrijedi np = No(p)
za sve 0 € Gy. To znadi da divizor D koji je definiran nad kK moZemo promatrati kao
formalnu sumu po orbitama od G tj. zatvorenim tockama. Dakle alternativno definiramo

Definicija 2.2.4. Neka je C/k krivulja. k-racionalni divizor ili samo racionalni divizor od

C/k je formalna suma
D= Z npP,

gdje P varira po svim zatvorenim tockama od C/k, np € Z i np = 0 za sve osim konacno
mnogo P-ova.
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Napomena 2.2.5. S obzirom da su mjesta funkcijskog polja u bijekciji s zatvorenim toCkama,
mogli smo ekvivalentno definirati divizor od C kao formalnu sumu D := 3 pep, . npP po
mjestima funkcijskog polja k(C).

Definicija 2.2.6. Neka je D = ), npP € DivC. Kazemo da je D efektivan divizor ako je
np > 0zasve P, te piSemo D > 0. Ako za divizore D, D, vrijedi D, — D, > 0, tada piSemo
D, > D,.

Definicija 2.2.7. Neka je f # 0 element funkcijskog polja F/k. Divizor od f je

div f := Z vp(f)P.

PeXp
Takvi divizori se zovu glavni divizori.

Teorem 2.2.8. Neka je F/k funkcijsko polje i f € F*. Tada je vp(f) = 0 za sve osim
konacno mnogo P.

Dokaz. Neka je C/k krivulja s k(C) = F. Neka je f € k(C) neka funkcija takva da f # 0.
Imamo da je k(C) = k(CNA"), dakle f = g/hzaneke g, h € k[CNA™]. Vrijedi da su skupovi
nultoaka Z,, Z, € (C N A")(k) kona¢ni. To je zato $to se zatvoreni skupovi u topologiji
Zariskog opcenito mogu prikazati kao konacna unija ireducibilnih (Korolar [I.1.22)), a u
ovom konkretnom sluc¢aju mnogostrukosti koje su sadrzane u Z, U Z;, moraju biti dimenzije
0 dakle tocke. Primijetimo da je

{PECﬂAnZVp(f)?&O}ngUZh

dakle taj skup je konacan. Iz Cinjenice da se C moze pokriti s konac¢no afinih mnogostru-
kosti C N U; = C N A", slijedi da je vp(f) # 0 za najviSe konacno tocaka P € C(k).
Iz toga imamo i da je vp(f) # O za najviSe konacno zatvorenih tocaka P od C/k. O

Definicija 2.2.9. Neka je C/k krivulja i F/k odgovarajuce funkcijsko polje. Stupanj divi-
zora se definira sa
deg D := Z npdegP gdje D = anP.

Definicija 2.2.10. Neka je C/k krivulja. Glavne divizore u Div; C oznaavamo sa Gl C.
Nije teSko provjeriti da je to podgrupa. Nadalje kvocijentna grupa

Pic, C := Div, C/ Gl C

se naziva Picardova grupa od C. Za divizore D, D, koji pripadaju istoj klasi u Pic; C (ili
ekvivalentno D, — D = div f za neki f € k(C)*) kazemo da su linearno ekvivalentni, te
oznacavamo to s D ~ D,.
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Teorem 2.2.11. Niz
1 - kX — k(C)* — DivyC — Pic,C — 0
Jje egzaktan.

Dokaz. Jedino je potencijalno nejasno da ker div = k*. OCito je k* C ker div, pa dokaZimo
sada obrnutu inkluziju. Neka je f € kerdiv C k(C)*. MoZemo f shvatiti kao racionalno
preslikavanje ¢ : C — P'. Vidjeli smo da je svako racionalno preslikavanje izmedu krivulja
morfizam koji je ili surjektivan ili konstantan. Ako je ¢ konstantan morfizam, to znaci da
je f € k*. Inade ako je ¢ surjektivan, onda AP; € C(k) takva da ¢(P;) = 0 = (0 : 1),
pajei f(Py) = 0t. vp,(f) > 0. OCito ako je P zatvorena toCka koja sadrzi P;, isto
vrijedi vp(f) = vp,(f) > 0. Zakljucujemo div f # O Sto je kontradikcija pa ¢ ne mozZe biti
surjektivan. m|

Definicija 2.2.12. Neka su C,/ki C,/k krivulje, te ¢ : C; — C, nekonstantan morfizam de-
finiran nad k. Preslikavanje povlacenja ¢* na divizorima je homomorfizam ¢* : Div, C; —
Div, C, definiran s
$'(Q) = > ey(P)P
Pep=1(Q)
gdje je Q divizor koji se sastoji od jedne tocke, tj. div Q = Q. Preslikavanje guranja ¢. je
homomorfizam ¢, : Div, C; — Div; C, definiran s

deg P
deg (P)
Uocimo da divizori koji se sastoje od jedne zatvorene tocke (divQ = Q) opcenito

generiraju grupu k-racionalnih divizora Div, C. Dakle dovoljno je definirati homomorfizme
na zatvorenim tockama, kao Sto smo gore i napravili.

$:(P) = [k(P) : ¢"(k(¢(P)]1¢(P) = ¢(P).

Propozicija 2.2.13. Vrijedi da je ¢.(¢p*(D)) = deg(p)D, tj. ¢. o ¢* je mnoZenje s deg ¢ u
Din Cg.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da se homomorfizmi ¢, o ¢* 1 deg¢ - * podudaraju na di-
vizorima koji se sastoje od jedne toCke. Neka je dakle Q zatvorena toCka od C,/k koju
promatramo kao divizor, tj. div Q = Q. Racunamo

" _ _ deg P 3
(. 0 $")(Q) = pe;‘@ ey(P)p.(P) = [pe;‘@ WP e W))] 0 = deg 60

gdje zadnja jednakost slijedi iz Teorema [2.1.31] m|
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Propozicija 2.2.14. Neka je ¢ : C; — C, nekonstantan morfizam krivulja definiranih nad
k. Tada za svaki divizor D € Divy C,, vrijedi

deg ¢*(D) = deg ¢ deg D.

Dokaz. Dokazat ¢emo jednakost za tocke. Neka je Q zatvorena toCka od C,/k. Imamo

deg¢™(Q) = ), ey(P)degP = deg Qdeg¢
Pep=1(Q)

gdje zadnja jednakost slijedi iz Teorema [2.1.31] |
Posljedica je sljedeci bitan teorem.

Teorem 2.2.15. Neka je [ € k(C)* za krivulju C/k. Tada je degdiv f = O, te ako je f ¢ k>,
tada
degdivy f = degdive, f = [k(C) : k(f)].

Dokaz. Funkciju f € k(C)* moZzemo shvatiti kao racionalno preslikavanje ¢ : C — P!,
Vidjeli smo da je racionalno preslikavanje krivulja ili konstantan ili surjektivan morfizam.
Iz f ¢ k* dobijemo da ¢ nije konstantan morfizam, dakle surjektivan je. Funkcijsko polje
od P! je k(x) i ¢* : k(x) — k(C) djeluje sa ¢*(r) = r o f. Dakle

deg ¢ = [k(C) : ¢"(k(x))] = [K(C) : k(/)].

Nadalje imamo iz Propozicije [2.2.14]

degg'(0: 1) = > ey(P)degP = deg.
P:¢(P)=(0:1)

Uo&imo da je ¢ = x uniformizator u to¢ki 0 = (0 : 1) od P!. Dakle es(P) = vp(g* (1)) =
vp(f). Kada uvrstimo to u gornju jednadzbu dobijemo

degdivof= ), vi(f)degP =degg = [KC): k().
P:¢(P)=(0:1)

Ako umjesto f uvrstimo 1/f dobijemo slicno

degdive f = deg divo 1/f = [K(C) : k(1/f)] = [K(C) : k()]

Korolar 2.2.16. Za sve glavne divizore D € Gl C, vrijedi deg D = 0.
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Divizori stupnja 0

Definicija 2.2.17. Neka je C/k krivulja. Divizori stupnja 0 ¢ine podgrupu od Div; C koju
oznacavamo sa Div{ C.
Tada je Gl; C C Div{ C pa dodatno definiramo Pic} C := Div} C/ Gl C.

Uocimo sada da je
1 — k¥ — k(C)* — Div) C — Pic! C — 0

egzaktan niz.
Opéenito, ako je k algebarski zatvoreno polje, oéekujemo da Pic} C nije trivijalna. Na-
ime, to se dogodi ako i samo ako je C izomorfna projektivnom pravcu.

Teorem 2.2.18. Neka je C/k krivulja nad algebarski zatvorenim poljem k. Tada je C ~ P!
ako i samo ako je Picg(C) = {0}.

Dokaz. Nekaje C ~ P'. Svaka to¢ka P = (ao : a;) € P! je nultocka homogenog polinoma
fp(x0, x1) = aixo — apx;. Za svaki divizor D = ) npP, definiramo funkciju fp := Il 1’;”.
Ako je D stupnja 0, tada su brojnik 1 nazivnik od fp homogeni polinomi istog stupnja, pa
fp € k(P') ~ k(C). Nadalje D = div f; $to zna€i da je svaki divizor stupnja 0 ujedno i
glavni.

Obratno, pretpostavimo da je Picg(C) = {0} i neka su P i Q razlicite tocke od C(k).
Divizor D := P — Q je stupnja O pa je zato glavni i imamo D = div f za neki f € k(C)*.
Ocito f ¢ k* jer div f # 0. Iz Teorema [2.2.15 slijedi da je [k(C) : k(f)] = degdivy f =
1. Dakle k(C) = k(f) ~ k(P"). Iz ekvivalencije kategorija funkcijskih polja i krivulja s
morfizmima, sada slijedi da su C i P! izomorfne. O

Napomena 2.2.19. Primijetimo da ako je C/k krivulja nad poljem k koje nije nuzno alge-
barski zatvoreno, i dalje imamo da C ~ P! = Picg(C) = {0}. Medutim, obrat ne vrijedi
jer postoje krivulje C/k takve da Picg(C) = {0} koje nisu izomorfne s P'. Navedeni dokaz
ne radi za njih jer trebamo da su P i Q "prave” tocke, ne samo zatvorene. To je potrebno
da osiguramo deg Dy = 1 gdje D = P — Q = Dy — D.,. Ako postoje barem dvije razliCite
tocke u C(k) onda obrat vrijedi.

Korolar 2.2.20. Neka je C/k krivulja s barem dvije k-racionalne tocke. Tada je Clk =~
P!/k < Pic} C = {0).



Poglavlje 3

Riemann-Rochov teorem

3.1 Riemannov teorem

Definicija 3.1.1. Neka je C/k krivulja. Za D € Div, C, definiramo linearni sustav ili
Rimeann-Rochov prostor

L(D) :={f € k(C)* : div f + D > 0} U {0}.

Navedimo osnovna svojstva Riemann-Rochovih prostora.
Propozicija 3.1.2. Neka je C/k krivulja i D € Div, C divizor. Tada

1. L(D) je vektorski potrpstor (nad k) od k(C).

2. DD = L(D)C LD).

3. L0) =k

4. L(D) = {0} ako deg D < 0.

5. Ako je D ~ D' tada su L(D) ~ L(D") izomorfni vektorski prostori.

6. L(D) # {0} < D ~ D’ za neki divizor D’ > 0.
Dokaz.

1. Neka D =} npP. Za zatvorenu tocku P definiramo Vp := {f € k(C) : vp(f) = —np}.
Iz svojstva diskretne valuacije vp (Definicija[2.1.13)) lako provjerimo da Vp sadrzi 0 i
da je zatvoren na zbrajanje i mnozenje skalarima iz k, dakle Vp je vektorski prostor.
Tada je 1 L(D) = NpVp vektorski potprostor nad k.

37
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2. Nekaje D = }npPi1 D" = } n,P. Tadanp < nj, YP. Imamo da f € L(D) =
vp(f) =2 —np, YP = vp(f) 2 —np, VP = f € L(D").

3. L(0) je skup funkcija f € k(C) takvih da div f > 0. Iz degdiv f = 0 dobivamo
div f = 0 Sto je istina samo za f € k*. Dakle L(0) = k.

4. Akoje 0 # fe L(D)tadajedivf+D >0 — degdiv f+degD =degD > 0.

5. Neka je D’ = D + divh za neki h € k(C)*. Tvrdimo da je linearno preslikavanje
¢ : L(D') — L(D) definirano sa ¢(f) := fh izomorfizam. Dovoljno je uociti da za
f € k(C)* imamo

feLD)  divf>-D < divf>-D —-divh
— div(fh) > -D < fhe L(D).

Dakle ¢ je dobro definirano, ocito je injekcijaiza O # g € L(D) imamo g/h € L(D’)
te ¢(g/h) = h pa je i surjekcija.

6. Ako postoji 0 # f € L(D), tadaza D" := div f + D imamo D’ > 01 D ~ D’. Obratno,
akoje D’ > 0i D' = divf + D zaneki f € k(C)*, to znaci da je f € L(D) pa
L(D) + {0}.

O

Primjer 3.1.3. Neka je C = P!/k. Afine totke su oblika (a : 1) € A' C P!. Dakle
tocka u beskonacnosti co = (1 : 0) € P'(k) je jedinstvena totka izvan A'. Za funkciju
x € k[x] C k(x) = k(C) imamo

divx=(0:1)— 0.

Naime, znamo da je P = (0 : 1) = O jedina afina tocka za koju je vp(x) # 01 x je
uniformizator u P. Iz degdivx = 0 sada slijedi da x ima pol reda 1 u oo Sto potpuno
odreduje div x. Opcenitije, za sve polinome p € k[X], p # 0 imamo da je v.,(p) = —deg p.

Kako izgleda L(400)? Ako je 0 # f € L(40), vidimo da je vp(f) > 0 za sve zatvorene
tocke iz A!. Dakle f je regularna u svim afinim to¢kama. Iz Propozicije sada slijedi
f € k[x]. Vidjeli smo da onda v.,(f) = —deg f Sto znaci da se L(4c0) sastoji od polinoma
stupnja < 4. Vektorski prostor L(4c0) ima bazu {1, x, x>, x>, x*} nad k dakle dim; L(4c0) = 5.

Lema 3.1.4. Za bilo koja dva divizora A < B, imamo L(A) C L(B) i

dim(L(B)/L(A)) < deg B —degA.
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Dokaz. Dovoljno je dokazati tvrdnju u slu¢aju da je B = A + P, tj. divizori A < B se
razlikuju za jednu zatvorenu to¢ku P. Cilj nam je dakle dokazati dim(L(B)/L(A)) < deg P.
Primijetimo da je deg P = dimy k(P) gdje je k(P) = Op/mp polje ostataka od P. Neka je
m = vp(A). Tadaje vp(B) =m+ 1ivp(f) > —m — 1, Yf € L(B). Neka je t uniformizator
u toCki P. Definirajmo linearno preslikavanje ¢ : L(B) — k(P) sa ¢(f) := "' f mod P.
Imamo da je L(A) = ker ¢, dakle prvi teorem o izomorfizmu kaze

L(B)/L(A) = L(B)/ ker ¢ = Im ¢ C k(P).
ZakljuCujemo dimy L(B)/L(A) < dimy k(P) = deg P. m|
Teorem 3.1.5. Za svaki divizor D € Divy C takav da D > 0, vrijedi dim L(D) < deg D + 1.

Dokaz. Koristimo Lemu zaA =01B = D. To daje dim L(D)/L(0) < deg D. Vrijedi
dim L(D)/L(0) = dim L(D) — dim L(0) = dim L(D) — 1, dakle dim L(D) < degD + 1. O

Definicija 3.1.6. Za D € Div, C definiramo /(D) := dim; L(D) € Nj.

Podsjetimo se dakle da je (D) > deg D + 1 za divizore sa D > 0. Ako su D ~ D’
imamo iz Propozicije[3.1.2](5.) da (D) = I[(D’). Nadalje /(0) = 1.

Lema 3.1.7. Ako je deg D = 0, tada je (D) = 1 ako je D glavni divizor, te (D) = 0 ako
nije.

Dokaz. Ako je D glavni divizor, onda je D ~ 0 pa (D) = [(0) = 1. Inace pretpostavimo
da D nije glavni divizor. Ciljajuci na kontradikciju, pretpostavimo da je /(D) # 0. Tada
po Propoziciji[3.1.2(6.), D ~ D’ zaneki D’ > 0. Vrijedi da je deg D’ = degD = 0, pa je
nuzno D’ = 0. To znaci da je D glavni divizor Sto je kontradikcija. O

Teorem 3.1.8. Postoji g € Ny takav da je
degD+1-ID)<g
za sve D € Div, C.

Dokaz. Neka je f € k(C) transcendentna nad k 1 neka je A := dive, f > 0. Iz Te-
orema slijedi d = degA = [k(C) : k(f)]. Izaberimo bazu vy,...,v; za vektorski
prostor k(C) nad k(f). Primijetimo da je za n € N skup

S,={ifl:1<i<d,0<j<n)

linearno nezavisan nad k. Naime v; su linearno nezavisni nad k(f) i f je transcendentan nad
k. Primijetimo da je div f > —~A = div f/ > —jA > —nA. Stoga, ako izaberemo B > 0
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tako da div v; > —B za sve v;, dobivamo div v;f/ > —nA — B. To znaCidaje S, C L(nA + B)
dakle I(nA + B) > (n + 1)d. RaCunamo
degnA + 1 —I(nA) = deg(nA + B) + 1 — [(nA + B) + (I(nA + B) — [(nA) — deg B)
< deg(nA +B)+1—-1(nA+ B)
<nd+degB+1—-(n+1)d=degB—degA +1,
gdje smo u prvoj nejednakosti koristili Lemu [3.1.4] Definiramo g := deg B — degA + 1 pa

imamo
degnA+1-InA)<g, Vn=>0. 3.1

Sada ¢emo dokazati da (3.1)) i dalje vrijedi ako umjesto nA stavimo proizvoljan divizor D.
To ¢emo napraviti u dva koraka:

1. Akoje Dy < Dy, tadadegD; + 1 —I(Dy) <degD, + 1 —I(D;).
2. Zadivizor D > 0 postoje n € N i divizor D’ ~ D takvida D’ < nA.

Primijetimo da su ove dvije tvrdnje dovoljne. Naime, ako je D proizvoljan divizor, imamo
D = Dy — D. Tada je D < Dy pa je iz (1.) dovoljno dokazati deg Dy + 1 — I(Dy) < g.
Vrijedi Dy > 0 pa iz (2.) sad dobivamo da Dy ~ D', D’ < nA. Kona¢no
degD+1-1UD)<degDy+1—-1Dy) =degD" +1—-1ID")
<degnA +1-1nA)<g.
Dokazimo sada te dvije tvrdnje.

1. IzLeme[3.1.4slijedi {(D,)—-I(D,) < deg(D,—D;). To povlacidajedeg D;+1-I(D;) <
deg D, + 1 — I(D»).

2. Nekaje D > 0. Tada je nA — D < nA paiz tvrdnje (1.) i nejednakosti (3.1]) dobivamo
deg(nA-D)+1-InA-D)<g = InA—-D)>nd—-degD + 1 - g. Dakle za
veliki n imamo [(nA — D) # 0 pa postoji 0 # f € L(nA — D). Tada je div f > D —nA,
dakle za divizor D’ := D —div f imamo nA > D’.

]

Vidimo da je vrijednost deg D — [(D) uniformno omedena za divizore D € Div; C pa
uvodimo oznaku:
r(D) :=deg D - I(D).

Pokazali smo da postoji g za koji
r(D)<g-1, VD eDiv,C.

Iz Leme [3.1.4] slijedi da ako je A < B, onda r(A) < r(B). Nadalje, ako je A ~ B, ocito
imamo r(A) = r(B).
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Definicija 3.1.9. Oznacimo r(D) := deg D — (D). Genus krivulje C/k se definira kao
g :=max{r(D)+ 1 : D € Div, C}.

Teorem 3.1.10 (Riemannov teorem). Neka je C/k krivulja genusa g. Tada je r(D) < g — 1
za sve D € Div C, te jednakost vrijedi za sve divizore dovoljnog stupnja.

Dokaz. Neka je A neki divizor takav da r(A) = g — 1 (dakle r postize maksimum u A).
Dokazat cemo

degD >degA+g = r(D)=g—1.

Naime, ako je degD > degA + g,ondar(D —A) =deg(D-A)-I(D-A)<g-1 =
I(D-A)>1+(degD —degA — g) > 1. Dakle postoji 0 # f € L(D — A) pa vrijedi div f >
A — D. Zadivizor A’ := A — div f sadaimamo D > A’ i A’ ~ A. Dakle r(D) > r(A’) =
r(A) = g — 1. S obzirom da je r(D) < g — 1, dobivamo r(D) = g — 1. O

Riemann-Rochov teorem pojacava Riemannov teorem tako Sto to¢no karakterizira ko-
liko je r(D) udaljen od g — 1. Ispostavlja se da postoji posebna klasa divizora u Pic; C
koju ¢emo nazivati kanonska klasa. Divizore W koji pripadaju kanonskoj klasi nazivamo
kanonski divizori i Riemann-Rochov teorem tvrdi da za njih vrijedi

(g—1-rD)=LW-D).

U sljedeéim sekcijama, cilj nam je definirati kanonski divizor 1 precizno iskazati Riemann-
Rochov teorem. Sljedeca oznaka ¢e nam biti korisna.

Definicija 3.1.11. Neka je C/k krivulja genusa g. Za D € Div, C definiramo indeks speci-
Jjalnosti sa

i(D):=g—-1-r(D).

Divizori D za koje vrijedi i(D) > 0 se nazivaju specijalni divizori.

3.2 Prsten adela

Prsten adela nam je koristan za bolje razumijevanje indeksa specijalnosti.

Definicija 3.2.1. Prsten adela od funkcijskog polja F/k s oznakom Af ili samo A, je
potprsten direktnog produkta I1,F (gdje produkt ide po mjestima P € P Ciji su elementi
a = (ap) takvi da je ap € Op za sve osim kona¢no mnogo P-ova). Elementi od A se zovu
adeli.
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Postoji kanonsko ulaganje F/k — A zadano sa

f = (ap)per, = (f)pep,-

Uistinu imamo da je vp(f) = 0 za sve osim kona¢no P pavp(f) =0 = f € Op. Adele
koji se nalaze u slici ovog ulaganja nazivamo glavni adeli. ProSirujemo definiciju valuacije
vp na adele sa vp(@) := vp(ap).

Definicija 3.2.2. Neka je D € Div, C. Prostor adela od D je
A(D) :={a € A :vp(a) > —vp(D), YP € C}.
Uocimo da je A(D) vektorski prostor nad k.
Sljedecu tvrdnju navodimo bez dokaza, ali je dokaz srodan dokazu Leme

Propozicija 3.2.3. Za svaka dva divizora A < Bvrijedi A(A) C A(B)i A(A)+F C A(B)+F
gdje gledamo kopiju od F u A, te

dim;(A(B)/ A(A)) = deg B—deg A (3.2)
. AMB)+F _
dlmk m = r(B) - r(A) (33)
Dokaz. Poglavlje 6 u [4]. O

Propozicija 3.2.4. Za svaki divizor D za koji r(D) = g — 1 imamo A = A(D) + F.

Dokaz. Neka je @ € A. Za divizor D := Yp., (<0 —vp(@)P imamo da je @ € A(D) C
A(D) + F. Neka je D’ divizor takavda D’ > Di D’ > D. Tadaje A(D)+ F C A(D') + F
paimamo a € A(D’) + F. Nadalje (D) > r(D) = r(D’) = g — 1. Iz (3.3)) zakluCujemo
A(D) + F = A(D) + F. Dakle vrijedi @ € A(D) + F za sve a € A. O

Teorem 3.2.5. Neka je F/k funkcijsko polje. Za svaki D € Div, C imamo

A

Dokaz. Neka je D € Div C. 1z Riemannovog teorema (3.1.10) postoji D* > D takav da
r(D') = g — 1. Tada

A . AD)Y+F

dime o F - Y™ D F

= r(D") - r(D) = g — 1 — r(D) = i(D).
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3.3 Diferencijali

Neka je F/k funkcijsko polje i A njegov prsten adela. Teorem [3.2.5] nam kaze da je

dimy, ﬁ konac¢na. Da bi joS saZetije okarakterizirali indeks specijalnosti i(D), prirodno

je promatrati anihilator od A(D) + F. Oznacimo ga sa
QD) := (AD)+ F)’ ={pe A : AD) + F C ker ¢},

gdje je A’ dualni vektorski prostor od .A. Iz linearne algebre imamo da je

dim; Q(D) = dimy = i(D).

AD) + F
Definicija 3.3.1. Skup
Q=0 := U Q(D)

DEDin F
nazivamo prostor Weilovih diferencijala za F/k.

Propozicija 3.3.2. Neka je F/k funkcijsko polje. Prostor Weilovih diferencijala Qf je
vektorski prostor nad k.

Dokaz. Neka su w; € Q(Dy), w, € Q(D,). Postoji divizor D takavda D < Dy i D < D,.
Tada je Q(D;) UQ(D,) € Q(D) paje wy,ws € UD) = w; +w; € D. Svaki individualni
Q(D) je vektorski prostor nad k, pa imamo za w € (D) da je aw € Q(D) za skalare a € k.
Dakle Qf je zatvoren na mnoZenje elementima iz k. ZakljuCujemo da je Qp vektorski
potprostor od A’ nad k. ]

Ispada da je Q takoder i1 vektorski prostor nad F'! Akoje f € F,w € Q, f-w je definiran
kao funkcional iz A’ koji djeluje na A sa (f - w)(@) = w(fa). Uistinu je 1 - w = w i vrijede
potrebni aksiomi vektorskih prostora:

(f(w1 + w))(@) = (w1 + W)(fa) = wi(fa) + wa(fa) = (fw)(@) + (fw)(@),
(f1 + Lw) @) = u((f1 + L)) = w(fia) + w(fa) = (fiw)(@) + (Lw) (@),
(iPw)@) = w(fifra) = (fiw)(fa) = (L(fiw)(@).

Teorem 3.3.3. Neka je F/k funkcijsko polje i Qf prostor Weilovih diferencijala. Tada je
dimzQ = 1.

Dokaz. Vidi Teorem 85 u [4]. O

Po definiciji je Q = (U pepiy, r QD). Zaneki w € Q, w # 0 imamo da je w € Q(D) <
A(D) + F C ker w. Ako definiramo

M(w) :={D € Divi(F) : A(D) + F C ker w},

ispostavlja se da vrijedi:
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Lema 3.3.4. Postoji jedinstven divizor D, € M(w) takav da D < D,, za sve D € M(w).

Dokaz. Fiksirajmo neki w € Q, w # 0. Tada je w € Q(D) za neki D, pa D € M(w) Sto
znaci M(w) # (. Dokazat ¢emo da M(w) ima jedinstven maksimalni element s obzirom na
parcijalni uredaj < (definiran na divizorima). To je dovoljno jer je jedinstveni maksimalni
element nuzno i najveci ako postoji.

Prvo pokazimo da maksimalni element postoji. Riemannov teorem nam kaze da dc € N
takav da degD > ¢ = i(D) = 0. Za takav D je A(D) + F = A. S obzirom da w # O,
imamo da A ¢ kerw pa A(D) + F ¢ kerw = D ¢ M(w). Dakle c¢ je gornja ograda
na skup {deg D : D € M(w)}. To znaci da postoji D € M(w) koji maksimizira deg D i taj
element je o¢ito maksimalan u M(w) s obzirom na <.

Sada dokaZimo jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje razli¢iti maksimalni elementi
Dy, D, € M(w). Tada D, £ D, povlaci da postoji Q za koji vo(D,) > vo(D;). Tvrdimo da
je D1 + Q € M(w). Neka je dakle a € A(D; + Q). Definiramo o', a” € A sa

, ap zaP+Q . 0 zaP#Q

0 zaP=0Q ap zaP=0Q
Vidimo da su @’ € A(D,), @’ € A(D,) i a = a; + a,. Sada je w(a) = w(a;) + w(a,) = 0.
Dakle A(D; + Q) C ker w. S obzirom da je F' C ker w, imamo i A(D,+ Q)+ F Ckerw =
Dy + Q € M(w). To je kontradikcija s maksimalno$c¢u od D;. O

Gornji teorem nam pokazuje da postoji prirodan nacin da svakom nenul diferencijalu
w pridruzimo divizor. Oznacimo to sa divw := D,,.

Definicija 3.3.5. Neka je C/k krivulja i F//k njeno funkcijsko polje. Divizore D € Div,C
koji su oblika D = div w za neki w € Qr nazivamo kanonski divizori.

Lema 3.3.6. Za0 # f € Fi0 # w € Qf imamo
div(fw) = div f + div w.

Dokaz. Uocimo prvo da je @ € A(D) — fa € A(D —div f).
Zaistaa € A(D) < vp(ap) = —vp(D), YP & vp(fa) = —vp(D)+vp(F), VP
fa € A(D —div f). Sada imamo

De M(fw) = (fw)a)=w(fa)=0, Ya € A(D)
— wP) =0, VB e AD —divf)
— D-divf e Mw).
Napomenimo da se divw i div fw mogu redom okarakterizirati kao elementi najveceg

stupnja u M(w) 1 M(fw). Nadalje deg(D — div f) = deg D. Zato imamo divw = div fw —
divf = div(fw) =div f + divw. i
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Teorem 1 Lema |3.3.6| pokazuju da kanonski divizori Cine klasu ekvivalencije u
Div, C s obzirom na ~. Odgovarajuéi element u Pic; C koji se sastoji od kanonskih divizora
nazivamo kanonska klasa.

Racunanje kanonskog divizora

Za krivulju C/k mozZemo na njoj definirati diferencijalne forme. One su srodne Weilo-
vim diferencijalima Qp, a nama su korisne jer pruZaju nacin da eksplicitno izraCcunamo
kanonski divizor. Sljedeée tvrdnje navodimo iz 1.4 [7].

Sljedeca definicija je formalna i simbol dx nece imati nikakvo drugo znacenje.

Definicija 3.3.7. Neka je C krivulja. Prostor diferencijalnih formi na C, s oznakom Q¢ je
k-vektorski prostor generiran simbolima dx za x € k(C) koji zadovoljavaju relacije:

1. dix+y)=dx+dy, Vx,y€k()
2. d(xy) = xdy + ydx, Vx,y€k(C)
3. da=0, Vacek.
Propozicija 3.3.8. Neka je C krivulja, P € C(k) i t € k(C) je uniformizator u P. Vrijedi:
(i) Qc je 1-dimenzionalni k-vektorski prostor:
(ii) Za sve w € Q¢ postoji jedinstvena funkcija g € k(C) takva da
w = gdt.
Oznacavamo g sa w/dt.
(iii) vp(w/dt) ne ovisi o izboru uniformizatora, pa oznacavamo vp(w) := vp(w/dt).
(iv) Ako je f € k(C) regularna u P, onda je df/dt regularna u P.
(v) Ako je vp(f) # 0, onda vp(df) = vp(f) — 1.

(vi) Za w € Q¢, w # 0 vrijedi vp(w) = 0 za sve osim konacno P € C(k). Dakle ima
smisla definirati divw := ), vp(w)P. Tada je div w kanonski divizor (isti kao u Defi-

niciji[3.3.3).

Upravo ovo zadnje svojstvo ¢emo upotrijebiti za racunanje kanonskog divizora. Pogle-
dajmo primjer.
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Primjer 3.3.9. Neka je krivulja C projektivno zatvorenje afine krivulje C, : y* = x> —

4x definirane nad Q. C ima to¢no jednu to¢ku (0 : 1 : 0) koja nije prikaziva u afinim
koordinatama i nju oznacimo sa co. Oznac¢imo i P; := (-2,0), P, := (0,0), P; := (2,0).
IzraGunajmo prvo divy. Za F(x,y) := y* — x> + 4x imamo VF = [—3x2 + 4, Zy], dakle
0,F # 0u Py, Py, P; pa je y uniformizator u tim tockama. OCcito su to sve nultocke od y, pa
iz deg divy = 0 zakljuCujemo da y ima pol stupnja 3 u co. Dakle

diVy:P1+P2+P3—300.

IzraCunajmo div x. Jedina afina nultocka od x je ocito P, te x = x2—1_4y2 gdje )ﬁ € O3,
dakle vp,(x) = vp,(y?) = 2. Ponovno deg div f dakle

divx = 2P, — 200.

Neka je sada w := dx. IzraCunat ¢emo njegov diferencijal. Imamo dakle vp(w) = vp(x) — 1
zaP=o001P = P, pavp(w) = 11ve(w) = -3. Neka je P = (xg,yp) afina tocka sa
yo # 0. Tada je 0,F(P) # 0 pa je x — xo uniformizator u P. Iz svojstva diferencijala je
w = dx = d(x — xp). Dakle vp(w) = 0. Preostaje odrediti valuaciju za tocke Py, P; (imaju y
koordinatu 0). Imamo

2y
3x2 -4

Sad je vp,(w) = VP1(3x22_y_4) = 1 gdje smo koristili da je y uniformizator u P;. Potpuno
analogno vp,(w) = 1. Konacno, zaklju¢ujemo

2ydy = dy?) = d(x> = 4x) = B3x> = 4dx = w =

dy.

divw:P1+P2+P3—3oo.

Dakle u ovom slucaju je divdx = divy Sto znaci da su kanonski divizori to¢no jednaki
glavnim divizorima (ili 0 u Pic; C).

Ispostavlja se da je C iz gornjeg primjera krivulja genusa 1, i za takve opcenito vri-
jedi da se kanonski divizori podudaraju s glavnim divizorima. To ¢emo precizno dokazati
kasnije u Propoziciji
Primjer 3.3.10. Neka je P'/Q projektivni pravac. Imamo P! = A' U (1 : 0). Ozna¢imo
oo := (1 : 0). Nije tesko provjeriti da funkcija x € k(P') = k(x) ima divizor

divx=(0:1)— oo.
Neka je w := dx. Zakljucujemo da je vo(w) = vo(x) = 1 = 01 ve(w) = veo(x) — 1 = =2. Ako
je P = (a: 1)tockasaa # 0,imamo da je x—a uniformizator u P. Tada je w = dx = d(x—a)
1 stoga je vp(w) = 0. ZakljuCujemo

divw = divdx = —200.

U ovom slu€aju kanonski divizor nije glavni, uistinu imamo deg divw = 2.
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3.4 Riemann-Rochov teorem

Teorem 3.4.1 (Dualnost). Za svaki divizor D i kanonski divizor W = div w, linearno presli-
kavanje ¢ : L(W — D) — (D) definirano s ¢(f) := fw je izomorfizam vektorskih prostora.
Nadalje, i(D) = (W — D).

Dokaz. Imamo da je div(fw) = divf +divw > D-W +divw = D. Iz D < div(fw),
slijedi da je fw € Q(D). Naime, imamo da je A(D)+ F C A(div(fw)) + F C ker(fw) =
fw € Q(D). Zaklju€ujemo da je linearno preslikavanje ¢ dobro definirano. Nadalje, ¢ je
injektivno zato Sto je Q vektorski prostor nad F, pa imamo fiw = Hhw = fi = f.
Pokazimo da je ¢ surjekcija. Ako je 0 # o’ € Q(D), iz Teorema[3.3.3|slijedi da je o’ = fw
zaneki f € F. Sada raCunamo

div(fw) =div f+ W =div(w’) > D
gdje zadnja nejednakost vrijedi zbog w’ € Q(D). Odmah dobivamo divf > D - W —
f € L(W — D). Konacno ¢(f) = «’, dakle ¢ je surjekcija.
ZakljuCujemo da je ¢ izomorfizam. Za kraj (W — D) = dim; Q(D) = i(D). m|

Teorem 3.4.2 (Riemann-Roch). Neka je W kanonski divizor krivulje C/k genusa g. Tada
za svaki divizor D € Div C vrijedi

ID)=degD+1—g+IW - D).

Dokaz. Po definiciji od i imamo /(D) = deg D + 1 — g + i(D). Konac¢no, prethodni teorem
nam daje i(D) = (W — D). O

3.5 Posljedice Riemann-Rochovog teorema
Korolar 3.5.1 (Svojstva kanonskog divizora). Neka je C/k krivulja. Vrijedi

1. Za kanonski divizor W je degW =2g -2, (W) = g, i(W) = 1.

2. Ako je D € Divy C takav da deg D = 2g — 2 i (D) > g, tada je D kanonski divizor.
Dokaz.

1. Uvrstavanjem D = 0 u Teorem [3.4.2] dobijemo /(0) = deg0+1-g+ (W) =

(W) = g. Sada uvrsStavanjem D = W, dobijemo /(W) = degW + 1 —-g+[(0) =
degW =2g —2. Kona¢no i(W) =g—1—-degW + (W) = 1.
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2. Teorem[3.4.2l nam daje (W — D) =g—-1—-degD+ID)>g-1-2g+2+g=1.
Imamo da je degW — D = 0, pa iz Leme slijedi da je W — D glavni divizor. To
znaci da je D ~ W kanonski.

O

Podsjetimo se da Riemannov teorem tvrdi da svi divizori dovoljno velikog stupnja
imaju indeks specijalnosti 0. Riemann-Rochov teorem nam daje precizno koliko velik
taj stupanj mora biti. Nadalje, ograda u sljede¢em teoremu je oStra jer za kanonski divizor
Wimamo i(W) =1 #0idegW =2g - 2.

Teorem 3.5.2. Neka je C/k krivulja i D € Divy C takav da deg D > 2g — 1. Vrijedi
I[((D)=degD+1-g.
Ekvivalentno, vrijedi i(D) = 0.

Dokaz. Riemann-Rochov teorem nam daje /(D) = degD + 1 — g + (W — D). Imamo
degW -D<2g-2-2g+1<0,dakle (W—-D)=0. O

Propozicija 3.5.3. Neka je P zatvorena tocka na krivulji C/k. Za svaki n > 2g, postoji
funkcija f € k(C) takva da je div,, f = nP.

Dokaz. Primijetimo da se L(mP) opcCenito sastoji od funkcija koje su regularne svugdje
osim §to u P mogu imati pol reda najviSe m. Zato je dovoljno pokazati da postoji neka
funkcija f € L(nP)\L((n—1)P), ili ekvivalentno L((n—1)P) C L(nP). Vrijedi deg(n—1)P =
(n—1)deg P > 2g — 1, dakle po prethodnom teoremu je I((n — 1)P) = deg(n — 1)P+ 1 —g.
SlicnodegnP > 2g—1 = I(nP) = deg P+1—g. Zakljucujemo da je [(nP)—[(n—1)P) =
deg P > 0. Dakle stvarno L((n — 1)P) # L(nP). O

Teorem 3.5.4. Neka je C/k krivulja koja ima k-racionalnu tocku. Tada C ima genus 0 ako
i samo ako je izomorfna s P! /k.

Dokaz. Neka je P € C(k). Ako C ima genus 0, iz Propozicije [3.5.3|slijedi da 3f € k(C)
takva da dive, f = P. Teorem [2.2.15|nam sada daje [k(C) : k(f)] = degdiv., f = 1, dakle
k(C) = k(f) = k(P'). S obzirom da je kategorija funkcijskih polja ekvivalentna kategoriji
krivulja (nad k), slijedi da je C/k ~ P'/k.

Obratno, neka je C/k ~ P'/k. Tada je k(C) ~ k(x). Funkcija x je regularna svugdje
osim u oo, gdje ima pol reda 1. Zan € Nsu 1,x,...,x" € L(noo) i nadalje 1,...,x" su
nezavisni nad k. Dakle

n+1<l(no)=degnoo+1—-g+I(W-noo)=n+1-g+ (W —noo).

ZakljuCujemo da je g < (W —noo). Za dovoljno velike n je deg W —noo < 0 i stoga imamo
(W —noo) =0. Kona¢nog <0 = g =0. O
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Lema 3.5.5. Neka je ¢ automorfizam od P koji fiksira barem 3 tocke u P'(k). Tada je ¢
identiteta.

Dokaz. Bez gubitka opcenitosti pretpostavimo da ¢ fiksira to¢ku oo (inaCe linearnom tran-
sformacijom moZemo premjestiti neku fiksnu tocku od ¢ u o). Restrikcija od ¢ na A! =
P!\ {co} je bijekcija i ujedno morfizam afinih krivulja. Tu restrikciju ozna¢imo sa ¢,, onda
je ¢, € klx], te deg ¢, = 1 jer je ¢, automorfizam. Dakle ¢,(x) = x ima barem dva razlicita
rjeSenja. S obe strane su linearni polinomi Sto znaci da se podudaraju, tj. ¢, je identiteta.
Tada je 1 ¢ identiteta. O

Elipticke Kkrivulje

Teorem 3.5.6. Neka je C/k krivulja koja ima k-racionalnu tocku. Tada C ima genus 1 ako
i samo ako je izomorfna glatkoj krivulji oblika

C' Y2+ a1 Xy7+ a3y7° = X° + @oX°7 + auxz’ + aeZ (3.4)

Dokaz. Neka je C/k genusa 11 P € C(k). Zan € N, imamo degnP =n > 2g—-1 = 1.
Dakle iz Teorema [3.5.2]slijedi da je /((nP) = degnP + 1 — g = n.
Imamo da je I[(P) = I(0) = 1, dakle {1} je baza za vektorski prostor L(P) = L(0) = k.
Vrijedi /(2P) = 2 pa postoji x € L(2P) \ L(P). Sada je {1, x} baza za L(2P). Sli¢no
je l(3P) = 3 dakle dy € L(3P) \ L(2P), te je {1, x,y} baza za L(3P). OCito je vp(x) = 2 i
vp(y) = 3. Sada

x* € L(4P)\ LB3P) = {1, x,y, x*} je baza za L(4P)
xy € L(5P) \ L(4P) = {1, x,y,x", xy} je baza za L(5P)

Nastavljajuéi postupak, dobijemo dvije razli¢ite baze za L(6P). Naime x° i y* su oboje u
L(6P) \ L(5P), stoga su {1, x,y, x*, xy, ¥*} i {1, x, y, x%, xy, y*} dvije baze. Zaklju¢ujemo da
su 1, x,y, x%, xy, x°,y? linearno zavisne nad k pa imamo

ax’ +by* +cxy+dx* +ey+ fx+g=0 (3.5)

za neke koeficijente a, . . ., g iz k koji nisu svi 0. Ako je a = 0, onda su svi ostali koeficijenti
takoder jednaki O zbog linearne nezavisnosti. Zaklju¢ujemo da je a # 01 sli¢no b # 0. Ako
sad zamijenimo x sa abx i y sa a’by, jednadzba (3.5) nakon dijeljenja s a*b® prelazi u
oblik (3.4)).

Obratno, neka je C/k glatka krivulja zadana jednadzbom (3.4). Tadaje P := (0 : 1 :
0) € C(k). Funkcija X :=(x:y:2) > (x:z)zaz # 0, P — oo je funkcija stupnja
[k(C) : k(x)]. U afinim koordinatam, y je nulto¢ka polinoma stupnja 2 nad k(x) tj.

y2 + (a1x + az)y — (x3 +arx’ + agx + ag) = 0.
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Po definiciji, krivulja je mnogostrukost pa ta jednadZba mora biti ireducibilna nad k(x) i
stoga je [k(C) : k(x)] = 2. Iz Teorema[2.2.15] dobivamo deg div,, X = 2. Uo¢imo da X ima
pol samo u P, pa je dive, X = 2P. Analognim argumentom, za funkciju Y := (x : y : ) —
(y : 2) zakljuCujemo div,, ¥ = 3P. Sadaje vp(X'Y/) = 2i + 3. Zan > 2 je moguce odabrati
i, j € Ny takve da 2i+3j = n. Tada X'Y/ € L(nP)\ L(n—1)P) = I(nP) > I(n—1)P)+1.
Indukcijom slijedi da je [(nP) > (n — 1) + [(P) za sve n > 2. Vrijedi [(P) > I(0) = 1, dakle
[(nP) > n. Iz Riemannovog teorema slijedi da za dovoljno velike n, vrijedi i(nP) = O.
Dakle

n<lnP)=degnP+1-g=n+1-g = g<1.

Preostaje provjeriti da genus od C nije 0. Pokazat ¢emo dokaz u slucaju kada je
char k # 2. Pretpostavimo suprotno da je g = 0. Iz Teorema imamo da je C ~ P'/k.
Definirajmo morfizam ¢ : C +— C sa

(x:y:z—> (x:=y—a1x—azz:2).

Tada je ¢ definiran nad &, te je ¢ oCito involucija pa je sam sebi inverz, iz ega slijedi da je
automorfizam. Za A% = {(x : = : 1)} C P2, lako provjerimo (uvrstimo z = 0 u (3:4)) da je
P = (0: 1 :0) jedina tocka u skupu C(k) \ (C N A?)(k). Automorfizam ¢ fiksira P, pa je
restrikcija ¢, : C N A2 — C N A? takoder automorfizam. U afinim koordinatama imamo:

CNA?: F(x,y) = y2 +a1xy + azy — X —ax* —asx —ag =0, (3.6)
Pa(x,y) = (X, =y — arx — az). (3.7)

Cilj nam je pronadi fiksne tocke od ¢,, zato uvrstimo y = (—a;x — a3)/2 u (3.6). To nam
daje kubnu jednadzbu

(a1 x + a3)? B

) 0. (3.8)

p(x) := X+ ax® + agx + ag +
Lako se provjeridazay = (—a;x—as3)/2, vrijedi ,F(x,y) = 0. Nadalje 0, F(x,y) = —p’(x),
pa iz glatkoc¢e od C, imamo da je p’(x) # 0 (Napomena za sve (x,y) € (C N A2)(k)
takve da y = (—a;x — a3)/2. To znaci da p nema ponovljene nultocke, tj. ima tri razliCite
nultocke u k. Zaklju€ujemo da ¢ fiksira to¢no 4 to¢ke: jednaje P = (0 : 1 : 0), ostale 3 suu
C N A?i x koordinate im zadovoljavaju (3.8). 1z Leme [3.5.5]slijedi da je ¢ identiteta dakle
fiksira sve tocke iz C(k). To je kontradikcija s ¢injenicom da fiksira to¢no 4. Zakljuujemo
da C nije genusa 0. O

Definicija 3.5.7. Krivulju C/k genusa 1 zajedno s istaknutom k-racionalnom to¢kom od C
nazivamo elipticka krivulja.
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T
N

Slika 3.1: Vizualizacija automorfizma ¢ za krivulju C : y* = x> —4xnad R. U ovom slu¢aju
automorfizam je refleksija preko x osi i fiksne tocke su (0, 0), (-2, 0), (2, 0), co.

Jednadzba (3.4) se naziva Weierstrassova jednadzba elipticke krivulje. Teorem [3.5.6]
tada tvrdi da je svaka elipticka krivulja izomorfna nekoj krivulji koja je zadana Weier-
strassovom jednadZbom. Bitna Cinjenica je da k-racionalne tocke elipti¢ke krivulje Cine
abelovu grupu. Sljedeci teorem precizno opisuje grupovnu operaciju.

Teorem 3.5.8. Neka je E/k elipticka krivulja i O € E(k) istaknuta k-racionalna tocka.
Preslikavanje

® : E(k) - Pic) E
P [P-0]

inducira grupovnu operaciju na E(k) definiranu s
Py + Py = ¢ (¢(P)) + ¢(Py))
u kojoj je O neutralni element.

Dokaz. Dovoljno je dokazati:

1. Preslikavanje @ je injektivno.
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2. Slika preslikavanje Im @ je podgrupa od Picg E.

Za injektivnost, pretpostavimo da je ®(P) = ®(Q). Tada je [P] = [P - O] + [O] =
[O-0]+[0] =[Q] = P ~ Q kao divizori. Dakle za neki f € k(E)* je Q = div f + P
ili ekvivalentno div f = Q — P. Pretpostavimo da je P # Q. Iz Teorema [2.2.15] imamo
[k(E) : k(f)] = degdive f = 1 pa k(E) = k(f) =~ k(P') = E/k = P'/k. To je
kontradikcija jer je P! genusa 0, a E genusa 1, dakle ne mogu biti izomorfne. Zaklju¢ujemo
P = 0, tj. © je injektivno.

Neka su Py, P, € E(k). Definiramo D := Py + P, — O. TadajedegD =1 > 2g — 1, pa
Teorem [3.5.2]daje (D) = deg(D) + 1 — g = 1. Sada /(D) # 0 = D ~ D’ za neki divizor
D’ > 0. Vrijedi deg D’ = deg D = 1, stoga je D’ nuzno oblika deg D’ = Q za neku tocku
Q € E(k). Sada

Pi+P,-0~0 = [P1+P,-0]=[0] = [P -0]+[P,-0]=[Q-0]
To znaci ®(P;) + O(P,) = ®(Q), dakle Im ® je zatvorena na zbrajanje, pa je podgrupa od
Pic) E. O

Napomena 3.5.9. Neka je elipticka krivulja dana sa Weierstrassovom jednadzbom E/k :
Y +aixy+azy = x>+ arx*> + asx + aginekaje O = oo = (0 : 1 : 0) € E(k) istaknuta. Za
tocke P, = (Xl,yl) S E(k) 1Py = (Xg,yz) S E(k), njihov ZbI'Oj P; =P +P, = (X3,y3) je
odreden s:

Y2=)1
1 {x2—x1 —ap, ak0P1 ¢P2
= 3x24+2ar X1 +as—ay y
e =
2yl+a1x1+a3 ’ ako Pl P2

2
X3=A"+ad—a;—x;— X, y3=-y;—aixz—az+ A(x; —x3)

Specijalno, ako je P, ili P, jednaka O, tada je P, + P, jednaka drugoj tocki, a ako je
P, = (x, —-y1 — a1 x; — as), tadaje P, +P,=0.

Propozicija 3.5.10. Neka je C/k krivulja genusa 1. Tada je kanonski divizor W ujedno i
glavni divizor.

Dokaz. Ustanovili smo da je (W) =g =1idegW =2g -2 = 0. Iz Leme[3.1.7slijedi da
je W glavni divizor. O

Specijalni divizori

Podsjetimo se da su specijalni divizori oni za koje je i(D) # 0. Posljedica Riemann-
Rochovog teorema je da degD > 2¢g — 1 — i(D) = 0. Dakle svi specijalni divizori
su stupnja najvise 2g — 2. Konkretno, ako je C/k krivulja i P € C(k) neka tocka, imamo
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I[(nP) = n+l-gzan > 2g—1. Tada, ako je n > 2g uvijek postoji neka f € L(nP)\L((n—1)P)
i zanju je div, f = nP, kao §to smo dokazali u Propoziciji[3.5.3]

Vrijednosti n € N takve da Af € k(C)* za koju div., f = nP nazivamo polni brojevi od
P. U suprotnom, ako za n takva funkcija ne postoji, kazemo da je broj raskoraka od P.

Teorem 3.5.11 (Weierstrassov teorem o brojevima raskoraka). Neka je C/k krivulja genusa
g >0, te P € C tocka. Tada postoji tocno g brojeva raskoraka iy < i, < ... <i, od P, te je

=1, ig<2g-1.

Dokaz. Uo¢imo da je n broj raskoraka od P ako i samo ako /(nP) = [((n — 1)P). Jer inace,
ako je [(nP) > I((n — 1)P), onda za funkcije f € L(nP) \ L((n — 1)P) vrijedi divy, f = nP.
Vrijedi I((2g—1)P) = g jer je deg(2g—1)P > 2g—1, paje po Teoremu[3.5.2]i((2g—1)P) = 0,
iz Cega lako izraCunamo /((2g — 1)P) = g. Sad je

2g-1
g-1=UQ2g—-1DP)-10) = Z I[(nP) - I((n— 1)P).

n=1

Iz Leme [3.1.4]imamo da je [(nP) — I((n — 1)P) < deg P = 1, dakle svaki sumand desno ima
vrijednost [(nP) — I((n — 1)P) € {0, 1}. Zakljucujemo da je [(nP) — I((n — 1)P) = 1 za to¢no
g — 1 razli¢itih sumanada, pa je [(nP) — l((n — 1)P) = O zaostalih2g -1 -(g—-1) = g
vrijednosti od n. Tih g vrijednosti su to¢no brojevi raskoraka od P. O

Napomenimo jo§ da se "tipi€no” brojevi raskoraka nalaze najviSe lijevo. Tj. niz
[(P),I(2P), ... je oblika
I,1,...,1,2,3,...
—— —

g puta

Takve P za koje iy = k, k = 1,..., g nazivamo ne-Weierstrassove tocke od C. Tocke koje
nisu ne-Weierstrassove su Weierstrassove.
Sljedeci teorem nam daje dodatnu restrikciju na pozicije brojeva raskoraka.

Teorem 3.5.12 (Cliffordov teorem o specijalnim divizorima). Za svaki divizor D takav da
je 0 <degD < 2g—2vrijedi
1
I(D)<1+ 3 deg D (3.9)
Dokaz. Dokazat ¢emo teorem u slucaju kada je k beskonacno polje. Primijetimo prvo da
vrijedi

1 1
I(D)<1+ EdegD — I(W-D)<1+ Edeg(W— D). (3.10)
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PokaZzimo ”<”, drugi smjer je analogan. Iz Riemann-Rocha imamo
1 1
I[D)=degD+1—-g+I(W-D)<degD+1-g+1 +§deg(W—D) =1+ EdegD,

gdje smo koristili (W -D) <1+ % deg(W — D) za nejednakost, 1 u zadnjoj jednakosti smo
upotrijebili deg(W — D) = 2g — 2 — deg D (jer deg W = 2g — 2). To dokazuje (3.10).
Dokazimo teorem indukcijom po degD. Za degD = 0, imamo (D) € {0, 1} gdje
vrijednost ovisi o tome je li D glavni divizor ili nije, pa je nejednakost ocito istinita. Pret-
postavimo sada da nejednakost (3.9) vrijedi za sve deg D < d. Fiksirajmo neki D € Div, C
takav da degD = d < 2g — 2. Ako je /(D) = 0 teorem ocito vrijedi pa pretpostavimo
I(D) # 0. Na temelju (3.10) pretpostavimo i (W — D) # 0. Sadaje D ~Ai(W—-D) ~ Bza
neke efektivne divizore A, B > 0. Divizor W’ := A + B je kanonski (W’ ~ W). Ako za neku
zatvorenu to¢ku P vrijedi L(A) = L(A — P), onda iz pretpostavke indukcije dobijemo jo$
bolju ogradu nego $to je trazeno na /(D) = I(A) = I(A — P) jer je deg(A — P) < d. Pretpos-
tavimo dakle L(A) # L(A — P), VP. Postoji funkcija g € L(A) takvada g ¢ L(A — P) za sve
P < B. Tu smo iskoristili pretpostavku da je k beskonacno polje, jer u tom slucaju vektorski
prostor nad k nije konacna unija pravih potprostora. Definiramo linearno preslikavanje

¢ : L(B) —» L(W")/L(A)

felrgl
Uoc¢imo da div f > —Bidivg > —A povlaci div(fg) > -A - B =-W',paje fg € L(W')i
linearno preslikavanje ¢ je dobro definirano. Odredimo mu sada jezgru. Ako je ¢(f) = 0,
f#0,onda fg € L(A) = vp(f)+vp(g) = —vp(A), VP. Specificno za P takve da P < B,
po definiciji od g imamo vp(g) = —vp(A) = vp(f) > 0. Za sve ostale P, iz f € L(B)
slijedi vp(f) = —vp(B) = 0. ZakljuCujemodajedivf >0 = divf =0 = f € k™.
Konacno ker ¢ = L(0). Iz prvog teorema o izomorfizmu imamo

L(B)/L(0) = Im¢ C L(W')/L(A).

To nam daje /(B) — 1 < [(W’) —I(A) ili ekvivalentno /(A) + I[(B) < g + 1. Iz Riemann-Rocha
slijedi

I[(A)=degA+1—-g+I(B)<degA+1-g+g+1-1(A) = 2[(A) <2+degA.

S obzirom da D ~ A, zadnja nejednakost je ekvivalentna s [(D) < 1 + % deg D. O
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Sazetak

U ovom radu bavili smo se Riemann-Rochovim teoremom za algebarske krivulje. Uveli
smo nuzne pojmove iz algebarske geometrije, dokazali teorem i naveli neke njegove pri-
mjene.

Prvo smo dali kratki uvod u algebarsku geometriju gdje smo definirali afine i1 projek-
tivne mnogostrukosti, te preslikavanja izmedu njih. Dalje smo se fokusirali specificno na
glatke krivulje, tj. nesingularne projektivne mnogostrukosti dimenzije 1.

Uveli smo funkcijska polja koja ¢ine kategoriju koja je ekvivalentna kategoriji glatkih
krivulja. Pokazali smo kako se tvrdnje o funkcijskim poljima i o krivuljama prevode iz jed-
nog konteksta u drugi. Definirali smo grupu divizora koja je pridruzena krivulji i ustanovili
osnovna svojstva divizora.

Svakom divizoru je pridruZzen Riemann-Rochov prostor koji je sacinjen od racionalnih
funkcija sa zadanim nulto¢kama i polovima. Definirali smo genus krivulje i ustanovili ne-
koliko rezultata o Riemann-Rochovim prostorima. Dokazali smo Riemannovu nejednakost
koja nam daje relaciju izmedu dimenzije Riemann-Rochovog prostora, stupnja divizora i
genusa krivulje. Onda smo uveli prstene adela 1 Weilove diferencijale da okarakterizi-
ramo indeks specijalnosti i dokazemo Riemann-Rochov teorem koji pojacava Riemannovu
nejednakost. Naveli smo primjene Riemann-Rochovog teorema: odredili smo svojstva
kanonskog divizora, karakterizirali krivulje genusa O s racionalnom tockom do na izomor-
fizam, dokazali da je svaka elipticka krivulja izomorfna nekoj krivulji zadanoj Weierstra-
ssovom jednadZbom, definirali smo grupni zakon na elipti¢koj krivulji, dokazali smo neke
tvrdnje o specijalnim divizorima ukljucujuéi Cliffordov teorem.



Summary

In this thesis, we explore the Riemann-Roch theorem for algebraic curves. We introduced
the necessary notions from algebraic geometry, proved the Riemann-Roch theorem, and
stated some of its applications.

We started with a brief introduction to algebraic geometry, in which we defined affine
and projective varieties, and the maps between them. Later we focused specifically on
smooth curves, i.e. nonsingular projective varieties of dimension 1.

We introduced function fields that form a category, that is equivalent to the category of
smooth curves. We demonstrated how statements about function fields and curves can be
translated from one context to another. For each curve, we defined the associated divisor
group and established some of the basic properties of divisors.

To each divisor, there is an associated Riemann-Roch space. It is made up of rational
functions with prescribed zeros and poles. We defined the genus of a curve and proved a
couple of results about Riemann-Roch spaces. We proved the Riemann inequality, which
relates the dimension of a Rimeann-Roch space, the degree of a divisor, and the curve
genus. Then, we introduced adele rings and Weil differentials to characterize the index of
speciality and prove the Riemann-Roch theorem which improves the Riemann inequality.
We stated some applications of the Riemann-Roch theorem: we determined the properties
of the canonical divisor, we characterized smooth curves of genus 0 containing a rational
point up to isomorphism, we proved that each elliptic curve is isomorphic to a curve defined
by Weierstrass equation, we defined the group law on the elliptic curve, and we proved
some results about special divisors, including Clifford’s theorem.
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