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Uvod

U ovom diplomskom radu prou¢avamo unitarne prostore i izometrije euklidskog prostora.

U prvom poglavlju definiramo vektorski prostor, nakon ¢ega uvodimo pojam skalar-
nog produkta te navodimo neka njegova osnovna svojstva. Zatim definiramo normirane i
metricke prostore, nakon ¢ega analiziramo neprekidne funkcije izmedu metrickih prostora.
Posebna paznja posvecena je ispitivanju neprekidnosti specificnih funkcija u normiranim
prostorima. Na kraju ovog poglavlja dokazujemo da je norma inducirana skalarnim pro-
duktom ako i samo ako zadovoljava jednakost paralelograma.

U drugom poglavlju bavimo se izometrijama metrickih prostora, s posebnim nagla-
skom na izometrije euklidskog prostora. Prvo definiramo izometriju izmedu dva metricka
prostora, a zatim prou¢avamo pojmove baza vektorskih prostora i linearnih operatora. Ana-
liziramo neka dodatna svojstva linearne nezavisnosti vektora te definiramo ortonormirane
baze kao specificne vrste baza. Na kraju dokazujemo da je svaka izometrija euklidskog
prostora izomorfizam odgovarajuceg vektorskog prostora ’do na translaciju”. Osim toga,
pokazujemo da je svaka izometrija euklidskog prostora bijekcija.






Poglavlje 1

Unitarni prostori

1.1 Vektorski prostori

Neka je G neprazan skup.

Za svaku funkciju kojoj je domena GXG, a kodomena G kaZzemo da je binarna operacija
naG.

Pretpostavimo da je - binarna operacija na skupu G. Dakle, - : GXG — G. Zax,y € G
umjesto -(x, y) piSemo x - y. Dakle, Vx,y € G imamo x -y € G.

Neka je G skup te - binarna operacija na G. Tada za uredeni par (G, -) kazemo da je
grupoid.

Za binarnu operaciju - na skupu G kazemo da je asocijativna ako za sve x, y, z € G
vrijedi x- (y-z) =(x-y)-z.

Neka je (G, -) grupoid te neka je e € G. Kazemo da je e neutralni element u (G, -) (ili
neutralni element za binarnu operaciju -) ako Yx € G vrijedie - x = x- e = x.

Napomena 1.1.1. Pretpostavimo da je (G,-) grupid te da su e i e, neutralni elementi u
(G, ). Tada je e; = e;. Buduci da je e, neutralni element, vrijedi e, - e; = e,. S druge
strane, buduci da je e, neutralni elenent vrijedi e - e; = ey. Iz toga slijedi e; = e;.

Pretpostavimo da je (G, -) grupoid koji ima neutralni element. Tada za (G, -) kazemo da
je monoid.

Neka je (G, -) monoid te neka je x € G. Zay € G kazemo da je inverzni element od x
ako vrijedi x -y =y - x = e, pri ¢emu je e neutralni element u (G, -).

Napomena 1.1.2. Pretpostavimo da je (G, -) monoid te da su x,y,,y, € G takvi da su y, i
v, inverzni elementi od x u (G, -). Tada je y; = y».

Naime, buduci da je y, inverzni element od x vrijedi da je x-y, = e. Slijedi y,-(x - y,) =
Y, - e pa iz Cinjenice da je e neutralni element te da je - asocijativna binarna operacija

3



4 POGLAVLIJE 1. UNITARNI PROSTORI

dobivamo da je (y, - x) - y1 = y». Buduci da je y, inverzni element od x, imamo e - y; = y,.
Stoga je y1 = y».

Neka je (G, -) monoid. Kazemo da je (G, -) grupa ako svaki element od G ima inverzni
element u (G, -).

Napomena 1.1.3. Neka je (G,-) grupa. Tada za svaki x € G postoji jedinstveni inverzni
element od x u (G, ) (to slijedi iz definicije grupe i napomene 1.1.2). Ako je x € G onda

demo s x~' oznacavati inverzni element od x. Dakle, za svaki x € G vrijedi x-x™' = x™'-x =
e.

Za binarnu operaciju - na skupu G kazemo da je komutativna ako za sve x,y € G vrijedi
X-y=y-X.

Ako je (G, -) grupa takva da je binama operacija - komutativna, onda za (G, -) kaZemo
da je komutativna ili Abelova grupa.

Napomena 1.1.4. Ako je (V,+) Abelova grupa, onda ¢emo obicno neutralni element u
(V,+) oznacavati s 0, a za x € V inverzni element od x ¢emo oznacavati s —x. Dakle, za
svaki x € Vvrijedix+0=0+x=xix+(—x)=—-x+x=0.

Neka je (V,+) Abelova grupa. Pretpostavimo da je - : R X V' — V funkcija koja ima
sljedeca svojstva (pri Cemu ¢emo za A € R 1 x € V umjesto -(4, x) pisati A - x) :

I.A-(x+y)=4-x+41-y, VY1eRVx,yeV

2. A+ x=A-x+pu-x, VYLueRVxeV
3.A-(u-x)=A-pw-x, VYALueRVxeV

4. l-x=x, VxeV

Tada za uredenu trojku (V, +, -) kazemo da je (realni) vektorski prostor.

Primjer 1.1.5. Neka je n € N te neka je + binarna operacija na R" definirana s
(X1,...,Xn) +(V1,~--,}’n) = (Xl +y19~--,-xn +)’n), za sve

X1y %), 15225 v0) € R
Neka su x,y,z e R", x =(x1..., %), y=01...,9),2=(21 ..., Zn)

Vrijedi (x +y) + 2= ((x; +y1) + 21, ..., (X, + V) +2,) i

X+0+2) =0+ +20), X0+ +24).
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Tada je ocito da vrijedi (x +y) + z = x + (y + 2). Prema tome binarna opracija + je
asocijativna.

Ocito je n-torka (0, ...,0) neutralni element za binarnu operaciju +. Nju ¢emo krace
oznacavati s 0. Dakle, 0 = (0,...,0) i vrijedi x + 0 = 0 + x = x za svaki x € R".
Neka je x € R",x = (x1,...,Xx,). Definirajmoy = (—xi,...,—Xx,). OCito je x +y =

v+ x = 0. Prema tome, y je inverzni element od x u monoidu (R", +).
Stoga je (R", +) grupa.
Ocito je + komutativna binarna operacija pa je (R, +) Abelova grupa.
Definirajmo funkciju

CRXR'"SRYsA-(xq,...,x,) = (Axg, ..., Ax,),

AeR, (x,...,x,) € R
Neka su x,y e R", x = (x1,..., %),y = O1,...,Yn). Nekaje A € R.
Tada je
A-(x+y)=2- (X1 + Y1005 X + V)

=(Ax +y), .., A +y,)

=Ax; + Ay, .o, AXy + Ayy)

=Xy, ..., AX,) + (A1, ..., AV)

=AX1y ey X))+ AO, .. Y) = AX+ A

Dakle, A(x +y) = Ax + Ay.
Sli¢no vidimo da za A, € Ri x € R" vrijedi

A+p)-x=Ax+uxted-(u-x)=1A-u)-x.

Ocito je 1 - x = x za svaki x € R".
Prema tome (R”", +, -) je realni vektorski prostor.

Napomena 1.1.6. Neka je (V, +, ) vektorski prostor. Neutralni element za binarnu opera-
ciju + nazivamo nulvektor u (V, +, ) i oznacavamo ga s 0.

Primjer 1.1.7. Neka je (V, +,-) vektorski prostor. Neka jey € Vi A € R. Vrijedi
A-(=y) = -y,
Prije svega uocimo da je

A-0=2-(0+0)
=4-0+ -0, gdje je O nulvektor.
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SadaizA-0=A1-0+ A-0slijedidaje -0 =0.
Imamo
A-(=)+A-y=1-(=y+)y)
=1-0=0

pa je stoga A - (—=y) = —A4-y.

1.2 Skalarni produkt

Neka je (V, +, -) realni vektorski prostor.
Pretpostavimo da je (- | -) : V X V — R funkcija (¢iju vrijednost na (x,y) € V.xV
oznacavamo s {x | y)) koja ima sljedeca svojstva:

—

Ax+yl =l +{ylz) zasvex,y,z€V

[\S)

AAx|yy=Ax]y)y zasvedeR,x,yeV

98]

x|y =Q1|x) zasvex,yeV

NN

.{x|x)>0zasvakixeV

N

x| x)=0ox=0 zasvakixeV

Tada za (- | -) kazemo da je skalarni produkt na (V, +, -).
Uredenu cetvorku (V, +, -, (- | -)) nazivamo unitarni prostor.

Primjer 1.2.1. Neka je n € N te neka je (R", +, -) vektorski prostor iz primjera 1.1.5. Neka
je (- | ) : R" X R" - R funkcija definirana s:

(X1, X)) [ Ot e Y)Y = X0V 4 oo+ XY, 2a sVE (X, .o X0), (V15 .., ) € R

Tvrdimo da je (- | -) skalarni produkt na (R", +, -).
Neka su x,y,z € R", x =(x1...,%,), y=01...,Y0), 2=(21 ..., Z0)-
Vrijedi

x+ylo=0+y)-z+...+ X +y): 2
=X121 vtz oo XaZn F Yala
=zt .o+ X020 + 0120+ F YaZa)
=(x|2)+ 2.
Dakle, (x+y|z2) =<{x|2)+ (¥ | 2).
Analogno vidimo da vrijede i ostala svojstva (2)-(5) iz definicije skalarnog produkta.

Prema tome (- | -) jest skalarni produkt na (R", +, ).
Za (- | -) kaZzemo da je euklidski skalarni produkt na R".
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Napomena 1.2.2. Neka je (V,+,-,(- | -)) unitarni prostor. Tada za svaki x € V vrijedi
(x10) =0 (gdje je na lijevoj strani ove jednakosti 0 nulvektor, a na desnoj je realan broj).
Naime, ako je x € V, imamo

(x[0)=(x|0+0)=(x|0)+<x]|0),
dakle (x| 0) = (x| 0) + (x| 0) pa je ocito (x| 0) = 0.

Neka je (V, +, -, (- | -)) unitarni prostor. Za x € V definiramo realan broj ||x|| na sljedeci
nadin: ||x]| = V{x | x).

Uocimo da je ova definicija dobra zbog svojstva (4) iz definicije skalarnog produkta.
Ocito je [|x]| > 0 za svaki x € V.

Nadalje, iz svojstva (5) iz definicije skalarnog produkta slijedi ||x|| = 0 & x = 0.

Propozicija 1.2.3. (Nejednakost C-S-B) Neka je (V,+,-,{: | -)) unitarni prostor. Za sve
x,y € Vrijedi
1 Ko | < Xl - {1yl (1.1)

Dokaz. Nekasux,yeV.
Ako je y = 0, onda * slijedi iz napomene 1.2.2.
Pretpostavimo da je y # 0.
Neka je f : R — R funkcija definirana s

fO)={(x+ty|x+tyyzateR.

Prema 4. svojstvu iz definicije skalarnog produkta vrijedi da je f(¢) > 0, za svaki t € R.
Za svaki t € R koristeci svojstva skalarnog produkta dobivamo:

J@O =(x+tylx+1y)
={x[x+1y)y+ty [ x +1y)
=x+ty|xy+{x+1y|ty)
={x [0 +ey [ x) + (x| ty) +ty | ty)
= |lxl® + oy | x) + ey | x) + Ky | 1)
= Il + 6y | x) + Ky | x) + Kty | y)
= [Ixll” + 2eylx) + ¢y | y)
= [IxIP* + 26¢x | yy + £yl
Dakle,
F(©) = WP + 2(x | y)t + ||x|I*, za svaki f € R.

Uocimo da je f kvadratna funkcija. Neka je D, diskriminanta kvadratne funkcije f.
Zbog f(1) > 0, za svaki ¢ € R, slijedi da je D; < 0.
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1z toga slijedi da je
Ax | y)* =4 yIPlxlP < 0.

Imamo
Axly)* < 4yl - 11xI* pa je

(x 1y < Dl PIyIP,
Sto povlaci da je
e [y < il - Iyl
O
Propozicija 1.2.4. Neka je (V,+,-,(: | -)) unitaran prostor. Za sve x,y € Vi 1 € R vrijedi:
1. |lx|| = 0
2. Ixl=0ex=0
3ol Xl = 1A - {lxdl
4.l + yll < [lxll + iyl

Dokaz. Ve¢ smo ranije vidjeli da tvrdnje 1. i 2. vrijede.
Dokazimo 3. Nekasuxe€ VideR.
Imamo

A xll =V x A xy= A-(x[2-x)

=A2x | x) = |4l - Il

Dakle, tvrdnja 3. vrijedi. DokaZimo tvrdnju 4. Neka su x,y € V.
Ocito je (x | y) < [{x|y)| pa prema propoziciji 1.2.3 vrijedi

el yy < lxlf - {yll

Koriste¢i ovu nejednakost dobivamo da je

llx + I =(x+y [ x+y)
=(x|x++ylx+y)=&x+ylxn+{x+y|y
=(x | )+ @10+ [y + 1y = xl + 2 [ y) + [yl
<l + 211l 1yl + I = i+ 1D

Dakle [lx + Yl < (lIxll + lIylD* pa slijedi [lx + yII < [lxl| + [Iyl.
Time je tvrdnja 4. dokazana.
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1.3 Normirani i metricki prostor

Definicija 1.3.1. Neka je (V, +, ) vektorski prostor i neka je || - || : V — R funkcija (¢iju
vrijednost za x € V oznacavamo s ||x||) takva da za sve x,y € Vi A € R vrijedi sljedece:

1 |lxll = 0,

2. x| =0 x=0,
3.l Axdl = 1Al - [lxll,

4.l + yll < [l + iyl

Tada za || - || kaZemo da je norma na (V, +, ), a za uredenu cetvorku (V, +, -, || - ||) kaZemo
da je normirani prostor.

Napomena 1.3.2. Neka je (V,+, -, {:|-)) unitaran prostor.

Funkcija || -|| : V — R definirana s ||x|| = V{x | x), za svaki x € V, je norma na (V, +, -)
prema propoziciji 1.2.4.

Za || - || kazemo da je norma inducirana skalarnim produktom - | -).

Primjer 1.3.3. Neka je n € N te (R", +, -) vektorski prostor iz primjera 1.1.5. Definirajmo

Sfunkciju
-1 R = Ros [J(xr, .o )l = x|+ oo L]

Tvrdimo da je || - || norma na (R", +,-).
Ocito je da za svaki x € R" vrijedi ||x|| > 0i||x|]] =0 & x =0.
NekasuxeR", x=(x1,...,x,)i A €R.
Imamo

- Xl =l (e, )
= x1,4-x2,...,2- %)l
=[A- x|+ x)+ . A x|
=[Al - x|+ ..+ A - |x)
=|A - (Jx ]+ ..+ |x)
=[] - llxll.
Dakle, ||A - x|| = |A] - ||x]|.

Neka su x,y € R", x = (x1,..., %), Y= 15+ Yn)
Slijedi
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e + Yl =l1Cxrs - o5 %) + O1s -5 V)l
=N(x1 + Y1, X0 + Y
=lx; +yil + ..o+ X+
<Pl + [yl + oo+ Bl + [yal
=(lxrl + .+ el + (vl + -+ [yal)
=[xl + Iyl

Dakle, ||x + yl| < ||x[| + [[yll-
Zakljucak: || - || je norma na (R", +,-).

Primjer 1.3.4. Neka je n € N te neka je (R", +, -) vektorski prostor iz primjera 1.1.5. Neka
je (:|-) euklidski skalarni produkt na R". Neka je || - || norma inducirana tim skalarnim
produktom. Za ||-|| kaZemo da je euklidska norma na R". Za bilo koje x,, ..., x, € Rvrijedi

et Xl = Ve 20) [ (e, X)

— 2 2 2
—\/x1+x2+...+xn.

Dakle,

(xy, ..., x| = \/x%+x§+...+x%. (1.2)

Definicija 1.3.5. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija koja ima
svojstvo da za sve x,y,z € X vrijedi sljedece:

1. d(x,y) >0,
2. d(x,y) = 0 ako i samo ako x =y,
3. d(x,y) =d@, x),

4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,V).

Tada za d kaZemo da je metrika na X, a za uredeni par (X, d) kaZemo da je metricki
prostor.

Primjer 1.3.6. Neka je (V,+,-,|| - ||) normirani prostor. Definirajmo funkciju

d: VXV —->Rs

d(x,y) = llx =y, za sve x,y € V.

Tvrdimo da je d metrikana V.
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Prema svojstvu 1. iz definicije norme slijedi da je d(x,y) > 0 za sve x,y € V.
Neka su x,y € V. Tada vrijedi

dx,y) =0 |x-y[=0ox-y=0x=y.

Dakle, d(x,y) = 0 ako i samo ako je x = y.
Za sve x,y € V vrijedi (prema primjeru 1.1.7)

d(x,y) = |lx =yl = (=D = 0l = | = Llly = xll = d(y, %),

to jest d(x,y) = d(y, x).
Neka su x,y,z € V. Imamo

dix,y) = llx =yl =llx —z+z=yll < llx —zll + llz = yll = d(x,2) + d(z, y),

to jest d(x,y) < d(x,z) +d(z,).
Prema tome d je metrika na V.
Za d kaZemo da je metrika inducirana normom || - ||.

Primjer 1.3.7. Neka je n € N te neka je (R", +, -) vektorski prostor iz primjera 1.1.5. Neka
je || - || euklidska norma na R". Neka je d metrika inducirana tom normom. Za d kaZemo da
Jje euklidska metrika na R".
Neka su x,y € R", x = (x1,..., %), Y = (V1 -+ > Vn)-
Vrijedi
d(x,y) =|lx =yl
=[lx1 = y1, %2 = Y2, o5 X = Yall,

pa iz (1.2) slijedi d(x,y) = \/(xl — V)2 + (= y2)? + ..+ (X, — y)>
Primjer 1.3.8. Neka je X neprazan skup. Neka je d : X X X — R funkcija definirana s

1, ako je x #y

d(x,y):{ 0, akojex=y °
Tada je d metrika na X.

DokaZimo to. Jasno je da za funkciju d vrijede svojstva (1)-(3) iz definicije metrike.

Neka su x,y,z € X. Zelimo dokazati da je d(x,y) < d(x,z) + d(z, y).

Ocito je da ta nejednakost ne vrijedi samo u slucaju kada je d(x,y) =1, ad(x,z) =01
d(z,y) = 0.

No, ako je d(x,z) = d(z,y) = 0 tada vrijedi da je x = ziz = y paje i x =y, a onda ne
moZe vrijediti da je d(x,y) = 1.

Prema tome d je metrika na X. Za d kaZemo da je diskretna metrika na X.
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Primjer 1.3.9. Neka je (V,+,-) vektorski prostor takav da V nije jednoclan skup. Tada je
V beskonacan skup.

Naime, odaberimo neki x € V takav da je x # 0. Pretpostavimo da je A - x = 0 za neki
A€R, A1#0. Tadaje ™' - (1-x) = 271 -0, to jest (17" - A) - x = O (prema primjeru 1.1.7)
pajel-x=0. Slijedi x = 0, sto je u kontradikciji s odabirom vektora x. Dakle, A - x # 0,
YieR, 1#0.

Promotrimo funkciju f : N — V definiranu s f(n) = n-x. Neka suny,n, € N takvi da je
ny # ny. Kada bi vrijedilo f(n)) = f(ny), imali bismo n; - x = n; - x, to jest (n; —ny) - x =0,
Sto je nemoguce prema dokazanom jer je ny + ny. Dakle, f(ny) # f(ny). To znaci da je f
injekcija. Prema tome, V je beskonacan skup.

Primjer 1.3.10. Neka je X konacan skup koji ima barem dva elementa. Neka je d diskretna
metrika na X. Tada ne postoje + i - takve da je (X, +, -) vektorski prostor sa svojstvom da
postoji norma na tom vektorskom prostoru koja inducira metriku d.

Naime, prema prethodnom primjeru, ne postoje + i - takve da je (X, +,-) vektorski
prostor.

Definicija 1.3.11. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X. KaZemo da je A gust
skup u (X, d) ako za svaki x € X i svaki r > 0 postoji a € A takav da je d(x,a) < r.

Primjer 1.3.12. Neka je d euklidska metrika na R. Za sve x,y € R vrijedi

d(x,y) = Y(x =y =Ix -yl

dakle d(x,y) = |x — y.

Tvrdimo da je Q gust skup u (R, d).
NekasuxeRir>0.
Ocito je x < x + r pa postoji q € Q takav da je x < g < x +r.
Slijedida je 0 < q—x <r. Stogajed(q,x)=|lg—x|=g—x<r.
Prema tome d(q, x) < r. Dakle, Q je gust skup u (R, d).

1.4 Neprekidne funkcije

Definicija 1.4.1. Neka su (X,d) i (Y,d’) dva metricka prostora. Neka je f : X — Y funkcija
te neka je xy € X. Kazemo da je funkcija f neprekidna u tocki x, (s obzirom na metrike d i
d’) ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X vrijedi implikacija:

d(x,x0) <6 = d'(f(x), f(x0)) < &
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Definicija 1.4.2. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija.
Kazemo da je f neprekidna (s obzirom na metrike d i d’) ako je [ neprekidna u xqy (s
obzirom na metrike d i d’) za svaki xo € X.

Primjer 1.4.3. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori. Odaberimo yy € Y. Definirajmo
Sfunkciju f : X = Y s f(x) = yg za svaki x € X. Tvrdimo da je f neprekidna s obzirom na
metrike d i d'.

Neka je xy € X i neka je € > 0.

Tada za bilo koji 6 > 0 za svaki x € X vrijedi implikacija:

d(x,xp) <6 = d'(f(x), f(x0)) < &, jer za svaki x € X vrijedi
d'(f(x), f(x0)) < & (jer je d'(f(x), f(x0)) = d'(yo,Y0) = 0).

Prema tome, f je neprekidna u xq za svaki x, € X.

Primjer 1.4.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je f : X — X identiteta na X, to jest
funkcija definirana s f(x) = x za svaki x € X. Tvrdimo da je f neprekidna (s obzirom na
metrike d i d).

Neka suxye Xie>0.

Definirajmo 6 = €. Za svaki x € X ocito vrijedi implikacija:

d(x, xg) < 0 = d(x, xy) < g, to jest implikacija:
d(x,x0) <6 = d(f(x), f(x)) < &.
Prema tome, f je neprekidna u x, za svaki x, € X.

Propozicija 1.4.5. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka su f,g : X — Y nepre-
kidne funkcije. Pretpostavimo da je A skup gust u (X, d) te takav da je f(x) = g(x) za svaki
x€A. Tada je f = g.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je f(x) = g(x) za svaki x € X.

Neka je x € X. Pretpostavimo da je f(x) # g(x).

Tada je d'(f(x), g(x)) > 0 prema definiciji metrike.

Oznacimo € = d'(f(x), g(x)). Imamo dakle da je £ > O pa je i 5 > 0 te stoga neprekid-
nost funkcije f u tocki x povlaci da postoji 9; > 0 takav da za svaki z € X vrijedi:

Az x) < 6, = d'(fQ). f(x) < g (1.3)

Isto tako, neprekidnost funkcije g u tocki x povlaci da postoji §, > 0 takav da za svaki
z € X vrijedi:

d(z,x) < 6, = d'(3(2), g(x)) < g (1.4)
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Definirajmo 6 = min {0, 0,}.
Bududi da je A gust skup u (X, d) postoji a € A takav da je d(x,a) < 0.
Iz definicije broja ¢ je ocito da 6 < d; 10 < 0, paslijedi da je

d(x,a) < ;1

d(x,a) < 6,.
Iz (1.3) 1 (1.4) slijedi da je

d'(f(a). f(x)) < g i

, €
d'(g(a),g(0)) < 5.
Prema pretpostavci propizicije vrijedi da je f(a) = g(a).

Koristeci ovo te nejednakost trokuta dobivamo:

e =d'(f(x),g(x)) < d'(f(x), f(@) +d'(f(a), g(x))
=d'(f(x), f@) +d'(g(a).g(x) < 5 + 5 = &
Dakle, € < ¢, kontradikcija. Stoga je f(x) = g(x).
Time je tvrdnja propizicije dokazana.
O

Definicija 1.4.6. Neka je X skup te neka su f, g : X — R funkcije. Tada definiramo funkcije
f+rg: X—>Rif-g:X—>Rs

(f+ex) =f(x)+g(x)i

(f-29)x) = f(x) - g(x) za svaki x € X.

Propozicija 1.4.7. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je d’ euklidska metrika na R.
Neka je xo € X te neka su f,g : X — R funkcije neprekidne u tocki x, (s obzirom na
metrike d i d’). Tada su i funkcije f + gi f - g neprekidne u tocki x.

Dokaz. Neka je € > 0.

Iz ¢injenice da je f neprekidna u xj slijedi da postoji d; > O takav da za svaki x € X

vrijedi implikacija

d(x, x0) < 61 = |f(x) — f(xo)] < g (1.5)

Isto tako, postoji 6, > 0 takav da za svaki x € X vrijedi implikacija

d(x, x0) < 85 = [g(x) — g(x0)| < g (1.6)
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Neka je 6 = min {6,065}
Ocito je 0 > 0. Pretpostavimo da je x € X takav da je d(x, xo) < 0.
Tada je d(x, xo) < 01 1d(x,xp) < 9, paiz (1.5)1(1.6) slijedi da je

() = Fxo)] < g i lg(x) — g(xo)l < g

Stoga je
I(f + 8)(x) = (f + 8)(xo)l =If(x) + 8(x) = f(x0) — g(x0)l
=1f(x) = fxo) + g(x) — g(x0)|
<If () = f(xo)l + 1g(x) — g(x0)

£ 8
—+-=c
2 2

Dakle, |(f + g)(x) — (f + &)(x0)| < &.
Time smo dokazali da za svaki x € X vrijedi implikacija

d(x,x0) <6 = |(f + 8)(x) = (f + &)x0)l < &.

Zakljucak: funkcija f + g je neprekidna u tocki xj.
Dokazimo da je funkcija f - g neprekidna u tocki xy.
Neka je € > 0.
Tada, zbog neprekidnosti od f u xy, postoji 6; > O takav da za svaki x € X vrijedi
implikacija
d(x, xp) <01 = |f(x) = f(x0)| < min{l S R— } (1.7)

"2 (Igxo) + 1)

Nadalje, zbog neprekidnosti od g u xy, postoji 6, > 0 takav da za svaki x € X vrijedi
implikacija

e
d(x, o - _— 1.8
(%, %0) < 82 = 180 = )| < s (1.8)

Neka je 6 = min {d;, 9,}. Pretpostavimo da je x € X takav da je d(x, xp) < 9.

Tada je d(x, xo) < 01 1d(x, xp) < 9, paiz (1.7)1 (1.8) slijedi da je
lf(x) = flxo)l < 1, (1.9)
£

lf () = fxo)l < 5————— (1.10)

2-(Ig(xo) + 1)
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e
lg(x) — g(xo)l < RTEATR (1.11)
Koristeéi (1.9) dobivamo da je
lf (Ol =1f(x) = f(x0) + f(x0)]
<Ifx) = fxo)l + |f (xo)l
<L+ 1f(xo)l,
dakle | f(x)] < T+ [f(x0)l.
Koristeé¢i zadnju nejednakost te (1.10) 1 (1.11) dobivamo
I(f - &)(x) — (f - ©)(xo)l =1 (x) - g(x) — f(x) - g(x0) + f(x) - g(x0) — f(x0) - &(x0)
<If - 18(x) = g(xo)l + |g(xo)l - |/ (x) = f(x0)l
e e
1 v v
DA WY (T I R By
_e, _lgbo)l &
2 gl +1 2
£ &
<§ + E =E&.
Dakle, |(f - g)(x) — (f - &)(x0)| < &.
Zakljucak: za svaki x € X vrijedi implikacija
d(x,x0) <6 =|(f-8)x) — (f - )l <.
Prema tome, funkcija f - g je neprekidna u tocki xy.
O

Korolar 1.4.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je d’ euklidska metrika na R. Neka
su funkcije f,g : X — R neprekidne s obzirom na metrike d i d'. Tada su i funkcije
f+g:X—>Rif-g:X— Rneprekidne.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz prethodne propozicije.
O

Propozicija 1.4.9. Neka su (X,d), (Y,d") i (Z,d") metricki prostori te neka su f : X —» Y
i g: Y — Z funkcije. Pretpostavimo da je xy € X takav da je f neprekidna u x, te da je g
neprekidna u f(xy). Tada je funkcija g o f : X — Z neprekidna u x.
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Dokaz. Neka je € > 0.
Bududi da je g neprekidna u f(xp) postoji u > 0 takav da za svaki y € Y vrijedi
implikacija
d'(y, f(x0)) <p=d"(g(),g(f(x0)) <&. (1.12)

Nadalje, bududi da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X vrijedi
implikacija
d(x,x0) <6 = d'(f(x), f(x0)) < p . (1.13)

Pretpostavimo da je x € X takav da je d(x, x() < 0.
Tada iz (1.13) slijedi da je d’(f(x), f(x0)) < upaiz (1.12) slijedi d” (g(f(x)), g(f(x0)) <

Time smo dokazali da za svaki x € X vrijedi implikacija

d(x, x0) <6 = d"((g © f)(x), (g o fHx0)) <&.

Prema tome, funkcija g o f je neprekidna u x.
O

Korolar 1.4.10. Neka su (X,d), (Y,d') i (Z,d") metricki prostori. Pretpostavimo da su
f: X —>Yig:Y — Zneprekidne funkcije. Tada je g o f : X — Z neprekidna funkcija.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz prethodne propozicije.

1.5 Neprekidnost u normiranom prostoru

Lema 1.5.1. Neka je (V,+,-,|| - ||) normirani prostor. Neka je d euklidska metrika na R te
neka je d’ metrika na V inducirana normom || - ||. Neka je x € V. Definirajmo funkciju

p:R—->Vspd)=2A-xzasvaki 1R
Tada je p neprekidna s obzirom na metrike d i d’.

Dokaz. Neka je Ay € R. Neka je € > 0.

Definirajmo ¢ = 7. OCito je 6 > 0.

Pretpostavimo da je A € R takav da je d(4, 1) < 6. Dakle,

A— Al < .
= Aol <
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Koristeci posljednju nejednakost dobivamo

d'(p(2), p(Ap)) =llp() — p(Ao)l]
=[|A4 - x = Ao - x|
=[|(A = Ao) - xl|
=4 = Aol - [Ixl

&
Sl + 1
_,.

[|x]] + 1
<¢-1l==e.

- 1l

Dakle, d'(p(1), p(Ap)) < &.
Prema tome, za svaki 4 € R vrijedi implikacija

d, 2p) < 8 = d'(p(D), p(Ay)) < & .

ZakljuCujemo da je funkcija p neprekidna u Ay.
Bududi da je Ay bio proizvoljan, imamo da je p neprekidna funkcija.
O

Lema 1.5.2. Neka su (X,d), (Y,d") metricki prostori i f : X — Y funkcija takva da za sve
X1, Xy € X vrijedi

d'(f(x1), f(x2)) < d(x1, x2).

Tada je f neprekidna s obziromnadid'.

Dokaz. Neka je xo € X. DokaZimo da je f neprekidna u xo.
Neka je £ > 0. Uzmimo 6 = €. Neka je x € X takav da je d(x, xo) < 0.
Tada je d(x, xo) < &, a iz pretpostavke leme slijedi da je

d'(f(x), f(x0)) < d(x, xo).

Iz toga slijedi da je d'(f(x), f(xp)) < &.
Time smo dokazali da za svaki x € X vrijedi implikacija

d(x,xp) <6 = d'(f(x), f(x0)) < €.

Dakle, f je neprekidna funkcija u xy s obzirom na d 1 d’ pa je time tvrdnja leme doka-

zana.
O
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Lema 1.5.3. Neka je (V, +, -, ||||) normirani prostor te neka je d metrika inducirana normom
|| - |l. Neka jey € V. Neka je f : V — V funkcija definirana s

f()=z+y, zasvakiz e V.
Tada je f neprekidna funkcija s obzirom na metrike d i d.

Dokaz. Neka su z;,2, € V. Imamo

d(f(z1), f(z2)) =llf(z1) — f(z2)ll
=ll(z1 +y) = (2 + Yl
=llz1 — zll
=d(z1,22) -

Dakle, d(f(z1), f(z2)) = d(z1,22).
Iz ovoga i prethodne leme slijedi neprekidnost funkcije f s obzirom na metrike d i d.
O

Lema 1.5.4. Neka je (V,+,-,|| - ||) normirani prostor te neka su x,y € V. Tada vrijedi

|l = llyIDI < [l = yll.

Dokaz. Imamo
lxl] = llx =y + yll < |lx = yll + [[yll, to jest

llxll < {loe = Il + [Iyll.
Iz toga slijedi
[lxll = Iyl < [l = ¥l
Isto tako vrijedi
[yl =[xl < [y — 1.
Ovo znaci da su ||x]| — ||yl| 1 njegov suprotni broj ||y|| — ||x]| manji ili jednaki od [|x — y|].
Stoga je apsolutna vrijednost od ||x|| — |[y|| manja ili jednaka od ||x — y]|, a to je tvrdnja
leme.

O
Lema 1.5.5. Neka je (V,+, -, ||-||) normirani prostor. Neka je d metrika inducirana normom
|| -1l i d" euklidska metrika na R. Neka je f : V — R funkcija definirana s
S0 = lxl.

Tada je f neprekidna s obziromnadid'.
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Dokaz. Nekasu x;,x, € V.
Prema prethodnoj lemi vrijedi

|l = [le2IDI < llxy = x2l, to jest

[f(x1) = fCeal < llxg — x2ll.

Dakle,
d'(f(x1), f(x2)) < d(xy, x7).

Prema lemi 1.5.2 f je neprekidna s obziromnadid’.

1.6 Jednakost paralelograma

U sljedecem teoremu pokazat ¢emo da je norma inducirana skalarnim produktom ako i
samo ako je zadovoljena takozvana jednakost paralelograma (to jest jednakost (1.14)).

Teorem 1.6.1. Neka je (V,+, ) vektorski prostor. Neka je || - || norma na (V,+,-). Tada
postoji skalarni produkt na (V, +, -) koji inducira tu normu ako i samo ako za sve x,y € V
vrijedi

[l + Y17+ e = 3P = 2 - (Il + [yl (1.14)
Dokaz. Pretpostavimo da postoji skalarni produkt (- | -) takav da je || - || norma inducirana

sa (| -).

To znaci da za svaki x € V vrijedi

x|l = +/<{x | x).
Dakle, za svaki x € V vrijedi
x> = (x| x).

Neka su x,y € V. Tada je

llx + yIP =(x+y | x+ )
=(x|x++ylx+y
=x | D+ XN+ +OIW
=[xl +2 - (x [ y) + I

Dakle,
o+ yIP = lIdl> + 2 - (e [y + Iyll™ (1.15)
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Isto tako je
lx =P =(x =yl x-y)
=x[x=+{=ylx-y
=X |0+ =+ =y [0+ {=y -0
=[xl =2 G [y) + Iyl
Prema tome,
lloc = yII* = [Ixl = 2 - (x| yy + Iyl (1.16)

Zbrajanjem jednakosti (1.15) i (1.16) dobivamo da vrijedi (1.14).
Obratno, pretpostavimo da za sve x,y € V vrijedi (1.14).
Definirajmo funkciju (- | ) : VXV - Rs

1 1
(rlyy=7- llx + 11 ~ i llx =yl ¥x,y € V.

Tvrdimo da je (- | -) skalarni produkt na (V, +, ).
Neka je x € V. Imamo

1 1
(x| x) =1 llx + x> - 7 llx — x|
1 1
=1 12 - x> — 1 llo11*
=||x]|*.
Dakle,
(x| x)y = |Ixl. (1.17)

Iz ovoga slijedi da je
(x| x)>0zasvakix e V.

Nadalje, takoder zakljucujemo
(x| x) = 0 ako i samo ako je x = 0.

Neka su x,y € V. Imamo

1
e+ 1%~ 7 - P

_1 2 1 2
lx) =7 Iy + x| 2 Iy — x|
1 1
=7 llx + ylI* - 1 N(=1) - (x = I
1 llx + yII? ! (=1 - I II?
=— . ||lx — — . |(—= llx —
4 g Y
1
4

=x1y).
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Dakle,
x|y) =1 x.

Neka su x,y,z € V. Prema (1.14) imamo

e +2) + Y1 + 110 +2) = I = 2= (e + 2P + [yl (1.18)

I(x = 2) + 1P + I(x —2) = yIP =2 - (llx — 2l + [Iyll). (1.19)
Oduzmemo (1.19) od (1.18) i imamo:
I(x+2) + )P = I(x—2) + YIP + I(x +2) = yIP = ll(x —2) =¥ =
2 (llx + 2P + Y1) = 2 - (llx = 21 + Iyl
Slijedi

(10 +y) + 2l = I+ y) = 2l + (e = y) + 2l = I = y) = 2P =

2 2
2-fle+2ll” =2 lx =zl

Prema definiciji funkcije (- | -) imamo

4-(x+ylz)+4-(x—y|z)=8-(x]2z),to]jest

x+yl)y+x-ylz)=2-(x|2). (1.20)

Dakle, (1.20) vrijedi za sve x,y,z € V.
Neka su a,b,c € V. Kada u (1.20) umjesto x uvrstimo % - (a + b), umjesto y uvrstimo
1 (a - b) iumjesto z uvrstimo ¢, dobivamo

1 1 1 1 1
(5-(a+b)+5-(a—b)|c>+(§~(a+b)—5-(a—b)lc)—2-(§~(a+b)|c). (1.21)
Opcenito, ako je A € R te ako su x,y € V vrijedi
A-(x=y)=A-x—-A4-y.

Naime, imamo
A-(x=y)=2-(x+(-y)
=1-x+4-(-y)
=A-x—-A1-y.
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Ovdje smo koristili da je A - (—=y) = =4 -y (iz primjera 1.1.7).
Stoga je

1 1
5-(a+b)+§-(a—b):a,teje
1 (a+b) 1 (a=b)=0>
3 a 3 a = b.
Sada iz (1.21) slijedi da je
1
(a|c>+(b|c):2-<§-(a+b)|c). (1.22)
Prema napomeni (1.2.2) za svaki y € V vrijedi
O]y =0.
Koristeci ovo i (1.20) (za x = y) zakljuCujemo da je
Q2-x|z)=2-{x|z),zasve x,z€ V.

Stoga je

2-<%-(a+b)|c> <2-(%-(a+b))|c>:(a+b|c)
pa prema (1.22) vrijedi
(alcy+{b|c)y=C(a+b|c). (1.23)
Ostaje dokazati da za sve x,y € V i svaki A € R vrijedi
A-x|y)y=a-{x1]y). (1.24)
Neka su x,y € V. DokaZimo prvo da (1.24) vrijedi za svaki 4 € N, to jest da je

(n-x|y)y=n-{x|y),YVn € N. (1.25)

Jednakost (1.25) dokazujemo indukcijom po n.
Zan =1 je ocito da vrijedi (1.25).
Pretpostavimo da (1.25) vrijedi za neki n € N.
Koristeéi (1.23) dobivamo

(n+1D)-x|y)=n-x+x]|y)
=(n-x|yy+<{x|y)
=n-{x|y)+<{x|y)
=(n+1)-(x|y), dakle
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((n+D-x[yy=@+1 x|y

Time smo dokazali da (1.25) vrijedi za svaki n € N.

Uocimo da (1.24) vrijedi za 4 = 0.

Dokazimo sada da (1.24) vrijedi za svaki A € Z. U tu svrhu dovoljno je dokazati da je

((=n)-x|y)=(-n)-{x|y), zasvakin € N.
Opcenito, ako su a, b € V imamo
(—a|b)+<a|b)y=(-a+a|b)=0]|b)=0paje

(-a|b)=—(a|b).
Neka je n € N. Imamo

((=n)- x| y)=(=(n-x)|y)
=—(n-x|y)
=—n-{x|y)
=(-n)- (x| y).

Prema tome (1.24) vrijedi za svaki 1 € Z (i za sve x,y € V).
Neka je n € N. Imamo

1 1
xly)y=n-(C -0 |y)=n-(-x]y), dakle

1
<x|y>=n-<;-x|y>paje

1 1
(=-xly)y==-(x|y.
n n

Stoga za sve m € Zin € N vrijedi
m 1
(=-x|y)y=(m-(=-x)|y)
n n
1
=m-(=-x|y)
n
1
=m-(=-{x|y))
n

=71y, to jest
n

Eoxlyy =2y
n n
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Time smo dokazali da (1.24) vrijedi za svaki 4 € Q.
Definirajmo funkciju
SRR, f()=(1-x]|y).

Neka je d’ euklidska metrika na R.

Tvrdimo da je f neprekidna s obziromnad’ i d’.

Neka je d metrika inducirana normom || - ||. Nekasu f; : R = Vi f, : V — R funkcije
definirane s

H(D) =A-x1(2) = (2] y).

Prema lemi 1.5.1 funkcija f; je neprekidna s obzirom na d’ i d.
Iz definicije funkcije (- | -) slijedi da za svaki z € V vrijedi

_ 1 2 1 2
S@) =7 lle+ 3l =7 - lle =%

Neka su f3, f4 : V — R funkcije definirane s

1 1
f@) =7+ WP fuz) = =7 e ¥,

Nekaje h: V = R, h(z) = ||z + yll.
Funkcija 4 je kompozicija funkcija
VoVzez+yiV-oR 20 |7

pa iz lema 1.5.3, 1.5.5 i korolara 1.4.10 slijedi da je & neprekidna funkcija s obzirom
nadid'.
Vrijedi f3 = g - (h- h), pri Cemu je

1
g:V-oR, gk)= Z,zasvakizeV.

Iz primjera 1.4.3 1 korolara 1.4.8 slijedi da je f; neprekidna funkcija.

Analogno dobivamo da je f; neprekidna funkcija.

Uocimo da je f, = f5 + f4 pa prema korolaru 1.4.8 imamo da je f, neprekidna funkcija.
Iz definicija funkcija f i1 f> slijedi da je

f=rof.

Prema korolaru 1.4.10 imamo da je f neprekidna funkcija s obziromnad’ id’.
Definirajmo funkcije g, 7 : R — R tako da je

g() = i) = (x]y), YA €R.
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Uoc¢imo da su prema primjerima 1.4.3 1 1.4.4 funkcije g 1 & neprekidne s obzirom na
metrike d’ 1 d’".
Definirajmo novu funkciju

k:R->R k() =A-(x|y),VAeR.
Uocimo da je
k=g-h

pa prema korolaru 1.4.8 slijedi da je 1 k neprekidna funkcija s obzirom na metrike d’" 1 d’.
Znamo da za svaki A € Q vrijedi

(A-xly)y=2a-Ax1y).
Dakle,

S =k(A), Y2 € Q.
Sada iz primjera 1.3.12 i propozicije 1.4.5 slijedi da je

f=k
Iz toga slijedi da je
() = k(4), za svaki 4 € R.

Prema tome,
(A-x]yy=4a-(x|y)zasvaki A € R.
Zakljucak: funkcija (- | -) : V X V — R je skalarni produkt na (V, +, -).
Iz (1.17) slijedi da je
Ixll = V{x | x), Yx € V.

Prema tome, skalarni produkt (- | -) inducira normu || - ||.



Poglavlje 2

Izometrije

2.1 Izometrije metrickih prostora

Definicija 2.1.1. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori. Neka je f : X — Y funkcija.
KaZemo da je f izometrija metrickih prostora (X,d) i (Y,d") ako za sve xi, x, € X vrijedi

d'(f(x1), f(x2)) = d(x1, x2).

Propozicija 2.1.2. Neka je f izometrija metrickih prostora (X,d) i (Y,d"). Tada je f injek-
cija te je f neprekidna s obzirom na metrike d i d'.

Dokaz. Neka su x;, x, € X takvi da je x; # x;.
Tada je d(x;, x,) > O paiz

d'(f(x1), f(x2)) = d(x1, x2) slijedi da je

d'(f(x1), f(xp)) > 0, $to povlaci da je

fx) # f(x2).

Prema tome, f je injekcija.
Da je f neprekidna s obzirom na metrike d i d’ slijedi iz leme 1.5.2.
O

Definicija 2.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor. Za funkciju f : X — X koja je izome-
trija metrickih prostora (X, d) i (X, d) naprosto kaZemo da je izometrija metrickog prostora

(X, d).

27
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Napomena 2.1.4. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je Y neprazan podskup od X.
Definirajmo funkciju p : Y XY - R's

PO, Y2) = d(yi, y2).

Iz ¢injenice da je d metrika na X odmah slijedi da je p metrika na Y.
Za metricki prostor (Y, p) kaZemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Ako je f izometrija metrickog prostora (X, d) onda je prema propoziciji 2.1.2 f injek-
cija te je f neprekidna s obzirom nadid.

Sljedeci primjer pokazuje da izometrija metrickog prostora openito ne mora biti su-
rjekcija.
Primjer 2.1.5. Neka je X = [0, +o0) te neka je p euklidska metrika na R. Neka je d :
X x X — R definirana s

d(x,y) = p(x,y).

Prema napomeni 2.1.4 d je metrika na X. Uoc¢imo da je
dx,y)=|x-y|, Vx,ye X.
Neka je f : X — X funkcija definirana s
) =x+1,VxeX
Neka su x|, x, € X. Vrijedi
d(f(x1), f(x2)) =l(x1 + 1) = (x2 + DI

=|x; — x2

:d(xl ’ X2),

dakle d(f(x,), f(x2)) = d(x1, x2).

Prema tome f je izometrija metrickog prostora (X, d).
No, f nije surjekcija jer ocito ne postoji x € X takav da je f(x) = 0.

2.2 Baza vektorskog prostora

Definicija 2.2.1. Neka je (V,+, -) vektorski prostor. Za konacan niz
VieeoyVou'V
kaZemo da je linearno nezavisan ako za sve ay, . .. ,a, € R vrijedi implikacija

a-vi+...+a, v, =02>a;,=...=a, =0.
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Definicija 2.2.2. Neka je (V,+, ) vektorski prostor. Za konacan niz
Vi,eoaVgu'V
kaZemo da generira (V, +,-) ako za svaki x € V postoje ay,...,a, € R tako da je
X=a Vi+...+a, Vv,
Definicija 2.2.3. Neka je (V, +, ) vektorski prostor. Za konacan niz
Vi,eo,Vau'V
kaZemo da je baza vektorskog prostora (V, +, ) ako je linearno nezavisan i generira (V, +, -).

Definicija 2.2.4. Za vektorski prostor (V, +, ) kaZemo da je netrivijalan ako V ima barem
dva elementa.

Definicija 2.2.5. Za vektorski prostor (V,+,-) kaZzemo da je konacnodimenzionalan ako
postoji konacan niz u'V koji generira (V, +,-).

Napomena 2.2.6. Ako vektorski prostor ima bazu, onda je on ocito konacnodimenzionalan.

U sljedecoj propoziciji dokazat ¢emo da za netrivijalne vektorske prostore vrijedi obrat
ove tvrdnje.

Propozicija 2.2.7. Svaki netrivijalan konacnodimenzionalan vektorski prostor ima bazu.

Dokaz. Neka je (V, +, -) netrivijalan konacnodimenzionalan vektorski prostor.

Tada postoji konacan niz vy,...,v, u V takavdavy,...,v, generira (V, +,-).
Neka je S skup svih k € N za koje postoje iy, ..., i € {1,...,n} takvi da je
i} <ip <...<litetakvida konaCan niz v;,...,v; generira (V,+,-).
Ako definiramo brojeve iy, ...,i, S
ih=1i=2,...,i,=n

onda imamo da je
i <ip <...<I,tedakonaCanniz v;,...,v; generira (V,+,").

To pokazuje dajen € S.
Dakle, S je neprazan podskup od N.
Stoga, S ima najmanji element, ozna¢imo ga s m.
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Imamo m € S pa postoje iy,...,i, € {1,...,n} takvi da je
i} <...<l,tetakvidakonacan nizv;,...,v; generira (V,+,").

Dokazimo da je konacan niz v;, ..., v;, linearno nezavisan.
Pretpostavimo suprotno.
Tada postoje ay, ..., a, € R takvi da je

v+t ay v, =0, 2.1

alia; #0zaneki je{l,...,m}.

Uolimo da je m > 2 (inace bi v;; generirao (V, +, -), Sto bi povlacilo da je v;, # 0 jer je
vektorski prostor (V, +, -) netrivijalan, no tada ocito imamo da je kona€an niz v;, linearno
nezavisan).

Iz (2.1) slijedi da je

@ vy, = (—a) v+ () Vi (@) Vi, e+ (Ca) v,

pa mnoZenjem ove jednakosti s (@;)”" i koriStenjem svojstava operacija + i - iz definicije
vektorskog prostora dobivamo
-1 -1
vi, =(=ay - (@) ) - viy + oo+ (e - (@) ) v,
+ (=i (@)™ i et (e @)D

Dakle, postoje B1,...,B8j-1,Bj+1, - - -,Bm € R takvi da je

Vi, :ﬁj Vit +ﬁj—1 Vi, +ﬁj+1 Vi + ... +ﬁm Vi, (22)

Nekajex € V.
Tada postoje y1, ..., v € R takvi da je

X=Y1 Vi +...FtVYm Vi,

jervi,...,v; generira (V, +,")
Koristeéi (2.2) dobivamo

X=Y1Vip+ oot Yo Vi, Y B v e+ B i
+Bjs1 Vi + oo+ B Vi,
+Yj+1 Vi oo Ym Vi, PAJE

x=(y1+vy; B viy ...+ (o v Bi) Vi
+ Vi1 Y Bis) Vi oo+ Y Y Bw) Vi,
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ZakljuCujemo da konacan niz v; , ..., v, Vi,,,, - .-, V;, generira (V, +,-).
Iz ovoga nije tesko zakljuCitidajem —1 € S.
Ovo je u kontradikciji s time da je m najmanji element od S .
Prema tome, konacan niz v; , ..., v;, je linearno nezavisan.
Stoga je v;,,...,v;, bazaza (V,+,-).
O

Propozicija 2.2.8. Neka je (V, +, ) vektorski prostor te neka je vy,...,v, baza za (V, +, ).
Tada za svaki x € V postoje jedinstveni ay, . . .,a, € R takvi da je

X=ayVvi+...+a, v,

Dokaz. Da takvi ay,..., @, postoje slijedi iz Cinjenice da konacan niz vy,...,v, generira
(V. +,).
Pretpostavimo da su a4, ..., @,, B1,...,B, € Rtakvida je

X=a - vi+...+a, v,
i
X=061vi+...+06, v,
Slijedi
ay vi+...ta, v, =61 -vi+...+B,-v,paje
(@ =p1) vi+...+ @ =B vi=0.

Bududi da je konacan niz vy, . .., v, linearno nezavisan slijedi

(07] _ﬁl :O,...,an—,Bn =0.
Prema tome,
(03] :ﬁl,...,an :ﬁn-

Time je tvrdnja propozicije dokazana.

2.3 Linearni operatori

Definicija 2.3.1. Neka su (V,+,-) i (W, +,-) vektorski prostori te neka je L : V — W.
Kazemo da je L linearni operator (izmedu (V,+,-) i (W, +,)) ako za sve a,B e Rix,yeV
vrijedi

La-x+B-y)=a--Lx)+6-Ly).
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Propozicija 2.3.2. Neka su (V,+,-) i (W, +, ) vektorski prostori te neka su A,B : V. — W
linearni operatori. Pretpostavimo da je vy, ...,v, baza vektorskog prostora (V,+,-) te da
je A(v;) = B(vy), Yie{l,...,n}. Tada je A = B.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je A(x) = B(x), Vx € V.

Nekajex e V.

Tada postoje ay, ..., a, € R takvi da je
X=a-Vi+...+q Vv,

Sada je

AX)=a;-Av)+...+a,-Av,) =a,-B(v) +...+a, - B(v,) = B(x).

Dakle,
A(x) = B(x).

O

Propozicija 2.3.3. Neka su (V, +,-) i (W, +, -) vektorski prostori. Neka je vy, ...,v, baza za
(V, +, ). Pretpostavimo da je wi, . .., w, konacan nizu W. Tada postoji jedinstveni linearni
operator L : V. — W takav da je L(v;) = w;, Yi € {1,...,n}.

Dokaz. Jedinstvenost slijedi iz prethodne propozicije.
Dokazimo da postoji linearni operator L : V — W s traZzenim svojstvom.
Definirajmo funkciju L : V — W na sljedeci nacin.
Za x € V postoje jedinstveni a1, ..., @, € R takvi da je

n
X = E a; - Vi
i=1
pa definiramo

L(x) = z”: a; - w;.
i=1

Dokazimo da je ovo linearni operator.
Nekasua,f e Rte x,ye V.

Imamo
n n
xzzai'vii)’:Zﬂi'Vi,
i=1 i=1

zaneke ay,...,a,, B1,...,0, €R.
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Slijedi da je
(Y'X"‘,B'y:a'zai'vi*‘ﬁ'Zﬁi'V:’PaJe
i=1 i=1

@-x+By=) (@ a;i+B-fi)vi

i=1

Stoga je
Lla-x+B-y)= ) (@ a;+B-B) - wi. (2.3)
i=1

S druge strane vrijedi

@-Lx)+B-LO)=a- ) ai-wi+f- ) fi-wipaje
i=1 i=1

@ LX) +B-LO) = ) (@ ai+B-B) - w; (2.4)
i=1
Iz (2.3)1(2.4) slijedi da je
La-x+B-y)=a- -Lx)+B-L©y).

Dakle, L je linearni operator.
Nekajei € {l,...,n}. Imamo

vi=0-vi+...+40-vi.1+1-v;+0-vi;;+...+40-v,
pa prema definiciji funkcije L imamo

Lv)=0-wi+...4+0-wiiy +1-w; +0-wiy +...+0-w,,

dakle L(V,‘) = W;.
Time je tvrdnja propozicije dokazana.
]

Propozicija 2.3.4. Neka su V, W i Z vektorski prostorite nekasu f : V> Wig: W - Z
linearni operatori. Tada je g o f : V — Z linearni operator.

Dokaz. Nekasua,BeRi1x,yeV.
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Imamo
(o f)la-x+B-y) =g(fla-x+B-y)
=g(a- f(x)+B-f()
=a - g(f(x) +B-8(f(»)
=a-(go ) +L-(go Hy).

Dakle, (go f)(@-x+B-y)=a-(go f)(x)+-(go f)(y) paje time tvrdnja propozicije
dokazana. O

Napomena 2.3.5. Neka su S i T skupovi te neka je f : S — T funkcija. Pretpostavimo
da postoji funkcija g : T — S takvada je go f = ids i f o g = idy, pri Cemu su ids i idr
identitete na skupovima S i T. Tada je f bijekcija te je f~' = g. DokaZimo to.

Neka su x,, x, € S takvi da je x| # x,. Tada je (go f)(x1) = ids(x1) pa je g(f(x1)) = x;.
Isto tako dobivamo da je g(f(x,)) = x,. Sada vidimo da je g(f(x1)) # g(f(x2)) pa je ocito
f(x1) # f(x2). Prema tome, f je injekcija.

Neka je'y € T. Imamo y = idr(y) = (f 0 g)(y) = f(g(y)). Dakle, y = f(g(y)) pa postoji
x € S takav da je y = f(x). Prema tome, f je surjekcija. Stoga je f bijekcija.

Neka je y € T. Oznacimo x = f~'(y). Tada je f(x) = y. S druge strane, znamo da je
f(g(y) =y, tojest f(x) = f(g(y)) pa iz ¢injenice da je f injekcija slijedi da je x = g(y), to
jest f~1(y) = g(y). Prema tome, f~' = g.

Definicija 2.3.6. Neka su (V, +,-) i (W, +, -) vektorski prostori te nekaje L : V — W linearni
operator takav da je L bijekcija. Tada za L kaZemo da je izomorfizam ovih vektorskih
prostora.

Propozicija 2.3.7. Neka je L : V — W izomorfizam vektorskih prostora (V,+,-) i (W, +,-).
Tada je L™ : W — V linearni operator.

Dokaz. Neka su wy, w, € W te neka su a, 8 € R.
Zelimo dokazati da je

L a-wi +B-wy)=a-L'w)+8- L (w). (2.5)

U tu svrhu ozna¢imo x = L™ (@ - w; +B-wy)iy=a- L '(w)) + B - L™ (w).
Dovoljno je dokazati da je L(x) = L(y). Naime, tada Ce iz injektivnosti od L slijediti da
je x =y, ato je upravo (2.5).
Imamo
L(x) =L(L™ (@ - wi + - wy))

=a-w;+6-w;.
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S druge strane, vrijedi

L(y) =L@ - L™'(w)) + 8- L™ (w2))
=a - L(L™' (W) + B - LIL™ (1))

=a-w;+6-w,.

Iz ovoga zakljucujemo da je L(x) = L(y). Time je tvrdnja dokazana.

35
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Korolar 2.3.8. Neka su (V, +,-) i (W, +, -) vektorski prostori te neka je L : V — W linearni
operator. Pretpostavimo da je g - W — V funkcija takva da je g o L = idy i L o g = idy.

Tada je L izomorfizam.

Dokaz. To slijedi direktno iz napomene 2.3.5.

O

Propozicija 2.3.9. Neka su (V,+,-) i (W, +,-) vektorski prostori. Pretpostavimo da je L :
V' — W linearni operator. Nadalje, pretpostavimo da je vy,...,v, baza za (V,+, ") takva

da je L(vy),...,L(v,) baza za (W, +,-). Tada je L izomorfizam.

Dokaz. Zai € {1,...,n} ozna¢imo w; = L(v;). Prema pretpostavci propozicije wy, ...

je baza za (W, +, -).

> Wn

Prema propoziciji 2.3.3 postoji linearni operator N : W — V takav da je N(w;) = v;, za

svakii € {l,...,n}
Promotrimo kompoziciju No L : V — V. Zasvakii € {1,...,n} vrijedi

(N o L)(vi) = N(L(vj)) = N(w;) = v;,

tojest (N o L)(v;) = v;.

S druge strane, funkcija idy : V — V je ocito linearni operator te za svaki i € {1,.

vrijedi
idy(vi) = v;.

Iz propozicije 2.3.3 (jedinstvenost) slijedi da je N o L = idy.
Obratno, neka je i € {1,...,n}. Tada za funkciju Lo N : W — W vrijedi

(Lo N)(wj) = L(N(wj)) = L(vj)) = w;

pa na isti nacin zakljuCujemo da je Lo N = idy.
Iz korolara 2.3.8 slijedi da je L izomorfizam.

..,n}
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2.4 Svojstva linearne nezavisnosti i ortonormirane baze

Definicija 2.4.1. Neka je (V,+,-) vektorski prostor te neka je vy,...,v, konacan nizu V.
Kazemo da je konacan niz vy, ..., v, linearno zavisan u (V, +, -) (ili da su vektori vy, ...,v,
linearno zavisni) ako konacan niz vy, ..., v, nije linearno nezavisan u (V, +, -).
Propozicija 2.4.2. Neka je (V, +,-) vektorski prostor i neka je vy, ... ,v, konacan nizu V.
Tada su vektori vy, . .., v, linearno zavisni ako i samo ako je vi = 0 ili postoji j € {2, ...,n}
takav da je

-1

vj = @;- v, zaneke ay,...,a;j_ €R.
i=1

Dokaz. Pretpostavimo da je v; = 0. Tada je

1 vi+0-va+...40-v,=0

pa je jasno da su vektori vy, ..., v, linearno zavisni.
Pretpostavimo sada da postoji j € {2, ..., n} takav da je

Vi=ap Vi +...+ @ Vj1,zaneke ay, ..., €R.
Tada je

OZCZ]'V1+...+CYJ'_1‘Vj_l+(—1)'Vj+0‘Vj+1+...+0'Vn

iz ¢ega vidimo da su vektori vy, ..., v, linearno zavisni.
Obratno, pretpostavimo da su vektori vy, ..., v, linearno zavisni.
Tada postoje ay, ..., a, € R takvi da je

ay-vi+...+a, v, =0tetakvidaje a; # 0 za barem jedani € {1,...,n}.
Definirajmo j = max{i € {1,...,n} | a; # 0 }. Tada vrijedi
Ajy1=...=a, =0
paje
a-vi+...+aj-v;=0. (2.6)

Iz definicije broja j je takoder jasno da je a; # 0.
Razlikujemo dva slucaja.
Prvi slucaj: j=1.
Tada iz (2.6) slijedi
-V = 0.
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Pomnozimo li ovu jednakost s ;' dobivamo
V) = 0.

Drugi slucaj: j € {2,...,n}.
Tada iz (2.6) slijedi

aj-vi=—a;-vi+...+(=ajq) V.
PomnoZimo li ovu jednakost s @' dobivamo
-1 -1
vi=(a; -(—ap)) - vi+...+(; - (-aj1)) vj1.
Prema tome, postoje B, ...,8;-1 € R takvi da je
Vj :ﬁl WV +...+ﬁj_1 *Vj-1.

Time je tvrdnja propozicije dokazana.

O
Napomena 2.4.3. Neka je (V,+,-) vektorski prostor te neka je vy, ..., v, konacan nizu V.
Kao u dokazu prethodne propozicije vidimo da vrijedi sljedece:
1. Akojen>2ivi=a; -vy+...+a, Vv, zaneke ay,...,a, € R, onda su vektori
Vi,...,V, linearno zavisni.

2. Ako suvy,...,v, linearno nezavisni, onda je v; # 0 za svakii € {1,...,n}.
Propozicija 2.4.4. Neka je (V, +, ) vektorski prostor te neka je vy, ..., v, konacan niz koji
generira V. Pretpostavimo da je j € {2,...,n} takav da je

vVi=ap-vi+...+aj vy, zaneke ay, ..., a1 €R
Tada konacan niz vy, ...,Vj-1,Vjs1,...,V, generira V.

Dokaz. Neka je x € V. Tada postoje 5y, ...,[B, € R takvi da je
X=F1-vit+...+B;-vi+t...+B, v
Slijedi
x=B1-vi+...+Bivia+tBi- (@ -vit... .+ Vi) B Vet BV
paje
x=@Bi+Bj-a) vit...+Bio1+Bj i) Viei +Bjs1 Vi + .o+ By Ve

Time je tvrdnja propozicije dokazana.
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Teorem 2.4.5. Neka je (V, +, -) vektorski prostor, neka je vy, . .., v, konacan linearno neza-
visan niz vektora u'V te neka je wi, ..., w,, konacan niz vektora koji generira V. Tada je
n < m.

Dokaz. Promotrimo konacan niz vy, wy, ..., w,,. OCito ovi vektori generiraju V.

Nadalje, buduéi da wy, ..., w,, generiraju V, napomena 2.4.3 (1.) povlaci da su vektori
Vi, Wi,. .., W, linearno zavisni.

Iz pretpostavke teorema i napomene 2.4.3 (2.) slijedi da je v; # 0.

Sada iz propozicije 2.4.2 slijedi da postoji j € {1,...,m} takav da se w; moZe zapisati
kao linearna kombinacija vektora vi, wy, ..., wj_y.

Propozicija 2.4.4 povlaci da konaCan niz vy, wy, ..., W1, Wji1,..., W, generira V.

Dakle, postoji ¢y, ..., c,—1 € V takvi da vektori vy, ¢y, ..., c,-1 generiraju V.

Promotrimo sada konacan niz v,, vy, ¢y, ..., Cp_i-

Kao maloprije, zaklju¢ujemo da postoje z;, .. ., zx—2 takvi da konacan niz

V2, V1,315 -+« 53m=2

generira V (uo¢imo da ne postoji A € R takav da je v, = A - v; zato $to je konacan niz
Vi, Va2, ..., V, linearno nezavisan).
Ovaj postupak nastavljamo za k > 3 te dolazimo do kona¢nog niza

Vies V=15« s V15 Ty o oo s Tk

koji generira V, gdje su t4, ..., t, elementi od V.

Ovaj postupak u nekom trenutku staje ako je m — k = 0 ili ako je k = n. U svakom
sluc¢aju vrijedi m — k > 0 pa je k < m.

Stoga, ako je k = n, imamo n < m.

Ostaje jo§ da promotrimo sluc¢aj m — k = 0. Tada je m = k. Jasno je da je k < n. Ako je
k = n onda smo gotovi.

Pretpostavimo da je k < n. Imamo da vektori vy, . .., v; generiraju V (jer je m—k = 0), to
jestvy,..., v, generiraju V pa se vi,; moZe zapisati kao linearna kombinacija tih vektora. Iz
propozicije 2.4.2 slijedi da je konacan niz vy, ..., v, linearno zavisan $to je u kontradikciji
s pretpostavkom teorema.

Zakljucak: n < m.

O
Korolar 2.4.6. Neka je (V, +, -) vektorski prostor. Pretpostavimo da suwy, ..., W, iVvi,...,V,
konacni nizovi u 'V takvi da je wy, ..., w, baza za (V,+, ") te da je vi,. .., v, linearno neza-

visan niz. Tada je vy, . .., v, takoder baza za (V, +,-).
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Dokaz. Tvrdimo da se za svaki i € {1,...,n} vektor w; moZe zapisati kao linearna kombi-
nacija vektora vy, ..., v,.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji i € {1,...,n} takav da se w; ne moze zapisati kao
linearna kombinacija vektora vy, ..., v,.
Promotrimo konacan niz vy, ..., v,, w;. Iz propozicije 2.4.2 slijedi da je taj konacan niz
linearno nezavisan.
Kada primijenimo prethodni teorem na ovaj konacan niz te na kona€an niz wy, ..., w,
(koji generira V) dobivamo da je n + 1 < n $to je o€ito nemoguce.
Prema tome, za svaki i € {1,...,n} postoje @', ..., a, € R takvi da je
n
w; = Z Q’; *Vj.
=1
Dokazimo sada da vektori vy, ..., v, generiraju V.

Neka je x € V. Tada postoje uj, ..., u, € R takvi da je

n
X = Zﬂ, * Wi
i=1

Stoga je

= Z(Z Hi- CV;) *Vj.
Dakle,

X = Z(Zﬂi : CV;) “Vj.

Ovo pokazuje da vektori vy, ..., Vv, generiraju V.
Prema tome, vy,...,v, je bazaza V.
]

Definicija 2.4.7. Neka je (V,+,-,{- | -)) unitarni prostor. Za vektore x,y € V kaZemo da su
okomiti u ovom unitarnom prostoru i pisemo x L y ako je (x| y) = 0.



40 POGLAVLIE 2. IZOMETRIJE

Definicija 2.4.8. Neka je (V,+,-,{(- | -)) unitarni prostor te neka je vi,...,v, baza za
(V,+,-). KaZemo da je v,...,v, ortonormirana baza za (V,+,-,{(- | -)) ako za svaki
i € {l,...,n} vrijedi ||vi|| = 1 te ako za sve i,j € {1,...,n} takve da je i # j vrijedi
v, L Vj.

Propozicija 2.4.9. Neka je (V,+,-,(: | -)) unitarni prostor te neka je vi,...,v, ortonormi-
rana baza tog prostora. Tada za svaki x € V vrijedi

n
x = Z(x | vi) - vie
i=1

Dokaz. NekajexeV.
Buduéidaje vy,...,v, baza za (V, +, ), postoje ay, ..., a, € R takvi da je

X = i ;- V. 2.7)
i=1

Nekaje je{l,...,n}.
Koristeci svojstva skalarnog produkta te ¢injenicu da je vy, ..., v, ortonormirana baza
za (V,+,-,{- | -)), dobivamo

Gelvy =0 aivil vy
i=1

= Z(Oli Vil vp)
i=1

n
:Za'i'<vi | Vj> = ;.
i=1

Dakle,
aj={x|vj),zasvaki je{l,...,n}

Sada iz (2.7) slijedi

n
x= (v v
i=1
O

Primjer 2.4.10. Neka je n € N te neka je - | -) euklidski skalarni produkt na R". Neka je

e; =(1,0,...,0),e2=(0,1,0,...,0),...,e, =(0,0,...,0,1).
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Za sve Ay,..., A, € Rvrijedi
/ll-el+...+/ln-en=(/11,/12,...,/l,,).

Iz ovoga slijedi da je e, . .., e, baza za (R", +,-) (gdje su + i - kao u primjeru 1.1.5).
Nadalje, ocito je ey, ..., e, ortonormirana baza za (R",+,-,{- | -)).

2.5 Izometrije euklidskog prostora

Propozicija 2.5.1. Neka je n € N, neka je (- | -) euklidski skalarni produkt na R" te neka je
d euklidska metrika na R". Pretpostavimo da je f : R" — R" izometrija metrickog prostora
(R™",d) takva da je f(0) = 0. Tada za sve x, y € R" vrijedi

SO fO)) =<x ]y
Dokaz. Neka je || - || euklidska norma na R". Neka je x € R". Imamo
llxll =[lx = Ol = d(x,0)
=d(f(x), £(0)) = [lf(x) = fO)l
=/ (x) = Ol = lf (Oll.

Dakle,
lx]] = |lf(x)ll, za svaki x € R". (2.8)

Neka su x, y € R". Imamo
llx = yIF =(x—y | x—y)
=(x=y|xX)+{x=y|-y
=x|x) =yl —xI»+yly
paje
llx = yIPP = IIxl* = 2+ (x [y + [yl (2.9)

Posebno, kada u (2.9) umjesto x i y uvrstimo f(x) i f(y), dobivamo

£ = FOIP = IFIP =2 (F Q0 | FO) + IIF I (2.10)

Vrijedi |lx — ylI* = (d(x,))* = (d(f(x), fO)))* = If(x) = fFOIP,
dakle

llx = yIP = 11/ = FOIP
Iz ovoga, (2.9) 1 (2.10) slijedi da je

I =2 Cx [y + VP = IFGIP =2+ () | FO) + IIF DI,
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1z (2.8) slijedi
—2-x|y)==2-(fO) 1 fON

paje

x 1y =) fO)).

O

Teorem 2.5.2. Neka je n € N, neka je d euklidska metrika na R" te neka su + i - kao u
primjeru 1.1.5. Pretpostavimo da je f : R" — R" izometrija metrickog prostora (R",d)
takva da je f(0) = 0. Tada je f izomorfizam vektorskih prostora (R", +,-) i (R", +,).

Dokaz. Neka je (- | -) euklidski skalarni produkt na R". Neka je ey, ..., e, ortonormirana
baza za (R", +,-,(- | -)) kao u primjeru 2.4.10. Zai € {1,...,n} neka je v; = f(e;).
Prema propoziciji 2.5.1 za sve x,y € R" vrijedi

SO TLON =x[y).

Nekasui,je{l,...,n}, i #j.

Imamo
(i | Vj> =(f(e) | f(ej» = (e | €j> =0.
Dakle,
(vilvj))=0,zasvei,je{l,...,n},i# ] (2.11)
Nadalje, za svakii € {1,...,n} vrijedi
lvill = V(Vi | vi)
=+ (f(e) | f(e))
= V<ei | e;)
=lleil| = 1.
Dakle,
Ilvill = 1. (2.12)
Tvrdimo da su vektori vy, ..., v, linearno nezavisni.
Pretpostavimo da su a4, ..., @, € R takvi da je
a vi+...+a, v, =0. (2.13)

Nekaje je{l,...,n}
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1z (2.13) slijedi da je )
O ai-vilv)y=0.

i=1

Stoga je )
Zai'<vilvj>:0

i=1

paiz (2.11)1(2.12) slijedi da je a; = 0.

Prema tome, @; = ... = @, = 0 pa imamo da su vektori vy, ..., v, linearno nezavisni.
Bududi da je ey, ..., e, baza za (R", +, -), iz korolara 2.4.6 slijedi da je vy,...,v, baza za
R, +,-).

Uocimo da je prema (2.11) i (2.12) to ortonormirana baza za (R",+,-,(: | -)). Prema
propoziciji 2.3.3 postoji linearni operator L : R” — R” takav da je

L(e)) =v;,zasvakii € {1,...,n}.

Iz propozicije 2.3.9 slijedi da je L izomorfizam.
Da bismo dokazali tvrdnju teorema, dovoljno je dokazati da je f = L.
Neka je x € R”".
Koriste¢i propiziciju 2.4.9 dobivamo

f(x) = ikf(x) | vi) - vi
= Zn;<f(X) | f(e) - L(e))
= Zn;@c | e;) - L(e;)
= Z:: L{x|e)-e)

=LY (x| e - €) = L(x).
=1

Dakle, f(x) = L(x).
Prema tome, f = L i time je tvrdnja teorema dokazana.
O

Teorem 2.5.3. Neka je n € N, neka je d euklidska metrika na R" te neka su + i - kao u
primjeru 1.1.5. Pretpostavimo da je f : R" — R" izometrija metrickog prostora (R", d).
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Tada postoje izomorfizam L : R" — R" vektorskih prostora (R",+,-) i (R*,+,-)ia € R"
takvi da je
f(x) = L(x)+a, Yx eR".

Dokaz. Neka je a = f(0).
Definirajmo funkciju L : R" — R" s L(x) = f(x) — a.
Dokazimo da je L izometrija metrickog prostora (R", d).
Neka su x,y € R" te neka je || - || euklidska norma na R".
Imamo
d(L(x), L(y)) =IIL(x) — L)l

=lf(x) —a - (f) - a)ll

=l (x) = fOl

=d(f(x), f(y) = d(x,y).

Dakle, d(L(x), L(y)) = d(x,y), prema tome L je izometrija.
Nadalje, iz definicije od L je ocito da je L(0) = 0.
Sada prema teoremu 2.5.2 imamo da je L izomorfizam vektorskih prostora (R”, +, ) i
(R™, +, ).
Iz definicije od L vidimo da je f(x) = L(x) + a, Yx € R".
O

Korolar 2.5.4. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je f : R" — R”"
izometrija metrickog prostora (R",d). Tada je f bijekcija.

Dokaz. Prema propoziciji 2.1.2 imamo da je f injekcija.
Dokazimo da je f surjekcija.
Prema prethodnom teoremu postoje bijekcija L : R" — R" i a € R" takvi da je

f(x) = L(x) + a,VYx € R".

Neka je y € R".

Bududi da je L surjekcija postoji x € R” takav da je L(x) =y — a.

Iz ovoga slijedi da je y = L(x) + a, to jest y = f(x).

Time smo dokazali da je f surjekcija pa je tvrdnja korolara dokazana.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu bavili smo se proucavanjem unitarnih prostora i izometrija, s
posebnim naglaskom na izometrije u euklidskom prostoru. Podijelili smo ga na dva dijela.

Prvi dio rada usmjeren je na osnovne pojmove i strukture vektorskih prostora. Na-
kon definiranja vektorskog prostora, uvodi se pojam skalarnog produkta i istrazuju njegova
klju€na svojstva. U nastavku su predstavljeni normirani i metricki prostori te su analizirane
neprekidne funkcije izmedu metrickih prostora. Poseban naglasak stavljen je na ispitivanje
neprekidnosti specificnih funkcija unutar normiranih prostora, pri ¢emu je dokazana tvrd-
nja da je norma inducirana skalarnim produktom ako i samo ako zadovoljava jednakost
paralelograma.

Drugi dio rada posvecen je izometrijama metrickih prostora, s detaljnim osvrtom na
euklidski prostor. Najprije je definirana izometrija izmedu metri¢kih prostora, a potom
se istraZzuju svojstva baza vektorskih prostora i linearnih operatora. Ukljucena je analiza
linearne nezavisnosti vektora te definiranje ortonormiranih baza kao specijalnih vrsta baza
vektorskog prostora. Na temelju tih definicija dokazano je da svaka izometrija euklidskog
prostora predstavlja izomorfizam doti¢nog vektorskog prostora ’do na translaciju”. Osim
toga, pokazano je da su sve izometrije euklidskog prostora bijekcije.

Rad pridonosi razumijevanju struktura metric¢kih i unitarnih prostora te analizira klju¢na
svojstva izometrija koje ¢ine osnovu za daljnja istraZivanja u teoriji vektorskih prostora i
analizi linearnih operatora.






Summary

In this thesis, we explored unitary spaces and isometries, with a particular emphasis on
isometries in the Euclidean space. The work is divided into two main sections.

The first part focuses on fundamental concepts and structures of vector spaces. We
began by defining vector spaces, introducing the concept of the inner (scalar) product,
and examining its key properties. Subsequently, we presented normed and metric spaces,
analyzing continuous functions between metric spaces. Special attention is given to ex-
ploring the continuity of specific functions within normed spaces, where we proved that a
norm is induced by an inner product if and only if it satisfies the parallelogram law.

The second part is dedicated to the study of isometries in metric spaces, with a detailed
focus on the Euclidean space. We first defined isometries between metric spaces, then
explored the properties of vector space bases and linear operators. This includes analyzing
the linear independence of vectors and defining orthonormal bases as specific types of
bases in vector spaces. Based on these definitions, we proved that every isometry of the
Euclidean space is an isomorphism of the associated vector space, up to a translation.
Additionally, it is demonstrated that all isometries of the Euclidean space are bijective.

This thesis contributes to a deeper understanding of the structures of metric and uni-
tary spaces and examines key properties of isometries, providing a foundation for further
research in vector space theory and linear operator analysis.
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