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Uvod

Linearna regresija statisticka je metoda koja omogucava istraZivanje i modeliranje odnosa
izmedu jedne zavisne (odazovne) i jedne ili viSe nezavisnih (eksplanatornih) varijabli.
Cilj ove metode je izgraditi regresijski model koji najbolje opisuje dani skup podataka.
Proucavajuéi odnos izmedu nezavisne varijable X 1 zavisne varijable Y, nastojimo doni-
jeti zakljucke koji nam omogucuju predvidanje nepoznatih ili buducih vrijednosti zavisne
varijable.

Postoje dva tipa linearne regresije: jednostavna i viSestruka. Jednostavna linearna re-
gresija proucava utjecaj jedne nezavisne varijable na zavisnu varijablu, dok visSestruka re-
gresija proSiruje ovaj pristup na viSe nezavisnih varijabli te model postaje sloZeniji jer
uzima u obzir razlicite ¢imbenike koji mogu utjecati na zavisnu varijablu.

Primjene linearne regresije izuzetno su Siroke 1 prisutne su u mnogim disciplinama,
ukljucujudi inZenjerstvo, ekonomiju, biologiju, medicinu, drustvene znanosti i mnoge druge.
Ova tehnika omogucava istrazivaCima i analiticarima dublje razumijevanje medusobnih
odnosa medu varijablama, ¢ime pomaze u donoSenju informiranih odluka temeljenih na
podacima.

U prvom poglavlju definirat cemo klju¢ne pojmove koji su nuzni za daljnje razumi-
jevanje i razvoj modela linearne regresije. U ovom dijelu upoznat ¢emo se s osnovnim
statistickim konceptima, kao Sto su mjere srednjih vrijednosti i mjere rasprSenosti, te s
osnovnim pojmovima vezanim uz slucajne varijable, koji ¢ine temelj za razumijevanje re-
gresijskih modela.

U drugom poglavlju detaljno ¢emo razraditi model linearne regresije. Objasnit cemo
kako se model gradi te kako se procjenjuju njegovi parametri, s posebnim naglaskom na
metodu najmanjih kvadrata. Takoder, razmotrit ¢emo kljucne pretpostavke koje ovaj mo-
del podrazumijeva, te ¢emo prikazati primjer linearizacije funkcije koja u svom izvornom
obliku nije linearna.

U treCem poglavlju predstavit cemo matri¢nu formulaciju problema traZenja regresij-
skog pravca, koja nam omogucava efikasno rjeSavanje regresijskog modela.

Na kraju, u Cetvrtom poglavlju, izloZit ¢emo primjene linearne regresije u stvarnom
Zivotu. Razmotrit cemo konkretne primjere njezine primjene u razlic¢itim podrucjima, kako
bismo prikazali njezinu Sirinu i korisnost u analizi podataka i donoSenju odluka.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Mjere srednje vrijednosti

Ako promatramo niz podataka koji se sastoji od manjeg broja elemenata, statisticka analiza
nece biti teSka. No, Sto je veci broj ¢lanova niza, to je teze shvatiti odnos medu ¢lanovima
te se stvara potreba da se umjesto velikog broja ¢lanova niza uzme jedan jedini izraz koji
¢e karakterizirati varijacije obiljezja lanova tog niza. Na primjer, Zelimo li usporediti pri-
manja zaposlenih u dvije ili viSe firmi, takva bi usporedba pomocu distribucije zaposlenih
prema njihovim primanjima bila teSka, ali ako bismo za svaku firmu izracunali prosje¢na
primanja zaposlenih, onda bi ta usporedba bila znatno jednostavnija.

Ponekad je srednja vrijednost dovoljna informacija da zaklju¢imo ono §to nas zanima o
naSem nizu podataka. Srednja se vrijednost moZze utvrditi na viSe nacina pa postoji viSe vr-
sta srednjih vrijednosti od kojih svaka ima odredena svojstva i odreden sadrzaj. U nastavku
¢emo prikazati neke od njih.

Definicija 1.1.1. Aritmeticka sredina uzorka xi, x,, . .., x, definira se kao kolicnik sume
podataka i ukupnog broja podataka odnosno
X1+XxXp+---+ X,

X = : (1.1)
n

Aritmeticka sredina je najceSce koriStena srednja vrijednost.

Definicija 1.1.2. Medijan je poloZajna srednja vrijednost koja numericki niz podataka
ureden po velicini dijeli na dva jednakobrojna dijela.

Ako je broj podataka neparan, medijan je vrijednost srediSnjeg podatka, a ako je broj
podataka paran medijan predstavlja srednju vrijednost dva srediS$nja podatka. Odnosno,
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ako medijan oznacimo s m, za uzorak x;, x,, ..., X, tada vrijedi:
3 (
~(xn + xa+1) za n paran
m={ 2\ T paran, (1.2)
Xust Za n neparan.

U oba slucaja vidimo da je u naSem uzorku n podataka vece od medijana i n podataka
manje od medijana.

1.2 Mjere rasprsenosti

Ako Zelimo znati koliko dobro prosjek opisuje na$ niz podataka, odredit ¢emo rasprSenost
uzorka koji promatramo. Kao i kod prosjeka, postoji viSe nacina kako odrediti rasprSenost
pa ¢emo navesti neke od njih koje ¢e nam koristiti u ovom radu.

Da bi se laksSe shvatio smisao i potreba definiranja mjera rasprSenosti, prvo ¢emo poka-
zati dva jednostavna slu€aja. Zamislimo da su mjerenjem veli¢ine X dobiveni rezultati:

x1=1Lx=2,x3=3,x4=4,x5s =5,
a mjerenjem veliCine Y rezultati:
YI=Y2=y3 =Y =Ys =3

Iako ova dva niza imaju jednake aritmeticke sredine (x = y = 3) i1 jednake medijane
(m, = m, = 3), radi se o dva razliCita niza te vidimo da je u prvom nizu ocita rasprSenost
podataka, dok u drugom nizu uopée nema rasprsenosti podataka. Stoga je potrebno defini-
rati parametar koji ¢e mjeriti rasprSenost podataka. Te se mjere zovu mjere rasprsenosti ili
disperzije. Navedimo neke od njih.

Definicija 1.2.1. Varijanca uzorka x,, ..., x, definirana je kao

-2 +... — )2 n
O_Zz(xl X)° + + (x, — X) :%;(xi—)’c)z. (1.3)

n

Vidimo da je varijanca zapravo aritmeticka sredina kvadrata odstupanja vrijednosti obi-
ljeZja od aritmeticke sredine.

Definicija 1.2.2. Standardna devijacija je srednje kvadratno odstupanje podataka od nji-
hove aritmeticke sredine tj.

o= \/(xl “XP et O =B \%Z(x,.—x); (1.4)
i=1

n

Vidimo da je standardna devijacija definirana kao drugi korijen iz varijance.
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1.3 Slucajna varijabla

U ovom ¢emo poglavlju definirati osnovne pojmove teorije vjerojatnosti i detaljno se upoz-
nati s njima. Ovi pojmovi predstavljaju temelj za matematicku analizu podataka s kojima
radimo jer nam omoguéuju da ih precizno obradimo i interpretiramo. Razumijevanje vje-
rojatnosnog prostora bit ¢e klju¢no za daljnje modeliranje podataka, posebno u kontekstu
primjene linearne regresije, kojom ¢emo se baviti nesto kasnije. Sljedece su definicije
preuzete iz ([13]).

Skup svih ishoda nekog slu¢ajnog pokusa oznacavamo s €2 i zovemo ga prostor ele-
mentarnih dogadaja. Podskup A C Q zovemo dogadaj.

Definicija 1.3.1. Familija ¥ podskupova od Q je o-algebra na Q ako je:
(FI) 0 e F,

(FI) AcF =2 A°=Q\AeT,

(FI1) A, e F,neN=J A, 7.

Definicija 1.3.2. Vjerojatnost je funkcija P : F — R sa sljedecéim svojstvima:
(P1) 0 <P(A) <1, za svaki A € F,

(P2) P(Q) =1,

(P3) Ako su A, € ¥,n € N medusobno disjunktni, tada je

P (O A,,] = i P(A,).
n=1 n=1

Uredenu trojku (2, F, P) zovemo vjerojatnosni prostor.

Definicija 1.3.3. Slucajna varijabla je funkcija koja svakom elementarnom dogadaju pri-
druZuje realan broj. Oznacavamo ih velikim slovima abecede: X, Y, Z, . ..

Svaka slucajna varijabla moZze biti diskretna ili neprekidna (kontinuirana), ovisno o
tome moZe li poprimiti konacno ili beskonacno mnogo vrijednosti. U nastavku ¢emo ih
preciznije definirati.

Definicija 1.3.4. Funkciju X : Q — R koja poprima najvise prebrojivo mnogo razlicitih
vrijednosti zovemo diskretna slucajna varijabla.

Za a € R, promatrat ¢emo vjerojatnost da slucajna varijabla X poprimi vjerojatnost a,
te ¢emo to zapisivati {X = a}.
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Definicija 1.3.5. Ako diskretna sluc¢ajna varijabla X moZe poprimiti vrijednosti a,, as, . . . i
to s vjerojatnostima p; = P(X = a;), i = 1,2, ..., brojeve a,, as, ... i pripadne vjerojatnosti
D1, D2, - - - zovemo distribucijom (ili razdiobom) slucajne varijable X i pisemo

X ~ ((11 ay )
pr p2 o
Uoc¢imo, nuzno je p; > 0za svei=1,2,... i 32, p; = 1.

Definicija 1.3.6. Neka je X slucajna varijabla s distribucijom

X ~ a dy ... .
pPr p2 ...
Matematicko ocekivanje od X je broj

(o8]

E[X]:= )" aup,

n=1

ako taj red apsolutno konvergira (tj. ako Y. |a,\p, < o). U suprotnom kazZemo da X
nema ocekivanje.

Definicija 1.3.7. Ako slucajna varijabla X ima ocekivanje, varijanca od X je
Var(X) = E [(X - E[X])*].

Varijanca mjeri prosje¢no odstupanje slucajne varijable od svoje ocekivane vrijednosti.
Napomena: Varijancu najée$ée ratunamo kao Var(X) = E[X?] — (E[X])>.

Definicija 1.3.8. Neka su X i Y diskretne slucajne varijable (definirane na istom vjerojat-
nosnom prostoru) koje poprimaju vrijednosti (a;)ien, odnosno (b;) jen. KaZemo da su X i Y
nezavisne ako vrijedi

P(X =a;,Y =b;) =P(X =a;))P(Y =bj), zasvei,jeEN,
pri cemu je {X = a;, Y = b;} oznaka za dogadaj (X = a;} N{Y = b;}.

Definicija 1.3.9. Slucajna varijabla X na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) je neprekidna
slu¢ajna varijabla ako postoji funkcija f : R — [0, o) takva da je

Pasm:jwﬂmm Va e R.

Funkciju f zovemo funkcijom gustoce slucajne varijable X.
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Definicija 1.3.10. Slucajna varijabla X ima normalnu distribuciju s parametrima y € R i
o? > 0 ako joj je funkcija gustoée dana sa

2

1—

_ i
e 22, VYteR.

f@ =

oV2n
Tada pisemo X ~ N(u, o).

Napomena: Ako je X ~ N(u,0?), onda je E[X] = u i Var(X) = o> Brojo =
v Var(X) nazivamo standardna devijacija.
Definirajmo jo§ mjeru zajednicke varijacije dviju slucajnih varijabli.

Definicija 1.3.11. Neka su X i Y slucajne varijable takve da je Var(X), Var(Y) < oo. Ko-
varijanca od X i Y je Cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].

Drugim rijeCima, kovarijanca pokazuje kako se dvije sluCajne varijable mijenjaju u
odnosu jedna na drugu. Ako je kovarijanca pozitivna, to znaci da ako raste X, tadarastei Y.
Ako je kovarijanca negativna, to znaci da kada jedna varijabla raste, druga pada i obrnuto.
Kada je kovarijanca jednaka 0, to znac¢i da nema linearnog odnosa izmedu varijabli.



Poglavlje 2

Linearna regresija

2.1 Model jednostavne linearne regresije

Deterministicka veza izmedu dviju varijabli je veza zadana pravilom

y=f(x)

gdje je x nezavisna varijabla, y zavisna varijabla, a f : R — R zadana funkcija.

Pravilay = 2x + 3,y = 5x* — 2x, y = log,(x + 4) su primjeri deterministicke veze
medu varijablama x i y jer za svaku dopustenu vrijednost nezavisne varijable x mozemo
izraCunati to¢nu vrijednost zavisne varijable y.

U statistickim istraZivanjima naj¢e$¢e ne mozemo ocekivati deterministicke veze jer na
zavisnu varijablu mogu utjecati i mnogi drugi ¢imbenici, stoga tu pricamo o statistickoj
vezi. To ¢emo najbolje uociti promatrajuci dijagram svojstven statistici, a to je dijagram
rasprsenosti podataka koji u koordinatnom sustavu prikazuje uredene parove podataka iz
dviju slu€ajnih varijabli. Takav tip grafa nam omogucuje vizualni prikaz iz kojeg mozemo
uociti kako se vrijednosti jedne varijable mijenjaju u odnosu na vrijednosti druge varijable.
Iz rasporeda tocaka u dijagramu rasprSenosti donosimo prve zakljucke o vezi izmedu vari-
jabli. Na primjer, veza medu varijablama moZe biti linearna (toCke se formiraju oko pravca)
ili krivolinijska (toCke se formiraju oko krivulje). Nama Ce biti zanimljivo proucavati line-
arnu vezu medu varijablama te ¢emo se na to bazirati u ovome radu (Slika 2. 1))
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X

S
rd

Slika 2.1: Primjer dijagrama rasprSenosti

Regresijska metoda modeliranja koju ¢emo opisati u ovom poglavlju pretpostavlja da
mozZemo uspostaviti funkcijsku vezu do na dodanu greSku, odnosno da ¢e veza izmedu
nezavisne varijable x i zavisne slucajne varijable Y(x) biti oblika

Yx)=f(x)+¢& (2.1)

gdje pretpostavljamo da je € slucajna varijabla koja opisuje greSku u modeliranju.

Cilj je da za dani niz mjerenja (xy,y;), ..., (X, y,) dvaju obiljezja ustanovimo prirodu
ovisnosti slucajne varijable Y (Cije su realne vrijednosti brojevi yy,...,y,) 0 nezavisnoj
varijabli x (Cije su izmjerene vrijednosti xi, ..., x,). Promatrat ¢emo matematicki model
oblika

vi=f(x)+e, i=1,...,n (2.2)

gdje je funkcija f realna funkcija jedne varijable, a gy, . . . , £, medusobno nezavisne slucajne
varijable. Takav model zovemo regresijski model. Ako pretpostavimo da je graf funkcije
f(x) pravac, onda dobivamo linearni regresijski model oblika:

yi=pixi+Bo+e, i=1,...,n (2.3)

Cilj je pronaci model koji najbolje opisuje dane podatke, odnosno trazimo onaj model
koji najmanje odstupa od zadanih podataka. Postoje razni nacini za mjerenje odstupanja

([1D:
e zbrajanjem razlika y-koordinata ili x-koordinata

e zbrajanjem euklidskih udaljenosti od pravca za svaku tocku
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e zbrajanjem apsolutnih vrijednosti razlike y-koordinata ili x-koordinata
e zbrajanjem kvadrata razlika y-koordinata.

Proucavanjem razlicitih metoda, matematicari su dosli do nekoliko klju¢nih zakljucaka.
Zbrajanje razlika izmedu eksperimentalnih 1 teorijskih vrijednosti moZe uzrokovati pro-
bleme, jer se pozitivna i negativna odstupanja mogu medusobno ponistiti. Sljedeci korak
bio je razmatranje apsolutne vrijednosti odstupanja, no buduéi da funkcija apsolutne vri-
jednosti nije neprekidno derivabilna, nije moguée precizno odrediti minimum. Stoga je
uvedena metoda kvadriranja odstupanja, jer kvadriranjem uvijek dobivamo pozitivne vri-
jednosti, bez obzira na predznak odstupanja. Dodatno, kvadriranjem odstupanja dobivamo
kvadratnu funkciju koja je glatka, Sto omogucuje diferenciranje i pronalaZenje jednoznacno
odredenog minimuma. Posljednja metoda, poznatija kao metoda najmanjih kvadrata se
zbog svoje ucinkovitosti i prakti¢nosti pokazala kao najbolja te ¢emo je iz tog razloga u
nastavku detaljnije objasniti.

2.2 Metoda najmanjih kvadrata

Neka je dan sljededi dijagram rasprSenosti te pretpostavimo da je dodan graf pravca y =

Bix + Bo.

~

ekperimentalna vrijednost
(miv yl)
[)

o rezidual

g; = yi — (Bizi + Bo)

o

y =Bz + By

Slika 2.2: Metoda najmanjih kvadrata
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Pogledamo 1i gornji dijagram rasprSenosti, moZemo uocCiti da se dane tocke mjerenja
formiraju oko nekakvog pravca pa moZemo pretprostaviti da izmedu varijabli x 1 Y postoji
linearna zavisnost. Zelimo naéi pravac koji najbolje modelira dane podatke. Takav pravac
nazivamo pravac regresije te ¢e biti oblika:

y = pix +fo (2.4)

gdje slobodni koeficijent S, predstavlja odsjeCak na y-osi, a koeficijent 5, nagib pravca.
Takoder, parametar 8, pokazuje onu veliinu za koju ¢e se u prosjeku promijeniti zavisna
varijabla ako se nezavisna varijabla promijeni za jednu jedinicu.

MozZemo uociti da procijenjeni pravac regresije ne sadrzi sve tocke, odnosno neke se
tocke nalaze iznad, a neke ispod procijenjenog pravca. Neka je eksperimentalna (stvarna)
vrijednost oznalena s Y, a procijenjena (teorijska) vrijednost s ¥. Vidljivo je da postoji
razlika izmedu stvarne 1 procijenjene vrijednosti te ¢emo tu razliku oznaciti s €; = y; — J, za
i-to mjerenje. Tu razliku jo§ zoveno greska ili rezidual za i-to mjerenje (Slika[2.2). Pravac
¥ = Bix + By koji najbolje opisuje stvarne vrijednosti mora biti poloZen izmedu to¢aka u
ravnini tako da zbroj kvadrata odstupanja stvarnih vrijednosti ¥ od teorijskih vrijednosti ¥
bude minimalan, odnosno mora vrijediti:

D i =5 — min. (2.5)
i=1

Uz taj uvjet jednadZba traZenog pravca moze se odrediti metodom najmanjih kvadrata
te ima svojstvo da prolazi kroz aritmeticke sredine podataka. Uocimo da je y; = B1x; + B
pa je pogreska individualne tocke opisana izrazom:

& =yi— (Bix; + Bo) (2.6)

gdje je (x;, y;) koordinata i-te tocke, a 31 i By koeficijenti pravca pa se problem minimizacije
sume kvadrata svodi na minimizaciju funkcije S (8, 80):

S(B1.Bo) = ) i = (B1xi + o))’ — min. 2.7)
i=1

S obzirom da je S glatka funkcija (jer je kvadratna funkcija), za minimum je nuZno da
vrijedi:
oS oS
— =0 i —=0. (2.8)
9B Po
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Parcijalnom derivacijom funkcije S po 8; dobivamo:

oS

B ;: 2[yi = (B1xi + Bo)] - (—x3)

D 2(=xiyi + B1x} + Box)
i=1

n n

i=1 i=1
te izjednacavanjem s 0 dobivamo:

n n

—2zn:x,-y,- +2,812xi2 +2ﬁOZx,- =0
i=1 i=1 i=1

— BIZX?"’ﬁOin_ZXiyi:O-

i=1 i=1 i=1

Parcijalnom derivacijom funkcije S po S, dobivamo:

@
9Bo

D20 = (Bixi + Bo)]
i=1

22% -2 in —2,3021
i=1 i=1 i=1
te izjednacavanjem s O dobivamo:

n n

2) =26 Y 525 Y1 =0
i=1

i=1 i=1
— Zn:)’i - B ixi = Bon =0.
i=1 1

i=

Ovime smo dobili sustav jednadzbi:

n n

—2Zn: xiyi + 2 Z X} +2Bo Z X;
i=1

11

(2.9)
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Sjetimo se da smo rekli da pravcu regresije pripadaju aritmeticke vrijednosti podataka

izt Xi i _ el Vi (2.10)
n n

X =

<

te iz toga slijedi:

x;=nx 1 Vi = ny. (2.11)
i=1 i=1

Sada ¢emo supstituirati te izraze u (2.9) i rijesiti sustav. Iz druge jednadZbe sustava imamo:

1 Yi— ?: Xi
Bo = Zz—ly B 2
n
odnosno
Bo =7 - ix. (2.12)

Uvrstavanjem (2.11)) i (2.12)) u prvu jednadzbu sustava dobivamo:

n

lglzx?“‘@—ﬁlx)ixi—znzxiyi =0
i=1 i=1 i=1

Bi Zn:xlz +)'Izn:x,-—,81)‘ch,-—Zx,-y,» =0
i=1 i=1 i=1 i=1

B [Z % - m‘cz) Xy =) xy = 0.

i=1 i=1

n e

Zi:l Xiyi —nxy
n 2 _ 432

e X —nXx

B = (2.13)

Jednadzba pravca linearne regresije je
y = Pix + Po, (2.14)

gdje su parametri 8 i 8y dani s (2.12)) i (2.13).

PokaZzimo izvedeno na sljede¢em primjeru.

Primjer 2.2.1. Metodom najmanjih kvadrata pronadite funkcijsku vezu koja najbolje opi-
suje dane podatke:
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Nacrtajmo najprije pripadajuéi dijagram rasprsenosti.

20
L]
18
16
® ®
14
12
10
[ ]
8
o
6 [ ]
L] L]
a
2
L]
0
0 2 4 6 8 10

Iz dijagrama je vidljivo da se toCke nalaze pribliZno na nekom pravcu, stoga trazimo
funkciju oblika y = By x + . Prema gore navedenom, koeficijente 3; i 8y ¢emo izracunati
kao:

_ Xim Xiyi — nxy

B = S oo

2i=1 X; = nX

Bo = y-pBix
Izracunajmo potrebne podatke:

xi | S|2]4]3|1]5 8 | 4| 7 9
yi | 9|5 |7 519156 |15 | 19
x> |[25] 41169 [1|25| 64 [ 16| 49 | 81
Xy 45110 |28 | 151 ]45]120 |24 | 105 | 171
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Dox o= 48

X = 48
10
D= 91
i=1

y = 9.1
10

x> = 290

Zx,-yi = 564.

Sada imamo:

YU Xy —niy 564 —10-4.8-9.1
= = =213,
A Y 2 —nx® | 290 10-4.82
Bo

-px=9.1-2.13-48=-1.12.

Trazena funkcija je:

y=213x-1.12

25

20

15

10
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2.3 Analiza modela

Pretpostavke modela

Polazne pretpostavke u analizi modela jednostavne linearne regresije su:
(A1) Vezaizmedu zavisne varijable y i nezavisne varijable x je linearna.
(A2) Varijabla x je deterministicka varijabla 1 vrijedi E[g;]x;] = 0, Vi.

Model moZe biti linearan u varijablama ili linearan u parametrima. Linearnost modela
linearne regresije odnosi se na linearnost medu parametrima Sto znaci da se koriste prve
potencije parametara bez dodatnih transformacija. Ukoliko pocetni zapis modela nije line-
aran, ponekad ga je moguce jednostavnim transformacijama svesti na linearan, Sto ¢emo
detaljnije opisati neSto kasnije.

Zelimo da nezavisna varijabla bude deterministi¢ka varijabla odnosno da pri svakom
novom mjerenju podatci nezavisne varijable ostaju isti te se prikupljaju novi podatci samo
za zavisnu 1 sluCajnu varijablu greski. U stvarnosti to najéeSce nije slucaj, no bitno je
uvesti ovu pretpostavku kako bi fokus bio isklju€ivo na proucavanju veze izmedu zavisne i
nezavisne varijable, a ne i na izvoru varijacija nezavisne varijable. Dakle, E[g;|x;] = 0 znaci
da opaZanja vezana za nezavisnu varijablu x ne utjeCu na ocekivanu vrijednost slucajne
varijable €. Ako je nezavisna varijabla deterministicka, uvodimo dodatne pretpostavke
koje se odnose na slucajnu varijablu &.

Definicija 2.3.1. ([6l]) Neka su y; = B1x; + Bo + &; i-te vrijednosti regresijskog pravca. Za
slucajne greske €, Vi = 1,...,n vrijedi:

(A3) centriranost: Elg;] =0, Vi,

(A4) jednakost varijanci: Varlg;] = 02, Vi,

(AS5) nekoreliranost: Covlg;, g;] = 0,Vi # j.

Uvjete (A3) — (AS5) zovemo Gauss—Markovljevim uvjetima.

U nastavku ¢emo objasniti navedene pretpostavke.

(A3) Ocekivana vrijednost slucajne varijable € iznosi 0, Sto znaci da ¢e veza izmedu
zavisne 1 nezavisne varijable doista biti linearna. Iz toga proizlazi da ¢e uvjetno
ocekivanje zavisne varijable biti jednako deterministiCkom dijelu modela tj. E[y;|x;] =

Bixi + Bo, Yi.

(A4) Stalnost varijanci je vazna pretpostavka kako bi rasprSenost podataka zavisne varija-
ble bila jednaka za sve podatke nezavisne varijable.
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(AS5) Svake dvije slu€ajne varijable greSaka su medusobno nezavisne.

MoZemo reci da metoda najmanjih kvadrata daje dobre procjenitelje parametara regre-
sijskog pravca ako su zadovoljeni Gauss—Markovljevi uvjeti.
Dodatno se jo§ mozZe pretpostaviti da za slucajnu varijablu greske &; vrijedi:

g ~ N(0,?), Vi.

Reprezentativnost modela

Nakon pronalazenja regresijskih koeficijenata i samog pravca linearne regresije, mozemo
se pitati koliko dobro taj pravac reprezentira odnos medu varijablama. Osnovna mjera
reprezentativnosti modela je rasprSenost podataka oko pravca regresije koja se mjeri prema
odstupanjima eksperimentalnih vrijednosti od procijenjenih vrijednosti pravcem regresije.
To su rezidualna odstupanja odnosno greske procjene te ih ima koliko 1 vrijednosti varijabli
odnosno n. Ako je rezidualno odstupanje jednako nuli, stvarne vrijednosti ovisne varijable
bit ¢e na pravcu regresije Sto znaci da taj pravac precizno procjenjuje ovisnu varijablu.
Kako se rezidualno odstupanje povecava, stvarne vrijednosti ovisne varijable ¢e sve vise
odstupati od pravca regresije, Sto znaci da taj pravac daje slabu procjenu ovisne varijable.
Prema tome, rezidualna odstupanja su dobar pokazatelj preciznosti modela. Definirajmo
mjere koje najbolje opisuju prosjecno odstupanje podataka i reprezentativnost modela.

Definicija 2.3.2. Varijanca regresije, u oznaci o, je aritmeticka sredina kvadrata rezidu-
alnih odstupanja tj.
2 T i =)
o= V.
n

Definicija 2.3.3. Standardna devijacija regresije je pozitivni drugi korijen iz varijance
regresije tj.
2 (i = 9)?

n

Standardna devijacija pokazuje koliko je prosjecno odstupanje eksperimentalnih vrijed-
nosti zavisne varijable od regresijskih vrijednosti te je izraZzena istom mjernom jedinicom
kao i1 zavisna varijabla.

Definicija 2.3.4. Koeficijent varijacije, u oznaci V, je definiran kao

v=2"100
y

te pokazuje koliko je prosjecno odstupanje eksperimentalnih vrijednosti zavisne varijable
od regresijskih vrijednosti izraZeno u relativnom odnosu (u %).
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Test jakosti modela

Definicija 2.3.5. Koeficijent determinacije, u oznaci R?, je mjera rasprsenosti podataka
koja opisuje jakost veze izmedu nezavisne i zavisne varijable te je definirana kao
no oA =)\2
Rzzl—zif](y;?, 0<R*<1.
Zim i = ¥
Vrijednost koeficijenta determinacije pripada intervalu [0, 1]. Kada je koeficijent de-
terminacije R> = 0, to znaCi da regresijski model ne objaSnjava nikakvu varijaciju za-
visne varijable u odnosu na nezavisnu. U tom slucaju, nijedna od tocaka podataka ne lezi
na pravcu linearne regresije. U drugom krajnjem slucaju, kada je koeficijent determina-
cije R* = 1, regresijski model u potpunosti objasnjava varijaciju zavisne varijable te sve
tocke podataka, koje promatramo u dijagramu rasprSenosti, leZe na regresijskom pravcu.
MoZemo zakljuciti, Sto je vrijednost koeficijenta determinacije bliZa broju 1, to su podatci
bliZi pravcu te je veza izmedu varijabli jaca tj. dobiveni model dobro reprezentira dane
podatke. Suprotno, Sto je vrijednost koeficijenta determinacije bliza broju 0, to su podatci
rasprseniji te je veza izmedu varijabli slabija. Tablica [2.1] prikazuje ovisnost koeficijenta
determinacije 1 jakosti linearne veze izmedu zavisne 1 nezavisne varijable.

koeficijent determinacije R’ znacenje
0.00 odsutnost veze
0.00 - 0.25 slaba veza
0.25-0.64 veza srednje jakosti
0.64 - 1.00 ¢vrsta veza
1.00 potpuna veza

Tablica 2.1: Chadockova ljestvica

Na Slici mozemo vidjeti prikaz dijagrama rasprSenosti za razli¢ite vrijednosti ko-
eficijenta determinacije.
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> i "
— St
N pEE -
Ri=1 R?=0.70
R?=0.36 R? = 0.05

Slika 2.3: Koeficijent determinacije, preuzeto sa ([10])

Primjer 2.3.6. Provjerimo koliko je prosjecno odstupanje podataka te jakost veze medu
varijablama u Primjeru

il 9 5 7 5 1 9 15 6 15 19
vi | 9.53 (31474527 |101|953|1592 |74 | 13.79 | 18.05

TS 4274
o = \/Zl—l(y )’) — \/9 — 097
n

10
0.97
v:%-100:9—1-100: 10.66%

0 —9) 270.3994
R —1— Z;_l(y 2703994 o
D i — y)? 7660.09

Dobivena rjeSenja pokazuju da je prosjecno odstupanje relativno malo. Koeficijent
determinacije pokazuje da je 96% varijacija zavisne varijable objasSnjeno ovim modelom,
dok je samo 4% ostalo neobjaSnjeno te je veza izmedu zavisne i nezavisne varijable ¢vrsta.
Prema tome, moZemo zakljuciti da je dobiveni pravac regresije dobro reprezentira i pre-
cizno procjenjuje dane podatke.
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2.4 ViSestruka linearna regresija

Jednostavna linearna regresija je koristan pristup u predvidanju varijable odaziva (zavisne
varijable) na temelju jednog prediktora (nezavisne narijable). Medutim, u praksi Cesto
imamo viSe od jednog prediktora. Na primjer, moZemo analizirati kako unos hrane i tje-
lesna aktivnost utjeCu na gubitak tjelesne teZine. U ovom slucaju imamo dva prediktora
odnosno dvije nezavisne varijable (unos hrane 1 tjelesna aktivnost) i jednu varijablu oda-
ziva odnosno zavisnu varijablu (gubitak tjelesne tezine). Stoga, Zelimo proSiriti jednostavni
linearni regresijski model tako da izravno moZemo obraditi viSe prediktora.

Opcenito, pretpostavimo da zavisnu varijablu Y Zelimo predvidati na osnovu p razlicitih
prediktora, X, ..., X),. Tada viSestruki linearni regresijski model ima oblik:

Vi =pPo+Pixa +Poxp+ -+ Bpxip,+&, i=1,...,n (2.15)
gdje je:
e y; predvidena vrijednost zavisne varijable za i-to mjerenje
e X;, vrijednost varijabli prediktora p za i-to mjerenje
e 3, slobodni koeficijent

e (3, regresijski koeficijenti koji obja$njavaju povezanost izmedu p-tog prediktora i za-
visne varijable Y u smislu prosjecne promjene zavisne varijable kada se vrijednost x,
promijeni za jednu jedinicu dok vrijednosti ostalih prediktora ostaju nepromijenjeni

e g rezidual za i-to mjerenje.

Graficki prikaz podataka u viSestrukoj linearnoj regresiji nije toliko jednostavan kao
u jednostavnoj linearnoj regresiji. U slucaju viSestruke linearne regresije bi se prikazala
hiperravnina u p-dimenzionalnom koordinatnom sustavu. Medutim, ideja traZenja koefici-
jenata viSestruke linearne regresije je ista kao i ranije. Cilj je odrediti koeficijente tako da
je suma kvadrata reziduala minimalna pa koeficijente procjenjujemo metodom najmanjih
kvadrata. Medutim, ve¢ za p = 3 ta metoda postaje dovoljno sloZena da se u efektivnim
izraCunima moraju Koristiti raunala $to ne¢emo razmatrati u ovom radu.

2.5 Linearizacija

Ako niz toCaka zelimo aproksimirati funkcijom ¢ koja nelinearno ovisi o parametrima,
dobili bismo nelinearni sustav jednadzbi koji se teSko rjeSava te to nece biti tema ovog
rada. Medutim, u odredenim slu¢ajevima se jednostavnim transformacijama problem moze
svesti u linearni problem najmanjih kvadrata. Takav postupak se naziva linearizacija.
Navedimo primjer linearizacije funkcije u problem najmanjih kvadrata.
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Primjer 2.5.1. Zadane su tocke (xo, o), - - . , (Xn, yn) koje pomocu diskretne metode najma-
njih kvadrata aproksimiramo funkcijom oblika ¢(x) = agx™.

Greska aproksimacije, odnosno funkcija koju minimiziramo jednaka je
S =S(ap,ar) = Z()’k — p(xp)” = Z()’k — apx{")* - min.
k=0 k=0

S obzirom da traZimo minimum, gornju funkciju éemo parcijalno derivirati po parametrima
ap 1 a; te izjednaciti s nulom:

dS X

> - 9 E — aox™)x“ =0

Dac 2, (Vk — aox;)x,

dS 4

T - -2 E Ok = aox;apx; In x; = 0.

k=0

Sto je nelinearan sustav jednadzbi. Medutim, logaritmiramo li funkciju ¢(x) = aox“' dobit
¢emo:
log ¢(x) = logap + a; log x.

Moramo joS§ logaritmirati i vrijednosti funkcije y u tockama x; pa uz supstitucije

h(x) =logy(x), hi=nh(xx)=logy,, k=0,...,n

Y(x) = log ¢(x) = by + by log x
gdje je
by =logay, by =a

dobivamo linearni problem najmanjih kvadrata
§ =8(bo.by) = Z(hk —Y(x)) = Z(hk — bo — by log x)* — min.
k=0 =

Da bismo proveli linearizaciju u ovom slucaju, mora vrijediti x; > 01 y; > 0.
Na Slici [2.4/moZemo vidjeti primjere linearizacije funkcija.
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\I,- b b
—
-------- -~ =]
5
¥ =ab= Leg ¥ =Loga+x Logh
e %
\I,- b b
—
-------- - =]
5
Y o= g g¥=Lloga+blogx
® H
\I,- b b
________ - ::'__‘/
1/ =a+bx
e %

Slika 2.4: Primjeri linearizacije, preuzeto iz ([[15]])

21



Poglavlje 3

Matricna formulacija problema trazenja
regresijskog pravca

U ovom poglavlju obradit ¢emo matri¢nu formulaciju linearne regresije. Nakon $to objas-
nimo teorijsku pozadinu, primijenit ¢emo je na konkretan primjer kako bismo pokazali
prakti¢nu primjenu ovog pristupa.

3.1 Problem najmanjih kvadrata

Neka su tocke (x1,y1), - . ., (x4, y,) dobiveni podatci nekog eksperimenta. Kada bi sve tocke
lezale na istom pravcu y = SB1x + By, tada bi vrijedilo:

Bixi + Bo
Bix2 + Bo

Yi
2

ﬁlxn +ﬁ0 = Yau-

Na taj naCin dobivamo sustav od n jednadZzbi s dvije nepoznanice Sy i B te ga moZemo
zapisati matricno kao

Ax=b>b
gdje je
x 1 A4
X 1
A=|" , x—[l], b—y2
0
’xﬂ 1 yn

22
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S obzirom da znamo da sve te tocke ne leZe na istom pravcu odnosno da sustav nije rjesiv,
najblize §to moZemo uciniti je pronaéi x takav da je Ax Sto blizi vektoru b. Zapravo
zami§ljamo Ax kao aproksimaciju b. Sto je manja udaljenost izmedu b i Ax, to je bolja
aproksimacija. Tako se problem svodi na problem minimizacije

||b — Ax|| — min. (3.1)

Definicija 3.1.1. Neka je A € M,,,, i b € M,,;. RjeSenje problema najmanjih kvadrata
Ax =b je x € M, takav da je

b —AX|| < ||b — Ax|| (3.2)
za svaki x € M, ;.

Vazno je napomenuti da, bez obzira koji x odabrali, Ax nuzno mora pripadati slici od A.
Dakle, trazimo x takav da je Ax u slici od A i da je najbliZi vektoru b. Te uvjete zadovoljava
upravo vektor koji je ortogonalna projekcija vektora b te ¢emo ga oznaciti s b.

Slika 3.1: Vektor b je blizi AX nego Ax za neki drugi x

Bududi da je b u slici od Ax, jednadzba Ax = b je konzistentna te postoji rjeSenje te
jednadzbe koje ¢emo oznaditi s X.

Nadalje, moZemo uociti da je vektor b — AX ortogonalan na svaki vektor od A. Ako je
a; bilo koji stupac od A, tada vrijedi a;j(b — Ax) = 0 odnosno a/T.(b —AX) = 0. S obzirom da
je svaki a! redak od A” dalje slijedi: ‘

ATb-A% =0
AThb—ATAZ =0
ATAx = ATh.



POGLAVLIJE 3. MATRICNA FORMULACIJA PROBLEMA TRAZENJA
REGRESIJISKOG PRAVCA 24

Iz ovoga slijedi da svako rjeSenje najmanjih kvadrata jednadzbe Ax = b zadovoljava jed-
nadzbu:
ATAx=A"b (3.3)

koja se zove normalna jednadzba za Ax = b.

Teorem 3.1.2. Skup rjeSenja problema najmanjih kvadrata je neprazan i zadovoljava jed-
nadzbu Ax = b. Tada zadovoljava i normalnu jednadZbu AT Ax = ATb.

Dokaz. Neka je skup rjeSenja problema najmanjih kvadrata neprazan skup i svako rjeSenje
X problema najmanjih kvadrata zadovoljava normalnu jednadzbu. Obratno, pretpostavimo
da % zadovoljava jednadzbu

ATAx = A"b.

Tada % zadovoljava jednadZbu
AT(b - A% =0,

Sto pokazuje da je b—AX ortogonalan na sve retke matrice A7, pa je prema tome ortogonalan
na sve stupce matrice A. Buduéi da stupci matrice A razapinju Im(A), vektor b — AX je
ortogonalan na cijelu Im(A). Stoga je jednadZba

b=Ax+ (b-AX%)

zapis vektora b kao linearne kombinacije vektora koji pripadaju Im(A) i vektora koji su
ortogonalni na Im(A). Zbog jedinstvenosti ortogonalnog rastava, AX mora biti ortogonalna
projekcija vektora b na Im(A). Odnosno, AX = b1 X je rjeSenje problema najmanjih kva-
drata. O

Dokaz prethodnog teorema preuzet je iz [7]].
Teorem 3.1.3. Neka je A € M,, .. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1. Jednadnzba Ax = b ima jedinstveno rjesenje problema najmanjih kvadra za svaki
b eR"

2. Stupci matrice A su linearno nezavisni.
3. Matrica AT A je invertibilna.

Kada vrijedi istinitost ovih tvrdnji, tada je X rjesSenje problema najmanjih kvadrata dano
kao
&= (ATA)ATb.
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3.2 Primjena matricne formulacije

Primjer 3.2.1. Metodom najmanjih kvadrata pronadite jednadZbu pravcay = By x+fy koji
najbolje opisuje sljedece podatke: (1,0),(2,1),(4,2)i (5,3).

1
1
l’b_
1

(O I S

Za rjeSenje najmanjih kvadrata Ax = b, normalna jednadZba glasi
ATAx=A"b

pa raCunamo:

[ N S R

0
1 2 4 5|1 25
Ty _ —
Ab_[l 1 1 1] 2 _[6]
3
Normalna jednadzba sada glasi:

i - 1]

AR NIRRT E

1z ovoga slijedi da je traZena jednadZba:

Iz toga je

AN

|
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Primjene

Linearna regresija je najcesS¢e koriStena statistiCka tehnika za istraZivanje 1 modeliranje
odnosa izmedu varijabli.. Primjene regresije su brojne i pojavljuju se u gotovo svim po-
dru¢jima, ukljucujuéi inZenjerstvo, ekonomiju, biologiju, medicinu, druStvene znanosti i
brojne druge. Navedimo nekoliko primjera.

Ekonomija i financije: Linearna regresija se koristi u ekonomiji za analizu odnosa
1izmedu ekonomskih varijabli, poput utjecaja kamatnih stopa na potros$nju ili odnosa izmedu
inflacije i nezaposlenosti.

Marketing i prodaja: Tvrtke koriste jednostavnu linearnu regresiju za predvidanje
prodaje. Analiziranjem povijesnih podataka o prodaji i ¢imbenika poput potro$nje na
oglasavanje ili promjena cijena, tvrtke mogu predvidjeti buducu prodaju i prilagoditi svoje
strategije.

Zdravlje okolisa: Stru¢njaci u ovom podrucju koriste ovaj regresijski model za procjenu
odnosa izmedu prirodnih elemenata, poput tla, vode i zraka. Primjer je utjecaj temperature
ili koli¢ine oborina na rast biljaka. Takoder, Cest je primjer analiza kvalitete tla kao Sto
su pH vrijednost, vlaga ili prisutnost hranjivih tvari na uspijevanje poljoprivrednih kultura.
Regresijska analiza od velike je koristi ekolozima u predvidanju u€inaka zagadenja zraka
ili vode na zdravlje okolisa.

Medicina: Linearna regresija moZe se primijeniti u zdravstvu za proucavanje odnosa
izmedu varijabli poput dobi pacijenta i medicinskih troSkova, doze lijekova i ishoda lije¢enja
ili zadovoljstva pacijenata i vremena ¢ekanja u bolnici. Na primjer, koristi se za analizu
utjecaja Cimbenika poput prehrambenih navika, tjelesne aktivnosti, pusenja i konzumacije
alkohola na zdravstvene pokazatelje kao Sto su krvni tlak, razina kolesterola ili tjelesna
masa. Takoder moZemo procijeniti kako povecanje tjelesne aktivnosti ili smanjenje konzu-
macije alkohola moZe utjecati na smanjenje krvnog tlaka.

Sportska analitika: U sportskoj analitici, moze se koristiti za analizu mjernih poda-
taka o performansama igraca (npr. prosjean broj udaraca u bejzbolu ili postotak golova

26
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u nogometu) i njihovih odnosa s ¢imbenicima poput intenziteta treninga, umora igraca ili
strategija trenera. Takoder moZe se koristiti za predvidanje posjecenosti utakmica na te-
melju statusa timova koji igraju i veliCine trZiSta, kako bi savjetovali menadZere timova o
mjestima odrzavanja utakmica i cijenama karata koje mogu maksimizirati profit.

Energija i komunalne usluge: Energetske tvrtke mogu koristiti linearnu regresiju za
predvidanje potroSnje energije na temelju povijesnih podataka i vremenskih uvjeta. To
pomaze u planiranju resursa i optimizaciji distribucije energije.

Navedimo detaljnije par primjera postavljanja modela linearne regresije ([3]]):

Primjer 4.0.1. Tvrtke Cesto koriste linearnu regresiju kako bi analizirale odnos izmedu
troSkova oglasavanja i prihoda. Tako na primjer, mogu postaviti jednostavni linearni regre-
sijski model koristeci troSkove oglasavanja kao nezavisnu varijablu i prihode kao zavisnu
varijablu. Regresijski model bi tada imao sljedeci oblik:

prihodi = B, + B; - troSak oglaSavanja.

o Koeficijent S, bi predstavljao ukupne ocekivane prihode kada su tro§kovi oglasavanja
nula.

o Koeficijent B, bi predstavljao prosjecnu promjenu ukupnih prihoda kada se troSak
oglasavanja poveca za jednu jedinicu (npr. jedan euro).

e Ako je B; negativan, to bi znacilo da veci troSkovi oglasavanja dovode do manjih
prihoda.

e Ako je f; blizu nule, to bi znacilo da troSak oglasavanja ima mali utjecaj na prihode.
e Ako je B8 pozitivan, to bi znacilo da veci troSak oglaSavanja dovodi do vecih prihoda.

Ovisno o vrijednosti B;, tvrtka se moZe odluciti na smanjivanje ili povecavanje svojih
troSkova oglaSavanja.

Primjer 4.0.2. IstraZivaci mogu davati razli¢ite doze odredenog lijeka pacijentima i pro-
matrati kako pritom reagira njihov krvni tlak. Mogu postaviti jednostavni linearni regresij-
ski model koristec¢i dozu lijeka kao nezavisnu varijablu i krvni tlak kao zavisnu varijablu.
Regresijski model bi tada imao sljedeéi oblik:

krvni tlak = B + B; - doza lijeka.

o Koeficijent S predstavljao bi ocekivani krvni tlak kada je doza lijeka nula.

o Koeficijent 5 predstavljao bi prosje¢nu promjenu u krvnom tlaku kada se doza lijeka
poveca za jednu jedinicu.
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e Ako je B negativan, to bi znacilo da poveCanje doze lijeka dovodi do smanjenja
krvnog tlaka.

e Ako je B; blizu nule, to bi znacilo da poveéanje doze lijeka ne uzrokuje promjenu u
krvnom tlaku.

e Ako je B pozitivan, to bi znacilo da povecanje doze lijeka dovodi do povecanja
krvnog tlaka.

Ovisno o vrijednosti S, istrazivaci mogu odluciti o promjeni doze lijeka koju pacijent
prima.

Primjer 4.0.3. Poljoprivredni znanstvenici mogu primijeniti razli¢ite koli¢ine gnojiva i
vode narazli¢itim poljima i vidjeti kako to utjece na prinos usjeva. Mogu postaviti visestruki
linearni regresijski model koristeéi gnojivo i vodu kao varijable prediktore, a prinos usjeva
kao zavisnu varijablu. Regresijski model bi imao sljedeci oblik:

prinos usjeva = By + B; - koli¢ina gnojiva + 3, - koli¢ina vode.
o Koeficijent B predstavljao bi ocekivani prinos usjeva bez gnojiva ili vode.

o Koeficijent 8, predstavljao bi prosjeCnu promjenu u prinosu usjeva kada se koli¢ina
gnojiva poveca za jednu jedinicu, pod uvjetom da koli¢ina vode ostane nepromije-
njena.

e Koeficijent 3, predstavljao bi prosjeCnu promjenu u prinosu usjeva kada se koli¢ina
vode poveca za jednu jedinicu, pod uvjetom da koliina gnojiva ostane nepromije-
njena.

Ovisno o vrijednostima 3, 1 3, znanstvenici mogu odluciti o promijeni koli¢ine gnojiva i
vode koje se koriste kako bi maksimizirali prinos usjeva.

Primjer 4.0.4. U danoj tablici su podatci preuzeti od DrZavnog zavoda za statistiku koji
prikazuju broj djece u predskolskom obrazovanju i broj odgojitelja u Hrvatskoj u razdoblju
od 2008. do 2017. godine.
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Godina upisa | Broj djece | Broj odgojitelja
2008./2009. 95516 9054
2009./2010. 99317 9699
2010./2011. 101638 10046
2011./2012. 102857 10464
2012./2013. 104080 10591
2013./2014. 107823 10785
2014./2015. 109963 11125
2015./2016. 134573 11538
2016./2017. 143878 12396
2017./2018. 139228 12601

Neka je nezavisna varijabla x broj djece upisane u ustanovu predskolskog obrazovanja,
a zavisna varijabla y broj odgojitelja. Nacrtajmo najprije dijagram rasprSenosti da vidimo
u kojem su odnosu varijable.
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Iz dijagrama moZemo pretpostaviti da, iako dani podatci nisu savrSeno linearni, medu
varijablama postoji linearna ovisnost. Linearnom regresijom modelirajmo pravac koji naj-
bolje opisuje dane podatke. Trazimo y = 8, x + By gdje je:

e y = broj odgojitelja (zavisna varijabla),

e x = broj djece (nezavisna varijabla),
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e koeficijent B; pokazuje prosjeCnu promjenu broja odgojitelja kada se broj djece
poveca za 1,

e koeficijent 3 teorijski predstavlja broj odgojitelja kada je broj djece 0, $to u stvarnom
svijetu nema smisla promatrati.

Ako je B pozitivan, povecanjem broja djece se povecava i broj odgojitelja, Sto je u skladu
s o¢ekivanjima u stvarnom svijetu. Ovdje iz grafa moZemo ocitati da ¢e vodeci koeficijent
pravca biti pozitivan te da ée veza medu varijablama biti pozitivna.

Da bismo odredili pravac linearne regresije, potrebno je izracunati (2.14)). Medutim,
ako imamo viSe podataka mjerenja, taj proces racunanja je iscrpljuju¢ te lako mozemo
pogrijeSiti. Zbog toga se CeSce koriste tehnicka pomagala ili racunalni programi koji
olakSavaju i ubrzavaju ovaj postupak. Mi ¢emo pri analiziranju ovog slucaja koristiti
program Excel koji ¢e nam olakSati trazenje jednadzbe regresijskog pravca i vrijednosti
koeficijenta determinacije.
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Jednazba pravca linearne regresije je y = 0.0581x +4216.2, a koeficijent determinacije
R? iznosi 0.8681. Koeficijent determinacije pokazuje da je 86.81% varijacija zavisne va-
rijable objaSnjeno dobivenim modelom, dok je samo 13.19% ostalo neobjasnjeno. Dakle,
model dobro reprezentira dane podatke i veza medu varijablama je Cvrsta.

Na temelju ovog modela moZemo predvidjeti broj odgojitelja koji ¢e biti potreban za
odredeno povecanje broja djece za neku od narednih godina. Takav model predstavlja
koristan alat za istrazivace, jer im omogucuje da precizno odrede koliko zaposlenika je
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potrebno u skladu s promjenama u broju djece. Na primjer, Zelimo znati koliko ¢e nam biti
potrebno odgojitelja kada bi bilo upisano 160000 djece. Jednostavno ¢emo uvrstiti broj
djece u jednadzbu regresijskog pravca te na taj nacin predvidjeti potreban broj odgojitelja.
S obzirom da se povecao broj djece, moZzemo ocekivati i povecanje broja odgojitelja. S
druge strane, ako se s godinama smanji broj djece, bit ¢e potrebno i manje odgojitelja.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad istrazuje jednu od najcesée koriStenih metoda u statistici — linearnu
regresiju. Nakon uvodenja osnovnih pojmova koji su kljucni za razumijevanje ove tehnike
napravljena je detaljna analiza modela jednostavne linearne regresije i najefikasnije metode
procjene parametara, metode najmanjih kvadrata. Zatim je predstavljen model viSestruke
linearne regresije 1 primjer linearizacije funkcije. Daljnje istraZivanje usmjereno je na ma-
tricnu formulaciju metode najmanjih kvadrata. Na samom kraju, dani su primjeri primjene
ove metode u stvarnom Zivotu.



Summary

This thesis delves into one of the most commonly used methods in statistics — the linear
regression model. After introducing the basic concepts essential for understanding this
technique, a detailed analysis of the simple linear regression model and the most efficient
parameter estimation method, the least squares method, is provided. Next, a multiple linear
regression model and an example of function linearization are presented. Further investi-
gation focuses on the matrix formulation of the least squares method. Finally, examples of
the method’s application in real-life scenarios are presented.



Zivotopis

Veronika Obsivac rodena je 13. studenoga 1998. godine u Metkovi¢u. Osnovnoskolsko
obrazovanje zavrsila je 2013. godine u Osnovnoj Skoli Stjepana Radi¢a u Metkovicu te
potom upisuje prirodoslovno—matematicki smjer u Gimnaziji Metkovi¢. Godine 2017.
na Prirodoslovno—matemati¢kom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu upisuje preddiplomski
sveucili$ni studij Matematika; smjer nastavni¢ki. Godine 2022. stjeCe akademski naziv
sveuciliSne prvostupnice edukacije matematike. Iste godine upisuje diplomski sveucili$ni
studij Matematika; smjer nastavnicki.



	Sadržaj
	Uvod
	Osnovni pojmovi
	Mjere srednje vrijednosti
	Mjere raspršenosti
	Slučajna varijabla

	Linearna regresija
	Model jednostavne linearne regresije
	Metoda najmanjih kvadrata
	Analiza modela
	Višestruka linearna regresija
	Linearizacija

	Matrična formulacija problema traženja regresijskog pravca
	Problem najmanjih kvadrata
	Primjena matrične formulacije

	Primjene
	Bibliografija

