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Uvod

Neuronske mreze Cine vazan dio danas$njeg strojnog ucenja i umjetne inteligencije, gdje
su kljucne za analizu podataka, prepoznavanje uzoraka i donosenje odluka. Njihova struk-
tura, nadahnuta na¢inom rada ljudskog mozga, omogucuje izgradnju modela prilagodl;i-
vih Sirokom rasponu zadataka — od jednostavnih klasifikacija do slozenijih predvidanja
1 generativnih aplikacija. Iako su vrlo uspjeSne, tradicionalne neuronske mreze nailaze
na odredene izazove, a medu glavnim problemima je pretreniranje, zbog kojeg modeli
gube sposobnost generalizacije na nove podatke. Kako bi se ovo ublazilo, razvijeni su
napredniji pristupi poput Bayesovskih neuronskih mreza. Ovi modeli koriste Bayesovsko
zakljucivanje pri treniranju i predikciji, omogucujuci procjenu nesigurnosti modela i sma-
teorijske osnove i prakti¢ne primjene Bayesovskih neuronskih mreza, prikazati njihove
prednosti i ukazati na podrucja gdje mogu nadmasiti klasi¢ne pristupe. U prvom poglavlju
analizirat ¢e se opc€a struktura i rad neuronskih mreza te njihova primjena u nadziranom
ucenju. Drugo poglavlje bit ¢e posveceno Bayesovskom zakljucivanju, osnovnom sta-
tistickom principu koji omogucuje adaptaciju modela s obzirom na nove podatke, ¢ime se
olaksava ukljucivanje nesigurnosti u modele. Trece poglavlje detaljno e objasniti koncept
Bayesovskih neuronskih mreza, naglasavajuéi na¢in na koji ove mreZe spajaju Bayesov
pristup sa standardnim metodama treniranja neuronskih mreza. Nadalje, u Cetvrtom po-
glavlju ¢e se razmotriti problem pretreniranja i pokazati kako Bayesovski pristup moze
pomoci u rjeSavanju ovog problema, pruzajué¢i modelima sposobnost da bolje generalizi-
raju na nevidene podatke. Rad e zavrSiti praktiénim primjerom primjene Bayesovskih
neuronskih mreZa, ¢ime ¢e se ilustrirati njihova prednost u realnim problemima gdje je
kvantifikacija nesigurnosti klju¢na.






Poglavlje 1

Neuronske mreze

Ovo poglavlje ima za cilj pruZiti razumijevanje osnovnih koncepata, struktura i funkcija
neuronskih mreza, u svrhu pripreme daljnjeg razumijevanja glavne teme ovog rada - Baye-
sovih neuronskih mreza. U ovom poglavlju istrazit ¢emo kljucne koncepte i teorije koje
leze u osnovi neuronskih mreza. Pocet ¢emo s definicijom neuronskih mreZa te njihovom
povijescu, istiCuci vazne prekretnice 1 istrazivace koji su oblikovali njihov razvoj. Takoder,
razmotriti éemo arhitekturu neuronskih mreza, ulogu aktivacijskih funkcija te malo detalj-
nije postupke treniranja koji postaju bitno drugaciji prelaskom na Bayesovski pristup. Kroz
ovo poglavlje, stvorit ¢emo temelj za razumijevanje sloZenijih koncepata i primjena koje
slijede uvodeci koncept Bayesove neuronske mreze.

1.1 Motivacija i povijest neuronskih mreza

Motivacija za istraZivanje neuronskih mreZa proizlazi iz Zelje da se stvore raCunalni sustavi
koji mogu samostalno uciti 1 prilagodavati se okolini, analogno nacinu na koji funkcioniraju
bioloSki mozgovi. Prevodeci neuroznanost, koja je u to vrijeme bila jako slabo razvijena, u
matematicki okvir, pioniri poput McCullocha i Pittsa su 1943. [25] postavili temelje prve
pojednostavljene neuronske mreze, McCulloch-Pitts neurona, koji je simulirao osnovne
procese bioloskih neurona. Sljede¢i veliki iskorak napravio je Frank Rosenblatt 1958. go-
dine razvivsi perceptron, jednostavni model neuronske mreze sposoban za binarnu klasifi-
kaciju, Sto je oznacilo pocetak prakticne primjene neuronskih mreza u strojnom ucenju [35]
Kasnije, rad Geoffreya Hintona i suradnika na algoritmima ucenja u neuronskim mreZama
donio je novu eru u razvoju dubokog ucenja [38]. Ovi pioniri su svojim radovima ucrtali
put za razvoj modernih neuronskih mreza koje su danas okosnica istrazivanja i razvoja u
podru¢jima kao Sto su raCunalni vid, obrada prirodnog jezika i autonomna voznja.
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Nadzirano i nenadzirano ucenje

U strojnom ucenju razlikujemo dvije osnovne vrste problema: nadzirano i nenadzirano
ucenje. U nadziranom ucenju, model se trenira na oznacenim podacima, odnosno na skupu
za ucenje (X,y), gdje je X skup ulaznih podataka, a y pripadajuci skup izlaznih oznaka
ili vrijednosti. Cilj nadziranog ucenja je nauciti funkciju f : X — y, koja moZe to¢no
predvidjeti izlaz y za nove, nevidene ulazne podatke X. Ovaj pristup je posebno koristan
za zadatke kao Sto su klasifikacija i regresija, gdje model treba predvidjeti odredene oznake
ili vrijednosti.

Suprotno tome, u nenadziranom ucenju model dobiva samo ulazne podatke X, bez
pripadajucih oznaka y, te samostalno otkriva strukture ili obrasce u podacima,

1.2 Definicija neuronske mreze

Pojam neuronske mreze obuhvaca veliku klasu modela 1 metoda ucenja. Kroz ovo poglav-
lje éemo pokazati da su neuronske mreZe jedna malo kompleksnija familija nelinearnih
statistickih modela. Ovdje poCinjemo opisujuéi najéesce koriStenu ’jednostavnu” neuron-
sku mrezu, koja se ponekad naziva mreZa s jednim skrivenim slojem ili jednostruki sloj
neurona. Za pocetak, objasnimo pojam osnovne gradevne jedinice neuronske mreZe - ne-
urona.

Neka je x = (xy,...,x,) € R" ulazni skup podataka, w = (wy,...,w,) € R" vektor te
f :R" — R, tada je neuron definiran izborom w i f te je njegova “izlazna vrijednost”:

r:f[w0+2x,-wi} (1.1)
i=1

Vrijednosti vektora w se zovu tezine, a funkcija f aktivacijska funkcija. Slijedi she-
matski prikaz jednog neurona:
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Slika 1.1: Shematski prikaz neurona sa “’step” funkcijom kao aktivacijskom (preuzeto iz
[39D)

Aktivacijske funkcije ovdje igraju klju¢nu ulogu, uvodeci nelinearnost u model. Jedna
od najosnovnijih aktivacijskih funkcija je sigmoidna funkcija f(x) = ; +le,x. Koristenjem
sigmoidne aktivacijske funkcije na jednom neuronu, dobijamo uobicajnu logistiCku regre-
siju. Povijesno, jedna od prvih koriStenih aktivacijskih funkcija je tzv. “step” funkcija.
Neuron s takvom aktivacijskom funkcijom se zove perceptron [35]. Navodimo ovu aktiva-
cijsku funkciju zbog zanimljive analogije koja motivira njen izbor. Naime, ako je ulazna
vrijednost u aktivacijsku funkcija veca od neke granice, neuron se “aktivira” i poprima vri-
jednost 1 dok se u protivhom neuron ne aktivira 1 poprima vrijednost 0. Ovo je motivirano
ponasanjem neurona u ljudskom mozgu gdje se kod odredene doze impulsa (granica ili
“threshold””) odredeni neuroni aktiviraju. Ve¢ na primjeru ove dvije funkcije vidimo dvije
vazne karakteristike aktivacijskih funkcija - normalizacija izlaznog podatka i moguénost
racunanja gradijenta. Naime, ta svojstva ¢e na vaznosti dobiti kasnije kada uvedemo pro-
ces treniranja neuronskih mreza. Sada moZemo definirati neuronsku mrezu sa ulaznim
podacima dimenzije n, izlaznom vrijednosti dimenzije p te m “skrivenih” slojeva od kojih
svaki sadrzi ¢; neurona kao funkciju f : R* — R” koju ra¢unamo na sljedeéi nacin:

1. Ulazni podaci x ulaze u svaki od ¢y neurona u ulaznom sloju.

2. Izlaz ¢y neurona ulaznog sloja ulazi u svaki od ¢; neurona prvog skrivenog sloja.

3. Izlaz ¢; neurona u skrivenom sloju i ulazi u svaki od c¢;;; neurona u skrivenom sloju

i+1

4. Izlaz c,, neurona iz zadnjeg skrivenog sloja ulazi u svaki od p neurona u izlaznom

sloju.

5. Vrijednosti izlaznog sloja, vektor y, predstavlja vrijednost funkcije u tocki x
Ulazni i izlazni slojevi mreZe najeSce su odredeni prirodom problema. Dimenzija ulaz-
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nog sloja odgovara broju varijabli u skupu podataka, dok je dimenzija izlaznog sloja 1 u
slucaju regresije ili p za klasifikacijski problem s p klasa. Osim toga, postoje i drugi tipovi
zadataka, poput grupiranja podataka, segmentacije i generiranja objekata, koji zahtijevaju
razli¢ite konfiguracije izlaznog sloja. Svaki od ovih zadataka moZe imati specifican broj iz-
laznih neurona, ovisno o vrsti informacija koju mreZza treba generirati ili prepoznati. Izbor
hiperparametara se najceS¢e svodi na broj i1 veli¢inu skrivenih slojeva te izbor aktivacijskih
funkcija. Aktivacijske funkcije se najéeS¢e odabiru tako da svi neuroni u istome skrive-
nom sloju imaju istu aktivacijsku funkciju. MoZemo re¢i da neuronsku mreZu definiraju
dvije stvari - arhitektura i parametri. Gdje pod “arhitektura” mislimo na dimenziju ulaza i
izlaza, broj skrivenih slojeva 1 broj neurona u svakom te izbor aktivacijskih funkcija, dok
parametri predstavljaju vrijednosti teZina u svakom pojedinom neuronu.

0000
dda00obobD
olefotioReclohokoRohe

Slika 1.2: Shematski prikaz neuronske mreZe gdje je n = 4, p = 1 sa 2 skrivena sloja po
10 neurona (preuzeto iz [49])

Do sada smo uveli najjednostavniji primjer neuronske mreze - tzv. ~feedforward” ne-
uronsku mrezu koja je dovoljna za daljnje razumijevanje koncepata. Naravno, postoje i
mnoge druge arhitekture neuronskih mreza kao Sto su konvolucijske neuronske mreze, po-
vratne neuronske mrezne, autoenkoderi, generativne neuronske mreze i dr. [11] U konacnici,
svi ostali oblici se temelje na strukturi koju smo do sada objasnili. Iz moguénosti iz-
bora broja slojeva i neuron u pojedinom sloju vidimo da neuronske mreZze mogu imati
proizvoljno velik broj parametara Sto ih €ini idealnom familijom funkcija za problem sta-
tistickog ucenja s obzirom da se svaka Borel izmjeriva funkcija do na proizvoljnu razinu
tocnosti moZe aproksimirati dovoljno velikom neuronskom mrezom [15]. U nastavku pre-
lazimo na temu “treniranja” neuronskih mreZa tj. nacina na koji se za dani skup podataka X
pronalaze parametri neuronske mreze koja najbolje odgovara tim podacima. Napominjemo
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da je sama arhitektura neuronske mreZe naj¢esce unaprijed zadana na osnovu prijasnjih te-
orijskih i eksperimentalnih saznanja te se u procesu ucenja traze iskljuCivo parametri tj.
skup tezina W.

1.3 Treniranje neuronskih mreza

Treniranje neuronskih mreza kljucni je proces u kojem funkcija koju smo ranije nazvali
neuronska mreza postaje jedan od najkoriStenijih alata u modernom statistickom ucenju.
Tijekom treniranja, mreza prilagodava svoje teZine kako bi minimizirala razliku izmedu
predvidenih i stvarnih vrijednosti. Ovaj iterativni proces ukljucuje koriStenje raznih al-
goritama optimizacije, poput gradijentnog spusta, te metoda poput propagacije unazad za
izraun gradijenata [38]. Cilj treniranja je dobiti model koji se moZe generalizirati na nove,
nevidene podatke, a pritom izbjegavajui probleme poput pretreniranja i nedovoljnog tre-
niranja (eng. overfitting i underfitting).

TraZenje ’najboljih” tezina

Neka je u pitanju problem regresije i D = (x;, y;); je zadani skup podataka za ucenje veliCine
N, w je skup teZina neuronske mreZe. Jedna od metoda ucenja tezina je metoda maksimalne
vjerodostojnosti gdje vjerodostojnost definiramo kao:

N
L=P(DW)= ) PO:|xW) (1.2)

i=1

Za ’najbolje” tezine uzimamo one koje minimiziraju negativnu log-vjerodostojnost:

N
WMLE = arg max [_ Z P(yilx;, W)] (1.3)

i=1
Ovdje pretpostavljamo da je y dan kao f(x; w) na koju je dodan Gaussovski Sum, pa vjero-
jatnost iz gornjeg izraza mozemo zapisati kao [26]:

- (_(y—f(x;W))2)
V2no? P 20

Cime veli¢ina koju minimiziramo postaje:

= 1 i — f(xi; w))?

al N & $ i = %)’
= Z log(or) — 5 Z log(2r) + Z Oz 3 (1.5)
i=1 i=1 i=1

Py |x,w)= (1.4)

202
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Gdje smo f(x;; w) zamijenili s y; s obzirom da je f u ovom slucaju neuronska mreza kojoj
traZimo parametre. sada vidimo da su prva dva Clana konstante pa jedino Sto ostaje mi-
nimizirati je izraz Y'Y, (y; — ¥;)* koji je zapravo standardna kvadratna greska. Ovime smo
pokazali da pronalazak tezina neuronske mreze MLE metodom ekvivalentan minimizaciji
kvadratne greSke na skupu za ucenje. U kontekstu strojnog ucenja se izraz unutar sume
naziva funkcija gubitka:

C.9) = i =9 (1.6)
Gore pokazana funkcija je uobicajna funkcija gubitka u problemu regresije, dok se u pro-
blemu klasifikacije najcesce koristi tzv. kategorijski gubitak entropije:

N
CG»5) = - ) yilog() (1.7)
i=1

Ova funkcija gubitka je takoder funkcija cilja minimizacijskog problema u kojem dobijemo
MLE procjenitelj za teZine neuronske mreze, a dobije se sli¢cnim ra¢unom kao i gore. Valja
napomenuti da postoje mnoge druge u praksi koriStene funkcije gubitka, koje nisu MLE
procjenitelji, pogotovo u problemu klasifikacije [32]. U okviru ovog rada se drzimo MLE
procjenitelja tako da moZemo zadrzati vjerojatnosno znacenje procesa treniranja kada kas-
nije prijedemo na Bayesovski naCin traZenja parametara.

Navedeni minimizacijski problem se najcesce rjeSava metodom gradijentnog spusta. Ideja
ove iterativne optimizacijske tehnike je malim koracima u smjeru suprotnom od gradijenta
funkcije gubitka mijenjati parametre mreZe i pronaci globalni minimum funkcije gubitka.
Jednadzba koraka gradijentnog spusta je sljedeca:

w — w—nVC(w) (1.8)

Gdje je n tzv. stopa ucenja (eng. learning rate) - vrijednost koja kontrolira veli¢inu koraka
koji se poduzima prilikom aZuriranja parametara. Cesto se uzima fiksna vrijednost izmedu
0.001 1 0.01, a moderni optimizacijski algoritmi koriste i varijabilnu stopu ucenja s ciljem
brze konvergencije [37].

Ideja i jednadZba gradijentnog spusta su same po sebi jednostavne, no raCunanje samih
gradijenata je malo sloZeniji problem ako se prisjetimo sloZenosti jedne neuronske mreze
kao funkcije. Uz pretpostavku da je funkcija gubitka diferencijabilna u w, algoritam pro-
pagacije unatrag daje efikasan i brz nacin za raCunanje gradijenata. Algoritam propagacije
unatrag koristi princip ulancanog pravila za izraCunavanje gradijenata funkcije gubitka u
odnosu na sve tezine u mreZi. Sam racun nije konceptualno tezak no izrazito je detaljan i
nezanimljiv pa ovdje prilazemo samo glavnu jednadzbu. Detaljan raspis se moze pronaci
u [29]:

=—.=. 1.
6wl 8611 821 c’)w; ( 9)



1.3. TRENIRANJE NEURONSKIH MREZA 9

Gdje [ oznacava sloj o kojem se radi, a aktivacijsku funkciju, a z linearnu kombinaciju
ulaza u taj sloj. Korak u kojem se rauna vrijednost neuronske mreze za ulaz x da se do-
bije vrijednost y — y se naziva propagacija unaprijed te je objasnjen ranije. Sada se svaka
pojedina teZina azurira prema 1.8.

S obzirom da ovaj optimizacijski problem zahtijeva pocetne vrijednosti, vrijedi to joS pro-
komentirati. Pocetne vrijednosti teZina u neuronskim mrezama klju¢ne su za uspjesno
treniranje modela jer pravilna inicijalizacija moZe znacajno utjecati na brzinu konvergen-
cije 1 uinkovitost mreze. Ako se teZine inicijaliziraju na isti nain za sve neurone, mreza
ne moze nauciti razliite znacajke, dok neodgovarajuée vrijednosti mogu uzrokovati pro-
bleme poput sporog ucenja ili nestabilnosti. Tehnike poput Xavier, He, i LeCun inicija-
lizacije prilagodavaju pocetne vrijednosti na temelju broja ulaza i izlaza u sloju, ¢ime se
poboljSava stabilnost i brzina treniranja [27].






Poglavlje 2

Bayesovsko zakljucivanje

Bayesovsko zakljucivanje je pristup statistickoj analizi podataka temljen na Bayesovom
teoremu, koji omogucéava neprestano prilagodavanje modela s obzirom na nove podatke.
U Bayesovskoj statistici se na parametre modela se gleda kao slucajne varijable s pripad-
nim distribucijama. Takav pristup omogucava fleksibilnost i prilagodbu modela, a uz same
predikcije nudi i informaciju o razini neizvjesnosti. Takav pristup je osobito koristan u
primjenama gdje treba razumijeti 1 kvantificirati razinu nesigurnosti. Za razliku od frek-
ventistickog pristupa, Bayesovski pristup pruza moguénost uvazavanja prethodnih znanja
1 aZzuriranje tih uvjerenja na osnovu novih podataka.

U ovom poglavlju prvo ¢emo obraditi osnovne principe Bayesovske statistike uvodeci poj-
move prior 1 posterior distribucija te objaSnjavajuci njihovu ulogu. Nakon toga, navesti
¢emo znacaj marginalizacije i procjene nesigurnosti u parametrima. Zatim ¢emo, kroz jed-
nostavan primjer bacanja kovanice, prikazati kako Bayesovsko ucenje funkcionira u praksi.
Ovaj primjer omogucit ¢e nam da jednostavno pokaZemo pristup Bayesovskog ucenja prije
nego isti pristup uvedemo kod ucenja neuronskih mreza.

Teorijski dio ovog poglavlja se temelji na izvorima [4] 1 [44].

2.1 Osnovni principi Bayesovske statistike

Bayesov teorem i uvjetna vjerojatnost

Bayesov teorem predstavlja temelj Bayesovske statistike, omogucavajuéi nam aZuriranje
vjerojatnosti hipoteza na temelju novih podataka. U osnovi, Bayesov teorem se temelji na
konceptu uvjetne vjerojatnosti, koja oznacava vjerojatnost dogadaja A pod uvjetom da se
dogodio dogadaj B, te se zapisuje kao P(A|B). Formalno, uvjetna vjerojatnost definirana je
kao:

11



12 POGLAVLIJE 2. BAYESOVSKO ZAKLJUCIVANJE

P(A|B) = PANB (2.1)
P(B)
gdje je P(A N B) vjerojatnost da se dogode oba dogadaja A i B, a P(B) vjerojatnost
dogadaja B, pod uvjetom da je P(B) > 0.
Bayesov teorem omogucava nam da izracunamo P(A|B) koriste¢i obrnuto uvjetovanje,
tj. P(BJA), zajedno s a priori vjerojatnostima dogadaja A 1 B. Formalno, Bayesov teorem
glasi:

P(B|A) - P(A
P(AIB) = % 2.2)
gdje:

e P(A|B) predstavlja a posteriori vjerojatnost dogadaja A nakon S§to smo promatrali
dogadaj B,

e P(BJA) je uvjetna vjerojatnost dogadaja B pod uvjetom da se dogodio dogadaj A,

e P(A) je a priori vjerojatnost dogadaja A, tj. vjerojatnost prije nego Sto smo uzeli u
obzir dogadaj B,

e P(B) je ukupna vjerojatnost dogadaja B, koja se moZe dobiti marginalizacijom, od-
nosno sumiranjem ili integriranjem svih mogucih uvjeta:

P(B) = Z P(B|A))P(A;) (2.3)
za diskretne slucajeve, ili
P(B) = f P(BIA)P(A) dA (2.4)

za neprekidne slucajeve.

Bayesov teorem moZemo intuitivno shvatiti kao nacin azZuriranja pocetnih uvjerenja
(izraZzenih kroz a priori vjerojatnost P(A)) u posjedovanju novih informacija (izraZenih
kroz P(BJA)). Rezultat ovog azuriranja je a posteriori vjerojatnost P(A|B), koja uzima u
obzir i poCetne informacije i nove podatke.
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Primjer Bayesovog teorema

Pretpostavimo jednostavan primjer dijagnostickog testa za neku bolest. Neka je:
e A dogadaj da osoba ima bolest,
e B dogadaj da je test pozitivan.
Neka su poznate sljedece informacije:

e P(A) - a priori vjerojatnost da osoba ima bolest (npr., prevalencija bolesti u popula-
ciji),

e P(BJA) - vjerojatnost da je test pozitivan ako osoba ima bolest (osjetljivost testa),

e P(B|-A) - vjerojatnost da je test pozitivan ako osoba nema bolest (lazno pozitivna
stopa testa).

Na temelju Bayesovog teorema, mozemo izracunati a posteriori vijerojatnost da osoba
ima bolest s obzirom na pozitivan test, P(A|B):

P(AIB) = PBI4) P(A) (2.5)
P(BJA) - P(A) + P(B|-A) - P(-A)

Ovaj primjer prikazuje kako Bayesov teorem koristi postojeée informacije o ucestalosti
bolesti i to¢nosti testa kako bi prilagodio vjerojatnost da osoba doista ima bolest, s ob-
zirom na pozitivan rezultat testa. Takav nacin zakljucivanja uobicajen je u medicinskoj
dijagnostici, gdje je vazno uzeti u obzir oba izvora nesigurnosti - pocetne informacije i re-
zultat testa. Bayesov teorem na taj naCin omogucava fleksibilno modeliranje nesigurnosti,
prilagodavajuci pocCetne vjerojatnosti prema novim informacijama. Ova prilagodljivost je
klju¢na u Bayesovskom pristupu statistici i strojnom ucenju.

Pojam prior i posterior distribucije

Bayesovska statistika temelji se na ideji aZzuriranja vjerojatnosti s obzirom na nove informa-
cije. Dva klju¢na koncepta u tom procesu su prior 1 posterior distribucije, koje izraZavaju
naSe uvjerenje o parametru prije i nakon prikupljanja podataka.

Prior distribucija

Prior distribucija, oznaCena s P(6), predstavlja pocetno uvjerenje o parametru 6 prije nego
Sto smo prikupili nove podatke. Ova distribucija odraZava naSu subjektivnu procjenu ili
prethodno znanje o parametru i moZe biti informativna ili neinformativna, ovisno o tome
koliko znamo o parametru. Na primjer, ako imamo prethodna istrazivanja ili iskustva koja
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upucuju na odredene vrijednosti parametra, moZemo Koristiti informativnu prior distribu-
ciju koja odrazava ta znanja. U suprotnom, moZemo odabrati neinformativnu prior distri-
buciju koja daje jednak prioritet svim moguéim vrijednostima parametra.

Posterior distribucija

Nakon $to prikupimo podatke, nase pocetno uvjerenje o parametru se mijenja. Azurirano
uvjerenje izrazavamo pomocu posterior distribucije, oznaCene s P(6|D), koja predstavlja
vjerojatnost parametra 6 s obzirom na nove podatke D. Bayesov teorem povezuje prior
1 posterior distribucije te omogucava aZuriranje vjerojatnosti. Kroz ovaj proces, prior i
posterior distribucije pruzaju fleksibilan okvir za izrazavanje 1 aZuriranje vjerojatnosti uzi-
majudi u obzir nesigurnost i nove podatke, Sto je osnova Bayesovske statistike.

Odabir prior distribucije

Odabir prior distribucije jedan je od klju¢nih koraka u Bayesovskoj statistici, jer ona
predstavlja pocetno uvjerenje o parametru prije prikupljanja podataka. Pravilno postav-
ljanje priora moZe znacajno utjecati na rezultate analize, posebno kada je koli¢ina poda-
taka ograniena. Ovisno o raspoloZivom znanju o parametru, prior distribucije mogu biti
razlicitih oblika.

Informativni i neinformativni priori

¢ Informativna prior distribucija: Koristi se kada imamo specificne informacije o
parametru prije poCetka analize. Na primjer, u slu¢aju medicinskih istraZivanja, ra-
niji rezultati ili stru¢na znanja mogu ukazivati na odredene vrijednosti ili raspon
vrijednosti parametra. Informativna prior distribucija odrazava te informacije i daje
vece vjerojatnosti vrijednostima koje su konzistentne s prethodnim znanjem.

¢ Neinformativna prior distribucija: Kada nemamo prethodnih informacija o para-
metru, koristi se neinformativna ili slabo informativna prior distribucija, poput uni-
formne distribucije, koja jednako tretira sve moguce vrijednosti parametra. Cilj ne-
informativnog priora je omoguciti da podaci sami po sebi odreduju posterior distri-
buciju. Primjeri neinformativnih priora ukljucuju uniformnu distribuciju, koja daje
jednaku vjerojatnost svim vrijednostima parametra unutar odredenog raspona.

QOdabir oblika prior distribucije

Oblik prior distribucije moZe se birati ovisno o prirodi parametra koji procjenjujemo:
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e Za parametre binarnih ili proporcijskih varijabli Cesto se koristi Beta distribucija
zbog svojih fleksibilnih svojstava i jednostavne interpretacije.

e Za parametre s neprekidnim vrijednostima, kao $to su ocekivana vrijednost ili vari-
janca, Cesto se koriste normalna distribucija ili inverzna gama distribucija.

Odabir oblika i parametara prior distribucije trebao bi odraZavati postojece znanje i
pretpostavke o parametru, ali takoder omoguciti fleksibilnost u azuriranju s novim poda-
cima. Uz pazljiv odabir, prior distribucija pruza okvir za formaliziranje poCetnih informa-
cija i uvjerenja unutar Bayesovskog zakljucivanja.

Posteriorna distribucija i aZuriranje s novim podacima

U Bayesovskoj statistici, posterior distribucija kombinira informacije iz prior distribucije
i promatranih podataka, omogucavaju¢i nam azuriranje vjerojatnosti parametra s obzirom
na nove informacije.

Bayesov teorem definira odnos izmedu prior, posterior 1 funkcije vjerodostojnosti (eng.
likelihood) na sljedeci nacin:

P(DIO) - P(6
P(ID) = % (2.6)

gdje je:
e P(6|D) - posterior distribucija, koja prikazuje aZurirano uvjerenje o parametru 6 na-

kon promatranja podataka D,

e P(DI6) - funkcija vjerodostojnosti, koja pokazuje vjerojatnost promatranih podataka
D pod pretpostavkom da je 6 tocan parametar,

e P(0) - prior distribucija, koja izrazava naSe pocetno uvjerenje o parametru 6 prije
promatranja podataka,

e P(D) - marginalna vjerojatnost podataka, koja osigurava da se posterior distribucija
normalizira tako da ukupna vjerojatnost iznosi 1.

AZuriranje s novim podacima

Kada se pojave novi podaci, Bayesovski pristup omogucava aZuriranje uvjerenja koriStenjem
Bayesovog teorema. Nova posterior distribucija zatim moZe posluZiti kao prior za sljedeci
korak azuriranja s dodatnim podacima. Ovaj proces omogucava kontinuirano ucenje u
Bayesovskom pristupu.
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Kroz ovaj nacin kombiniranja pocetnih uvjerenja i novih opaZanja, posterior distri-
bucija nudi jedan $iri nacin procjene parametra, reflektirajuéi i prethodno znanje i nove
dokaze. Kako se koli¢ina podataka poveéava, posterior distribucija obi¢no postaje sve uza,
smanjujuci nesigurnost oko procjene parametra 6.

Marginalizacija i izra¢un marginalne vjerojatnosti

U Bayesovskoj statistici, marginalizacija je proces u kojem eliminiramo odredene varijable
tako da integriramo njihove vjerojatnosti. Marginalizacija je klju¢na kada Zelimo izraCunati
marginalnu vjerojatnost podataka, P(D), koja se koristi za normalizaciju posterior distri-
bucije.

Marginalna vjerojatnost podataka P(D) moZe se izraziti kao:

P(D) = f P(D|0) - P(6) d6 2.7
gdje:

e P(D|0) predstavlja funkciju vjerodostojnosti koja pokazuje vjerojatnost podataka D
pod pretpostavkom vrijednosti parametra 6,

e P(6) je prior distribucija parametra 6.

Marginalizacijom integriramo nesigurnost u parametru 6 kako bismo dobili ukupnu
vjerojatnost podataka D, neovisno o specificnim vrijednostima 6.

Vaznost marginalizacije

Izracun marginalne vjerojatnosti podataka P(D) omogucava:
e Normalizaciju posterior distribucije tako da ukupna vjerojatnost iznosi 1,

e Usporedbu razli¢itih modela ili hipoteza koriStenjem Bayesovog faktora, koji koristi
omjer marginalnih vjerojatnosti podataka za razli¢ite hipoteze. [18]

U praksi, integrali potrebni za marginalizaciju mogu biti sloZeni ili nemoguci za ana-
liticko rjeSavanje, posebno kada radimo s viSedimenzionalnim parametrima. U takvim
slu¢ajevima koriste se numericke metode, poput Monte Carlo integracija, kako bi se aprok-
simativno izracunala marginalna vjerojatnosti.
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Uvod u aproksimacijske metode

U Bayesovskoj statistici, izracun posterior distribucije ¢esto ukljuCuje sloZene integrale
koji mogu biti tesko ili nemogude rijeSiti analiticki, posebno kada radimo s modelima koji
sadrze veliki broj parametara. U takvim slu¢ajevima, koristimo aproksimacijske metode
koje omogucavaju procjenu posterior distribucije bez eksplicitnog izraCunavanja svih po-
trebnih integrala.

Dvije najc¢esce koriStene aproksimacijske metode u Bayesovskoj statistici su:

Monte Carlo Markovljevi Lanci (MCMC)

Monte Carlo Markovljevi Lanci (MCMC) metode koriste se za uzorkovanje iz posterior
distribucije kada je direktno racunanje slozeno. MCMC metode generiraju uzorke koji sli-
jede distribuciju od interesa (tj. posterior distribuciju u Bayesovskom ucenju) i omogucuju
aproksimaciju distribucije koristeci te uzorke.

Najpoznatiji MCMC algoritmi ukljucuju:

e Metropolis-Hastings algoritam: Generira uzorke koriste¢i prijedloZenu distribuciju
koja ovisi o prethodnom uzorku, a svaki prijedlog se prihvaca ili odbija na temelju
odredenih kriterija. [13]

¢ Gibbs uzorkovanje: Koristi se kada su uvjetne distribucije svih varijabli poznate,
omogucavajuéi uzorkovanje svake varijable pojedinacno uz fiksiranje ostalih. [10]

MCMC metode su mocan alat za aproksimaciju sloZenih posterior distribucija, no zah-
tijevaju veliki broj iteracija kako bi se postigla konvergencija na ciljni oblik, Sto moze biti
racunalno zahtjevno.

Varijacijsko zakljucivanje [16]

Varijacijsko zakljuCivanje (eng. Variational Inference) je aproksimacijska metoda koja
zamjenjuje stvarnu posterior distribuciju jednostavnijom distribucijom, koju moZemo efi-
kasnije racunati. Cilj je pronaci aproksimacijsku distribuciju koja je §to slicnija stvarnoj
posterior distribuciji minimiziranjem odredene mjere razlike izmedu distribucija, kao Sto
je Kullback-Leiblerova divergencija.

Glavne prednosti varijacijskog zakljucivanja su:

e Brzina: U usporedbi s MCMC metodama, varijacijsko zakljuivanje Cesto moze
brze aproksimirati posterior distribuciju.

o Efikasnost u visokoj dimenzionalnosti: Pogodno je za modele s velikim brojem
parametara, gdje MCMC metode mogu postati spore.
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Iako varijacijsko zaklju€ivanje omogucava brzo izraCunavanje aproksimativne poste-
rior distribucije, aproksimacija je Cesto ograni¢ena oblikom distribucije koju smo defini-
rali, Sto moze dovesti do netocne procjene u odredenim slucajevima.

Aproksimacijske metode, kao Sto su MCMC 1 varijacijsko zakljucivanje, omogucavaju
Bayesovskoj statistici da se primjenjuje na sloZene modele i visoke dimenzije, gdje bi to
inace bilo ra¢unalno prezahtjevno. Ove metode su klju¢ne ako Bayesovsko ucenje Zelimo
primjeniti na sloZenim modelima kao Sto su neuronske mreZze.

2.2 Primjer Bayesovskog ucenja

Pogledajmo primjer procjene vjerojatnosti uspjeha kod binarnog eksperimenta, poput ba-
canja kovanice. Pretpostavljamo da Zelimo procijeniti vjerojatnost 6 da kovanica padne
na “glavu”. Koristit emo Bayesov teorem kako bismo aZurirali pocetno uvjerenje o 6 na
temelju novih podataka.

Bayesov teorem

Prema Bayesovom teoremu, posterior distribucija P(6|D) moze se izraziti kao:

P(D|0) - P(0
P(O|D) = % (2.8)

gdje je:

P(6|D) - posterior distribucija, koja predstavlja aZurirano uvjerenje o parametru 6
nakon promatranja podataka D,

P(D|0) - funkcija vjerodostojnosti (eng. likelihood), tj. vjerojatnost promatranih
podataka D pod pretpostavkom da je 6 prava vrijednost parametra,

P(0) - prior distribucija, koja predstavlja poCetno uvjerenje o parametru 6,

P(D) - marginalna vjerojatnost podataka, koja djeluje kao normalizacijska konstanta.

Postavljanje prior distribucije
Postavljamo prior distribuciju za 6 kao Beta distribuciju s parametrima « i §:

90—1 1-6 -1
P(0) = Beta(0; a,p) = lé(a/—ﬁ))ﬁ (2.9)
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gdje je B(a,p) beta funkcija koja osigurava da je distribucija normalizirana. Za ovaj
primjer, koristimo Beta(2, 2) distribuciju, §to daje pocetno uvjerenje da je 6 ~ 0.5 s umje-
renom sigurnoscu.

Definiranje funkcije vjerodostojnosti

Funkcija vjerodostojnosti P(D|6) predstavlja vjerojatnost promatranih podataka pod uvje-
tom da je 6 vrijednost parametra. U slu¢aju binomnog eksperimenta (npr., n bacanja kova-
nice s k uspjeha), vjerodostojnost slijedi binomnu distribuciju:

P(DI) = 6*(1 — 6)"* (2.10)
gdje je:

e k broj uspjeha (glava) u n pokusaja.

Racunanje posteriorne distribucije

Sada koristimo Bayesov teorem da izrazimo posteriornu distribuciju P(6|D):

P(D|6) - P(6
POID) = % @10

UvrStavanjem izraza za P(D|0) 1 P(6), dobivamo:

ek(l _ g)n—k A )

P(\D) = D) Bep (2.12)

Sto se moZe pojednostaviti kao:

_ Qk+a—1(1 _ H)n—k+,8—1
PID) = P(D)- B(a.p) (2.13)

Normalizacija posteriorne distribucije

Buducdi da je oblik ovog izraza identi€an Beta distribuciji s parametrima o + ki 8 + n — k,
moZemo reci da je posteriorna distribucija takoder Beta distribucija:

P(6|D) = Beta(6;a + k,f+n — k) (2.14)

Stoga, nakon promatranja k uspjeha u n pokusaja, azZurirani parametri za posterior Beta
distribuciju su:
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Qposterior = Aprior T k (2.15)

,Bposterior = ﬁprior +(n-— k) (216)

Provodenje eksperimenta
Za eksperiment, odabrali smo prior distribuciju Beta(2, 2), $to nam daje pocetno uvjerenje
daje 6 ~ 0.5. Proveli smo eksperiment bacanja kovanice n = 10 puta, pri ¢emu smo dobili
k =17 "glava”.
AZurirani parametri
Koristeéi prethodno izvedenu formulu za aZuriranje parametara, izraCunavamo nove para-
metre posterior distribucije:
posterior = 2+ 7 =9 (2.17)
ﬁposterior =2+(10-7)= 5 (2.13)

Rezultat

Nova posterior distribucija je Beta(9,5), koja predstavlja aZurirano uvjerenje o vjerojat-
nosti 6 nakon promatranja podataka. Posteriorna distribucija je sada koncentriranija oko
viSih vrijednosti, Sto odrazava podatke koji sugeriraju da je vjerojatnost “glave” veca od
0.5.
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Slika 2.1: Prior i posterior distribucije

Ovaj primjer pokazuje osnovni princip Bayesovskog ucenja: koriStenje pocetnih in-
formacija (prior distribucije) i aZuriranje uvjerenja na temelju novih podataka kako bi se
dobila posterior distribucija. Takav pristup omogucéava kontinuirano ucenje i prilagodbu
uvjerenja u skladu s promatranim podacima, Sto je osnova Bayesovske statistike 1 uCenja.






Poglavlje 3

Bayesove neuronske mreze

3.1 Osnovne razlike

Bayesove neuronske mreze predstavljaju prosSirenje standardnih neuronskih mreza koristeci
Bayesovski pristup za ucenje i zakljucivanje. Bayesove neuronske mreze su po arhitekturi,
slojevima i funkcijama aktivacije identi¢ni standardnim neuronskim mreZama, dok se u tre-
tiranju teZina, metodama ucenja i sposobnosti kvantifikacije nesigurnosti bitno razlikuju.

Definicija Bayesovskih neuronskih mreza [17]

Bayesovska neuronska mreza definirana je kao neuronska mreza u kojoj su teZine w 1
pristranosti b modelirani kao slu€ajne varijable. Za razliku od obi¢nih neuronskih mreza
koje koriste standardne optimizacijske metode za tockovnu procjenu parametara w*, pri-
tom minimizirajuci funkciju gubitka, Bayesove neuronske mreze procijenjuju distribuciju
parametara. Konkretno, tezine w imaju pridruZenu posteriornu distribuciju p(w|D), koja se
racuna prema Bayesovoj formuli:

p(DIw)p(w)

Dy=-"—+—“""~"~ 3.1
p(w|D) D) (3.1

gdje:

e p(w) predstavlja priornu distribuciju teZina, koja izraZzava pocetne pretpostavke o
vrijednostima parametara,

p(D|w) je vjerojatnost podataka uz dane parametre (vjerodostojnost),

p(w|D) je posteriorna distribucija parametara,

p(D) je ukupna vjerojatnost podataka, takoder poznata kao evidence.

23
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Cesto je posteriornu distribuciju p(w|D) nemoguée analiti¢ki izradunati zbog njene vi-
soke dimenzionalnost, pa se zbog toga koriste aproksimativne metode kao Sto su varijacij-
sko zakljucivanje i Monte Carlo metode za uzorkovanje iz posteriora.

Inferencija u Bayesovskim neuronskim mrezama

Inferencija (proces donoSenja zakljucaka ili predikcija na temelju modela i1 ulaznih poda-
taka) u Bayesovskim neuronskim mreZama temelji se na uzorkovanju teZina iz posteriorne
distribucije. Za razliku od standardnih neuronskih mreza, gdje se koristi jedna procjena
tezina za racunanje izlaza, Bayesovske neuronske mreze svaki parametar uzorkuju iz pos-
teriorne distribucije u svakom prolasku kroz mrezu. Proces inferencije mozZe se opisati
sljedecim koracima [17]:
1. Uzorkovanje tezina: 1z posteriorne distribucije p(w|D) uzorkuje se N razliCitih sku-
pova tezina {w;}:
w; ~ p(wlD), i=1,...,N. (3.2)

2. Izracunavanje predikcija: Za svaki skup teZina w;, mreza generira predikciju ¥, za
ulazne podatke x:
§i=fxw), i=1,...,N, (3.3)

gdje je f funkcija koja predstavlja mrezu, a prolazak kroz mreZu je identi¢an kao i
kod obi¢nih neuronskih mreza

3. Agregacija predikcija: Konacna predikcija modela izraCunava se agregacijom svih
pojedinacnih predikcija. U slucaju regresije, to je obicno prosjek svih predikcija:

1 N
¥=5 Z] i (34)
Za Klasifikaciju, konacna predikcija mozZe biti definirana kao najvjerojatnija klasa:
1 N
y = arg max [ﬁ IZ]: yg’”] , (3.5

gdje yg’” predstavlja vjerojatnost klase k za i-ti uzorak teZina.
Ovaj pristup je zapravo kombinacija predikcija generiranih s razli¢itim skupovima
tezina, ¢ime se obuhvaca nesigurnost modela i postiZze robusnija procjena. Veéi broj uzo-
raka povecava preciznost predikcije, ali zahtijeva vece raCunalne resurse.

Odabir prior distribucija [40]

Odabir prior distribucije kljucan je korak u dizajnu Bayesovskih neuronskih mreza jer di-
rektno utjeCe na sposobnost modela da generalizira i uci iz podataka. Prior distribucija p(w)
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odraZava naSe poCetne pretpostavke o teZinama i pristranostima mreZe prije nego Sto se
uzmu u obzir podaci D. Ove pretpostavke utjecu na regularizaciju, moguénost izraZavanja
nesigurnosti i ratunsku efikasnost modela.

Vaznost prior distribucija

Za postavljanje bilo kojeg modela Bayesove neuronske mreze, prvi korak je definiranje
prior distribucija. Uloge prior distribucija su sljedece:

Regularizacija: Prior ograniava sloZenost modela i pomaze s problemom pretreni-
ranja.

Ubacivanje domenskog znanja: Specificna znanja o problemu se mogu ugraditi
kroz priore. Npr., teZine moZemo “nagnuti” na preteZzno pozitivne ako postavimo
eksponencijalni prior.

Kvantifikacija nesigurnosti: Odabir priora izravno utjece na sposobnost modela da
izrazi nesigurnost uzrokovanu nedostatkom podataka.

Utjecaj na posterior: Kombinacija priora i vjerodostojnosti definira posteriornu dis-
tribuciju, koja je najzahtjevniji dio raCuna u procesu ucenja. Kvalitetan prior pomaZze
u stabilizaciji i ubrzanju procesa ucenja.

Uobicajene prior distribucije

Za neuronske mreze Cesto se koriste sljedece prior distribucije:

Gaussova distribucija:
p(w) = N, o), (3.6)

gdje su u srednja vrijednost i o varijanca. Ova distribucija je Cesto prvi izbor zbog
svoje jednostavnosti 1 svojstva da kaznjava kvadratno velike teZine.

Laplaceova distribucija:

1 lw —
N — , 3.7
W) = 5 exp( ; ) (3.7)
koja favorizira teZine s malim apsolutnim vrijednostima.
Uniformna distribucija:
1
—, a<w<b
p(w) = {”‘“ . (3.8)
0, nace

Koristi se kao neutralan prior, kada nemamo nikakvih specificnih saznanja o tezinama.
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e SloZeni priori: Po potrebi se mogu koristiti i sloZenije distribucije kako bi se mode-
lirale 1 sloZenije pretpostavke o teZinama.

Utjecaj odabira priora na performanse modela

Odabir prior distribucije moze znacajno utjecati na performanse Bayesove neuronske mreze:

e Preuski prior (npr. s malom varijancom) moZe ograniciti fleksibilnost modela, dok
presiroki prior moze dovesti do pretjerano sloZenog modela.

e Ako je prior kontradiktoran s podacima, npr. favorizira teZine koje u kontekstu pro-
blema nemaju smisla, moZe krivo usmjeriti posterior, §to direktno utjeCe na to¢nost
predikcija.

Razlike Kklasi¢nih i Bayesovih neuronskih mreza

Iako su po arhitekturi 1 operacijama (slojevi, funkcije aktivacije, nacin propagacije signala)
obi¢ne 1 Bayesove neuronske mreZze gotovo identi¢ne, razlikuju se u sljede¢im klju¢nim
aspektima:

e Parametri kao distribucije: U obi¢noj neuronskoj mreZi teZine w i pristranosti b
su deterministicke vrijednosti koje se optimiziraju kako bi se minimizirala funkcija
gubitka:

w* = arg mvgn L(w, D), 3.9)

gdje je L funkcija gubitka, a D podaci. Nasuprot tome, u Bayesovim neuronskin
mreZama tezine i pristranosti su slucajne varijable s pridruZenom posteriornom dis-
tribucijom p(w|D).

e Uzorkovanje tezina: Umjesto jednog skupa optimiziranih teZina, Bayesove neuron-
ske mreZe viSe puta uzorkuju teZine {w;} iz distribucije:

w; ~p(wlD), i=1,...,N, (3.10)

gdje N predstavlja broj uzoraka. Svaki uzorak teZina predstavlja zaseban model koji
pridonosi ukupnoj predikciji.

o Kvantifikacija nesigurnosti: Dok standardne neuronske mreZe daju jednu determi-
nisticku predikciju za ulazne podatke, Bayesove neuronske mreZze omogucuju kvan-
tifikaciju nesigurnosti u predikcijama. Ovo se postiZe analizom varijacija u rezulta-
tima uzorkovanih modela.
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o Regularizacija: Priorna distribucija teZina u Bayesovim neuronskim mreZama pri-
rodno djeluje kao metoda regularizacije, dok standardne mreZe Cesto zahtijevaju do-
datne tehnike regularizacije navedene ranije.

e Pristup ucenju: Obicne neuronske mreze koriste optimizaciju (npr. gradijentni
spust) za minimizaciju funkcije gubitka. U Bayesovim neuronskim mreZama, umjesto
klasi¢ne optimizacije, procijenjuje se posteriorna distribucija koriste¢i aproksimacij-
ske metode.

Prakti¢ne implikacije

Iako je zahtijevno implementirati i trenirati Bayesovske neuronske mreZe, sposobnost kvan-

tifikacije nesigurnosti ih ¢ini idealnim u okolinama gdje se greske u predikciji skupo placaju.
Neki od takvih problema su autonomna voZznja, medicinska dijagnostika i procjena ri-

zika [17].

3.2 Metode ucenja

Glavni izazov kod ucenja Bayesovskih neuronskih mreZa je procjena posteriorne distribu-
cije p(w|D), koja povezuje parametre w s podacima D. Posteriorna distribucija moze se
izraziti pomocu Bayesove formule:

p(DIw)p(w)
p(wlD) = D) (3.11)
gdje su:
e p(D|w) (likelihood) vjerojatnost podataka uz dane parametre,
e p(w) priorna distribucija teZina,
e p(D) ukupna vjerojatnost podataka, izraCunata kao:
pD) = f p(DIw)p(w) dw. (3.12)

Glavni razlog zasto je tesko izraCunati posterior je Sto je integral u nazivniku p(D) vi-
sokodimenzionalan i ¢esto neizvediv za sloZene modele poput neuronskih mreZa. U praksi,
ovaj integral nije moguce izraCunati analiticki zbog velikog broja parametara (neuronske
mreZe nerijetko imaju milijune parametara) 1 nelinearnih aktivacijskih funkcija u slojevima
mreze.

Zbog ovih izazova, uCenje Bayesovih neuronskih mreza oslanja se na aproksimacij-
ske metode za procjenu posteriorne distribucije. Te metode mogu se podijeliti u nekoliko
glavnih kategorija:
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Metode za aproksimaciju posteriora [3]

Markov Chain Monte Carlo (MCMC): - Algoritmi kao $to su Metropolis-Hastings,
Hamiltonian Monte Carlo (HMC) i1 No-U-Turn Sampler (NUTS) omogucuju uzor-
kovanje iz posteriora. lako su vrlo precizni, kod velikih mreza do izrazaja dolazi
njihova racunalna zahtijevnost.

Varijacijsko zakljucivanje: - Umjesto uzorkovanja, varijacijsko zakljucivanje aprok-
simira posterior koriste¢i jednostavnije distribucije (npr. Gausovske distribucije).

Optimizacija se postize minimizacijom Kullback-Leiblerove divergencije izmedu

aproksimacijske distribucije i stvarnog posteriora.

Monte Carlo Dropout: - Koristi uobi¢ajnu dropout metodu regularizacije kako bi se
simuliralo uzorkovanje iz viSe modela. Ova tehnika aproksimira Bayesovsko ucenje
i daje moguénost procjene nesigurnosti modela. [9]

Stohasticke gradijentne metode: - Kombiniraju gradijentni spust i uzorkovanje.
Neke od metoda su Stohasticke gradijentne Langevin dinamike (SGLD) [45] i Sto-
hasticke Hamiltonove Monte Carlo metode [5].

Bayes-by-Backprop: - Specificna metoda varijacijskog zaklju€ivanja prilagodena za
neuronske mreze, koja koristi stohasticko uzorkovanje tijekom propagacije unatrag
za ucenje posteriora. [3]

U nastavku ¢emo detaljnije obraditi dvije najvaZznije metode: Markov Chain Monte
Carlo 1 Varijacijsko zakljucivanje.

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) [28]

Monte Carlo Markovljevi Lanci (MCMC) predstavlja jednu od najto¢nijih metoda za aprok-
simaciju posteriorne distribucije p(w|D) u Bayesovskim neuronskim mrezama. MCMC
metode omogudéuju uzorkovanje iz posteriorne distribucije konstruiranjem Markovljevog
lanca koji asimptotski konvergira prema Zeljenoj distribuciji.

Osnovni princip

Cilj MCMC-a je generirati uzorke {w;}" | iz posteriorne distribucije:

=

pDIw)p(w)

D =
p(w|D) (D)

(3.13)
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Problem je $to normalizacijska konstanta p(D) = f p(D|w)p(w) dw Cesto nije izracunljiva.
MCMC zaobilazi direktan izracun p(D) tako Sto generira uzorke proporcionalno nenorma-
liziranom posterioru:

p*(w) e p(DIw)p(w). (3.14)
Markovljev lanac

MCMC metode se temelje na konstrukciji Markovljevog lanca wy, w», . .. koji zadovoljava
sljedece:

e Markovljevo svojstvo: Svaka nova tocka w;,; ovisi samo o trenutnoj tocki w;, a ne
o prethodnima.

e Stacionarna distribucija: Lanac je konstruiran tako da njegova stacionarna distri-
bucija odgovara posteriornoj distribuciji p(w|D).

Nakon inicijalnog razdoblja (burn-in), uzorci iz lanca mogu se koristiti za aproksima-
ciju posteriora. Procjena ocekivanja bilo koje funkcije f(w) pod posteriorom tada je:

1 &
ELf W] ~ Z‘ Fwo). (3.15)
gdje su w; ~ p(w|D) uzorci generirani MCMC-om.

Metropolis-Hastings algoritam

Jedan od osnovnih algoritama za MCMC je Metropolis-Hastings (MH) algoritam. On
koristi predloZenu distribuciju g(w’|w) za generiranje prijedloga w’ za novu tocku u lancu.
Nova tocka se prihvaca s vjerojatnoscu:

a:mm(l,w)_ (3.16)
P (W)g(w'[w)
Ako je prijedlog odbijen, trenutna tocka w se ponavlja u lancu:
,9 k S ’
Wit = {W on=a (3.17)
w, inace,

gdje je u ~ Uniform(0, 1) slucajni broj.
MH algoritam je fleksibilan, ali moZe biti spor za visoke dimenzije zbog osjetljivosti
predloZene distribucije g(w’|w).
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Hamiltonian Monte Carlo (HMC)

Hamiltonian Monte Carlo (HMC) prosSiruje MCMC uvodeéi pomocne varijable i koristi
gradijentne informacije posteriora za bolje uzorkovanje. Posterior p(w|D) se kombinira s
pomoc¢nom varijablom r, koja simulira trenutak u sustavu:

p(w,r|D) o« exp (H(w, 1)), (3.18)
gdje je H Hamiltonijan definiran kao:
1
H(w,r) = —In p(D|w) — In p(w) + ErTr. (3.19)

HMC koristi Hamiltonovu dinamiku za simulaciju gibanja kroz prostor parametara ko-
riste¢i gradijent log-vjerodostojnosti:

ow OH or  OH

e B aw (3.20)
Numericki integratori, poput Leapfrog metode, koriste se za izraCun gibanja:
Fipep = Ty — ngﬂ(wt) 3.21)
Wire = Wy + €2 (3.22)
Fie = Fra = 5 VaH Wi, (3.23)

gdje je € duljina koraka.
HMC efikasno obliazi prostor parametara, ali raCunanje gradijenata dovodi do velike
racunalne sloZenosti.
Prednosti i ograni¢enja MCMC-a
Prednosti:
e Visoka preciznost aproksimacije posteriora.
e Teorija osigurava asimptotsku to¢nost uzorkovanja.
Ogranicenja:
e Racunski intenzivno, posebno za velike neuronske mreze.
e Velika potreba za prilagodbom hiperparametara (npr. koraci u HMC-u).
e Spora konvergencija u visokodimenzionalnim prostorima.

MCMC metode su najpopularnija metoda za Bayesovsku inferenciju, ali njithova racunalna
zahtijevnost Cesto stvara problem u primjeni kod kompleksnih modela kao §to su neuronske
mreze.
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Varijacijsko zakljucivanje [22]

Varijacijsko zakljucivanje (eng. Variational Inference, VI) predstavlja aproksimacijsku
metodu za procjenu posteriorne distribucije p(w|D), koriste¢i optimizaciju umjesto uzor-
kovanja. Cilj varijacijskog zakljucivanja je aproksimirati posterior jednostavnijom distri-
bucijom g(w|@), gdje ¢ predstavlja skup parametara aproksimacijske distribucije. Ova me-
toda ima puno manji problem s dimenzionalnosti kao Sto je bio sluc¢aj kod MCMC metoda,
Sto je izrazito bitno kod Bayesovih neuronskih mreZza.

Osnovni princip

Varijacijsko zakljucivanje optimizira razliku izmedu aproksimacijske distribucije g(w|¢)
i prave posteriorne distribucije p(w|D). Razlika se mjeri pomoc¢u Kullback-Leiblerove
divergencije (KL divergencije):

(Wlp)
dw. 3.24
pwiD) (5.24)

S obzirom na to da je posterior p(w|D) proporcionalan p(D|w)p(w), KL divergencija se
moze preoblikovati u oblik koji ne ovisi o p(D):

KL(g(w|#) | p(WID)) = f q(W|$) In

KL(g(W|@) || p(W|D)) = Eywip)[In g(W|¢p) — In p(D|w) — In p(w)] + konst. (3.25)

Umjesto minimizacije KL divergencije, varijacijsko zaklju¢ivanje maksimizira tzv. va-
rijacijski donji rub (eng. Evidence Lower Bound, ELBO):

L($) = Egwip[In p(DIW)] — KL(g(W|@) || p(W)). (3.26)
Komponente varijacijskog donjeg limita su:

e E wgl[ln p(Dlw)]: - Predstavlja oCekivanu log-vjerodostojnost podataka pod aprok-
simacijskom distribucijom g(w|@). - PotiCe g(w|¢) da se uskladi s podacima.

o —KL(g(w|®) || p(w)): - KaZnjava razliku izmedu aproksimacijske distribucije i pri-
orne distribucije tezina p(w). - Djeluje kao oblik regularizacije.

Maksimizacijom L(¢), g(w|@) postaje blisko posterioru p(w|D).

Aproksimacijska distribucija

U praksi, aproksimacijska distribucija g(w|¢) obi¢no se bira iz jednostavnijih oblika kako
bi optimizacija bila izvediva. NajceS¢e koriStena je faktorizirana Gausovska distribucija:

N
awig) = | [ Nowilus, o), (3.27)

i=1
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gdje su ¢ = {u;, o'l.z}fi | parametri aproksimacijske distribucije.

Prednost ovog oblika je da omogucuje lako uzorkovanje tezina w i u¢inkovito raCunanje
gradijenata potrebnih za optimizaciju.

Stohasticko varijacijsko zakljucivanje

Za velike neuronske mreze, izravno racunanje ocekivanja u varijacijskom donjem limitu je
neprakti¢no zbog velikog broja tezina. Umjesto toga koristi se Monte Carlo procjena:

1 S
Eyplln p(DIW)] = = > In p(DIW®), - W' ~ g(wi). (3.28)
s=1

gdje je S broj uzoraka iz aproksimacijske distribucije.
Parametri ¢ optimiziraju se koriStenjem gradijentnih metoda. Gradijenti ELBO-a izracunavaju
se pomocu reparametrizacijskog trika:

w=u+00e€ €~N(QO,I), (3.29)

Sto omogucuje racunanje gradijenata u odnosu na u i .
Prednosti i ogranicenja varijacijskog zakljucivanja
Prednosti:

e Brza i skalabilna metoda pogodna za velike mreZe.

e Jednostavna implementacija u vecini modernih programskih jezika.

e Jako precizna aproksimacija posteriora.

Ogranicenja:

e Aproksimacija ovisi o obliku odabrane distribucije g(w|¢).

e Zbog pretpostavki na g, nesigurnost se ¢esto zna podcijeniti.

e Teorija ne garantira da ¢e aproksimacija uvijek biti bliska stvarnom posterioru.

Zbog svoje raCunalne efikasnosti i skalabilnosti, varijacijsko zakljucivanje je Cesto
koriSteno kod ucenja Bayesovih neuronskih mreza gdje se broj parametara moze mjeriti
u milijunima.
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3.3 Kbvantificiranje neizvjesnosti

Jedna od klju¢nih prednosti Bayesovskih neuronskih mreza u usporedbi s klasicnim ne-
uronskim mreZama je njihova sposobnost kvantificiranja nesigurnosti u predikcijama. Kvan-
tifikacija neizvjesnosti je od presudne vaznosti u aplikacijama gdje su pouzdane procjene
klju¢ne, poput medicinske dijagnostike, autonomnih vozila i procjena rizika u financijama.

Vrste neizvjesnosti [9]

Bayesovske neuronske mreze omogucuju kvantifikaciju dviju glavnih vrsta nesigurnosti
[19]:

¢ Aleatoricka (stohasticka) nesigurnost: Ova nesigurnost proizlazi iz prirodne slucajnosti.
Primjerice, u postavljanju modela u strojnom ucenju Cesto zavisnu varijablu mode-
liramo kao f(x) + €, gdje je f funkcija koju pokuSavamo naucditi, a € tzv. Sum. Ova
vrsta nesigurnosti se ne moze smanjiti pove€avanjem skupa za treniranje s obzirom
da je ona svojstvena problemu.

¢ Epistemoloska (modelska) nesigurnost: Ova nesigurnost proizlazi iz ogranicenja
modela ili nedostatka podataka. Primjerice, u problemu linearne regresije kao re-
zultat dobijemo to¢kovne procjene parametara. Tada se epistemoloska nesigurnost
oCituje kroz razinu statisticke znaCajnosti tih parametara. Ova vrsta nesigurnosti se
smanjuje povecavanjem skupa za treniranje.

Aleatoricka nesigurnost [2]

Aleatoricka nesigurnost modelira se kroz distribuciju izlaznih vrijednosti. U slucaju regre-
sije, Cesto se pretpostavlja da izlazna vrijednost sadrzi Sum koji je normalno distribuiran.
Tada moZemo modelirati p(y|x, w) kao Gaussovu distribuciju:

plylx, w) = N (y] fGs w), 02), (3.30)
gdje je:

e f(x;w) funkcija modela koja daje srednju vrijednost predikcije za dani ulaz x i para-
metre w,

e o2 varijanca aleatorike nesigurnosti,
e [ jedini¢na matrica odgovarajuée dimenzije.

Varijanca o> moZe biti konstantna (homoskedasti¢ki Sum) ili moZze ovisiti o ulazu x
(heteroskedasticki Sum).
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Epistemoloska nesigurnost [28]

EpistemoloSka nesigurnost proizlazi iz nesigurnosti u parametrima modela w, koje Baye-
sovske neuronske mreze modeliraju kroz posteriornu distribuciju p(w|D). Ova nesigurnost
pokazuje neznanje o to¢nim vrijednostima parametara zbog ogranicenih ili Sumovitih po-
dataka.

Za opisivanje epistemoloske nesigurnosti u predikciju, potrebno je uzeti u obzir vari-
jabilnost predikcije Ciji je uzrok slucajnost u parametrima (s obzirom da su parametri u
Bayesovoj neuronskoj mreZi slucajne varijable). Dakle, ukupna prediktivna distribucija
izlaza y za dani ulaz x i podatke D na kojima je treniran model se dobije integriranjem po
svim mogucim vrijednostima parametara w:

p(yix.D) = [ ptyix.w) pwiD) . (331)
Ovdje je:
e p(w|D) posteriorna distribucija parametara nakon Sto uz dane podatke D,

e p(ylx, w) je ve¢ definirana vjerojatnost izlaza s obzirom na ulaz i parametre.

Integriranje preko w zapravo uzima u obzir sve moguce vrijednosti parametara s obzi-
rom da njihovu posteriornu distribuciju.

Mjerenje ukupne nesigurnosti

Ukupna nesigurnost u predikciji moze se kvantificirati izraCunavanjem ukupne varijance
prediktivne distribucije p(y|x, D) [3]. Ukupna varijanca moze se rastaviti na dva dijela: ale-
atoricku varijancu i epistemolosku varijancu. Ako pretpostavimo da je y skalarna, ukupna
varijance sa racuna kao:

Var(y[x, D) = E,wp) [ Var(ylx, w)] + Var ) [E(yIx, W)] . (3.32)

Aleatoricka nesigurnost Epistemolo$ka nesigurnost

Prvi ¢lan je oCekivana varijanca izlaza s obzirom na aleatori¢ku nesigurnost, a drugi
varijanca ocekivanih izlaza s obzirom na nesigurnost u parametrima. Dalje se racuna:
1. Aleatoricka nesigurnost:

E,wp) [ Var(ylx, w)] = fVar(ylx, w) p(w|D) dw. (3.33)

Ovdje je:
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e Var(y|x, w) varijanca aleatoricke nesigurnosti za dane parametre w, obicno je
to o2 ako je distribucija Suma neovisna o x [31].

Ako je o2 konstantna, tada je aleatori¢ka nesigurnost jednostavno jednaka toj kons-
tanti.
2. Epistemoloska nesigurnost:

Var i) [E(YIX, )] = f (EIX W) ~ Epin [EGIX, W)I) p(WID)dw.  (3.34)

Ovdje je:
o E(y|x, w) oCekivana vrijednost izlaza za dane parametre w, §to je obi¢no f(x; w),

o E,wp[E(ylx, w)] ukupna ocekivana vrijednost preko posteriora parametara, tj.:

E oy L (X W)] = f F(x: W) p(wiD) dw. (3.35)

Dakle, epistemoloSka nesigurnost kvantificira koliko se ocekivane vrijednosti pre-
dikcija razlikuju zbog nesigurnosti u parametrima.
Zavrs$ni korak je racunanje dobivenih integrala koje se radi ranije opisanim metoda za in-
tegriranje po prostoru parametara.






Poglavlje 4

Problem pretreniranja

Pretreniranje (eng. overfitting) je Cest problem u modelima strojnog uenja, ukljucujuci
neuronske mreze, ali se moZe javiti u gotovo svim oblicima modeliranja podataka. Do pre-
treniranja dolazi kada model previse precizno “zapamti” uzorke u skupu za ucenje, umjesto
da nauci opcCenite odnose koji bi se mogli primijeniti na nove, nevidene podatke. Kada je
model pretreniran, performanse na trening podacima su izuzetno visoke, no kad se model
primijeni na novi skup podataka (npr. testni skup ili podaci iz stvarnog svijeta), njegova
tocnost se bitno razlikuje. Razlog za to je Sto model postaje vrlo dobar u prepoznavanju
specificnih uzoraka i iznimaka unutar trening podataka, no ne uspijeva uhvatiti Sire tren-
dove koji bi mogli pomo¢i u generalizaciji. Pretreniranje se najéesée dogada kada model
ima previSe parametara u odnosu na koli¢inu i1 sloZenost dostupnih podataka. Takav model
ne samo da uci korisne obrasce iz podataka, ve¢ i Sum koji nije karakteristika podataka.

4.1 Primjer pretreniranja

[lustrirajmo problem pretreniranja pomocu jednostavnog primjera ucenja gdje pokuSavamo
nauditi funkciju f : R — R na podacima generiranim na sljedeci nacin:

x=1(0,0.5,1,...,9.5,10)
y =sin(x) + €
e~N(@O,1)

Ucenjem neuronske mrezZe s dovoljno velikim brojem parametara na gornjim podacima,
dobijamo model koji ’savrSeno” opisuje podatke u skupu za ucenje te izgleda ovako:

37
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Slika 4.1: Fittana neuronska mreZa, originalni podaci te sinusoida

Vidimo da naSa neuronska mreza prolazi kroz svaku tocku skupa za ucenje. lako to
na prvu moze zvucati kao pozitivan ishod (gubitak na skupu za ucenje je 0), sjetimo se
da bi najbolji ishod ovog problema ucenja bio kada bi neuronska mreza poprimila oblik
sinusoide, s obzirom da su podaci generirani sinusoidom. Naime, ideja statistickog ucenja
nije da model nauci Sum, koji je slucajan, ve¢ uzorke i obrasce koji generiraju podatke.
Vidimo da je u gornjem slucaju neuronska mreZa poprimila oblik neke vrste polinomijalnog
splinea. Ovo ne treba Cuditi s obzirom da je pokazano da “dovoljno velika” neuronska
mreza moze ~dovoljno dobro” aproksimirati proizvoljnu funkciju [38].

4.2 Metode borbe protiv pretreniranja kod neuronskih
mreza

Borba protiv pretreniranja u strojnome ucenju i dubokim neuronskim mreZzama jedan je
od klju¢nih izazova u samoj konstrukciji neuronskih mreza. U slucaju obi¢nih determi-
nistickih neuronskih mreza, neke od najefikasnijih metoda su [48]:

e Regularizacija

— LI regularizacija (Lasso): Penalizira apsolutnu vrijednost teZina.

— L2 regularizacija (Ridge): Penalizira kvadratnu vrijednost teZina.

e Kros validacija (Cross-validation)
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— Metoda podjele podataka u k podskupova (npr. k-fold cross-validation), pri
¢emu se model viSe puta trenira i testira na razli¢itim podskupovima.

e Dropout

— Tijekom treniranja neuronskih mreza, slucajno se iskljucuje odredeni postotak
neurona.

e Rana zaustavljanja (Early Stopping)

— Treniranje modela se prekida kada se performanse na validacijskom skupu
pocnu pogorsavati.

e Smanjenje sloZenosti modela

— Upotreba jednostavnijih modela, s manje slojeva ili neurona.

Regularizacija

Regularizacija je tehnika kojom pokuSavamo smanjiti pretreniranje, tako Sto smanjujemo
sloZenost modela. Regularizacija dodaje “kazne” u funkciju gubitka kako bi teZine modela
bile manje, i1 time potice jednostavniji model. Navodimo glavne oblike regularizacije.

L2 Regularizacija (Ridge)

Kod L2 regularizacije, dodajemo kaznu koja je proporcionalna kvadratu vrijednosti teZina
modela. Funkcija gubitka L(w) sada izgleda ovako:

C(W) = Coriginal(W) + 4 > ] (.1)

i=1

Ovdje je Coriginai(W) originalna funkcija gubitka, w su teZine modela, a A je hiperpara-
metar koji kontrolira snagu regularizacije. L2 regularizacija smanjuje teZzine modela, ali ih
ne postavlja na nulu.

L1 Regularizacija (Lasso)

Kod L1 regularizacije, kazna je proporcionalna apsolutnoj vrijednosti teZina. Funkcija
gubitka sada postaje:

C(W) = Coriginal(W) + 4 ) |wi (4.2)

i=1
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Za razliku od L2 regularizacije, ovdje mnoge teZine postaju to¢no nula, $§to znaci da se
neke varijable (to¢nije neuroni ¢iji je input neka kombinacija ulaznih varijabli) eliminiraju.

ElasticNet Regularizacija

ElasticNet kombinira prednosti L1 i L2 regularizacije. Funkcija gubitka izgleda ovako:

C(W) = Coriginal(W) + A1 D Iwil + 22 ) w} (4.3)
i=1 i=1

Ovdje 4, kontrolira snagu L1 regularizacije, a A, snagu L2 regularizacije. ElasticNet je
koristan kada postoji mnogo koreliranih znacajki, jer kombinira prednosti obje metode.

U konacnici, regularizacija prisiljava tezine da budu manje, Sto model ¢ini jednostav-
nijim, dok L1 regularizacija u potpunosti eliminira neke teZine. Takoder, regularizacija
smanjuje varijabilnost modela, pa je manja Sansa da ¢e se model previSe prilagoditi skupu
za treniranje.

Dropout

Dropout je popularna tehnika u dubokim neuronskim mreZama koja pomaZze smanjiti pre-
treniranje. Ideja je da, tijekom treniranja, nasumi¢no “isklju¢imo” (drop-out) odredeni
postotak neurona. Ovo sprjeCava mrezu da previse ovisi o specificnim neuronima i prisi-
ljava je da nauci generalnije obrasce.

Tijekom treniranja, za svaki korak (batch), iskljucuje se odredeni postotak neurona, npr.
20% ili 50%. Dakle, samo podskup neurona doprinosi treniranju u svakom koraku. Kad je
treniranje zavrSeno, svi neuroni su ponovno aktivni prilikom testiranja, ali se njihove teZine
skaliraju kako bi se kompenzirao dropout. Ako je p postotak neurona koji ostaju aktivni
tijekom jednog batcha, svaki neuron #; se iskljucuje s vjerojatnoscu 1 — p. Funkcija koja
modelira ovo je:

4.4)

i

W - 0 sa vjerojatnos¢u 1 — p
Y p savjerojatnoséu p

Ovdje je h; nova aktivacija neurona nakon dropout-a, a h; je originalna aktivacija. Da
bi se oCuvala oCekivana vrijednost aktivacija tijekom testiranja, tezine se skaliraju s 1/p.
Dropout je odli¢an jer smanjuje preveliku povezanost izmedu neurona ¢ime model uci
generalnije obrasce 1 smanjuje rizik pretreniranja [41].
Dropout sprjeava neuronsku mrezu da previSe nauci specificne uzorke iz podataka ¢ime
povecava robusnost modela, ¢ineéi ga fleksibilnijim i sposobnijim za bolje generaliziranje
na nove podatke. Jedna od klju¢nih prednosti Dropout-a je njegova jednostavna primjena,
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jer se samo tijekom treniranja nasumicno “isklju¢uju” neuroni, bez potrebe za promjenom
arhitekture mreze

Rano zaustavljanje

Rano zaustavljanje (eng. Early stopping) je tehnika koja sprjecava pretreniranje tako Sto
zaustavlja treniranje modela kada performanse na validacijskom skupu prestanu napredo-
vati. Time se izbjegava da model previsSe nauci specifi¢ne uzorke iz skupa za ucenje. Ova
metoda povecava sposobnost modela da generalizira, jer se treniranje zaustavlja prije nego
Sto model pocne previSe prilagodavati podatke. Early stopping je jednostavan za imple-
mentaciju jer samo prati performanse na validacijskom skupu i zaustavlja treniranje ¢im
primijeti pogorSanje, bez potrebe za dodatnim prilagodavanjem arhitekture modela.

4.3 Metode borbe protiv pretreniranja kod Bayesovih
neuronskih mreza

Za razliku od standardnih neuronskih mreza, Bayesovske neuronske mreZe zbog svog pro-
babilistickog pristupa ucenju prirodno uvode metode za smanjenje pretreniranosti bez po-
trebe za puno dodatnih intervencija kao kod klasi¢nih neuronskih mreza. Glavni meha-
nizmi koji to omogucuju su:

Odabir priora [40]

Jedan od temeljnih nacina na koji Bayesove neuronske mreze izbjegavaju pretreniranost je
kroz uvodenje priornih distribucija za parametre modela. Priori p(w) odrazavaju pocetne
pretpostavke o teZinama w, prije nego Sto se uzmu u obzir podaci.

Regularizirajuéi uc¢inak priora [43]
Priorne distribucije u Bayesovim neuronskim mreZama djeluju kao oblik regularizacije
ogranicavajuci raspon mogucih vrijednosti za parametre. Dvije najkoriStenije prior distri-
bucije, Gaussova i Laplaceova, rade to na sljedeéi naCin:

Gaussovski prior definira distribuciju teZina s o&ekivanjem 0 i varijancom o:

2

N 1 w;
(W) = D — exp(—r‘_z), (4.5)

gdje je N broj teZina, a w; pojedinacna teZina.
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Maksimizacija posteriorne distribucije p(w|D) pod ovim priorom ekvivalentna je mini-
mizaciji negativne log-vjerodostojnosti uz kvadratnu penalizaciju teZina:

N
—In p(w) o< > W}, (4.6)
i=1

Sto je identino L2 regularizaciji (A]lw|[3) u klasi¢nim neuronskim mreZama, gdje je
_ L
ﬂ - 20—2 ) . . . . . .o . . . . . .
Gaussovski prior favorizira kvadratno manje vrijednosti tezina, ¢ime se preferiraju jed-
nostavniji modeli. Ovo smanjuje rizik od prevelikog prilagodavanja na Sum u podacima.

Laplaceov prior definira distribuciju teZina kao:

ol lw; —
pw)=| | ==exp (——l ) (4.7)
l;l 2b b

gdje su u ocekivanje i b faktor skaliranja.
Maksimizacija posteriora uz ovaj prior ekvivalentna je minimizaciji apsolutnih vrijed-
nosti tezina:

N
—In p(w) o< > Iwi — i, (4.8)
i=1

Sto odgovara L1 regularizaciji (1||wl|,), gdje je A = %

Laplaceova priora potice “rijetkost” teZina, ¢ime dosta teZina u modelu zavrsi na 0.
Ovo smanjuje slozenost modela i sprjeCava pretreniranost u situacijama s ogranicenom
koli¢inom podataka.

Utjecaj priora na posterior

Posteriorna distribucija p(w|D) u Bayesovskim neuronskim mreZama kombinira informa-
cije iz podataka (vjerodostojnost) i nasih pocetnih pretpostavki (prior distribucija):
pwiD) = PPN @)
p(D)

Kada je koli¢ina podataka mala ili su podaci Sumni, vjerodostojnost p(D|w) moze pos-

tati neinformativna. U tim slucajevima, prior p(w) dominira posteriornom distribucijom,
stabilizirajuci procjenu tezina.
Recimo da je prior Gausovski (p(w) = N(0,0?)). On tada penalizira ekstremne teZine
¢ak 1 kad vjerodostojnost favorizira prilagodbu Sumu u podacima [43]. Posterior postaje
manje osjetljiv na neinformativne ili Sumne podatke jer prior ,,vuce” tezZine prema nuli. U
konacnici, s obzirom na broj podataka ponaSanje u ucenju izgleda ovako:
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e Velika koli¢ina podataka: Vjerodostojnost dominira nad priorom, a posterior se
uskladuje s podacima:

p(w|D) ~ p(D|w). (4.10)

e Mala koli¢ina podataka: Prior dominira nad vjerodostojnosti, ograni¢avajuci eks-
tremne vrijednosti tezina:

p(WID) = p(w). (4.11)

Kombinacija priora i vjerodostojnosti osigurava da model ne prilagodava previse Sumne
podatke te da teZine ostanu unutar granica koje postavlja prior. Ovo pomaZze u postizanju
boljeg balansa izmedu prilagodbe podacima i generalizacije.

Marginalizacija tezina

Za razliku od klasi¢nih neuronskih mreza, gdje se koristi jedna toCkasta procjena teZina
w" (najCesce dobivena optimizacijom), Bayesove neuronske mrezZe koriste marginalizaciju
tezina kako bi dobili predikcije [14]:

p(ylx, D) = f p(ylx, w)p(w|D) dw. (4.12)

Ovaj postupak integrira preko svih moguéih vrijednosti teZina, skaliranih njihovom vje-
rojatnoS¢u prema posterioru. Marginalizacija sprjeCava pretreniranost na sljedece nacine.

e Smanjenje osjetljivosti na pojedinacne uzorke: Umjesto da se koristi jedan skup
tezina, marginalizacija uzima prosjecnu predikciju preko svih teZina. Ekstremni
(Cesto Sumni) podaci nemaju velik utjecaj na model s obzirom da posterior prefe-
rira modele koji bolje opisuju cijeli skup podataka.

¢ Ucinkovitije iskoriStavanje podataka: Slicno primjeru opisanom ranije, ¢ak i uz
jako malu koli¢inu podataka prior indirektno (preko utjecaja na posterior) utjeCe na
predikcije i ogranicava ekstremne vrijednosti ¢ime poboljSava generalizaciju.

Kvantificiranje nesigurnosti

Kod obi¢nih neuronskih mreZa pretreniranje je naj¢eSce prevelika sigurnost mreze u po-
dru¢jima gdje je mreZa (zbog manjka podataka ili prevelikog Suma) slabo naucila genera-
lizirati. S druge strane, Bayesove neuronske mreze imaju prirodno rjeSenje ovog problema
iz svoje mogucénosti kvantificiranja nesigurnosti [19]:
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¢ Epistemoloska nesigurnost: Reflektira nesigurnost u parametrima modela w, ¢iji je
razlog manjak podataka. U regijama gdje podaci nisu dostupni, epistemoloska nesi-
gurnost se povecava, Sto rezultira Sirim intervalima pouzdanosti i manje ekstremnim
predikcijama.

e Aleatoricka nesigurnost: Modelira Sum ugraden u podatke ¢ime se izbjegava pre-
velika prilagodba pojedinacnim uzorcima.

Kombinacija ove dvije vrste nesigurnosti omoguc¢ava Bayesovim neuronskim mreZama
da u podrucjima visokog rizika od pretreniranja izbjegnu preveliku sigurnost u svoje pro-
cjene.

Dropout kao aproksimacija Bayesovskog ucenja

Iako prave Bayesovske neuronske mreze zahtijevaju kompleksne i racunski “skupe” pos-
tupke za procjenu posteriora, u praksi se ¢esto koriste aproksimacijske metode poput Monte
Carlo Dropout-a (MC Dropout). Dropout, tehnika obi¢no koriStena kao regularizacija u ne-
uronskim mreZama, moZe se interpretirati kao aproksimacija varijacijskog zakljucivanja za
Bayesove neuronske mreze [9].

e Stohasticko ponasanje: Tijekom inferencije, viSestruko nasumic¢no uzorkovanje
teZina zapravo implicitno aproksimira posterior p(w|D).

o Kvantifikacija nesigurnosti: MC Dropout omogucuje izraCunavanje varijance pre-
dikcija ¢ime se dobija informacija o nesigurnosti procjene.

Ovaj pristup smanjuje pretreniranost jer uvodi stohasti¢nost u proces ucenja 1 inferen-
cije, sli¢no pravim Bayesovim neuronskim mrezZama.
Pokazano je da su koncepti poput odabira priora, marginalizacije i kvantificiranja nesigur-
nosti dovoljne da pokriju sve metode regularizacije i dodaju ono malo viSe $to fali obi¢nim
neuronskim mreZama - nositi se s ograni¢enim i Sumnim podacima. Uzrok toga je upravo
probabilisticki (Bayesov) pristup arhitekturi i treniranju Bayesovih neuronskih mreza koji
omogucuje bolju generalizaciju od klasi¢nih neuronskih mreza.



Poglavlje 5

Primjena Bayesovih neuronskih mreza

5.1 Eksperiment na Wine quality skupu podataka

Uvod u skup podataka

Prvi skup podataka koriSten u ovom radu dolazi iz javno dostupnog Wine Quality skupa po-
dataka. Ovaj skup podataka sadrzi fizikalno-kemijske znacajke vina te njihovu subjektivnu
ocjenu kvalitete oznacenu kao y € {0, 1,...,10}. Modeliranje ovog skupa podataka po-
sebno je zanimljivo zbog prisutnosti nesigurnosti u ocjenama, koje su subjektivne i mogu
varirati izmedu ocjenjivaca. U skupu podataka nalazi se ukupno n = 1599 uzoraka crnog
vinaid = 11 znacajki. Predvidanje ocjene kvalitete je iznimno izazovno zbog neravnoteze
u podacima. Na primjer, vecCina ocjena se nalazi u rasponu od 5 do 7, dok su ekstremne
ocjene rijetke. Ovo Cini skup idealnim za primjenu Bayesovih neuronskih mreZa, koje
pruzaju dodatne informacije o nesigurnosti u predikcijama.

Podjela skupa podataka

Za ucinkovito treniranje i1 evaluaciju modela, podaci su podijeljeni na 3 dijela:

e Trening skup (D,,,,): Koristi se za optimizaciju parametara modela. Sadrzi 80%
ukupnih podataka, odnosno n,,,;, = 1279 uzoraka.

e Validacijski skup (D,,;): Koristi se za procjenu performansi modela tijekom treni-
ranja i odabir hiperparametara. Sadrzi 10% ukupnih podataka, odnosno n,,; = 160
uzoraka.

e Testni skup (D,,,): Koristi se za procjenu kona¢nih performansi modela na nevidenim
podacima. Sadrzi preostalih 10% podataka, odnosno n,,, = 160 uzoraka.

45
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Za dani skup podataka D veliCine n se bira nasumi¢ni podskup veli¢ine 0.8n koji pred-
stavlja skup za treniranje, dok se preostalih 0.2n podataka nasumi¢no razdvaja na skupove
za validaciju i testiranje, oba veli¢ine 0.1n. Nasumicno dijeljenje skupa podataka provodi
se kako bi svaki primjerak iz skupa podataka imao jednaku Sansu biti dodijeljen u bilo koji
od podskupova, ¢ime se minimizira potencijalna pristranost u treniranju. Podjela skupa
podataka osigurava da se performanse modela mjere na nevidenim podacima izvan skupa
za treniranje. Validacijski skup omogucuje prilagodbu hiperparametara modela i pracenje
napretka treniranja, dok testni skup pruza mjeru njegove sposobnosti generalizacije. [11]

Podjela skupa podataka je iznimno vazna u pristupima poput Bayesovskih neuronskih
mreza gdje se osim tockovne procjene ciljne varijable §¥ dobijemo i procjenjenu distribuciju
nesigurnosti p(¥|x). Validacijski i testni skup ne sluze visSe samo za evaluaciju procjene vec
ih je moguce iskoristiti 1 za evaluaciju nesigurnosti.

Istrazivanje skupa podataka

Skup podataka sadrZi sljedece varijable:

Varijabla Tip Znacenje

fixed acidity neprekidna | Koncentracija nehlapljivih kiselina
volatile acidity neprekidna | Koncentracija octene kiseline

citric acid neprekidna | Koncentracija limunske kiseline
residual sugar neprekidna | Koli¢ina Secera preostala nakon fermentacije
chlorides neprekidna | Koncentracija soli

free sulfur dioxide | neprekidna | Slobodni oblik SO, u vinu

total sulfur dioxide | neprekidna | Ukupna koncentracija SO,

density neprekidna | Gustoéa vina

pH neprekidna | Razina kiselosti vina

sulphates neprekidna | Koncentracija sulfata

alcohol neprekidna | SadrZaj alkohola u vinu

quality cjelobrojna | Ocjena kvalitete vina (ciljana varijabla)

Tablica 5.1: Pregled varijabli u skupu podataka

Na prvi pogled ocekujemo da se informacije dobivene iz nekih od ovih varijabli pok-
lapaju s obzirom da nekoliko varijabli predstavlja neku razinu kiselosti, a nekoliko neki
oblik koncentracije sulfata.
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Osnovne deskriptivne statistike prikazane su u sljedecoj tablici:

Varijabla Min Max | Prosjek Std
fixed acidity 4.60 15.90 8.32 1.74
volatile acidity 0.12 1.58 0.53 0.18
citric acid 0.00 1.00 0.27 0.19
residual sugar 0.90 15.50 2.54 1.41
chlorides 0.012 0.611 0.087 0.047
free sulfur dioxide 1.00 72.00 15.87 10.46
total sulfur dioxide 6.00 | 289.00 46.47 32.90
density 0.99007 | 1.00369 | 0.99675 | 0.00189
pH 2.74 4.01 3.31 0.15
sulphates 0.33 2.00 0.66 0.17
alcohol 8.40 14.90 10.42 1.07
quality 3.00 8.00 5.64 0.81

Tablica 5.2: Osnovne deskriptivne statistike

Normalizacija varijabli [24]

Sve ulazne varijable bit ¢e normalizirane kako bi se osigurala stabilnost 1 ucinkovitost
optimizacije tijekom treniranja modela. Normalizacija transformira vrijednosti varijable
tako da imaju srednju vrijednost O i standardnu devijaciju 1, prema formuli:

X—H

Xnorm = o

gdje x oznacava originalnu vrijednost, u srednju vrijednost varijable, a o standardnu
devijaciju varijable.

Normalizacija ima klju¢nu ulogu u postizanju boljih rezultata treniranja modela pomaZzuci
algoritmima gradijentnog spusta da brZe konvergiraju s obzirom da ulazne vrijednosti
imaju usporedive skale. Takoder, usporedive skale smanjuju rizik od numeric¢kih nesta-
bilnosti te omogucuju ravnopravnje ucenje medu varijablama.
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Vizualizacije
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Navodimo i dvije korisne vizualizacije kojima moZemo dobiti dublji uvid u skup podataka.
Korelacijska matrica daje grubi uvid u povezanost izmedu varijabli, §to moze biti jako
korisno u modelima koji ne trpe koreliranost medu nezavisnim varijablama:
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Slika 5.1: Korelacijska matrica varijabli

Na slici vidimo nekoliko jakih korelacija od kojih neke, poput korelacije pH vrijednosti
1 nekih kiselina, moZemo 1 laicki objasniti - pH vrijednost je po definiciji mjera kiselosti
neke otopine ili smjese. Jakost robusnih modela poput neuronskih mreza dolazi do izrazaja
upravo u ovakvim situacijama gdje ne moramo birati podskup dostupnih varijabli da iz-
bjegnemo koreliranost nezavisnih varijabli ¢ime gubimo informacije iz skupa podataka.
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Na sljedecoj slici je prikazana distribucija ocjena kvalitete (zavisna varijabla):

700 A

600

=
o

Broj uzoraka

&
&

200 ~

100 ~

3 & 5 6 7 8
Ocjena kvalitete

Slika 5.2: Distribucija ocjena kvalitete vina

Iz vizualnog pregleda je vidljiva neravnoteZa ocjena te njihova koncentriranost oko
vrijednosti 5, 6 1 7. Vidimo da ekstremne ocjene poput 1, 2, 9 i 10 uopce ne postoje u

skupu podataka, a ocjena 3 i 8 je jako malo. Ovako mala frekvencija pojedinih vrijednosti
ciljane varijable uvodi rizik pretreniranosti.

Metode

U svrhu modeliranja skupa podataka koristit ée se dvije vrste modela: klasi¢na neuron-
ska mreza i Bayesova neuronska mreza. Prvo, kroz proces treniranja cilj je pokazati da
su efekti regularizacijskih tehnika u obi¢nim neuronskim mreZama implicitno ukljuceni
kroz koncept Bayesovih neuronskih mreza. Takoder, kroz proces evaluacije modela na tes-
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tnom skupu cilj je, osim poZeljno boljih rezultata (u smislu bilo koje metrike), pokazati
mogucénost kvantifikacije nesigurnosti na nekoliko primjera iz skupa za testiranje.

Za pocetak ¢emo nauciti model linearne regresije na danom skupu za treniranje kako
bi dobili neki minimalni model s kojim moZemo usporediti ostale kompleksnije modele u
smislu to¢nosti. Srednje kvadratna greska linearnog modela na skupu za testiranje iznosi
0.422 gdje su svi parametri osim gustoée vina statisticki znacajni.

Standardna neuronska mreza

Standardna neuronska mreZa implementirana je kao sekvencijalni model s dva skrivena
sloja, svaki s 64 neurona i funkcijom aktivacije ReLU. Izlazni sloj sadrZi jedan neuron koji
daje predvidenu vrijednost ciljne varijable. S obzirom da zavisna varijabla poprima jednu
od 11 vrijednosti (0 do 10), problem bi se mogao shvatiti kao problem klasifikacije. S druge
strane, izmedu tih 11 klasa postoji jasno definiran uredaj, pa je prirodno problem pretvoriti
u problem regresije. Treniranje se izvrSava standardnom metodom propagacije unatrag
gdje je algoritam optimiziranja Adam [21], s pocetnim koeficijentom ucenja n = 0.001 1
funkcijom gubitka definiranoj kao srednja kvadratna pogreska.

Bayesova neuronska mreza

Bayesova neuronska mreZza koristi isti arhitekturni raspored kao standardna mreza uz jednu
vaznu razliku - zadnji sloj mreZze ima dimenziju izlaza 2, gdje jedan izlaz predstavlja
predvidenu srednju vrijednost, a drugi varijancu ciljane varijable. Ovaj pristup koristimo
nastavno na (3.30) u pokuSaju da modeliramo aleatori¢ku nesigurnost. U vecini problema
koji rade na podacima iz stvarnog svijeta je dobro pokusSati modelirati aleatoricku nesigur-
nost s obzirom da Sum koji je ugraden u podatke je najcesce heteroskedastican [33]. Ipak,
u samoj arhitekturi se ne modelira to¢no varijanca ciljane varijable ve¢ log-varijanca. Ovaj
pristup donosi brojne prednosti kao Sto su osiguravanje pozitivnosti varijance, laksi pristup
Sirokim rasponima varijance te stabilizacija raCunanja reziduala i gradijenata [23]. MreZa
takoder ukljucuje Bayesovske pristupe za modeliranje teZina kao slucajnih varijabli kako
je opisano ranije, a ostali detalji vezani uz Bayesovski pristup su sljedeci:

e Priorna distribucija teZina: Za modeliranje priora koristila se normalna distribucija
N(0, 1), s obzirom da nema posebnih pretpostavnih i saznjanja o njihovim vrijednos-
tima. Osim prirodnog uvodenja regularizacije opisanog ranije, ovaj prior ne namece
prevelika ogranicenja kod ucenja parametara. Isto tako, ovaj posterior moze biti
prilagoden zadatku smanjivanjem ili povecavanjem varijance. [28]

e Aproksimacijska distribucija posteriora: Posteriorna distribucija aproksimirana
je tzv. faktoriziranim Gaussovim posteriorom koji pretpostavlja da su sve tezine
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nezavisne i1 da svaka slijedu vlastitu Gaussovu distribuciju. Ovo znaci da se poste-
rior aproksimira produktom nezavisnih Gaussovih distribucija Sto uvelike smanjuje
sloZenost modela i omogucuje u¢inkovitiju optimizaciju ¢ak i kod velikih mreza te
skupova podataka. [22]

Treniranje provodimo varijacijskim zakljucivanjem, gdje se optimizira varijacijski do-
nji rub uz male preinake u odnosu na (3.26):

L = —EywgpIn p(DIW)] + B - KL(g(WI) || p(W)) + A. (5.1)

gdje je faktor 8 uveden kao faktor skaliranja KL divergencije koji se u pravilu uzima kao
| Dim-nl [17], a A dio koji regularizira log-varijancu i time dodatno osigurava stabilnost ucenja
i raspon veli¢ina log-varijance [36]. Od ve¢ poznatih izraza tu je g(w|¢) kao aproksimacij-
ska distribucija posteriora, p(w) kao priorna distribucija, te KL divergencija koja mjeri od-
stupanje izmedu posteriora i priora. Optimizacija se provodi algoritmom Adam, s poetnim
koeficijentom ucenja n = 0.001. Inferencija se provodi pomoc¢u Monte Carlo uzorkovanja
iz posteriorne distribucije tezina. Tijekom predikcije, viSestruka uzorkovanja omogucuju
izraCunavanje srednje vrijednosti predikcija i procjenu epistemoloSke nesigurnosti, Sto je
uz ve¢ modeliranu aleatoricku nesigurnost klju¢na razlika Bayesovih neuronskih mreza u
odnosu na klasicne.

Treniranje modela

Proces treniranja organiziran je kroz epohe koje imaju klju¢nu ulogu u optimizaciji modela.
Epoha predstavlja jedan potpuni prolazak kroz cijeli skup za treniranje. S jedne strane, ne-
dovoljan broj epoha moZe uzrokovati nedovoljno ucenje modela, a s druge strane, preveliki
broj epoha moZze uzrokovati pretreniranost, pri ¢emu model postaje previse prilagoden po-
dacima za treniranje i gubi sposobnost generalizacije [6].

Tijekom treniranja, mjerimo funkcije gubitka na skupu za treniranje i skupu za valida-
ciju kako bi se pratila konvergencija modela i izbjegla pretreniranost. Pracenje pogreske
na skupu za validaciju kljucno je za identificiranje optimalnog broja epoha. Kada pogreska
na skupu za validaciju prestane opadati ili poCne rasti, to ukazuje na pocetak pretrenira-
nosti. Takva situacija moZe zahtijevati ranu obustavu treniranja (eng. early stopping) kako
bi se osigurale bolje performanse modela na nevidenim podacima. Ovakav odabir epoha je
primjenjiv na obje vrste modela - standardne te Bayesove neuronske mreze.

Rezultati klasi¢ne neuronske mreze

Da bi bolje ilustrirali koncept treniranja i epoha, treniramo obi¢nu neuronsku mrezu kroz
500 epoha u svrhu identifikacije optimalnog broja epoha. Gubitak (MSE) na skupu za
treniranje i validacijskom skupu kroz 500 epoha je prikazan na grafu:
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Slika 5.3: Gubitak na trening 1 validacijskom skupu obi¢ne neuronske mreze kroz 500
epoha

Nagli pad gubitka na pocetku pokazuje tipicno ponasanje u treniranju neuronskih mreza
- mreZa jako brzo nauci glavne obrasce u podacima. Vizualno ¢emo jasnije mo¢i identifi-
cirati optimalan broj epoha iz grafa izuzmemo prvih nekoliko epoha s velikim gubitkom:
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Slika 5.4: Gubitak na trening i validacijskom skupu obi¢ne neuronske mreze kroz epohe
20-500



5.1. EKSPERIMENT NA WINE QUALITY SKUPU PODATAKA 53

Vizualnom inspekcijom vidimo da se gubitak na validacijskom skupu pocinje povecavati
nakon 50 epoha, te uzimamo 50 epoha kao optimalan broj epoha za treniranje modela. Na-
kon evaluacije oba modela na skupu za testiranje dobijamo da model treniran kroz 500
epoha ima srednje kvadratnu gresku 0.5317, dok model treniran kroz 50 epoha ima srednje
kvadratnu greSku 0.3804. Ovime je pokazano da se model nakon 50 epoha pocinje previse
prilagodavati skupu za treniranje (greSka na skupu za treniranje nastavlja padati), dok, s
druge strane, gubi sposobnost generalizacije (greSka na validacijskom skupu raste). Ovime
smo zapravo proveli regularizacijsku metodu ranog zaustavljanja [34].

Rezultati regularizirane neuronske mreze

Sada istu neuronsku mreZu regulariziramo kombinacijom L2 regularizacije i Dropout teh-
nike. L2 regularizacija penaliziralo velike vrijednosti teZina ¢ime smanjuje sloZenost mo-
dela, dok Dropout tehnika nasumicno iskljucuje 30% neurona ¢ime smanjuje zavisnost
izmedu njih 1 dodatno smanjuje rizik od pretreniranja. Gubitak na trening 1 validacijskom
skupu je na sljede¢em grafu:

251 —— Gubitak na skupu za treniranje
- Gubitak na validacijskom skupu

204

15 4

1

T T T T T T
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Epohe

Gubitak (MSE)

Slika 5.5: Gubitak na trening i validacijskom skupu regularizirane neuronske mreze kroz
500 epoha

U ovom slucaju vidimo da je gubitak na skupu za treniranje kroz epohe veci od gubitka
na validacijskom skupu, ¢ime se vidi sposobnost regularizirane mreZze da odmah pocne
uciti generalne obrasce i ignorirati Sum, a ne se prilagodavati iskljucivo skupu za treniranje.
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Kada izbacimo prve epohe s velikim gubitkom imamo sljedece:
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Slika 5.6: Gubitak na trening i validacijskom skupu regularizirane neuronske mreze kroz
epohe 40-500

Za optimalan broj epoha uzimamo 200, ali uz uocavanje glavne razlike - greska na vali-
dacijskom skupu u ovom slucaju ne raste nakon 200te epohe vec ostaje ista. Ovo ponasanje
je pokazatelj snage regularizacije u borbi protiv pretreniranja. Nakon $to je mreZa naucila
sve Sto moZe nauciti iz podataka viSe se ne prilagodava dodatno skupu za treniranje ¢ime
bi pogorSala sposobnost generalizacije. Nakon evaluacije oba modela na skupu za testira-
nje dobijamo da model treniran kroz 500 epoha ima srednje kvadratnu gresku 0.3674, dok
model treniran kroz 200 epoha ima srednje kvadratnu gresku 0.3629.

Iz ovih rezultata je vidljiva prednost regularizacije u treniranju neuronskih mreza. Za
pocetak, dobro regularizirana mreZa nam omogucava da samo jednom treniramo model
kroz proizvoljno velik broj epoha bez straha da ¢e predugo treniranje utjecati na sposobnost
generalizacije modela. Takoder, bolji rezultati na skupu za testiranje su pokazatelj bolje
mogucénosti generalizacije regularizirane neuronske mreze. S druge strane, regularizirana
neuronska mreza je trebala puno viSe epoha da dode do optimalnih preformansi Sto se
svakako ocituje u vremenu 1 resursima potrebnim za treniranje.
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Rezultati Bayesove neuronske mreze

Za razlike od obi¢ne neuronske mreze, kod Bayesovske neuronske mreze u procesu treni-
ranja pratimo varijacijski donji limit na validacijskom i skupu za treniranje s obzirom da je
to vrijednost koja se minimizira u procesu treniranja. O¢ekujemo postici slicne rezultate u
smislu regularizacije - treniranje i na prevelikom broju epoha neée pogorsati generalizacij-
sku sposobnsot modela. Takoder, o¢ekujemo da ¢emo u smislu to¢nosti, koju éemo kasnije
evaluirati kroz srednje kvadratnu greSku na skupu za testiranje, dobiti sli¢ne ili bolje rezul-
tate. Ono S§to je jedinstveno kod Bayesove neuronske mreze u odnosu na obi¢ne neuron-
ske mreze je sposobnost kvantifikacije nesigurnosti. Usporedit ¢emo toCkovnu predikciju
obi¢ne neuronske mreZze kod par primjera na skupu za testiranje s procjenom Bayesove
neuronske mreZe gdje procjena Bayesove neuronske mreze pokazuje visoku razinu nesi-
gurnosti. Gubitak na skupu za treniranje i validacijskom skupu je prikazan na sljede¢em
grafu:

—— Gubitak na skupu za treniranje
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Slika 5.7: Gubitak na trening i validacijskom skupu Bayesove neuronske mreze kroz 500
epoha

Za razliku od klasi¢nih neuronskih mreza, vidi se puno vea varijacija gubitka kroz
epohe §to ne Cudi s obzirom na stohasti¢ku prirodu modela. Takoder, vidi se i sporija
brzina konvergencije u odnosu na klasi¢ne neuronske mreze. Kada izbacimo prve epohe s
velikim gubitkom imamo:
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Slika 5.8: Gubitak na trening i validacijskom skupu Bayesove neuronske mreze kroz epohe
50-500

Na ovom prikazu je jo$ vidljivija varijacija gubitka kroz epohe, a pred kraj vidimo
regularizacijski u€inak Bayesove neuronske mreZze - gubitak na validacijskom skupu ne
divergira od gubitka na skupu za treniranje te se pocinje stabilizirati.

Za predikciju na skupu za testiranje potrebno je uzorkovati iz posteriorne distribucije
teZina naucene tijekom treniranja s obzirom da mreZa ne generira to¢kovnu predikciju kao
obi¢na neuronska mreza ve¢ za svaki ulaz generira distribuciju izlaza. Za svaku ulaznu
vrijednost mreza se pokrece” viSe puta (tezine se uzorkuju iz posteriorne distribucije)
¢ime se generiraju viSestruke predikcije. Nakon dovoljnog broja koraka (npr. 100), upro-
sjeCena vrijednost svih predikcija srednje vrijednosti se koristi kao kona¢na predikcija dok
se standardna devijacija tih 100 srednjih vrijednosti uzima kao mjera epistemoloske ne-
sigurnosti za svaki primjer iz skupa za testiranje. S druge strane, drugi izlaz predikcije
je log-varijanca iz koje pravilnom agregacijom dobijemo mjeru aleatoricke nesigurnosti.
Formalnije, rezultati koje dobijemo za N = 100 primjeraka mreze su:
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(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

gdje su y; 1 o; procijenjena srednja vrijednost i standardna devijacija i-tog primjerka mreze,
9 konacna predikcija srednje vrijednosti, o, epistemoloSka nesigurnosti, o, aleatoricka
nesigurnost te o ukupna nesigurnost.
Srednje kvadratna greSka modela treniranog kroz 500 epoha je 0.4025, ¢ime vidimo
neznatno pogorsanje u to¢nosti u odnosu na prijasnja 2 modela klasi¢nih neuronskih mreza.
U sljedecoj tablici vidimo srednje kvadratne greSke sva 4 modela:

Model MSE
Linearna regresija 0.422
Klasi¢na neuronska mreza 0.3804
Regularizirana neuronska mreza | 0.3674
Bayesova neuronska mrezea 0.4025

Tablica 5.3: Vrijednosti MSE za razli¢ite modele

Vidimo da uvode¢i mnogo kompleksnije modele od linearne regresije nismo znatno
napredovali u smislu tocnosti. PokuSajmo pokazati prednosti Bayesove neuronske mreze
kroz sposobnost kvantifikacije nesigurnosti.
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Primjeri nesigurnosti

Uzmimo nekoliko primjeraka iz skupa za testiranje gdje Bayesova neuronska mreza daje
visoku razinu nesigurnosti, skupa s procijenjenim vrijednostima svih modela, stvarnom
vrijednosti te vrijednostima nezavisnih varijabli. Vrijednosti nezavisnih varijabli ¢emo
ostaviti u normaliziranom obliku tako da se na prvi pogled mozZe ocitati koliko su ekstremne
bez referiranja na deskriptivne statistike. U tablici ispod navodimo primjerke s najve¢om
ukupnom nesigurnosti, najve¢om epistemoloskom nesigurnosti te najve¢om aleatorickom
nesigurnosti:

Primjer 1 2 3
Ukupna nesigurnost 1.761 | 1.219 | 1.398
EpistemoloSka nesigurnost (Sum) 0.622 | 0.473 | 0.429
Aleatoricka nesigurnost (parametri) | 1.648 | 1.123 | 1.330

Stvarna ocjena kvalitete 6 6 8
Procjena ocjene BNN 5.71 5.91 6.07
Procjena ocjene regularizirane ANN | 5.81 5.76 6.26
Procjena ocjene klasicne ANN 5.67 5.99 6.18

Konc. nehlapljivih kiselina -1.406 | -1.696 | 0.044
Konc. octene kiseline -1.342 | 1.169 | -0.896
Konc. limunske kiseline -0.115 | -1.395 | 1.318
Kolicina Secera 7.556 | -0.944 | -0.526
Konc. soli -0.435 | -0.962 | 6.581
Slobodni oblik SO, u vinu 5.444 | 0.012 | -0.667
Ukupna konc. SO, 3.442 | -0.020 | -0.627
Gustoca 0.235 | -2.261 | 0.607

Razina kiselosti 0.119 | 4.536 | -1.635
Konc. sulfata -0.688 | -0.401 | 2.292
Sadrzaj alkohola -0.112 | 1.978 | -1.253

Tablica 5.4: Primjerci s najve€om nesigurnosti

Odmah se uocava da primjeri s visokom razinom nesigurnosti bilo kakve vrste u nekim
nezavisnim varijablama imaju ekstremne vrijednosti. Ovakvo ponaSanje ne ¢udi s obzirom
na to da primjerci s ekstremnim vrijednostima u prostoru nezavisnih varijabli imaju manje
manje bliZih podataka, pa su samim time i to podrucja s manjkom podataka za treniranje.
Primjerci u takvim podru¢jima po definiciji imaju visoku razinu epistemoloske nesigur-
nosti, no ne nuzno i aleatoricke. Kod definiranja modela se ¢esto Sum modelira samo na
zavisnoj varijabli (ocjena kvalitete), no u stvarnim primjerima je pokazano da i nezavisne
varijable Cesto imaju Sum koji onda utjeCe na aleatoricku nesigurnost. S obzirom na to da
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je dani skup podataka rezultat raznih fizikalno-kemijskih mjerenja, ocekivano je da i neza-
visne varijable sa sobom nose odredeni Sum, pogotovo one koje imaju mnogo ekstremnih
vrijednosti. Dakle, nije zacudujuce da primjeri s visokom razinom epistemoloske nesigur-
nosti nose sa sobom i jo$ visu razinu aleatoricke nesigurnosti [42]. Takoder, aleatoricka
nesigurnost ovisi o veli¢ini skupa za treniranje u odnosu na broj parametara modela Sto bi
moglo sugerirati da je skup za treniranje premalen za ovakvu arhitekturu mreze. Uistinu,
1279 primjeraka za treniranje je u teoriji premalo za treniranje neuronske mreze s ovoliko
parametara [1].

Kada bismo laic¢ki pokusSali objasniti znacenje nesigurnosti u kontekstu ovog problema,
mogli bismo re¢i da aleatoricka nesigurnost za pojedini primjerak predstavlja kombina-
ciju varijabilnosti u ocjenama kvalitete (model smatra da su ocjene za primjerak s takvim
vrijednostima varijabli veoma razlicite) te varijabilnosti u nezavisnim varijablama (mo-
del ne daje veliku teZinu vrijednostima varijabli koje dobije, misleéi da su jako Sumovite
u tim regijama). S druge strane, kroz epistemoloSku nesigurnost za pojedine primjerke
model pokuSava re¢i da kroz proces treniranja nije susreo velik broj primjeraka s takvim
vrijednostima nezavisnih varijabli te stoga nije siguran u svoju procjenu (nesigurnost u
parametre).

Zanimljiv je primjerak br. 3 na kojem se vidi da vino s velikom ocjenom kvalitete
(koja je vrlo rijetka) nosi veliku razinu nesigurnosti, Sto je i za oCekivati s obzirom na to
da je takvih podataka u skupu za treniranje bilo jako malo. Taj primjerak takoder nosi sa
sobom 1 veliku greSku (opcenito su predikcije jako koncentrirane izmedu vrijednosti 5 i
6), Sto bi moglo sugerirati da se model jako usmjerio na srednju vrijednost cijelog skupa
za treniranje. Ovo ponaSanje je primjer nedovoljne naucenosti modela kojoj se pristupa
povecavanjem sloZenosti modela ili pove¢avanjem skupa za treniranje [11].

Kroz same procjene se vidi manjkavost ovog skupa podataka za evaluaciju modela
strojnog ucenja. Naime, vidjeli smo da velika ve€ina ocjena kvalitete iznosi 5 ili 6 (cemu
se model moZda i previSe prilagodio), ¢ime smo na samom pocetku ograniceni Sto se tice
bilo kakve ozbiljnije evaluacije modela po pitanju to¢nosti. Steta je §to vrijednosti zavisne
varijable nisu neprekidne i malo viSe rasprSene, gdje bismo onda mogli pokazati razinu
nesigurnosti za primjerke s ekstremnim ocjenama.

U konacnici, ¢ini se da kompleksni modeli poput neuronskih mreZa nisu idealni za dani
skup podataka zbog njegove velicine i nekvalitete. Unatoc¢ tome, uspjeli smo pokazati ba-
rem neke od prednosti Bayesovih neuronskih mreza. Kroz treniranje modela je pokazana
sposobnost “samoregularizacije” 1 izbjegavanja overfittinga, a kroz analizu izlaza neuron-
ske mreze 1 sposobnost kvantificiranja kako aleatoricke tako i epistemoloSke nesigurnosti.
U nastavku pokuSavamo nauditi klasi¢nu i Bayesovu neuronsku mrezu na malo veem
skupu podataka s ciljem boljeg i jasnijeg prikaza prednosti Bayesove neuronske mreze u
odnosu na klasi¢nu.
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5.2 Eksperiment na MNIST skupu podataka

O skupu podataka i klasifikaciji

MNIST skup podataka (eng. Modified National Institute of Standards and Technology
dataset) jedan je od poznatih i Cesto koriStenih skupova podataka u podrucju raCunalnog
vida i strojnog ucenja. Ovaj skup sadrZzi slike rukom pisanih znamenki (brojeva od 0 do
9) u sivim tonovima, gdje je svaka slika dimenzija 28x28 piksela, odnosno sadrzi ukupno
784 piksela. Svaki od 784 piksela je reprezentiran vrijedno$¢u od 0 do 256 koja pred-
stavlja intenzitet crne boje na tom pikselu. Kod koriStenja neuronskih mreza u podrucju
racunalnog vida Cesto se slike Salju u model kao dvodimenzionalne matrice u svrhu pri-
mjene tzv. konvolucijskih neuronskih mreZa [20]. Medutim pokazano je da se za ovaj skup
podataka mogu postici odli¢ni rezultati pretvaranjem ulaza u vektor dimenzije 28-28 = 784
1 zanemarivanjem prirodne dvodimenzionalnosti ulaza. Uz svaki primjerak skupa dolazi i
vrijednost od 0 do 9 koja oznacava o kojoj se znamenki radi.

Cilj je na ovom skupu podataka nauciti model koji moZe za dani nevideni primjerak
(sliku) odrediti o kojoj se znamenci (klasi) radi. Ovakav problem se u okviru strojnog
ucenja zove problem klasifikacije s p klasa, gdje je u ovom slucaju p = 10. To¢nost modela
u problemu klasifikacije se mjeri kroz postotak primjera iz nevidenog skupa za testiranje
koje model ispravno klasificira. Iako najbolje rezultate na ovom problemu postizu konvolu-
cijske neuronske mreze (preko 99% to€nosti [46]), zbog konzistentnosti s eksperimentom
od prije drZzimo se arhitekture kao i u prijaSnjem primjeru.

Ovaj skup je posebno interesantan za primjenu Bayesovih neuronskih mreZa s obzirom
da otvara razne mogucnosti po pitanju analize ponasanja modela. Iako je ulaz u model vek-
tor dimenzije 784, znacenje tog vektora se moze jasno prikazati - pomocu slike koju pred-
stavlja. Postavlja se pitanje Sto ako nau¢enom modelu damo neku jako neuredno napisanu
znamenku ili pak nesto Sto uopce nije znamenka? U ovom slucaju bi bilo iznimno korisno
kada bi mogli ocijeniti sigurnost modela u svoju predikciju Sto je upravo ono $to ocekujemo
od Bayesovih neuronskih mreza. Oc¢ekujemo da kroz aleatori¢ku 1 epistemoloSku nesigur-
nost za dani testni primjerak moZemo ocijeniti koliko je model siguran u svoju predikciju.
Konkretno, visoka aleatoricka nesigurnost moze sugerirati da je slika nejasna, da joj nedos-
taje piksela ili da ulazni primjerak sli¢i na viSe znamenaka (npr. broj 1 napisan sli¢no kao
broj 7). S druge strane, epistemoloSka nesigurnost bi nam trebala re¢i da se model mozda
suoCava s primjercima van svoje domene na kojoj je treniran. Npr. znamenka napisana
stilom koji do sada nije viden ili slika necega Sto uopce ne predstavlja znamenku.

Originalni MNIST skup podataka sadrzi 60000 primjeraka u skupu za treniranje i
10000 u skupu za testiranje, gdje skup za testiranje nasumicno dijelimo na dva skupa od
5000 - jedan za validaciju i jedan za testiranje.
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Slika 5.9: Primjer jednog “urednog” i jednog “neurednog” primjerka iz MNIST skupa
podataka

Arhitektura modela

Cilj nam je na skupu za treniranje nauciti dva modela - regulariziranu neuronsku mrezZu i
Bayesovu neuronsku mrezu. Za regulariziranu neuronsku mreZu koristimo istu arhitekturu
kao prije s 2 skrivena sloja po 64 s jednom bitnom razlikom u izlaznom sloju - izlazni sloj
je veli¢ine 10 (po jedan za svaku klasu). S obzirom da vrijednosti u izlaznom sloju mogu
biti proizvoljne, Cesto je korisno vrijednosti izlaza pretvoriti u vjerojatnosti koriStenjem
tzv. softmax funkcije:

e
€

softmax(z;) = (5.6)

gdje je z; vrijednost izlaznog sloja za i — fu klasu. Nakon ove operacije, izlazne vrijed-
nosti predstavljaju vjerojatnost pripadnosti pojedinoj klasi [8]. Ovaj izlaz se onda moze
interpretirati na viSe nacina. NajceS¢e se kao konacna predikcija uzima klasa s najveéom
vjerojatnosti ($to se moglo napraviti i prije primjene softmax funkcije s obzirom da je tran-
sformacija monotona). Vjerojatnosni izlaz je jako koristan jer predstavlja najprimitivniju
vrstu kvantifikacije nesigurnosti. Npr, moZe se postaviti proizvoljna granica (npr. 0.5) te
za konacnu predikciju uzeti klasa s najviSom vjerojatnosti ako prelazi 0.5 ili se izlaz moze
definirati kao "nepoznato” ako ni jedna vjerojatnost ne prelazi 0.5. Ovdje je ve¢ vidljiva i
mogucénost klasi¢nih neuronskih mreZa da neformalno definiraju nesigurnost u procjenu. U
postupku treniranja klasi¢ne neuronske mreze se sve odvija kao i prije osim Sto je funkcija
gubitka sada kategorijski gubitak entropije definiran u 1.7.

Sto se ti¢e Bayesovih neuronskih mreZa, koristimo istu arhitekturu kao i prije osim
Sto izlazni sloj 1 raCunanje konacne predikcije postaje malo kompliciranije. U Bayesovoj
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neuronskoj mreZi Ce izlazni sloj biti dimenzije 20 s obzirom da svaka klasa za izlaz ima
srednju vrijednost i log-varijancu. Prije primjene softmax funkcije nuZno je na neki nacin
skalirati izlazne vrijednosti log-varijanci kako bi se nakon softmax funkcije vjerojatnosti i
procijenjene mjere nesigurnosti tih vjerojatnosti nalazili na istoj skali [7]. Recimo:

o?

softmaxgq(log 0?); = p—’z)z (5.7)
j=1¢"

¢ime smo dosli na skalu standardne devijaciju kao izlaz softmax funkcije. Dobivene
vrijednosti nakon primjene softmax funkcije na srednje vrijednosti i modificirane softmax
funkcije na log-varijance su sada vjerojatnosti pripadnosti klasama i pripadne standardne
devijacije tih vjerojatnosti. U ovom radu ¢emo te vjerojatnosti interpretirati tako da uz-
memo klasu s najveCom vjerojatnosti kao konacnu predikciju. Sami proces treniranja se
provodi kao 1 prije - varijacijskim u¢enjem minimizirajuci varijacijski donji limit.

Treniranje modela

Na sljedec¢em grafu vidimo gubitak na trening i validacijskom skupu regularizirane neuron-
ske mreze:

— Gubitak na trening skupu
0.45 1 T —— Gubitak na validacijskom skupu |

0.40 1

0.35 A

Gubitak

0.30 A

0.20

0.15 -

0 10 20 30 40 50
Epohe

Slika 5.10: Gubitak regularizirane neuronske mreze kroz epohe 2-50
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PonasSanje je sli¢no kao i u prijaSnjem primjeru s tim da izgleda da se gubitak stabili-
zirao u puno manjem broju epoha. Sli¢no ponaSanje uo¢avamo i za Bayesovu neuronsku
mrezu:

14 4 — Gubitak na trening skupu
’ Gubitak na validacijskom skupu
1.2 ~
&
© 1.0
=
=
[=2]
e
2 0.8
w
0.6
0.4 1 = -—H-"“—*—-—————-___.______L T -
T T T T T
10 20 30 40 50

Epohe

Slika 5.11: Gubitak Bayesove neuronske mreze kroz epohe 4-50

Opet se vidi da Bayesova neuronska mreza konvergira sporije, a ta konvergencija je
postignuta u puno manjem broju epoha nego u prijaSnjem primjeru. Kod obje mreze je
vidljiv regularizacijski u€inak s obzirom da validacijski gubitak prati gubitak na skupu za
treniranje.

U ovom primjeru smo u procesu treniranja Bayesove neuronske mreze postupili malo
opreznije. Uz malo truda i srece uspjeli smo optimizirati neke postavke i hiperparametre:

e Smanjenje varijanci priora i prvog posteriora - omoguéuje modelu da krene s
konzervativnijim pretpostavkama o parametrima, $to osigurava stabilniju optimiza-
ciju, realisti¢nije nesigurnosti i bolju generalizaciju na testnim podacima [28].

e Uvodenje planiranog ucenja - tehnika ucenja gdje se stopa ucenja mjenja prema
unaprijed definiranom rasporedu, najée$ée eksponencijalno ili linearno. Ova teh-
nika poboljSava konvergenciju modela smanjujuéi rizik od “zapinjanja” u lokalnom
minimumu i smanjivanjem oscilacije parametara [11].

e Ogranicavanje i regularizacija log-varijance - prisilno ogranicavanje log-varijance
osigurava numeri¢ku stabilnost u raCunanju gradijenata 1 gubitaka. S druge strane,
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regularizacija log-varijance sprijeCava ~eksploziju” nesigurnosti i moguénost da mo-
del ”zloupotrebljava” varijance kako bi smanjio gubitak, a pritom Zrtvujuci genera-
lizacijsku sposobnost [12].

Optimizacija postavki i hiperparametara je provedena metodom pokusaja i pogreske
gdje se za svaku konfiguraciju pratila tocnost na testnom skupu. Sama ideja smjera kre-
tanja hiperparametara je preuzeta s [30]. S obzirom da je ovo jako raSiren i poznat skup
podataka, poznato je da tocnost od 95% 1 viSe sugerira dobru naucenost modela pa se
optimizacija provodila sve dok nije pronadena konfiguracija koja je rezultirala zadovolja-
vaju¢om to¢nosti na skupu za validaciju.

Iste su intervencije pokusane i na prijasSnjem Wine quality skupu podataka medutim
nisu donijele neki znac¢ajan pomak. Prijedimo sada na rezultate modela.

Rezultati

U tablici su navedene to¢nosti u postotcima za oba modela te njihove to€nosti po svakoj od
10 klasa na skupu za testiranje:

Klasa | Bayesova NN (%) | Klasi¢éna NN (%)

0 98.5 97.1
1 98.0 96.9
2 97.5 95.1
3 96.9 95.3
4 94.2 95.6
5 94.4 94.6
6 96.9 94.5
7 97.98 94.9
8 95.2 91.7
9 94.5 92.9

Ukupno 96.50 94.94

Tablica 5.5: To¢nosti modela u postocima na skupu za testiranje

Vidimo da Bayesova neuronska mreza postiZze bolji ukupni rezultat te bolji rezultat u
skoro svakoj od 10 klasa na skupu za testiranje. Takoder, vidi se da klasi¢na neuronska
mreZa postiZe najgori rezultat na znamenci 8 dok Bayesova ima najgori rezultat na zna-
menci 4. S druge strane, obje mreZe postiZu najbolji rezultat za znamenku 1 S$to ne cudi
s obzirom da znamenka 1 ima daleko najjednostavniji oblik. Prijedimo sada na analizu i
interpretaciju nesigurnosti.
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Procjena nesigurnosti

Vjerojatno najzanimljivi dio ovog eksperimenta je analiza nesigurnosti Bayesove neuron-
ske mreze na nekim zanimljivim primjerima. Jo$ jednom se prisjetimo da aleatoricka ne-
sigurnost u ovom kontekstu daje mjeru kvalitete 1 Suma u slici te nesigurnosti u procjeni
izmedu klasa. S druge strane, epistemoloska nesigurnost daje mjeru o tome koliko je mo-
del upoznat s ovakvim primjerom. EpistemoloSka nesigurnost u ovom kontekstu je idealan
alat za prepoznavanje primjeraka koji uopce ne pripadaju ovom skupu podataka (eng. out-
of-distribution detection [47]).

Pogledajmo kako izgledaju izlazi i predikcije oba modela te procjena nesigurnosti za
jedan primjerak koji je Bayesova neuronska mreZza to¢no klasificirala s niskom nesigur-
nosti. p; predstavlja procijenjenu vjerojatnost i-te klase,  konanu procijenjenu klasu te
04, 0 1 0 odgovarajuce nesigurnosti. Vrijednosti u svim tablicama ¢e biti zaokruZene na
dvije decimale:

Slika 5.12: Lagan primjerak za Bayesovu neuronsku mrezu - stvarna klasa 3

Dobiveni rezultati ne cude. Znamenka se €ini uredna i jednostavna za razumijeti. Za
ocekivati je da veliki broj znamenaka 3 ima jasno uocljive uzorke kao na ovoj slici. Jed-
nostavnost ovog primjera se ocituje u visokim izlazima vjerojatnosti oba modela i niskoj
razini nesigurnosti.
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Po 12\ P» | Ps | Pa | Ps | Pe | P71 | Ps | Py | T
BNN | 0.00 0.00 0.00 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 3
NN 0.00 0.00 0.00 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 3
T, o, o
<103 [ <1073 | <1073
Tablica 5.6: Tablica izlaza modela za gornji primjerak
Pogledajmo sada primjerak koji je Bayesova neuronska mreza krivo klasificirala:
Slika 5.13: TeZak primjerak za Bayesovu neuronsku mreZu - stvarna klasa 4
Po 4! P2 P3 P4 Ps Ps P1 Ps Py |y
BNN | 0.00 | 0.05 | 0.00 | 0.00 | 0.28 | 0.01 | 0.00 | 0.40 | 0.09 | 0.16 | 7
NN | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.86 | 0.00 | 0.00 | 0.05 | 0.01 | 0.08 | 4

o o, o
0.25 | 0.24 | 0.34

Tablica 5.7: Tablica izlaza modela za gornji primjerak

Ni ljudskom oku ova znamenka nije u potpunosti jasna. Iskustveno znamo da je ova
znamenka najvjerojatnije 4, no nebi ¢udiloida je 1, 7 ili 9. Vidimo da je Bayesova neuron-
ska mreza ovo krivo klasificirala, ali ipak nije otiSla u skroz pogreSnom smjeru s obzirom
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da je klasa 4 na drugom mjestu. Vidljive su i znaCajne razine obje vrste nesigurnosti $to i
ne ¢udi s obzirom na ne tipican stil pisanja ove znamenke.
Uzmimo sada jedan primjerak s velikom aleatorickom nesigurnosti:

Slika 5.14: Primjerak s velikom aleatori¢kom nesigurnosti - stvarna klasa je 0

Do D D2 D3 D4 Ds De D7 Ds D9y
BNN | 0.66 | 0.00 | 0.07 | 0.00 | 0.04 | 0.00 | 0.22 | 0.00 | 0.00 | 0.01

NN | 0.86 | 0.00 | 0.01 | 0.00 | 0.02 | 0.00 | 0.09 | 0.00 | 0.00 | 0.01
T, o, o
0.27 | 0.20 | 0.34

S| O'=»

Tablica 5.8: Tablica izlaza modela za gornji primjerak

Ovo je tipi€an primjer aleatoricke nesigurnosti. Na ovom primjeru se jasno vidi da
fale neki pikseli. Vrlo je vjerojatno da ovako ne izgleda tipi¢na znamenka O u skupu za
treniranje, pa zato ne ¢udi visoka razina nesigurnosti. S druge strane, to povlaci i visoku
razinu epistemoloSke nesigurnost s obzirom da model sigurno nije vidio puno ovakvih
primjeraka u skupu za treniranje. Kako god, to nije sprijecilo oba modela da naprave to¢nu
procjenu s obzirom da i u ovako “krnjem” obliku ova znamenka najviSe sli¢i znamenci O
nego bilo kojoj drugoj.
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Uzmimo 1 jedan primjerak s velikom epistemoloSkom nesigurnosti:

Slika 5.15: Primjerak s velikom epistemoloSkom nesigurnosti - stvarna klasa 2

Do D1 D2 D3 D4 Ds Ds D7 Ds Do
BNN | 0.07 | 0.00 | 0.69 | 0.02 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.20 | 0.01 | 0.00

NN | 0.00 | 0.00 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
o, o, o
0.14 | 0.40 | 0.43

N N[>

Tablica 5.9: Tablica izlaza modela za gornji primjerak

Na slici se nalazi jedna jako ¢udna i netipi¢na verzija znamenke 2. Moglo bi se reéi
da ovo uopce nije znamenka iz skupa za treniranje nego neko slovo, Sto potvrduje visoka
razina epistemoloSke nesigurnosti Bayesove neuronske mreze. Zanimljivo je kako je Baye-
sova neuronska mreZa dala i znaCajnu vjerojatnost klasi 7 iako ova slika ne malo ne slici
na znamenku broj 7. Vjerojatno je do takvog ponasanja doslo zbog velikog preklapanja
piksela s primjercima iz klase 7.
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Pogledajmo i jedan primjerak s velikom ukupnom nesigurnosti:

Slika 5.16: Primjerak s velikom ukupnom nesigurnosti - stvarna klasa 4

Do D1 D2 D3 D4 Ds De D7 Ds Do
BNN | 0.00 | 0.08 | 0.15 | 0.03 | 0.43 | 0.00 | 0.00 | 0.29 | 0.01 | 0.02

NN | 0.00 | 0.00 | 0.60 | 0.01 | 0.38 | 0.00 | 0.00 | 0.01 | 0.00 | 0.00
o, o, o
0.19 | 0.40 | 0.44

[NOFNE

Tablica 5.10: Tablica izlaza modela za gornji primjerak

Ovaj primjerak je zanimljiv s obzirom da Bayesova neuronska mreZa daje znaCajne
vjerojatnosti 3 razliCite klase. Ipak, zbog razine ukupne nesigurnosti, procjena Bayesove
neuronske mreZe ovdje nema neku veliku teZinu. S druge strane vidimo i da obi¢na neuron-
ska mreZa nije u potpunosti sigurna u svoju odluku. Na vecini primjera neuronska mreza
daje jako samouvjerene predikcije ¢ak i ako je u krivu dok ovdje izbacuje vjerojatnost od
samo 0.6. Zanimljivo je takoder kako obi¢na neuronska mreZa ne prirodaje skoro nikakvu
vjerojatnost klasi 7 dok Bayesova daje Cak 0.29.
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Na kraju, pogledajmo Sto modeli kaZzu na jednu sliku koja nema nikakve veze s ovim
skupom podataka:

Slika 5.17: Primjerak van MNIST skupa podataka

Do D1 D2 D3 Da Ds De D7 Ds Do

BNN | 0.01 | 0.05 ] 0.12 | 0.05 | 0.01 | 0.62 | 0.06 | 0.07 | 0.00 | 0.01
NN | 0.01 | 0.08|0.09|0.05|0.03]055]|0.02|0.17|0.01|0.01
o, g, o

0.40 | 0.43 | 0.59

| D=

Tablica 5.11: Tablica izlaza modela za prilagodenu sliku

Iako prikazana slika ne sli¢i ni jednoj znamenki iz skupa za treniranje obje mreze su
poprili¢no samouvjereno napravili procjenu za nesto Sto uopée ne dolazi iz distribucije po-
dataka. Vidimo takoder da su distribucije na izlazu poprilicno korelirane u ovom slucaju
Sto opet pokazuje da je slicnost izmedu informacija koje su mreze usvojile jako visoka.
U ovom sluc€aju niti malo ne ¢udi izrazito visoka razina epistemoloske i ukupne nesigur-
nosti Bayesove neuronske mreze s obzirom da ovaj primjerak uistinu nije iz distribucije
originalnih podataka.

U konacnici, vidimo da su Bayesova 1 klasi¢na neuronska mreZa usvojile sli¢ne obrasce
s obzirom da se preklapaju u jako puno primjeraka. Takoder, kroz rasprSenost vjerojatnosti
u izlaznom sloju vidimo da Bayesova neuronska mreza pristupa predikciji puno konzerva-
tivnije u odnosu na klasi¢nu koja Cesto daje vjerojatnosti jako blizu 1.
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Za kraj, vidimo da je MNIST skup podataka zbog svoje veli¢ine 1 prirode izrazito dobar
za demonstrirati prednosti Bayesove neuronske mreze. Na danome smo skupu podataka
uspijeli pokazati kako Bayesova neuronska mreZza moze vrlo lijepo prikazati veli¢inu i
izvor nesigurnosti kada se model uspjesno nauci pritom ne Zrtvujuéi svoju prediktivnu
sposobnost.

Kodovi koriSteni u provedbi eksperimenata se nalaze na sljedecoj GitHub poveznici:
https://github.com/joskol19kristic50/Bayesove_neuronske_mre-e.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu obradena je tema Bayesovih neuronskih mreza, koje predstav-
ljaju spoj standardnih neuronskih mreza i Bayesovske statistike. U svrhu razumijevanja
Bayesovih neuronskih mreza obraduju se teme klasi¢nih neuronskih mreza i Bayesovskog
zakljucivanja, s naglaskom na Bayesov teorem te priorne i posteriorne distribucije. De-
taljno se analizira struktura i razlike Bayesovih neuronskih mreZza u odnosu na klasi¢ne,
s fokusom na metode treniranja poput varijacijskog zaklju¢ivanja i Monte Carlo metoda.
Moguénost kvantifikacije neizvjesnosti Bayesovih neuronskih mreza prezentira se kroz
uvodenje vrsta neizvjesnosti i njihove teorijske podloge. Za kraj teorijskog dijela, detaljno
se analizira problem pretreniranosti u kontekstu strojnog ucenja te metode kojima klasi¢ne
1 Bayesove neuronske mreZe njemu pristupaju.

U eksperimentalnom dijelu, na stvarnim skupovima podataka implementiraju se modeli
klasi¢nih i Bayesovih neuronskih mreza. Kroz rezultate eksperimentalnog dijela pokazuju
se moguénosti Bayesovih neuronskih mreza i prednosti u odnosu na klasi¢ne.






Summary

This thesis explores the topic of Bayesian neural networks, which represent a combina-
tion of standard neural networks and Bayesian statistics. To facilitate an understanding of
Bayesian neural networks, the concepts of classical neural networks and Bayesian infe-
rence are discussed, with an emphasis on Bayes’ theorem and prior and posterior distri-
butions. The structure and differences of Bayesian neural networks compared to classical
ones are analyzed in detail, focusing on training methods such as variational inference and
Monte Carlo methods. The ability of Bayesian neural networks to quantify uncertainty is
presented through the introduction of types of uncertainty and their theoretical foundations.
The theoretical section concludes with a detailed examination of the problem of overfitting
in the context of machine learning and the methods used by classical and Bayesian neural
networks to address it.

In the experimental section, models of classical and Bayesian neural networks are im-
plemented on real datasets. The results of the experimental section demonstrate the capa-
bilities of Bayesian neural networks and their advantages over classical neural networks.
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