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Sazetak

Premda je teorijsko proucavanje crnih rupa tema vezana za opcu teoriju relativ-
nosti jos od ranih dana, tek nedavni promatracki uspjesi Event Horizon Telescope
kolaboracije omogudili su direktno opazanje njihova izgleda. U ovom radu naprav-
ljen je pregled analitickih studija vizualnih profila crnih rupa, poznatih pod nazivom
”sjena”, konkretno za stati¢ni sferno simetri¢ni i Kerrov slucaj. Predstavljena je fizi-
kalna pozadina pojave sjene, a zatim i razlozeni osnovni koraci potrebni za njezinu
konstrukciju, uz osvrt na dvije klase degeneracije sjene predstavljene u literaturi.
Metodologija pronalaska oblika i veli¢ine sjene oprimjerena je za nekoliko razli¢itih
metrika crnih rupa. Usporedbom slucajeva idealne sferne i ravne pozadine istaknuta
je razlika izmedu sjene i vizualnih efekata koji su posljedica samo konkretne raspo-

djele okolnih izvora elektromagnetskog zracenja.

Kljucne rijeci: sjene crnih rupa, fotonske orbite, efekt gravitacijske lece, Schwarzsc-

hildovo prostorvrijeme, jedinstvenost sjena crnih rupa



Black hole shadows

Abstract

Although black holes have been theoretically studied since the early days of the ge-
neral theory of relativity, only recently have the observational successes of the Event
Horizon Telescope collaboration made it possible to directly observe them. We pro-
vide an overview of current analytical studies of the visual appearance of black holes,
also known as black hole shadows. We examine the shadows of spherically symme-
tric, static black hole spacetimes, as well as the Kerr spacetime. We explore the
physical background of the phenomenon, explain the basic steps necessary to cons-
truct the shadow, and briefly review two shadow degeneracy classes presented in the
literature. We derive the size of the shadow and show how the methodology may
be used on the examples of several black hole spacetimes. Finally, we highlight the
fundamental differences between the shadow and the visual effects of the specific
distribution of the surrounding sources of electromagnetic radiation by comparing
two idealized cases for a Schwarzschild black hole: a uniformly bright spherical bac-

kground and an infinite uniformly bright planar background.

Keywords: black hole shadows, photon orbits, gravitational lensing, Schwarzschild

spacetime, black hole shadow uniqueness
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1 Uvod

U Einsteinovoj opcoj teoriji relativnosti materija oblikuje prostorvrijeme zakrivljujuci
ga i povlacedi. Tako nastala geometrijska svojstva prostorvremena manifestiraju
se kao gravitacija. Sama se teorija zasniva na Einsteinovoj jednadzbi, ¢ije je prvo
rjeSenje, koje sada nosi njegovo ime, iznio Karl Schwarzschild. Dobivena metrika
opisuje vakuumsku geometriju prostorvremena uslijed djelovanja sferno simetri¢ne,
odnosno ¢ak tockaste mase. Ispostavilo se da predstavlja zanimljiv konceptualni pro-
blem - iz Schwarzschildova rjesenja izranjale su divergencije u metrickim ¢lanovima,
pa i divergirajuca zakrivljenost, neovisno o izboru koordinatnog sustava. Schwarz-
shildova je bila prva crna rupa, objekt koji je popularno poznat po tome S$to iz njega
ne moze pobjedi ni svjetlost.

Tada vrlo egzoti¢na, patoloska pojava singulariteta potaknula je razvoj ¢itavog
novog podrudja istrazivanja. Ispostavilo se da singularnost nije tek artefakt viso-
kog stupnja simetrije Schwarzschlidove geometrije. Otkriveno je viSe rjeSenja Einste-
inove jednadzbe koja opisuju crne rupe, a opisana su i njihova geometrijska, termo-
dinamicka i elektrodinamicka svojstva. Kako je rastao volumen teorijske literature o
crnim rupama, tako je krenula i Zustra potraga za dokazima njihova postojanja u sve-
miru. Razmisljamo li o tom sasvim novom fizikalnom objektu, prirodno je postaviti

gotovo laicko pitanje — kako izgleda?

1.1 Promatranje crnih rupa

S obzirom na to da su realne crne rupe predmet astrofizike, koja je u praksi prije svega
opazacka znanost, vaznost pitanja njihova izgleda dodatno se izoStrava. Predvidanjem
onoga $to ¢emo vidjeti gledanjem u crnu rupu mozemo postaviti teren kako bismo
pobili ili, s druge strane, dodatno potkrijepili teorije koje predvidaju njezino postoja-
nje.

Crna rupa kauzalno je odvojen dio prostorvremena, rascijepljen od beskonacnosti
horizontom dogadaja. Preciznije, karakterizirana je time Sto nijedna buduce us-
mjerena krivulja vremenskog ili svjetlosnog tipa ne moze pobje¢i u asimptotsko po-
drucje. Crne rupe teorijski mogu zraciti Hawkingovim zracenjem, no ono je dosad

nepotvrdeno i nije znacajno u kontekstu astrofizike jer ocekujemo da je jednostavno



premalo kako bismo ga detektirali [1]. Stoga ih s promatrackog stajalista smatramo
istinski crnima, odnosno mra¢nima. No, ekstremna svojstva crnih rupa omogucila su
raznovrsne eksperimentalne potvrde, o kojima ¢e biti nesSto viSe rije¢i u narednim po-
glavljima. Najjaca potvrda vjerojatno bi bila detekcija upravo Hawkingova zracenja.
Medutim, novi promatracki pothvati, od kojih je moguce najznacajnija Event Hori-
zon Telescope kolaboracija, uspjeli su uhvatiti trag koji crna rupa ostavlja na okolnim
izvorima zracCenja svojim jakim gravitacijskim utjecajem - fotografiju tamne mrlje,
sjene crne rupe [2]. Buduéi da opazanje takvog vizualnog uzorka snazno ukazuje da
promatrani objekt uistinu jest crna rupa, a ne neki ultrakompaktni objekt druge vrste
[3, 4], slika sjene crne rupe prva je direktna potvrda njihova postojanja.

Dakle, iako crna rupa sama nije izvor elektromagnetskog zracenja, mozemo oceki-
vati da su realne crne rupe osvijetljene vanjskim svjetlosnim izvorima. Izgled crne
rupe stoga Ce uvelike ovisiti upravo o karakteristikama osvjetljenja — blizini, obliku,
prostornoj i vremenskoj raspodjeli toka zracenja, vrsti zracenja itd. Medutim, mozemo
razaznati neke osobitosti ve¢ i razmatranjem slucaja savrSeno uniformnog osvjetlje-
nja, koje je za pocetak prirodno postaviti kao beskonac¢no daleku svijetlu pozadinu.
S obzirom na to da fotoni koji upadaju direktno od opazaca na "povrsinu” crne rupe
(odnosno horizont dogadaja) u pravilu ne mogu pobje¢i natrag k opazacu i tako
postiéi svojevrstan efekt refleksije, izbor osvjetljenja straga umjesto sprijeda sasvim
je jasan. Tako mozemo ocekivati, prikladno, crni obris. Kasnije ¢emo vidjeti da su i
slu¢ajevi u kojima fotoni dolaze sprijeda zanimljivi unato¢ izostanku refleksije, radi
snaznog efekta lece.

Razmotrimo prvo primjer bez relativistickih efekata — obi¢nu, negravitiraju¢u crnu
kuglu ispred svijetle pozadine, okruzenu vakuumom. Zamislimo da sama ne zraci
znacajno (barem u relevantnom dijelu spektra) i da savrSeno apsorbira sve upadno
zraCenje, dakle da je idealno crno tijelo. Ravninu paralelnu s ravninom pozadine,
izabranu tako da je izmedu njih jedino crna kugla, mozemo smatrati opazacem; u
stvarnosti bismo tocke na ravnini opaZzaca mogli povezati s pikselima kamere. Ovako
postavljen problem, prikazan na slici 1.1, trivijalan je zadatak u geometrijskoj optici.
Svjetlosne zrake upadaju paralelno na ravninu promatranja svugdje osim ondje gdje
ih blokira kugla. Tako opazac dobiva sliku (siluetu) relevantnog predmeta (ilustri-
ranu na slici 1.1 desno), ¢iji oblik izravno odgovara stvarnom obliku, odnosno obrisu

kugle.
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Slika 1.1: Primjer negravitiraju¢e crne kugle osvijetljene straga. Lijevo su prikazane
putanje odabranih svjetlosnih zraka od svijetle pozadine (yz-ravnina slijeva) k rav-
nini opazanja (yz-ravnina zdesna). Kugla blokira dolazak odredenih zraka, ovdje
prikazanih svjetloplavom bojom, do opazaca te time stvara crni obris vidljiv na slici
desno. Pri izradi desne slike pretpostavili smo da je promatra¢ na dovoljnoj udalje-
nosti da se projekcijom na ravninu minimalno gube informacije o velicini ili obliku.

Za analognu - stati¢nu, nenabijenu, sferno simetri¢nu — crnu rupu u vakuumu,
medutim, taj je isti zadatak sasvim netrivijalan. Naime, premda ponovno ¢ak i naiv-
nim razmatranjem mozemo predvidjeti tamni obris ondje gdje svjetlost ne uspijeva
doprijeti do ravnine opazaca, nije jednostavno identificirati zrake koje zadovoljavaju
taj uvjet. Na slici 1.2 lijevo neke od tih zraka prikazane su svjetloplavom bojom [5,
6] na primjeru Schwarzschildova prostorvremena. U zakrivljenom prostorvremenu
svjetlost putuje po geodizicima, koji su opcenito zakrivljeni, a ne ravni.

Na istoj slici vidljivo je da crne zrake, koje nisu zarobljene, takoder ne dospijevaju
nuzno do opazaca, ovisno o razini zakrivljenosti. Pokazat ¢emo da uz prikazane
zrake postoje i neke koje prebrisu jedan ili viSe punih krugova oko crne rupe prije
nego se zapute prema opazacu ili u beskonacnost. Rezultantna silueta, koju se upravo
stoga primjereno naziva sjenom crne rupe, oblikom i velicinom potencijalno je sasvim
razli¢ita od izvornog objekta. Svjetlosne zrake koje izostaju s opazateva nebeskog
svoda ne upadaju nuzno u crnu rupu, ve¢ je jedino bitno da ostaju zarobljene. Sjena
se, dakle, zasniva na postojanju svjetlosnih orbita. Pritom vrijedi naglasiti da, ovisno
o raspodjeli zracenja, sjena ne mora biti jedina tamna regija. Efektom le¢e mogu se

stvoriti viSestruke tamne slike, no sjena je fundamentalno razli¢ite prirode — ona nije



|
o
|
o
|
EN
|
N
o
N
IS
o
©

x (M) pogled sprijeda (yz-ravnina desno)

Slika 1.2: Utjecaj gravitirajue mase na svjetlost na primjeru Schwarzschildova pros-
torvremena. Lijevo su, kao i na slici 1.1, prikazane putanje odabranih svjetlos-
nih zraka od svijetle pozadine (yz-ravnina slijeva) k ravnini opazanja (yz-ravnina
zdesna). Svjetloplave zrake poniru u crnu rupu i stoga ne mogu biti opazene neovisno
o poloZaju (udaljenog) opaZaca. Regija izostanka osvjetljenja polumjera 3v/3M, od-
nosno crni obris koji opazac vidi (slika desno), zato je prividno veca i od horizonta
dogadaja (polumjera 2M) i od fotonske sfere (polumjera 3)/). Pri izradi desne slike
pretpostavili smo da je promatrac¢ na dovoljnoj udaljenosti da se projekcijom na rav-
ninu minimalno gube informacije o veli¢ini ili obliku.

odraz nekog postoje¢eg tamnog dijela svijetle pozadine, ve¢ stvara tamu ondje gdje
je inace nema. Nevidljiva je po principu.

Ako opazaca smjestimo u udaljenu tocku, za Schwarzschildovu crnu rupu mozemo
razmotriti jo$ jedan ilustrativan primjer [5]. Prva skica odozgo na slici 1.3 prikazuje
naivni pristup, kad bismo crnu rupu promatrali kao i klasi¢nu kuglu. Svjetlosne zrake
koje definiraju rub sjene prolaze tik do horizonta dogadaja i dalje putuju ravno do
opazaca, koji mjeri kutni promjer koji odgovara disku promjera 2 Rg, gdje je Rg = 2M
Schwarzschildov polumjer?, odnosno polumjer horizonta dogadaja.

To, naravno, nije slucaj. Iako izvan horizonta dogadaja fotoni mogu izbjeci pad
u srediSte crne rupe, nije nuzno da mogu proci proizvoljno blizu crnoj rupi i pobjeci
u beskonacnost, gdje se nas opazac efektivno nalazi. Ispostavlja se da postoji mi-
nimalna udaljenost najblizeg prolaska ondje gdje svjetlosni geodezici zatvaraju nes-

tabilnu kruznu orbitu, tzv. fotonski prsten ili fotonsku sferu. Dakle, crna rupa ima

1Svugdje u tekstu, osim ako je drukéije napomenuto, koristit ¢emo (—, 4, +, +) signaturu metrike
i prirodne jedinice, c = G = 1.

N



vizualni rub izvan svoje stvarne povrsine. U Schwarzschildovu slucaju to odgovara

polumjeru 3M, odnosno 3Rs/2.

M euklidski promjer horizonta dogadaja
2-3M ‘ euklidski promjer fotonske sfere

2-3V3M opazeni promjer fotonske sfere

Slika 1.3: Usporedba veli¢ina horizonta dogadaja (gore) i fotonskog prstena
(sredina), odnosno pogresnih konstrukcija sjene crne rupe, s njezinom stvarnom
velicinom (dolje) za Schwarzschildovo prostorvrijeme s centralnom masom M.
Prilagodeno iz [5, 7].

Izvan stru¢nih krugova Cesto se poistovjecuju sjena (slika) crne rupe i fotonska
sfera, u smislu da opazac vidi fotonsku sferu kao klasi¢nu kuglu (slucaj prikazan na
srednjoj skici na slici 1.3). Ovdje, medutim, vreba zabluda. Disk koji ¢e opazac vidjeti
u pravilu je veci — a ponekad, ovisno o svojstvima prostorvremena, i sasvim razli¢itog
oblika — zbog jake zakrivljenosti svjetlosnih geodezika u blizini crne rupe. Tipi¢na
interpretacija ove razlike jest da disk koji vidimo predstavlja projekciju ¢itave foton-
ske sfere na ravninu promatranja. Pri opazanju prostorvrijeme lokalno vidimo kao
ravno, Sto mozemo zamisliti kao da zaprimljene svjetlosne zrake produljujemo pod
kutom pod kojim ih zaprimamo, takoder ravno, u beskonac¢nost. U stvarnosti, zrake
bliske rubu sjene dramati¢no su zakrivljene, zbog cega se slika doima ve¢om nego sto
zapravo jest. Uzmemo li i to u obzir, dobivamo predodzbu o stvarnoj situaciji, kao
Sto je ilustrirano na posljednjoj skici sa slike 1.3 [5, 8, 6].

Za razliCite geometrije potreban je precizan matematicki tretman kako bi se rijesilo
pitanje oblika, velicine ili ostalih svojstava sjene. Svojstva sjene u pravilu nisu odmah
ocita iz svojstava samog prostorvremena, pogotovo jer je sjena po prirodi ovisna o iz-

voru zracenja i o opazacu. Bududi da sad postoji mogucénost direktnog opazanja sjena

5



crnih rupa, vrijedi izgraditi dobro fizikalno razumijevanje sjene i utjecaja konkretnih
teorija gravitacije ili modela unutar njih na svojstva sjene kako bismo je mogli isko-

ristiti kao eksperimentalni alat.

1.1.1 Alternativne definicije sjene

S obzirom na to da je "sjena crne rupe” zapravo opceprihvacéeni naziv za ”ono Sto
vidimo gledaju¢i u crnu rupu”, u literaturi susre¢emo mnostvo razli¢itih upotreba
tog termina. Do toga je doslo dijelom i jer je ime, a zajedno s njime i konkretna
fizikalna interpretacija sjene, povijesno proslo viSe etapa razvoja. Ve¢ od sredine

proslog stoljeca poznata je tzv. Syngeova formula:
, 27TM2(1 — 2M /1)

SiN” Qrege = 3 .
0]

(1.1)

Izrazom za kut a.,. Synge je odredio svjetlosni ”escape cone” za opazaca smjestenog
na radijalnoj koordinati ro, odnosno stozac koji definira usmjerenja fotona emitira-
nih s povrSine Schwarzschildove crne rupe koji ne ostaju gravitacijski vezani za nju,
ve¢ mogu oti¢i u beskonacnost [9]. Tako uvedeni koncept od Syngea nadalje popri-
mio je mnogo imena, evoluirajuci pritom preko Bardeena i Lumineta koji je nazivaju
”prividnim oblikom” [10] ili ”slikom” [11], sve do danasnje "sjene” ili "kriti¢ne krivu-
lje” [12, 6, 8]. Konceptualna pozadina na koju su svi ti nazivi aludirali nije se mnogo
mijenjala: postoji kriticni upadni kut za koji svi dolazni fotoni zavrSavaju u fotonskoj
sferi i koji tako odreduje rub vizualnog profila crne rupe.

Nijedan termin nije strogo vezan za neku postoje¢u preciznu matematicku defini-
ciju, nego se oslanja na intuiciju i iskustvo kako bi obuhvatio koncept. Takva fleksi-
bilnost, doduse, povremeno uzrokuje nesporazume i nesuglasice u literaturi. Stoga
¢e nam biti bitno izabrati neke od termina i precizno ih se pridrzavati. Naziv "sjena”
koristit ¢emo u kontekstu citave slike, projekcije na podrucje promatranja, a naziv
”kriticna krivulja” koristit cemo za rub sjene, koji cemo u principu uvijek i traziti. Go-
vorit ¢emo o “veli¢ini” sjene u smislu (maksimalnog) promjera tamne regije. Naziv

”slika” koristit ¢emo iskljucivo u prakticnom, promatrackom kontekstu.



1.2 Event Horizon Telescope

Sjena crne rupe relevantan je pojam u kontekstu direktnog opazanja. Dokazi za pos-
tojanje crnih rupa donedavno su bili isklju¢ivo indirektni — poput detekcije gravi-
tacijskih valova iz sudara dviju crnih rupa [13], akrecije unutar binarnih sustava u
kojima jedna od komponenti, crna rupa, nije vidljiva [14] ili promatranja orbita zvi-
jezda bliskih radio-izvoru Sagittarius A*, crnoj rupi u sredistu Mlijecnog puta [15].
Razlog tomu posebno je jasan iz posljednjeg primjera; premda smo mogli direktno
promatrati objekte u blizini, odnosno orbiti oko nekih supermasivnih crnih rupa, za
direktno promatranje samih centralnih objekata postojala je tehnicka prepreka pos-
tizanja rezolucije koja odgovara njihovoj ocekivanoj veli¢ini. Uz to $to se nalaze
na velikim astrofizickim udaljenostima, crne rupe po prirodi su vrlo kompaktne, sto
znaci da su relativnho maleni objekti ¢ak i kad su vrlo velikih masa — supermasivna
crna rupa M87%, ¢ija je masa prema najnovijim procjenama reda 10'° masa Sunca [2,
16] ima Schwarzschildov polumjer reda tek 10? Suncevih polumjera.

Tom je tehnickom izazovu pristupila Event Horizon Telescope (EHT) kolabora-
cija. Uspostavljanje globalne mreze vise nezavisnih radioteleskopa koji zajednicki
¢ine virtualni teleskop efektivnog promjera reda veli¢ine Zemlje omogucilo je direk-
tna opazanja, izmedu ostalog, dviju supermasivnih crnih rupa, M87* [2] i Sagittarius
A* [17]. Njihov prvi rezultat, slika M87* objavljena 2019. bila je prva direktna slika

crne rupe u povijesti (slika 1.4).

M87*  April 11, 2017

Brightness Temperature (10° K)

Slika 1.4: Slika crne rupe M87* izabrana kao reprezentativni primjer rezultata pro-
matranja EHT-om iz 2017. godine (lijevo). Manji paneli desno prikazuju sli¢ne slike
tijekom viSe dana. Skala u lu¢nim sekundama prikazana je na slici lijevo; na svim
slikama sjever je usmjeren gore, a istok lijevo. Preuzeto iz [2].

Rad EHT-a zasniva se na principu radioteleskopske interferometrije. ViSe nezavis-



nih radioteleskopa prikuplja podatke o nekom astronomskom izvoru te se informacije
o izvoru zakljucuju na temelju interferencije zabiljezenih signala. Interferometrija
je jedan od najvaznijih alata moderne astronomije jer omogucuje povecanje kutne
razlucivosti teleskopa formiranjem grupa. Razlucivost teleskopa R tipi¢no se izrazava
preko proporcionalnosti R « A/L, gdje je A valna duljina zracenja koje se promatra,
a L maksimalna udaljenost izmedu teleskopa u grupi. Samo koristenje interferome-
trije nije bila inovacija koja je omogucila uspjeh EHT-a; mnoge promatracnice koje
ga Cine i same su interferometri. EHT postiZe veliku razlucivost time $to kombinira
teleskope na znacajnim geografskim udaljenostima i promatranje na valnoj duljini od
1.3 mm, manjoj nego u prethodnim usporedivim projektima. U slu¢aju promatracke
kampanje za slikanje crne rupe M87* osam promatrackih postaja na sest razlicitih ge-
ografskih lokacija tako je efektivno cinilo teleskop velicine usporedive s promjerom
Zemlje [2, 18].

Promatracnice su individualno prikupljale podatke i biljezile ih s preciznim vre-
menskim potpisima pomoc¢u atomskih satova sinkroniziranih GPS-om na skali neko-
liko desetaka nanosekundi [18]. Digitalizirani podatci zatim su obradeni u Cetirima
timovima koriste¢i nekoliko razli¢itih metoda rekonstrukcije slike. Timovi su tek po
zavrsteku obrade usporedili rezultate kako bi se maksimalno izbjegao efekt ljudske
pristranosti [19]. Glavne znacajke dobivenih slika — veli¢ina i priblizno kruzni oblik
siluete okruzene svijetlim prstenom cija je asimetrija konzistentna s gibanjem plazme
oko crne rupe brzinama bliskim brzini svjetlosti — nisu ovisile o konkretnoj metodi
rekonstrukcije niti su se razlikovale izmedu timova. Dodatnom kvantitativnom obra-
dom potvrdeno je da su svojstva slike konzistentna s predvidanjima opce teorije re-
lativnosti za rotiraju¢u (Kerrovu) crnu rupu mase (6.5 + 0.7) - 10° masa Sunca [2,
16].

Naravno, premda je uzbudljivo $to su prvi rezultati u poklapanju s o¢ekivanjima,
bitno je osvijestiti da je dosad proizvedena tek nekolicina rekonstrukcija. U budu¢-
nosti se mozemo nadati veem statistickom znacaju. Upravo u tome lezi uspjeh
EHT-a; postavio je temelje za sasvim novi nacin prikupljanja podataka o crnim ru-
pama, a time i otvorio put novim, naknadnim testovima opce teorije relativnosti.
MoZemo ocekivati kako ¢e se tehnologija kojom su prednjacili u buduénosti unapri-
jediti i omoguciti promatranje veceg broja astrofizickih kandidata za crne rupe, a ne

samo supermasivnih objekata u sredistima galaksija.



2 Odredivanje sjene crne rupe

2.1 Fizikalna pozadina sjene

Komentirali smo da ¢e svojstva sjene crne rupe jako ovisiti o svojstvima prostorvre-
mena, ali i o svojstvima zracenja koje osvjetljuje crnu rupu te o opazacu. Medutim,
postojanje sjene u temeljima je uvjetovano pojavom jako zakrivljenih svjetlosnih ge-
odezika oko vrlo masivnih objekata. Gravitacija mora biti dovoljno jaka da zarobi
fotone, odnosno da postoje fotonske orbite. U principu izvor gravitacije ne mora biti
crna rupa. Crne rupe karakterizira postojanje horizonta dogadaja, ali svjetlosne or-
bite nisu jedinstvena pojava. Svjetlost hipotetski moze orbitirati oko ultrakompaktnih
objekata bez horizonta, poput bozonskih zvijezda [5]. Medutim, moze se pokazati
da takvi objekti nisu fizikalno vjerojatni pod pretpostavkom da su se u nekom tre-
nutku u proslosti formirali kompaktificiranjem materije [3, 4]. Stoga ¢emo nadalje

proucavati iskljucivo sjene crnih rupa.

2.1.1 Fundamentalna fotonska orbita i fotonski prsten

Podrucje oko crne rupe na kojem fotoni mogu ostati u orbiti jest regija u kojoj svje-
tlosni geodezici postaju sferi¢cni — ne leze u ravnini, ve¢ opisuju sfere u smislu kons-
tante radijalne koordinate [20]. Takva ekstremna pojava zakretanja svjetlosnih zraka
naziva se raznim imenima u literaturi pa su razlic¢ite upotrebe termina o fotonskim or-
bitama mogu¢i izvor zabuna. Ponovno, bit ¢e nam vazno definirati konkretne termine
kako bismo to izbjegli. Sljedeca definicija fundamentalne fotonske orbite preuzeta iz

[21] vrijedi za sva stacionarna i osnosimetri¢na prostorvremena.

Definicija 2.1. Neka je v(\) : R — M geodezik svjetlosnog tipa parametriziran afinim
parametrom A\, a M mnogostrukost prostorvremena. Geodezik ~(\) jest fundamen-
talna fotonska orbita ako je ogranicen na kompaktno prostorno podrucje (odnosno,
ako odgovara vezanom stanju) i ako postoji neka vrijednost T > 0 za koju vrijedi

Y(A) =v(A+T), VA € R, do na izometrije.

Fundamentalna fotonska orbita najopcenitiji je naziv koji ¢emo koristiti. U osnosime-
tri¢nim koordinatama (¢, r, 0, ¢) ovakva definicija zahtijeva periodi¢nost u (r, 0) [21].

Specijalno, neke fundamentalne fotonske orbite leze u ravnini. Njih ¢emo nazivati



fotonskim prstenovima. U sferno simetricnim prostorvremenima fotonski prstenovi
formiraju skupove koje nazivamo fotonskim sferama [1, 20]. S obzirom na to da tada
zbog simetrije mozemo proizvoljno odabrati bilo koji pojedini prsten bez smanjenja
opcenitosti, ta se dva termina mogu koristiti naizmjenic¢no.

U literaturi se za fotonski prsten ("photon ring”) cesto susrecu i nazivi “svjetlosni
prsten” ("light ring”) ili "lensing ring” (koji bismo mogli prevesti i kao "opticki pr-
sten”) [5]. Budu¢i da opcenito oko crne rupe, ovisno o svjetlosnom izvoru, mogu
nastajati i viSestruke slike, neki autori njima dodjeljuju spomenuta imena kako bi ih
razlikovali od dominantne slike ili od samog fotonskog prstena. Nesretno, "fotonski
prsten” takoder se ponekad koristi kao naziv za vizualni profil emisije oko crne rupe
okruzene lokaliziranim izvorima zracenja, odnosno skup slika dobivenih efektom gra-
vitacijske lece blizu crne rupe. U tom smislu fotonski prsten predstavljao bi vizualnu
vanjsku granicu sjene, a ne njezin fundamentalni uzrok. Kako bi daljnji tekst bio Sto
jasniji, mi ¢emo u tu svrhu koristiti samo opisne termine, a ne neki pojedini naziv i

izbjegavat ¢emo alternativne nazive fotonskoga prstena.

2.1.2 Udarni parametar

Uzmimo opcenitu stati¢nu, sferno simetricnu metriku, odnosno odgovarajuci linijski

element u sfernim koordinatama [22, 23]:
ds* = —A(r)dt* + B(r)dr* + D(r)(d6* + sin® §d¢?), (2.1)

gdje su A(r), B(r) i D(r) funkcije pozitivne svugdje izvan horizonta dogadaja. Pozi-
tivnost ¢uva signaturu metrike i osigurava da je Killingov vektor? 9, vremenskog tipa.
Cesto ¢emo koristiti skraéeni zapis pomoéu standardne metrike na jedini¢noj 2-sferi
dQO? = d#?* + sin® d¢®. Ovakav opceniti oblik metrike lako se moZe dobiti proma-
tranjem nametanjem zahtjeva sferne simetrije na linijski element ds* = g, dz"dx".
Dodamo li i zahtjev stati¢nosti — neovisnost pojedinih komponenata metrike o ¢ (sta-
cionarnost, odnosno postojanje Killingova vektorskog polja 7* koje je barem asimp-
totski 0,) i simetrija na obrat vremena, ¢t — —t — iS¢ezavaju svi nedijagonalni ¢lanovi
te preostaje da komponente metrike moraju biti funkcije jedino radijalne koordinate

r [22]. Nama ¢e biti bitno naglasiti da ¢emo, ako je D(r) monotona funkcija, uvijek

2Dodatak A
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mo¢i primijeniti koordinatnu transformaciju:

r—p, p=D(r), (2.2)

birajuéi radijalnu koordinatu koja ¢uva formu povrsine 2-sfere 47p?. Takav ¢e nam
izbor koordinata biti pogodan za neke opce zakljucke o geometriji pojedinih sustava.
Vrijedi primijetiti da su r i p koordinate, a ne mjere (vlastite) udaljenosti. Udaljenost
je potrebno izvrijedniti zasebno. Mi ¢emo uglavnom govoriti o opazatu smjestenom
na nekoj radijalnoj koordinati bez govora o udaljenosti jer ¢e nam biti prakticno
nevazna.

MoZemo odrediti pripadni lagranzijan £(z, ) za tockastu Cesticu [5]:

L(x, &) = %gwx'“x"’ = (2.3)
=2 (FAMP + B + DI)F), 2.4)

pri cemu smo se ogranicili na ekvatorijalnu ravninu ¢ = /2 jer, zbog simetrija pros-
torvremena, uvijek mozemo tako odabrati koordinatni sustav i gibanje ostaje pla-
narno (9 = 0) [22, 24, 1]. Oznaka i* ovdje oznatava derivaciju dz*/d\, gdje je A
opcenito neki afin parametar.

Dalje iz t i ¢ komponenti Euler-Langrangeovih jednadzbi:

d (0L oL
55 (55) ~ 5 =0 @)
jednostavno dobivamo konstante gibanja:
E = A(r)i, L= D(r)o, (2.6)

pri ¢emu smo odmah uo¢ili da vrijedi:

oL oL

il (2.7)

Obicaj je pri razmatranju gibanja masivne Cestice predstaviti konstante gibanja £'i L
u obliku koji mozemo interpretirati kao energiju i angularni moment Cestice, respek-

tivno, po jedinici mase. Konkretan slucaj Cestice u Schwarzschildovu prostorvremenu
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redovit je udzbenicki primjer, pri ¢emu se uzima da je A\ = 7/u, tako da je 7 vlas-
tito vrijeme, a © masa Cestice. Velicine L i £ moguce je definirati neovisno o masi,
no takoder je moguce uvesti novu veli¢inu koja omogucuje jednostavno razmatranje

slu¢aja bezmasene Cestice kao limesa ;1 — 0. Uvodimo udarni parametar b:

L L
ili, alternativno:
L/p L
= ——=—. 2.
E/n B (2.9)

Udarni parametar upadnog fotona nova je konstanta gibanja i bit ¢e od velike vaznosti

u staticnim, sferno simetri¢nim sustavima.

2.2 Opazac i promatracki vazne veliine

Opazac Ce biti klju¢na komponenta svih daljnjih rasprava. Polozaj, relativno gibanje
i veli¢ina opazaca — ovisno zamisljamo li ga kao tockastog ili kao ravninu — direktno
odreduju svojstva sjene. U stati¢nim prostorvremenima promatrat ¢emo iskljucivo
staticne opazace. Kao S$to smo ranije spomenuli, prostorvrijeme poput onog danom
metrikom (2.1) stati¢no je u smislu da postoji Killingovo vektorsko polje 7* [1].
Stati¢ni opazac vidi svemir neovisan o vremenu i sam se u njemu ne giba, dakle
prostorne mu se koordinate ne mijenjaju, ako putuje po ¢-liniji u pripadnom pros-
torvremenu, odnosno ako mu je vlastita brzina proporcionalna Killingovu vektoru o,
[25]. Za nestaticnog opazaca moguce je odrediti efekt gibanja na sjenu, no on pos-
taje zamjetan tek za relativisticke brzine [26]. Stoga taj slu¢aj ne¢emo promatrati
radi jednostavnosti. Dodatno opravdanje jest sto deformacija za gibaju¢eg opazaca
¢uva kruzni oblik u slu¢aju sferno simetri¢nih prostorvremena [5].

Bududi da veli¢ina sjene ovisi o polozaju opazaca, u pravilu ¢emo za bilo kakve
zakljucke ili prikaze morati specificirati koordinate opazaca u relevantnom koordinat-
nom sustavu. S obzirom na tu ovisnost, stvarni promjer sjene nije vrlo informativna
veli¢ina; ne postoji neka apsolutna sjena ¢iji bismo promjer mogli izmjeriti. Stoga
¢emo uglavnom govoriti o kutnim veli¢inama, odnosno kutnom polumjeru i pro-
mjeru, koje se s istom motivacijom koriste u astronomiji. Pritom je bitno primijetiti

da je kutni polumjer odreden lokalno, dakle da takoder ovisi o svojstvima prostovre-
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mena blizu opazaca. Jednu posljedicu toga ve¢ smo vidjeli na slici 1.3, no slika 2.1

ilustrira koje ¢emo veli¢ine zato razmatrati.

>

Slika 2.1: Promjer, polozaj opazaca i kutni promjer u euklidskom (gore) i Schwarzs-
childovu slucaju (dolje).

U standardnoj upotrebi kutnih veli¢ina u astronomiji obi¢no pretpostavljamo da je
prostorvrijeme svugdje ravno i mjerimo kutnu veli¢inu objekata na nebeskom svodu.
Tako objektu stvarnog promjera d pripisujemo kutni promjer 2« (slika 2.1 gore). Veze
izmedu odgovarajucih veli¢ina lako je dobiti trigonometrijski. Jedna slavna poslje-
dica toga jest da Sunce i Mjesec promatrani sa Zemlje poprimaju sli¢ne kutne pro-
mjere, Sto omogucuje pojavu potpune pomrcine Sunca. Slucaj na slici 2.1 dolje ne
razlikuje se po principu. Opazac¢ na radijalnoj koordinati ro lokalno mjeri kutni pro-
mjer 2« i mjeri prividnu veli¢inu (sjenu) stvarnog promjera d, iako ona ne odgovara
nekom fizickom objektu te veli¢ine.

Ako promatrana slika nije kruzno simetri¢na, nije lako posti¢i univerzalni dogovor
oko dimenzija koje ¢éemo razmatrati. Cesto se u praksi koristi pro$irenje na minimalni
i maksimalni kutni promjer, analogno maloj i velikoj poluosi elipse. Medutim, uvi-
jek ¢emo precizirati o kojim dimenzijama govorimo kod sustava s nizim stupnjem

simetrije.
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3 Sjene u staticnim, sferno simetricnim sustavima

Da bi realna crna rupa bila vidljiva, mora zadovoljiti nekoliko strogih kriterija. Mo-
rala bi biti dobro osvijetljena — oko crne rupe morali bi postojati izvori zracenja do-
voljnog luminoziteta kako bi ga teleskopi mogli opaziti, a koji bi pritom takoder
morali biti dobro prostorno razmjesteni da gravitacijski efekt crne rupe bude vidljiv.
Dodamo li tomu ¢injenicu da zracenje na putu do teleskopa prolazi kroz razne me-
dije koji nisu nuzno prozirni za relevantne valne duljine [2], lako je shvatiti koliko je
situacija kompleksna i koliko su promatracki vrijedni kandidati rijetki.

Kako bismo razumjeli kompleksnu realnu situaciju, potrebno je prvo razviti dobar
osnovni model koji ¢e nam omoguditi da uspostavimo dobru fizikalnu sliku. Stoga

¢emo prvo uvesti dva bitna pojednostavljenja:

* promatrat ¢emo samo staticne, sferno simetri¢ne crne rupe i

 postavit ¢emo ih u idealizirano svijetlo okruzenje.

Naravno, takva situacija prakti¢no je nezanimljiva, ali korisna je jer sluzi kao dobar
pedagoski primjer. Ne mozemo ocekivati da ¢e realni sustavi crnih rupa biti sferno
simetri¢ni, no visoki stupanj simetrije uvelike ¢e nam olaksati racun. Svoje ideali-
zirane crne rupe takoder ¢emo okruziti savrSenim, uniformnim osvjetljenjem kako
bismo sveli ¢itav problem na trazenje svjetlosnih putanja, odnosno geodezika, unu-
tar okvira opce teorije relativnosti. Dobrim poznavanjem tog primjera postavljamo
temelje za razne modele zracenja, koje mozemo smatrati njegovim specijalizacijama
ili jednostavnim nadogradnjama; stoga uniformno osvjetljenje dominira literaturom
o sjenama crnih rupa. Svugdje u daljnjem tekstu koristit ¢emo sferne koordinate kao

u relaciji (2.1).

3.1 Crna rupa ispred uniformne svijetle pozadine

Zamislit ¢emo da crnu rupu promatramo ispred savrSeno svijetlog nebeskog svoda,
odnosno sferne svijetle pozadine sa sredistem u r = 0 i polumjera r,. Pozadina treba
biti takva da obuhvaca i crnu rupu (polumjera horizonta dogadaja r,) i opazaca na
radijalnoj koordinati rp, konkretno r, < ro < r,. To ¢e nam omoguciti da bilo
koju zraku mozemo povezati s nekim tockastim izvorom na pozadini, odnosno da za

sve zrake koje dolaze iz "beskonacnosti” postoji izvor. Zato je bitno da je pozadina
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sferna; slucaj uniformno svijetle ravne pozadine nesto je drukdiji i diskutirat ¢emo ga
u cjelini 3.3. Takoder ¢emo pretpostaviti da nigdje nema atenuacije svjetlosti te da
ne postoje nikakvi dodatni izvori zracenja.

Ovako odabran postav omogucuje nam jednostavnu primjenu tzv. ray tracing
metode. Umjesto da promatramo sve zrake poslane od izvora i pitamo se stizu li
do opazaca, mozemo preokrenuti problem i zamisliti da opazac odasilje proslo us-
mjerene zrake od sebe prema predmetu promatranja. Tako za svaku zraku odmah
znamo da moze sti¢i do opazaca te trebamo samo provjeriti mozemo li je povezati s
nekim izvorom zracCenja. S obzirom na to da nema refleksija, ne mozemo proucavati
znacajke povrsine i ne zanima nas daljnje ponasanje zraka koje nepovratno poniru
prema crnoj rupi.

Osnovna metoda [5] pronalaska kriti¢ne krivulje koja slijedi moze se primijeniti
na sva staticna, sferno simetricna prostorvremena. Sastoji se od dvaju glavnih ko-

raka:

1. Izvod izraza za trajektoriju opcenite svjetlosne zrake (geodezik svjetlosnog tipa)

emitirane od opazaca u proslost.

2. Izdvajanje onih zraka, odnosno njima pripadnih kutova emisije, koje asimptot-

ski ulaze u nestabilne kruzne orbite.

Zrake koje zadovoljavaju uvjet iz potonjeg koraka jesu one koje ostaju zarobljene i
odgovaraju kriti¢noj krivulji.
Krenimo ponovno od opcenite stati¢ne, sferno simetri¢ne metrike (relacija (2.1)).

Trazimo geodezike svjetlosnog tipa®, ds? = 0:
—A(r)2 + B(r)i? + D(r)¢* = 0. (3.1)

Dobivenu jednadzbu mozZemo preoblikovati tako da dobijemo jednadzbu orbite ko-

riste¢i identitet (dr/d¢)? = 72 /¢?:

(%)2 - Blr (A(T)% - D(T)) =

3Dodatak B
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Jedini parametar o kojem jednadzba orbite ovisi jest omjer E/L, odnosno upravo
udarni parametar b iz izraza (2.9). Fiksiranjem udarnog parametra izabiremo jednu
konkretnu orbitu, a svojstva orbita odredena su svojstvima prostorvremena.

Korisno je prepoznati oblik gornje jednadzbe kao gibanje u 1D efektivnhom poten-

cijalu:
dr\>
7 + Verr(r) = 0 (3.3)
i postaviti uvjet kruzne orbite:
Vege(r) = 0, dvzlf;(r) =0. (3.4)

S druge strane, ako putanja prilazi crnoj rupi najblize na nekoj minimalnoj radijal-
noj koordinati R te zatim odlazi u beskonacnost (slika 3.1), mozemo postaviti uvjet

toCke obrata i ocitati vezu udarnog parametra b i minimalne radijalne koordinate R:

Vetr(R) =0 (3.5)
I 2 AR

Sad mozemo uvesti funkciju h=2(r):

h3(r) = (3.7)

koja predstavlja svojevrsni novi efektivni potencijal. Omogucuje nam nesto providniji

zapis jednadzbe (3.2):

dr\®  D(r) ( h72(r)
—_ ) = -1 3.
(%) =50 U= 1) &8
pri ¢emu smo prepoznali jednostavnu vezu s udarnim parametrom, * = h™?(R).

Lako je vidljivo da sad polumjer kruzne orbite, odnosno fotonske sfere, r,;, moZemo

dobiti iz uvjeta:

=0. (3.9)

Tph

Sad smo spremni odrediti kutni promjer, odnosno polumjer sjene. Neka opazac
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Slika 3.1: Primjer svjetlosne zrake emitirane od opazaca pod kutom a prema Sc-
hwarzschildovoj crnoj rupi. Zraka prolazi kraj crne rupe na minimalnoj radijalnoj
koordinati R (periastronu), koja se moze povezati s kutom « poznajuéi svojstva od-
govarajuceg geodezika svjetlosnog tipa. Istaknuti su horizont dogadaja (crni krug) i
fotonska sfera (sivi vijenac) crne rupe. Prilagodeno iz [5, 7].

odasilje neku zraku pod kutom « (slika 3.1). Tada vrijedi:

ct 204—&(@)2 (3.10)
&7 goe \dd |
@y B(r) (dr)?
D) (%) .
-2
39 f}zl _2((7;%) Y (3.12)

odnosno, koristeéi trigonometrijski identitet 1 + ctg? o = 1/sin? a:

(3.13)

Kriticna krivulja (rub sjene) odgovara kutu o = ag, za koji se putanja asimptotski

priblizava kruznoj fotonskoj orbiti, R — rpp:

, h=2(r
sin? Qe = - ( ph)

) 1
(o) (3.14)

S obzirom na sfernu simetriju, sjena ovakve crne rupe jest disk ¢iji je kutni polumjer

ash. Mozemo uvesti i kriticnu vrijednost udarnog parametra b,:
bee = I (7pn). (3.15)

Sjetimo li se da je udarni parametar omogucavao izbor konkretne orbite u jednadzbi
(8.2), mozemo shvatiti kriticni udarni parametar kao izbor grani¢nog svjetlosnog

geodezika, koji zavrSava u fotonskoj sferi (slika 3.2).
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Slika 3.2: Putanje fotona u vakuumu za neke vrijednosti udarnog parametra b, na
primjeru Schwarzschildove crne rupe. Kriti¢cni udarni parametar b., odgovara puta-
nji koja ponire u fotonsku sferu (sivi vijenac) ili ¢ak horizont dogadaja (crni krug).
Prilagodeno iz [5, 7].

Ovako predstavljena analiza standardna je u literaturi. Medutim, moZemo se za-
pitati $to se dogada s ostalim zrakama koje su u neposrednoj blizini kriti¢ne krivulje.
Vratimo li se na sliku 1.2, vidimo da i neke crne zrake, koje ne bivaju zarobljene, ne
dolaze do opazaca. Kako se priblizavamo kriti¢noj krivulji, zrake ¢e ¢initi sve veci
broj okreta oko crne rupe prije nego krenu u beskonacnost. Neke od njih imat ¢e
usmjerenje prema opazacu, a neke ne. Opreznim tretmanom moze se pokazati da
“tamna” regija u ovom slucaju seze i izvan kriti¢ne krivulje, $to ¢emo komentirati

kasnije.

3.1.1 Slucaj vrlo udaljenog opazaca

U astrofizicki relevantnom slucaju opazac je vrlo daleko od crne rupe, $to nam omogu-
¢uje da izraz (3.14) dodatno pojednostavnimo [5]. Ve¢ se iz prethodnih rasprava
moze naslutiti da za Schwarzschildovo prostorvrijeme — Cija ¢emo svojstva podrob-
nije raspraviti kasnije — klju¢ni broj 3v/3M, koji odgovara kritiénom udarnom para-
metru, sluzi kao svojevrsna pokrata za raspravu o sjeni. Uzmimo pritom dodatan
uvjet na prostorvrijeme opisano metrikom danom izrazom (2.1) — pretpostavimo da
je asimptotski ravno, odnosno da vrijedi:

lim A(r), B(r), D(r)/r* = 1. (3.16)

7—00
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Kutni polumjer sjene tada mozemo aproksimirati koristec¢i te limese i aproksimaciju

malog kuta:

sin oy, & Qipy (3.17)
bcr A Cr

_ bav/AGr0) |, ber (3.18)
D(To) Tro

Znacaj kriticnog udarnog parametra sada postaje sasvim jasan. Ovakav je rezultat
ocekivan jer je u skladu s klasicnom interpretacijom udarnog parametra. Bitno je
primijetiti da je pretpostavka asimptotske ravnosti ovdje bila klju¢na. Na slikama
3.1 i 3.2 mozemo na konceptualnoj razini vidjeti kako to omogucuje. Na nekoj,
dovoljnoj udaljenosti od crne rupe geodezik postaje priblizno ravan te stoga od te
toCke nadalje prividna veli¢ina crne rupe ovisi iskljucivo o udaljenosti opazaca, kao
i u euklidskom slucaju. Ukoliko prostorvrijeme nije asimptotski ravno, ne mozemo
jednostavno izvrijedniti limes dalekog opazaca. To samo znaci da, ako Zelimo us-
porediti sjene dviju stati¢nih, sferno simetri¢nih crnih rupa ¢ija prostorvremena nisu
oba asimptotski ravna, moramo Koristiti pune izraze za kutni polumjer sjene, a ne
samo usporediti kriticne udarne parametre. Medutim, zahtjev asimptotske ravnosti
fizikalno je smislen i stoga se Cesto koristi kao provjera fizikalnosti rezultata u opcoj

teoriji relativnosti ili se ¢cak namece a priori.

3.1.2 Slucaj vrlo bliskog opazaca

MoZemo razmotriti i prakti¢no nevazan, ali konceptualno zanimljiv slu¢aj neposredne
blizine fotonskoj sferi ili ¢ak horizontu dogadaja. Zamislimo stati¢cnog opazaca s
pregledom punog prostornog kuta na nekoliko razli¢itih udaljenosti od crne rupe.
Evoluciju slike koju vidi upadajuc¢i opazac nesto je kompliciranije odrediti jer je po-
trebno uzeti u obzir i dodatne relativisticke efekte [26] te ¢emo se stoga zadrzati na
staticnom slucaju.

S obzirom na sfernu simetriju, i dalje je jedino vazno razmotriti kut oy, pod ko-
jim opazamo kriticnu krivulju. Promotrimo li izraz (3.14), vidimo da je poloZaj na
samoj fotonskoj sferi, ro = r,,, poseban jer tada, neovisno o konkretnoj geometriji,
sjena zauzima to¢no pola prostornog kuta promatraca. Time vidimo jednu opcenito
opravdanu paralelu s negravitiraju¢om crnom kuglom dimenzija fotonske sfere. De-

finirajuc¢a karakteristika crne rupe jest, doduse, horizont dogadaja. Kasnije ¢emo
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na primjeru Schwarzschildova prostorvremena kratko komentirati kako se vizualni

profil ponasa izmedu fotonske sfere i horizonta.

3.2 Sjene nekih crnih rupa

U nastavku slijedi pregled nekih stati¢nih, sferno simetri¢nih prostorvremena za koja
mozemo egzaktno odrediti kutni polumjer sjene. Odabrani primjeri zadovoljavaju

sve dosadasnje pretpostavke, osim ako je drukcije istaknuto.

3.2.1 Schwarzschildovo prostorvrijeme

Schwarzschildovo rjeSenje vakuumsko je rjeSenje Einsteinovih jednadZzbi koje opisuje
staticne, sferno simetricne, nenabijene crne rupe. Odgovarajudi linijski element u

sfernim koordinatama glasi [24, 27]:

r T

oM oM\ !
s’ — — (1 _ _) a1 (1 _ —) 0?4 12402, (3.19)

gdje je M masa sadrzana u ishodistu.

Komponente Schwarzschildove metrike singularne su za r = 0 i r = 2M, ¢ime
ukazuju na centralni singularitet i horizont dogadaja, respektivno. Singularitet na
horizontu moze se izbjeci izborom koordinatnog sustava, npr. prelaskom u Kruskal-
Szekeres koordinate. Ovdje nam je, medutim, povoljno zadrzati standardne sferne
koordinate jer su za Schwarzschildovo prostorvrijeme one takoder arealne. Kasnije
¢emo vidjeti koji je tomu znacaj. Dovoljno je i to sto nam podrucje unutar horizonta
r < 2M nije nam od interesa.

Usporedbom relacija (2.1) i (3.19) prepoznajemo funkcije A(r), B(r) i D(r) od

ranije:

_ 4 e 2
= B0~ 1 — D(r)=r (3.20)

pa prema izrazu (3.7) funkcija h=%(r) postaje:

7”2

T 1-2M/r (3-21)

h™*(r)

Iz uvjeta (3.9) i (3.15) dobivamo, redom, polumjer fotonske sfere ry, i kriti¢ni udarni
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parametar be,:

2rph —6M
=0 3.22
(1 — 2M/7"ph)2 ( )
= 7pn = 3M, b = 3V/3M (3.23)

te zatim i izraz za kutni polumjer sjene Schwarzschildove crne rupe iz relacije (3.14):

27M2(1 — 2M /7o)

5 , (3.24)
o

sin? o, =

¢ime smo reproducirali Syngeovu formulu, izraz (1.1). Pritom treba obratiti pozor-
nost na razliku izmedu kuta oy, koji smo mi koristili i koji je svojevrsni kut uhvata
fotona te Syngeova kuta .., koji odgovara kutu pod kojim fotoni mogu pobjeéi u
beskonacnost. Premda se radi o razli¢itim kutovima, slaganje mozemo opravdati pri-
mjetimo li da su suplementarni. S obzirom na to da je oba kuta smisleno definirati
tako da vrijedi 0 < a < 7, jasno je da je pri uzimanju sinusa svejedno koji kut razma-
tramo. Takoder moZemo primijetiti da stoga vrijedi sin o > 0, zbog ¢ega bez dodatnih

specijalizacija moZemo korjenovati gornji izraz:

3V3M\/1—2M/ro (3.25)
ro

sin oy, =

Zamislimo li ponovno negravitiraju¢u crnu kuglu polumjera R u ravnhom prostor-

vremenu, trivijalno je dobiti analogni izraz:

SIN gy = E (3.26)
ro

Evidentno je da, neovisno o tome shvatimo li horizont dogadaja (R = 2M) ili foton-
sku sferu (R = 3M) kao "rub” crne rupe, Syngeova formula predvida vec¢i polumjer,
kao $to smo i ocekivali.

dobiti poznajuci svojstva sjene? U slucaju Schwarzschildove crne rupe, jedino je
relevantno moZemo li dobiti masu M. Izraz (3.24) trivijalno je preoblikovati u kubnu
jednadzbu za masu. Zanimljivije je primijetiti da samo na temelju sjene ne moZemo
raspoznati razliku izmedu crne rupe ili nekog drugog sferno simetri¢cnog objekta u

postavu koji smo dosad razmatrali. U cjelini 5 komentirat ¢emo problem degeneracije

21



sjene kod crnih rupa, no jasno je da iz sjene u sluc¢aju uniformno svijetle pozadine ne
mozemo zakljuciti ni da se radi o crnoj rupi, pa ¢ak ne nuzno ni o nekom drukcijem
ultrakompaktnom objektu. Izvor tog problema nije u sjeni, ve¢ u osvjetljenju, o cemu

¢e biti viSe rijeci kasnije.

Slucaj vrlo udaljenog opazaca
Ako je opazac vrlo udaljen, veli¢ina crne rupe (~ M) postaje zanemariva u odnosu na
polozaj opazaca ro. Stoga mozemo zanemariti drugi ¢lan u izrazu (3.25). Iskoristimo

li i aproksimaciju malog, dobivamo:

M
sin gy, A Qg & 3\? ) (3.27)
o

Dobili smo upravo izraz (3.18).

Slucaj vrlo bliskog opazaca

U cjelini 3.1.2 zaklju¢ili smo da promatra¢ na fotonskoj sferi opaza kut oy, = 7/2.
Zelimo li evaluirati izraz (3.25) za promatraca unutar fotonske sfere, moramo biti
oprezni pri uzimanju inverza kako bismo dobili kut. Oc¢ekujemo da ¢e zrake emitirane
od opazaca pod kutom «g, zavrSiti na fotonskoj sferi, sto znaci da ¢e joj u slucaju
2M < ro < rpy, prilaziti odozdo, odnosno vrijedit ¢e ay, > 7/2. Dakle, pretpostavimo
li standardno suZenje tako da funkcija arcsin vraca vrijednosti izmedu —7/2 i 7/2,

izraz za kut ay, moramo pisati po dijelovima:

TOo

BVBMy I‘QM/TO) IM < rp < 3M

To

arcsin (3\/5M i 12M/TO> , ro = 3M

asn(ro) = (3.28)

T — arcsin (

Tako dobiveni kutni promjeri za odabrane radijalne koordinate staticnog opazaca
prikazani su na slici 3.3. OCito je iz izraza (3.28) da u limesu ro — 2M kut oy, tezi
k 7. Dakle, Sto je blize horizontu dogadaja, opazac ¢e vidjeti kako mu sjena sve vise

popunjava nebesku sferu, sve dok je ¢itavu ne ispuni.
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ro—le ro= ro= ro—25M I’O—ZOOIM

Slika 3.3: Kutni promjeri sjene Schwarzschildove crne rupe (zamisljene lijevo na slici)
za statine opazace na razli¢itim radijalnim koordinatama r,. Kut crnog kruznog
isjecka odgovara kutnom promjeru sjene crne rupe 2qg,. Prilagodeno iz [5].

3.2.2 Schwarzschild-de Sitterovo prostorvrijeme

Schwarzschild-de Sitterovo prostorvrijeme jest jedino sferno simetri¢no rjeSenje Eins-
teinovih jednadzbi s kozmoloskom konstantom koje opisuje crnu rupu, a dano je

linijskim elementom [5, 28]:

2M A 2M A
ds? = — (1 ——— — a? 4+ (1 - =— — =2 dr2 + r2d§2, (3.29)

r 3 r 3
gdje je A pozitivha kozmoloska konstanta. Ovako dana metrika takoder je poz-
nata kao Kottlerova. Radi jednostavnosti dalje ¢emo u tekstu koristiti naziv A(r)
za metricku funkciju, koju prepoznajemo usporedbom s izrazom (2.1) kao i ranije.

Schwarzschild-de Sitterova metrika za odredene vrijednosti kozmoloske konstante

A:
1

A
0< <9M2

(3.30)

opisuje crnu rupu s dvama horizontima. Horizonti se nalaze na nultockama funkcije
A(r), za koje vrijedi:
2M < r; < 3M < ry < 0, (3.31)

pri ¢cemu je r; unutarnji horizont, koji mozemo smatrati horizontom dogadaja crne
rupe, a r, vanjski, koji se Cesto naziva kozmoloskim horizontom. Podruéje izmedu
njih naziva se domenom vanjske komunikacije i jedino je fizikalno relevantno jer su
unutar njega bilo koja dva opazaca kauzalno povezana, odnosno nisu razdvojena
horizontima. Takoder, s obzirom na to da je funkcija A(r) pozitivha izmedu dvaju
horizonata, vektor 0; vremenskog je tipa i dozvoljeno je uzeti staticnog opazaca kao

i dosad [28]. Za svijetlu pozadinu ovdje je potrebno dodati uvjet da se sastoji od
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izvora koji su svi sadrzani unutar domene vanjske komunikacije.

Sad mozemo odrediti sjenu kao i ranije. Funkcija h~%(r) poprima oblik:

7,.2

") = T = A

(3.32)

Iz uvjeta (3.9) i (3.15) dobivamo, redom, polumjer fotonske sfere ry, i kriti¢ni udarni

parametar b.,:

3V3M
=3M, by = —— 3.33
o VI— OAM? (3:33)
Zatim nalazimo izraz za kutni polumjer sjene iz relacije (3.14):
1—2M _ A2
sin? o, = - ro A3 (2). (3.34)
(27M2 o §) o

Kutni polumjer sjene Schwarzschild-de Sitterove crne rupe «g, kre¢e se od 0, za
opazaca na kozmoloskom horizontu, do 7, za opazaca na horizontu crne rupe. Takoder
je vidljivo da se za A = 0 dobiveni izraz — kao i izraz (3.33) za kriti¢ni udarni para-

metar — reducira na izraz (3.24) za Schwarzschildovu crnu rupu, sto je i ocekivano.

Slucaj vrlo udaljenog opazaca
Schwarzschild-de Sitterovo prostorvrijeme zanimljivo nam je promotriti jer mozemo

primijetiti da zbog kvadratnog ¢lana vrijedi:
: : A
lim A(r) = lim | —r° | # 1, (3.35)
r—00 r—oo \ 3

odnosno da Schwarzschild-de Sitterovo prostorvrijeme nije asimptotski ravno. MoZemo
sada na njegovu primjeru prouciti granicu vrlo udaljenog opazaca. Ako izlu¢imo

kriti¢ni udarni parametar b, u izrazu (3.34):

2M A b?
SN Oy = <]. — E — §7’20> T_CZT (336)
O

odmah je jasno da za ro > M ne vrijedi ranija aproksimacija vrlo udaljenog opazaca

(izraz (3.18)):
b2
sin? oy, T—Zr (3.37)
0]
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zbog limesa (3.35). Pritom primje¢ujemo zasto smo ranije postavili uvjet na maksi-
malnu vrijednost kozmoloske konstante A; radijalna koordinata opazaca ne moze
teziti u beskonacnost, ve¢ samo u maksimalnu vrijednost 7, koja odgovara koz-
moloskom horizontu. Zato konstanta A mora biti dovoljno mala. Jedna manifestacija
toga vidljiva je i u izrazu (3.33) za kriti¢ni udarni parametar. Zakljuc¢no, posljedica
¢injenice da Schwarzschild-de Sitterovo prostorvrijeme nije asimptotski ravno jest
da ni za vrlo udaljenog opazaca ne mozemo usporediti veli¢ine sjene u Schwarzs-
childovu i Schwarzschild-de Sitterovu prostorvremenu bez da odredimo koordinatu
opazaca.

Medutim, to nas ne sprjecava da konkretno za Schwarzschild-de Sitterovo pros-
torvrijeme odredimo prigodnu granicu vrlo dalekog opazaca [28]. Shvatili smo da
je postojanje granice rp > M uvjetovano vrijednosc¢u koordinate kozmoloskog hori-

zonta ry. S obzirom na to da horizont dobivamo kao nultocku funkcije A(r):

L 3.38
T9 3T2 07 ( )

mozemo unutar njegove definicijske jednadzbe razmotriti granicu r, > M i zanema-

riti drugi ¢lan:

A
3
2 = 3.40
Sto znaci da takoder mora vrijediti:
AM? < 1 (3.41)

kako bi sama granica bila smislena. Koristeci taj dodatni uvjet, mozemo pojednos-
tavniti izraz (3.34) za vrlo udaljenog opazaca ro > M:

27M? A
sin? ag, ~ 7 <1 — —ré) , (3.42)

2
o

odnosno, uz aproksimaciju malog kuta:

3V3M

To

A, b

Olgh =~
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3.2.3 Simpson-Visserovo (”black-bounce”) prostorvrijeme

Simpson-Visserova (SV) metrika opisuje familiju prostorvremena; interpolira izmedu
Schwarzschildova rjesenja (izraz (3.19)) i crvotocine, zbog Cega se pripadnu geome-

triju naziva i "black-bounce” prostorvremenom. Dana je linijskim elementom [29]:

ds® = — <1 — ﬂ) dt* + (1 — ﬂ) B dr® + (r* + 1%)dQ?, (3.44)
T2+ [2 72+ [2

gdje je [ neki parametar razli¢it od nule, koji ¢emo nadalje nazivati SV parametrom,

a koordinata r ima domenu —oco < r < oo. Sve ostale koordinate imaju standardne

domene. Ovisno o vrijednosti SV parametra, SV metrika moze opisivati regularnu

crnu rupu ili neku od vise razlicitih vrsta crvotoc¢ina. Promatrat ¢emo slucaj 0 < [ <

2M, kada SV metrika opisuje regularnu crnu rupu s horizontom dogadaja na [29]:
=+t (2M)2 — 2. (3.45)

Sama metrika zamiSljena je kao "minimalistiCka ad hoc regularizacija” [29, 30] Sc-
hwarzschildova rjeSenja u smislu da za | # 0 nije singularna u » = 0. SV crna rupa
vrlo je bliska Schwarzchildovoj u Kruskal-Szekeres koordinatama, no postize regu-
larnost zamjenom centralnog singulariteta za hiperplohu prostornog tipa koju autori
nazivaju "bounce”. Premda je regularno i asimptotski ravno, SV prostorvrijeme fi-
zikalno nije osobito primamljivo jer se moze pokazati da krsi standardni svjetlosni
energijski uvjet, a time i sve klasi¢cne energijske uvjete na efektivni tenzor energije i
impulsa dan Einsteinovom jednadzbom [29].

Ponovimo li raniji postupak, iz funkcije h=2(r):

r? 4+ [?

BRI CESE

h=2(r) (3.46)

dobivamo polumjer fotonske sfere r, i kriticni udarni parametar b,:

ron = V/(3M)2 — 12, by = 3V/3M. (3.47)

Ovdje smo dobili jedinstven polumjer r,, jer smo se ograni¢ili na dio prostora iz-

van horizonta dogadaja, » > r},, koji mozemo smatrati fizikalno relevantnim. Kutni
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polumjer sjene «y, sada glasi:

2 oM
e (1- )

3.
r2 + 2 (3.48)

sin? ag, =

Radijus fotonske sfere i kutni polumjer sjene za [ = 0 poklapaju se sa Schwarzschil-
dovim slucajem. Za vrijednosti SV parametra koje promatramo kad | # 0 polumjer
fotonske sfere poprima jedinstvenu realnu vrijednost jer je (3M)? > (2. Zanimljivo
je da je kriti¢ni udarni parametar neovisan o SV parametru / i to¢no se poklapa sa
Schwarzschildovim. Mozemo, dakle, ve¢ predvidjeti da udaljeni opazac¢ ne¢e moci
razlikovati Schwarzschildovu i SV crnu rupu na temelju jedino sjene, s obzirom na
to da je SV metrika ocCito asimptotski ravna. U cjelini 5 vidjet ¢emo da taj zakljucak

mozemo i dodatno produbiti [30].

3.3 Sjena ispred ravne uniformne pozadine

Svi zakljucci koje smo dosad izvodili temeljili su se na pretpostavci da svaku zraku
koja ne zavrsava u orbiti oko crne rupe, odnosno koja odlazi u beskona¢nost, mozemo
povezati s nekim svjetlosnim izvorom. Medutim, u stvarnome svijetu prirodnije je za-
misliti slucaj siluete ispred ravne svijetle pozadine. Naravno, nijednu od tih situacija

ne bismo ocekivali susresti u svemiru, no zanimljivo je promotriti kako se razlikuju.

Slika 3.4: Usporedba slucaja sferne (lijevo) i ravne (desno) uniformne svijetle poza-
dine.
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Usporedba je ilustrirana na slici 3.4. Vidimo primjer dviju zraka, koje odgovaraju
udarnim parametrima b, i by, by < by. Zraka koja odgovara udarnom parametru b,
prebriSe puno vedi kut jer je blize kriti¢noj vrijednosti udarnog parametra. Bududi
da odlazi proizvoljno daleko od crne rupe, odgovarat ¢e svijetlom dijelu opazaceve
slike u slucaju sferne pozadine jer svugdje u prostoru moze nai¢i na izvor zracenja.
S druge strane, u slucaju ravne pozadine odlaskom u beskonac¢nost zraka udarnog
parametra b; nikad ne pogada izvor. Ako je pozadina beskonacna ravnina, lako je

vidjeti da ¢e zrake udariti u nju ako i samo ako b > b, i:
ne(j+1/4,j+3/4),7=0,1,2..., (3.49)

gdje je n broj (parcijalnih) ucinjenih orbita oko crne rupe [8]. Ostatak nebeskog
svoda opazac ¢e vidjeti kao taman. Po nasoj definiciji to ne mijenja izgled sjene, ve¢
mozemo zamisliti da sjenu okruzuju visestruki tamni prstenovi. Oni se fundamen-
talno razlikuju od sjene jer su zapravo slike tamnih dijelova nebeskog svoda.

Izraz (3.2) mozemo izvrijedniti za Schwarzschildovu crnu rupu i pritom uvrstiti

definiciju udarnog parametra (2.9):

2 2
(R e

Dobivenu jednadzbu mozemo zapisati u nesto providnijem obliku:

Ldr\? 1 2M 1
— —(1-=") == 3.51
(r?dqﬁ) *r?( r) E 51
i jednostavno uvesti supstituciju u = 1/r:

du\? 5 o 1
PP =2Mu’ —u +ﬁ' (3.52)

Ovo je polazni oblik jednadzbe orbite u [11] i [27]. PonasSanje je odredeno des-
nom stranom jednadzbe (RHS), Cija svojstva ovise o izboru udarnog parametra b.
Konkretno, mozemo raspoznati tri klase gibanja — koje jasno korespondiraju s nasim

ranijim razmatranjima — odredene nultockama polinoma RHS:

1. b > b, RHS ima tri realne nultocke u;, takve da u; < 0 < uy < us,

2. b = be, RHS ima jednu negativnu realnu nultocku i jednu dvostruku pozitivhu
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realnu nultocku, vy = —1/6M iuy = uz =1/3M,

3. b < b, RHS ima nepozitivnu realnu nultoc¢ku u; < 0 i dvije konjugirane kom-

pleksne nultocke.

Postojanje takvih klasa jednostavno je naslutiti s obzirom na to da nultocke moraju

zadovoljavati Vieteove formule [27]:

1 1
UL + Ug + U3 = ——, UUgU3z = —W.

Wi (3.53)

Dvostruka nulto¢ka na v = 1/3M, kada du/d¢, jasno, iS¢ezava, u skladu je s ranijim
rezultatima za fotonski prsten. Nas, medutim, zanima slucaj b > b, kada ¢e upadne
zrake opcenito prolaziti kraj crne rupe kao na slici 3.1. Nadalje ¢emo radijalnu koor-

dinatu najblizeg prolaska, periastron, nazivati P. Uzmimo:

P—2M—Q
Uy = W, up <0 (354)
1
w =% (3.55)
CPo2M+Q

pri ¢emu smo uveli Q* = (P — 2M)(P + 6M). Uvrstimo li tako odabrane izraze u

faktorizirani polinom 2M (u — uy)(u — us)(u — ug), dobivamo:

8M P3? pP3

2 —
b S Q2—(P—-2M)2 P —2M’

(3.57)

odnosno direktnu vezu periastrona i udarnog parametra. Spremni smo uvesti supsti-

tuciju:
1 Q@—P+6M

koja nam omogucuje da diferencijalnu jednadzbu (3.52) svedemo na sljedeci oblik:

2
(3—2) =S (-ranrl), (3.59)
gdje je:
k2 = Q_g—QMM. (3.60)

Navedeni oblik dobivamo tako da izraz (3.58) deriviramo po ¢ kako bismo dobili i
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supstituciju za derivaciju du/d¢:

du  Q—P+6M dx

i Iz (— sinx)% (3.61)

te uz malo muke provedemo potrebne algebarske manipulacije nakon uvrstavanja
u i du/d¢ u diferencijalnu jednadzbu (3.52). RjeSenje ¢(r) sada se moze iskazati u

obliku klasi¢nog Jacobijeva integrala:

6 =2 (K() - Fla/2.b), (3.62)

gdje je K (k) potpuni elipticki integral modula &, a F'(x/2, k) elipticki integral modula

k i argumenta x/2. Asimptotska vrijednost integrala ¢., kada » — oo, u — 0 (slika

3.5) jest oblika:
oo = 2| 5 (K(K) = Fla/2,8), (3.69)
pri ¢emu vrijedi:
L9 Tee  Q—P+2M

S1n 7 = m (3.64)

prema izvornoj supstituciji. Primijetimo da je takoder u = 1/P za z = = [27]. Takav
je izbor supstitucije zato bio povoljan. Rezultat je lako provjeriti i pomoc¢u tablice

eliptickih integrala [31].

Slika 3.5: Periastron P, kut otklona p i kut trajektorije nakon prolaska kraj crne rupe
¢ Za proizvoljnu svjetlosnu zraku. Prilagodeno iz [11].
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Ukupni kut otklona svjetlosne zrake p dan je relacijom ¢, + (7 — ) /2 = 7 (slika

3.5). Alternativno, ali ekvivalentno mozemo pisati:
Poo = T)2 — /2. (3.65)

Promotrimo li granicu P — 3M, odnosno b — b.,, moZemo doc¢i do korisne aproksi-

macije razvojem eliptickih integrala blizu b.,. Dobivamo [11, 27]:
1 1
¢<>o ~ 5 In C+ — 5 1n(b — bcr)7 (366)
odnosno, invertiranjem i uvrStavanjem relacije (3.65):
b—by ~Cre e "~ 3.4823Me™", (3.67)

pri cemu je konstanta C', dana kao:

Cy V341
~ — 648V/3 (\/__1> ~ 80.6. (3.68)

S obzirom na to da je za ovaj zakljucak jedino bila vazna granica r — oo, putanje
koje prije odlaska u asimptotsko podrucje naprave dodatne pune orbite oko crne
rupe, odnosno one koje odgovaraju p + 2nm, imaju ista svojstva kao ona za koju je
n = 0.

Jasno je vec sa slika 3.4 i 3.5 da ¢e glavna svijetla regija koja okruzuje sjenu od-
govarati zrakama s otklonom manjim od 7 /2. Taj uvjet bit ¢e zadovoljen za zrake
s udarnim parametrom b > 6.17M (Sto se, napominjemo, ne moZe izvrijedniti u
logaritamskoj aproksimaciji) [8]. Dakle, glavna tamna regija u slucaju beskonacne
ravne pozadine bit ¢e veca nego u slucaju sferne, gdje jedina tamna regija jest sjena
ogranicena kriticnom krivuljom, odnosno svijetla regija odgovara udarnim parame-
trima b > bey, be = 3v/3M ~ 5.1962M. Usporedba je prikazana na slici 3.6.

Unutar velike tamne regije za slucaj ravne pozadine nalazi se savrSeno tamna
sjena Cija su svojstva ista kao ranije, a oko nje beskona¢no mnogo tankih svije-
tlih prstenova raznih polumjera i debljina. Svi se nalaze vrlo blizu kriti¢ne krivu-
lje pa mozemo iskoristiti logaritamsku aproksimaciju kako bismo napisali uvjet koji

ih odreduje [8] i koji odgovara uvjetu (3.49) od ranije (pri ¢emu izuzimamo slucaj
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2M
3Vs —M888 3V3M

2M

Slika 3.6: Usporedba vizualnog profila Schwarzschildove crne rupe u slucaju sferne
(lijevo) i ravne (desno) uniformne svijetle pozadine. Iscrtkana linija oznacava
veli¢inu horizonta dogadaja. Svijetli prsten izvan sjene na slici desno sadrzi jo$ be-
skona¢no mnogo tanjih prstenova. Prilagodeno iz [8].

j = 0, koji smo ve¢ obuhvatili vanjskom svijetlom regijom):

b_bcr

o€ (e72mH3/4) o=2mGH/DY 5 — 1 2 3. (3.69)
+

Prstenovi konvergiraju ka kriti¢noj krivulji i postaju sve tanji. Najve¢i od njih, koji je
dovoljno Sirok da bude vidljiv na slici 3.6, odgovara rasponu b € (5.1975M,5.2274M).

Dakle, debljine je samo 0.03M i nalazi se odmah izvan kriti¢ne krivulje [8].
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4 Sjena rotirajuce (Kerrove) crne rupe

S obzirom na to da su fotonski prstenovi grani¢ni slucaj koji definira kriticnu krivulju
za danu crnu rupu (odnosno, geodezici koji asimptotski teze u njih), jasno je da
je glavno pitanje kojim se ova analiza moze prosiriti na slucaj rotirajuce — konkretno
Kerrove — crne rupe upravo pitanje promjene fotonskih orbita dodatkom rotacije. Kao
Sto se moze ocekivati, izvod je zamjetno kompliciraniji nego u sferno simetricnom
slucaju; detalji su izlozeni u [5] i [32], a ovdje ¢emo pruziti kratak pregled njihovih
rezultata.

Kerrova metrika u Boyer-Lindquistovim koordinatama (¢, r, 0, ¢) glasi:

oM 4a M sin?
dszz—(l— r )dtz—wdtdqﬁ

¥ (r, 0 X(r, 6
X(r,0) o " 2a2 M sin® 0 (4.1)
T 2 2 2 2 a” Vi sin 2072
+ A dr® + 3(r,0)do” + (T +a® + S0 0) )sm Odo*,
pri cemu vrijedi:
X(r,0) =r* +a*cos’d, (=) (4.2)
A(r)=r*+ad> —2Mr (=A). (4.3)

Konstanta a = .J/m predstavlja angularni moment po jedinici mase, a M je ADM
masa. Za postojanje horizonta dogadaja u Kerrovoj metrici nuzno je a?> < M?; jedna-
kost a = M vrijedi za crne rupe koje nazivamo ekstremalnim, a a®> > M? odgovara
golom singularitetu, Sto ne¢emo promatrati. Nadalje ¢emo uvijek pretpostavljati da
takoder vrijedi ¢ > 0, Sto moZemo napraviti bez smanjenja opcenitosti jer uvijek

mozemo napraviti koordinatnu transformaciju ¢ — —a.

4.1 Sjena ispred uniformne svijetle pozadine

Podsje¢amo, Kerrovo prostorvrijeme ima raznovrsnije fundamentalne fotonske or-
bite pa umjesto "fotonskog prstena” govorimo o "fotonskim regijama” ili "ljuskama”.
Moze se pokazati da za ekvatorijalne svjetlosne zrake Kerrova crna rupa ima dvije
fotonske sfere, jednu korotiraju¢u i jednu kontrarotiraju¢u [5]. U neekvatorijalnom

slucaju javljaju se fotonske regije ispunjene sferi¢cnim svjetlosnim geodezicima. Pos-
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tupak pronalaska fotonske regije moZze se provesti sasvim analiticki i principom ne
odstupa od koraka koje smo uveli ranije — potrebno je odrediti relevantne konstante
gibanja i rijeSiti jednadzbu za (sferi¢ne) geodezike svjetlosnog tipa — iako zahtijeva
nesto muke.

Za Kerrovo prostorvrijeme mozemo pronaci konstante gibanja, od kojih su dvije
analogne konstantama £ i L (relacije (2.6)) asociranim s Killingovim vektorima 0; i

0, koje smo imali u sferno simetri¢cnom prostorvremenu:

E = —qultﬁi5 —gut, L,= 9¢¢Q.5 + g¢t?€~ (4.4)

Bitna je razlika da ovdje imamo L — L., ocuvanje konkretno z-komponente angu-
larnog momenta, zbog osne simetrije. Za geodezike svjetlosnog tipa dobivamo Cetiri

jednadZbe gibanja [32], od kojih su nam najvaznije one za 6 i 7

(EX - Lz>2
sin’ @

Y2 = (X +ax)E —al.)? — AK, (4.6)

2202 = K — (4.5)

pri ¢emu smo uveli skraéeni zapis y = x(f) = asin®#. Oznaka K odnosi se na Carte-
rovu konstantu, posebnu o¢uvanu veli¢inu koja proizlazi iz separabilnosti Hamilton-
Jacobi jednadzbe za geodezike u Kerrovu prostorvremenu [5, 32]. Nametanjem
uvjeta gibanja po sferi konstantne radijalne koordinate r, odnosno 7 = # = 0, do-
bivamo:

Ky L (X + axi— aLE)Q’

K, * 2r((X + ay) — aLE)’ 4.8)

r—m

(4.7)

uz Kp = K/E*i Ly = L./E. RjeSavanjem sustava za konstante Kz i Ly dobivamo

sljedece izraze za sfericne geodezike:

2
Kelr) = 0, 49
aLp(r) = (3 + ax) — rziAm . (4.10)

Ako se ponovno ograni¢imo na slucaj (sferne) uniformne svijetle pozadine, po
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pronalasku fotonskih regija konstrukcija sjene takoder se ne razlikuje mnogo od pos-
tupka koji smo ranije prosli za slucaj sferne simetrije. Postavljamo opazaca na fiksnu
poziciju u relevantnim koordinatama, za gornju metriku (ro, o), i promatramo svje-
tlosne geodezike koji kre¢u od njega "u proslost”. Zbog simetrija metrike polozaj
opazaca tako je jedinstveno odreden. Nesto tehnicki kompliciranijom analizom dobi-

vaju se izrazi koji odreduju kriticnu krivulju, odnosno sjenu Kerrove crne rupe:

Lg(ry) — a*sinfo

m(r,) = , 4.11
B o e g (4.11)
sinf(r,) = VA(ro) VEp(ry) (4.12)

r3 —aLp(ry) + a?’

gdje je r, radijalna koordinatna grani¢nog sferi¢nog geodezika i stoga parametar
svjetlosne krivulje, ) azimutalni kut (standardno definiran za Kerrovo prostorvrijeme

[32]), a K = Kg(r,) i Ly = Lg(r,) konstante gibanja svjetlosne zrake na r,:

Ar2A(r
Kilr,) = ﬁ (4.13)
p
_ 2 -3 _ 2 .2
aLn(r,) = —27 ;")_ T;”a “en. 4.14)
p

Parametar r, potrebno je pustiti da prebrise sve moguce vrijednosti, tako da se
sin(r,) kre¢e od —1 do 1. Tako dobivamo krivulju (¢ (r,), é(r,)), parametriziranu s
rp, koja opisuje rub sjene. Krivulja se moZe prikazati koriste¢i stereografsku projek-
ciju [5, 32]:

b(ry)
2

ot = =2 (U5 Ysnwir). i) = 206 (D) costun). a1

Ovako dobiveni rezultati mogu se prosiriti dodatkom akrecijskog diska ili neprozirne
okoline [6, 8]. Event Horizon Telescope predstavio je rezultat u izrazito dobrom
slaganju s predvidanjima o sjeni Kerrove crne rupe, barem na dostupnoj rezoluciji
[5, 2, 17]. Jednostavno je takoder promotriti granicu vrlo udaljenog opazaca. U

granici ro > M izrazi (4.15) svode se na [5]:

asin®0o — Lg(r,) 1 (Lg(ry) — asin®6p)?
=+ [Kp(r,) — p
rosinfp GY ro 5(ry) sin? 6o

. (4.16)

z(ry) =

Jedino svojstvo sjene sferno simetri¢ne crne rupe koje smo diskutirali jest njezin
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kutni polumjer, odnosno veli¢ina. Za Kerrovu crnu rupu imamo mnogo raznolikiju
familiju sjena. Oblik sjene Kerrove crne rupe vise nije opcenito disk, ve¢ ovisi o
polozaju opaZaca i parametrima crne rupe, konkretno ADM masi M i angularnom
momentu « ili, zajednicki, njihovu omjeru. Primjeri nekoliko sjena u ovisnosti o tim

parametrima mogu se vidjeti projicirani na ravninu na slici 4.1.

099M __—— n/2
— 0.75M — /6 /
41 — o0.5M / 44 — ms0

— 0.02M

£ 0 S 0
> >
-2 -2
-4 -4
-4 =2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8
X (M/ro) x (M/ro)

Slika 4.1: Kriticne krivulje Kerrove crne rupe u granici vrlo udaljenog opazaca za
razli¢ite angularne momente a pri ¢emu je opazac u ekvatorijalnoj ravnini 0o = 7/2
(lijevo) te razli¢ite polarne kutove 6o i fiksirani angularni moment ¢ = 0.999M
(desno). Krivulje su odredene prema izrazu (4.16) za y > 0 i zatim zrcaljene. Do od-
stupanja od z-osi dolazi zbog ogranicenja racunalne preciznosti. Pripremljeno prema

[5].

Dodatkom angularnog momenta sjena postaje deformirana (spljoStena s jedne
strane) duz horizontalne osi, ali je simetri¢na na refleksiju oko te iste osi. Drugim
rije¢ima, dio krivulje koji odgovara 7/2 < (r,) < 3m/2 jest zrcalna slika dijela
—m/2 < (r,) < m/2. To se otlituje iz parametrizacije krivulje, ali nije evidentno
iz same metrike te stoga predstavlja zanimljiv rezultat. Deformacija nije vidljiva za
polarnog opazaca, Sto je i ocekivano. Za fiksni angularni moment a, deformacija je
maksimalna za ekvatorijalnog opazaca. Primjetno je da deformacija postaje izrazena

tek za vrlo velike vrijednosti angularnog momenta a.
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5 Jedinstvenost sjene

S obzirom na mogu¢nost direktnog opazanja sjena crnih rupa, prirodno je pitati se
koliko su njihove znacajke svojstvene konkretnim prostorvremenima, odnosno jesu li
i kada su jedinstvene. Klju¢no je znati moze li sjena sluziti kao dodatna razlikovna
karakteristika pri usporedivanju previdanja razli¢itih modela crnih rupa. U nastavku
slijedi pregled glavnih ideja opisanih u [30] i, manjim dijelom, [4], kojim ¢emo obu-

hvatiti pitanje jedinstvenosti sjene.

5.1 Stati¢na, sferno simetricna prostorvremena

Razmotrimo ponovno opcenitu staticnu, sferno simetricnu metriku danu linijskim

elementom (2.1), uza specijalniji, sugestivniji izbor funkcija A(r) i B(r):

A(F) = V(NAG), B(r) = m, (5.1)

gdje je V(r) = 1 — 2m/r Schwarzschildova funkcija , ali m nije nuzno ADM masa
M, vec je izabrana tako da fiksira horizont dogadaja na 2m. Time smo osigurali
da objekt koji razmatramo ima singularno ponasanje na horizontu, ali ne i izvan.
Takoder, mozemo neformalno re¢i da je objekt koji razmatramo crna rupa, a ne neki
ultrakompaktni objekt bez horizonta. Schwarzschildovo prostorvrijeme sluzit ¢e nam
kao referentno jer je od posebne vaznosti — jedinstveno je sferno simetri¢no vakuum-
sko rjesenje Einsteinovih jednadzbi prema Birkhoffovu teoremu [1].

Uvodimo i nekoliko specijalnih zahtjeva:
1. D(r) =r%

2. Prostorvrijeme je asimptotski ravno, odnosno vrijedi uvjet (3.16), ali sad za

funkcije A(r) i B(r).
3. Funkcije A(r) i B(r) svugdje su pozitivne izvan horizonta i barem su C".

Svi su ti zahtjevi fizikalno smisleni i ve¢ smo ih ranije uvodili u drugim kontekstima.
Napominjemo ponovno da je izbor funkcija D(r) opravdan i zbog moguénosti koor-

dinatne transformacije. Drugim rije¢ima, koordinata r ovdje je arealna.
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Efektivni potencijal i(r) — pri ¢emu smo uzeli recipro¢ni korijen u odnosu na raniji

racun, odnosno izraz (3.7) — poprima oblik:

hr)= Y " " (5.2)

Primijetimo da je h(r) > 0 izvan horizonta zbog svojstava funkcija A(r) i V(r). Od-

mabh je vidljivo i da je kriti¢ni udarni parametar oblika:

be = "ph . (5.3)

A(rpn)V (1pn)

Ranije smo zakljucili da je kut a koji opaza¢ na udaljenosti ro povezuje sa zrakom
karakteriziranom to¢kom obrata R dan relacijom (3.13). Primijetimo da se ta relacija

moze preoblikovati tako da se odmah istakne znacaj udarnog parametra b:
sina = bh(ro), (5.4)
odnosno, prema relacijama (3.14) i (3.15):
sin ag, = ber h(r0), (5.5)

pri cemu smo ponovno uzeli reciprocni korijen efektivhog potencijala.
Mozemo tvrditi da je sjena degenerirana ako se kut opazanja «y, za neku stati¢nu
sferno simetri¢cnu metriku, danu izrazom (2.1) uza spomenute specijalizacije, to¢no

poklapa sa Schwarzschildovim slu¢ajem. Uvjet degeneracije glasi:
sin agp, < sin aéiehw), (5.6)

gdje je aéiChW) kut opazanja za Schwarzschildovu crnu rupu. Jednostavnim uvrsStavanjem

mozemo dobiti uvjet na kriti¢ni udarni parametar u opéenitom prostorvremenu:

A(ro)V(ro) _ b(SchW)L(TO) (5.7)
cr ro Ccr /’nO
o 2 SV &5
A(To)
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S obzirom na to da je fizikalno opravdano pretpostaviti da je radijalna koordinata
opazaca ro izvan horizonta dogadaja, nemamo problema s izlu¢ivanjem i kra¢enjem
Schwarzschildove funkcije V(rp) u jednakosti (5.7), zbog ¢ega nam je bilo bitno

fiksirati polozaj horizonta dogadaja na pocetku.

5.1.1 Degeneracija klase I

Iz oblika uvjeta (5.8) odmah se namece jedna klasa prostorvremena koja, ako opisuju
crnu rupu, imaju sjenu neraspoznatljivu od Schwarzschildove. Za ta prostorvremena
vrijedi jednostavan zahtjev:

Ar) =1, (5.9)

koji je pritom i dovoljan, ako razmatramo degeneraciju za bilo kojeg opazaca.

Ocigledno zanimljivo svojstvo tog zahtjeva jest da nikako ne ogranicava izbor
funkcije B(r). To zna¢i da degeneraciju sjene klase I mozemo naéi kod ¢itave familije
prostorvremena koja nisu potpuno izometricna Schwarzschildovu, ali imaju izome-
tricne hiperplohe konstantne radijalne koordinate — pa tako i » = konst. geodezike
— zbog Cega i dobivamo degeneraciju. Za taj je zakljucak klju¢no da je koordinata r
arealna radijalna koordinata.

U ovoj klasi degeneracije takoder vrijedi m = M, $to slijedi iz A’ = 0 odredimo li
polumjer fotonske sfere r, iz relacije (3.9), kao i ranije.

Primijetimo da Simpson-Visserovo prostorvrijeme pripada ovoj klasi [30]. Radi-
jalna koordinata r u metrici danoj izrazom (3.44) odabrana je tako da demonstrira
kako je metrika regularna u » = 0. Medutim, za [ # 0 nije arealna radijalna koordi-
nata, Sto Cini druga svojstva metrike manje ocitima. MoZemo uvesti novu radijalnu

koordinatu p? = r? + [? i dobiti novi oblik linijskog elementa:

1
ds? = =V (p)dt* + ————— + p*(db? + sin® 0d¢?). (5.10)
V(p)Bsv(p)

Pritom smo koristili zapis relevantan za ovu cjelinu i uveli funkciju Bgsy:

3 12
Bsv(p) =1 - r2 (5.11)

U ovakvom zapisu postaje ocito da SV metrika opisuje prostorvrijeme s degeneraci-

jom sjene klase I za stati¢nog opaZzaca jer vrijedi A(p) = 1. Uistinu, primijenimo li
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koordinatnu transformaciju i na ranije rezultate relevantne za sjenu SV crne rupe, po-

glavito izraze (3.47) i (3.48), vidimo da se poklapaju sa Schwarzschildovim slucajem.

5.1.2 Degeneracija klase II

Ako A(r) # 1, kljuéno je primijetiti da ne moZemo samo odbaciti moguénost dege-
neracije jer funkcija h(r) moze voditi na vise fotonskih sfera. Pitanje jedinstvenosti
u tom je slucaju nepotpuno; prvo je potrebno odrediti koja od visestrukih fotonskih

sfera definira rub sjene. Primijetimo neka svojstva funkcije i(r):

* Na fotonskoj sferi funkcija (rp,) poprima tim veéu vrijednost Sto je odgova-
rajuc¢i udarni parametar manji. To dogovara vecoj potencijalnoj barijeri. Kon-
kretno, duz geodezika mora biti zadovoljeno 1/b > h(r).

* Radijalno gibanje jedino moze imati tocku obrata kad 1/b = h(r).

* Funkcija h(r) iS¢ezava na horizontu jer smo fiksirali horizont u nultocki Schwar-

zschildove funkcije V (r).

Prva dva zakljucka u [30] slijede iz oblika hamiltonijana sustava, no lako je vidjeti da
ih nasi raniji rezultati, poglavito jednakosti (3.2), (3.8) i (3.15), takoder impliciraju.
Konkretno za prvu tocku, iz jednadzbe (3.8) vidimo da desna strana mora biti nene-
gativna. Kako bi ta nejednakost bila zadovoljena, izraz u zagradama takoder mora
biti nenegativan jer su funkcije D(r) i B(r) pozitivne svugdje izvan horizonta. Izraz

u zagradama mozemo faktorizirati po uzoru na [30]:

(# _ 1) (@ n 1) >0 (5.12)

te prvo svojstvo funkcije i(r) navedeno gore odmah slijedi®.

Uzevsi to u obzir, zajedno s ¢injenicom da kriti¢ni geodezici odgovaraju lokalnom
maksimumu A(r), moZemo zakljuciti da ¢e dominantna fotonska sfera biti ona za koju
je potencijalna barijera najveca, odnosno ona koja ima najmanji udarni parametar b.

Kombinacijom uvjeta degeneracije danog izrazom (5.8) te uvjeta iz prve tocke

ovog dijela, 1/b > h(r) dobivamo nuzan i dovoljan uvjet za A(r) da bismo dobili istu

4Kako bismo mogli slobodno napisati izraz to¢no u obliku 1/b > h(r) potrebne su dodatne,
“presutne” pretpostavke o funkciji 4(r) i udarnom parametru b, no one slijede iz svojstava metrickih
funkcija i ograni¢enja na podrucje izvan horizonta dogadaja.
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sjenu kao u Schwarzschildovu slucaju:

- rs A(ro)
<
AN < s\ e )

(5.13)

pri ¢emu jednakost mora vrijediti bar jednom izvan horizonta za neki rgﬁm < 1o, Na
kojem je garantirano da vrijedi i jednakost (5.8). Jasno, pretpostavka je da se opazac
nalazi izvan horizonta i izvan fotonske sfere.

Ovim smo uvjetom definirali degeneraciju sjene klase II kod stati¢nih, sferno si-
metri¢nih prostorvremena, &iji je jedan sluéaj, A(r) = 1, zapravo klasa I od ranije.

Fotonske sfere koje nisu dominantne ne ostvaruju uvjete za rub sjene crne rupe, ali
mogu imati ulogu u efektu gravitacijske le¢e. Dosad smo komentirali isklju¢ivo oblik,
odnosno veli¢inu sjene. Medutim, nismo nista tvrdili o efektu le¢e oko razmatranih
crnih rupa; vrijedi naglasiti da degeneracije sjene ne povlac¢i degeneraciju uzorka
lece.

Za jos tocniji tretman morali bismo uzeti u obzir ¢injenicu da fotoni mogu medu-
djelovati s materijom, Sto smo dosad u potpunosti zanemarivali. Put svjetlosti nije
odreden samo geometrijom prostorvremena, ve¢ i optickim svojstvima sredstava kroz
koja putuje. Realna crna rupa u svojoj neposrednoj blizini moze imati vrlo opticki
guste medije. Na astrofizickim udaljenostima mozemo ocekivati jos raznolikije i broj-
nije interferencije. Budu¢i da osvjetljenje moze biti raznih vrsta, gustoca i prostornih

raspodjela, saznanja dobivena iz idealiziranih modela ocito ne mogu biti direktno

primjenjiva na zakljucke o jedinstvenosti.
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6 Zakljucak

Proucavanjem sjena crnih rupa dobivamo novi alat za ispitivanje njihovih svojstava,
pa tako i testiranje predvidanja Einsteinove opce teorije relativnosti. Postignuca
Event Horizon Telescope kolaboracije omogucila su direktno opazanje crnih rupa,
odnosno njihovih sjena, ¢ime se ovaj teorijski okvir smjestio u prvi plan promatracke
astrofizike.

Sjena je velikim dijelom proizvod zracenja u odnosu na koje se istice, no fun-
damentalno je posljedica velike zakrivljenosti prostorvremena u blizini crnih rupa.
Posebnu smo pozornost uputili razlikovanju cestih termina bliskih sjeni kako bismo
razdvojili nju samu od okolnih optickih efekata te, najbitnije, fotonskog prstena, koji
smo shvatili kao fizikalnu pozadinu pojave sjene.

Ovdje smo se osvrnuli na neke aktualne, poglavito analitiCke rezultate u teoriji
sjena crnih rupa. Poznavanjem geodezika svjetlosnog tipa, za danog opazaca moguce
je odrediti sjenu crne rupe za Siroku klasu prostorvremena slijede¢i nekoliko osnovnih
nacela. Rjesavanjem jednadzbe geodezika za odgovaraju¢u metriku mozemo pronaci
fundamentalne fotonske orbite. Tada mozemo za odabranog fizikalnog opazaca,
smjeStenog izvan horizonta dogadaja, zamisliti zrake emitirane ”u proslost”, prema
crnoj rupi, i promotriti njihovo zakretanje pod utjecajem gravitacije. Kona¢no mo-
zemo pronaci one zrake koje asimptotski prilaze fotonskoj orbiti i stoga ne mogu
polaziti od izvora zracenja, ocrtavajudi kriticnu krivulju — rub sjene.

Ovisno o raspodjeli zracenja, ti se osnovni koraci mogu primijeniti sasvim ana-
liticki ili, po potrebi, numericki. Najjednostavnija demonstracija odredivanja sjene
jest idealni primjer uniformno svijetle sferne pozadine. Za stati¢na, sferno simetri¢na
prostorvremena taj je postupak racunski osobito jednostavan. Rezultirajuéi vizualni
profil oblika je tamnog diska, cija je velicina odredena svojstvima prostorvremena. Vi-
djeli smo na primjeru Schwarzschildove crne rupe ispred beskonacne ravne pozadine
da dobiveni uzorak moze biti kompliciraniji jer se oko sjene, koja je tamna unato¢
osvjetljenju, nalaze opticki (tzv. "lensing”) prstenovi zbog postojanja mracnog dijela
svemira. Takve slike tamnih regija definicijski razlikujemo od sjene. Promotrili smo u
kojoj je mjeri veli¢ina sjene u idealiziranom slu¢aju uniformne sferne pozadine razli-
kovna karakteristika i ustanovili da sjene mogu biti degenerirane, iako okolni uzorak

proizveden efektom lece u pravilu nije. Na primjeru Kerrove crne rupe vidjeli smo
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kako se na izgledu sjene ocituju efekti povlacenja koji se javljaju dodatkom angular-
nog momenta.

Iako je ve¢ dosad ucinjen veliki napredak, jos uvijek postoje mnogi izazovi, pose-
bice pri proucavanju i modeliranju toka akrecije, gibanja i optickih svojstava okolnih
medija te njihovih efekata na promatranu sjenu. Kako se promatracke tehnike po-
boljsavaju i razlucivost raste, a simulacije postaju sve sofisticiranije, otvaraju se nova
vrata statisticki znacajnim promatrackim rezultatima. Pripremamo se otkriti jo$ vise
o crnim rupama kao fascinantnim kozmickim objektima i potencijalno dodatno osvi-

jetliti temeljne zakone prirode.
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Dodatci

Dodatak A Kauzalna struktura i izometrije prostorvre-

mena

Sve nadalje preuzeto je iz [1] i [33]. Prostorvrijeme neformalno definiramo kao

ureden par (), g,,,) mnogostrukosti Lorentzova tipa M i pripadne metrike g,

Definicija A.1. Neka je M glatka mnogostrukost i T,,M prostor tangentnih vektora u
tocki p € M. Tangentni vektori v € T,,M mogu biti:

* vremenskog tipa ako je g(v,v) < 0,

* svjetlosnog tipa ako je g(v,v) =01

e prostornog tipa ako je g(v,v) > 0,
pri éemu je g(x,y) = ga*y”. Vektore vremenskog i svjetlosnog tipa nazivamo kauzal-

nima.

Definicija A.2. Za mnogostrukost M kazemo da je vremenski orijentabilna ako posje-
duje neprekidno polje tangentnih vektora t* vremenskog tipa. Tada kauzalne vektore
v € T,M mozZemo podijeliti na proslo usmjerene (g(t(p),v) > 0) i buduce usmjerene

(g(t(p),v) < 0).

Definicija A.3. Neka je v krivulja na mnogostrukosti M. Ako je tangentni vektor kri-
vulje v u svakoj tocki svjetlosnog tipa, onda je i krivulja ~ svjetlosnog tipa. Krivulje

vremenskog i prostornog tipa jednako se definiraju.

Definicija A.4. Za vektorsko polje K* kazemo da je Killingovo vektorsko polje ako

zadovoljava Killingovu jednadzbu:

LrGa = Vol + Vi K, =0 (A.1)

Propozicija A.1. Neka je K* Killingovo vektorsko polje i v geodezik s tangentnim vek-

torom u®. Tada je veli¢ina K,u® konstantna duz geodezika.
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Dokaz. Imamo:

Vi (Ku®) = uPu VK, + K,u"Viyu® = 0. (A.2)

Prvi ¢lan iS¢ezava po Killingovoj jednadzbi, odnosno zbog kontrakcije simetri¢nog
tenzora uu® s antisimetri¢nim tenzorom V,K,. Drugi ¢lan iS¢ezava po jednadzbi

geodezika u*V u® = 0. O

Sada vidimo zasSto mozemo smatrati Killingova vektorska polja infinitezimalnim
generatorima izometrija prostorvremena. S obzirom na to da kauzalni geodezici
predstavljaju putanje u opcoj teoriji relativnosti, Killingov vektor implicira postojanje
ocuvanih veli¢ina duz geodezika. U stacionarnom prostorvremenu postoji Killingov

vektor 0/0, = 0, koji predstavlja vremenske translacije.

Dodatak B Jednadzbe gibanja iz jednadzbe geodezika

Definicija B.1. Za krivulju z*(\) kazemo da je geodezik ako zadovoljava jednadzbu

geodezika:
o T = @
gdje je I, Christoffelov simbol:
[s = %g“"(aagﬂa + 99ac — OsGas)- (B.2)

Geodezici su generalizacija euklidske ravne linije, odnosno "najmanje moguce zakriv-
ljene” krivulje. U opcoj teoriji relativnosti slobodne Cestice gibaju se po geodezicima.
Krucijalno je da tip geodezika odreden prema definiciji A.3 ostaje sacuvan. Drugim
rije¢ima, norma tangentnog vektora jest ocuvana veli¢ina. Konkretno imamo, prema

jednadzbi geodezika i kompatibilnosti kovarijantne derivacije s metrikom:

d 1%
gt =€, it = (B.3)

TN’

pri ¢emu je € = 0 za geodezike svjetlosnog tipa. Iz tog izraza jednostavno je odrediti
jednadzbe gibanja [1].
U Schwarzschildovu prostorvremenu (metrika (3.19)) moguce je analiticki anali-

zirati svjetlosne geodezike, no za kvalitativnu analizu korisna je i numericka integra-
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cija. Krenemo li od izraza (B.3) za Schwarzschildovu metriku dobivamo:

E? 72 L?

oMy 1M (B4

pri ¢emu smo uvrstili jednakosti (2.6) za o¢uvane veli¢ine £ i L. Diferenciramo li jo$

jednom, dobivamo diferencijalnu jednadzbu drugog reda za r:

2
jo L =3M) - 3M) (B.5)
T

koja se lako moze rijeSiti numericki kao sustav vezanih diferencijalnih jednadzbi:

r=v (B.6)
2(p _
b — L<T—43‘M) (B.7)
r
. L
¢ = =, (B.8)
,

primjerice koriStenjem funkcije odeint iz scipy.integrate paketa u Pythonu. Pri-
tom smo uveli varijablu v kako bismo sve jednadzbe sveli na prvi red. Naravno,
potrebno je specificirati i pocetne uvjete. Kako bismo dobili krivulje prikazane na
slici 1.2, s obzirom na to da pretpostavljamo za sve ulazne zrake da imaju horizon-
talnu brzinu istog iznosa, potrebno je odrediti pocetne koordinate: x-koordinatu x,
i udarni parametar b (jer biramo koordinatni sustav tako da je b = y,). Radi jednos-

tavnosti moZzemo postaviti = 1. Ostali uvjeti jednostavno slijede:

To = \V/To + b? (B9)

¢y = arccos(xo/r) (B.10)

Vg = COS @ (B.11)
_ T2

(cb)O = —%, (B.12)

prema ¢emu je onda konstanta gibanja L dana kao:

L=r2 (é)o. (B.13)
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