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RacCunanje vjerojatnosti u kriticnim sustavima

Sazetak

U ovom radu analizira se vjerojatnosna raspodjela magnetizacije O(/N,;) modela
analitickim metodama neperturbativne renormalizacijske grupe (NPRG) kao i nu-
mericki, Monte-Carlo (MC) simulacijama. U uvodnom dijelu dan je pregled ana-
litickih metoda koje se temelje na pristupu renormalizacijske grupe. Predstavljen je
NPRG pristup ili formalizam efektivnog djelovanja, koji je ishodiste za postavljanje
jednadzbe toka za vjerojatnosni potencijal, koji odreduje vjerojatnosnu raspodjelu
magnetizacije. NaglaSavamo razlike izmedu efektivnog i vjerojatnosnog potencijala.
Fokusiramo se nadalje na N — oo limes, u kojemu je moguce naci egzaktan izraz
kako za efektivni potencijal, tako i za vjerojatnosni potencijal. Ti izrazi se usporeduju
i analiziraju u razli¢itim rezimima. Takoder diskutiramo kako se postize limes central-
nog grani¢nog teorema, u rezimu daleko od prijelaza u uredenoj fazi. Tamo su efek-
tivni stupnjevi slobode sustava grozdovi konacne veli¢ine koji su statisticki neovisni
jedni od drugih. S druge strane u uredenoj fazi efektivni stupnjevi slobode su spinski
valovi, Ciji se potpis moze vidjeti u vjerojatnosnom potencijalu. U konacnici dajemo
kratak pregled Wolffovog algoritma kao MC koji se moze koristiti za nalazenje vje-
rojatnosnog potencijala. Prezentirani su rezultatu za N, = 3,4 kao i usporedba s

analitickim N, — oo.

Kljucne rije¢i: kriti¢ni sustavi, statisticka teorija polja, neperturbativna renorma-

lizacijska grupa, fazni prijelazi, raspodjela magnetizacije



Calculation of probabilities in critical systems
Abstract

In this work, the probability distribution of the magnetization in the O(N,) model
is analyzed using both analytical methods of the non-perturbative renormalization
group (NPRG) and numerically, through Monte Carlo (MC) simulations. The intro-
ductory section provides an overview of analytical methods based on the renormali-
zation group approach. The NPRG approach, or the effective action formalism, is pre-
sented as the foundation for deriving the flow equation for the probability potential,
which determines the probability distribution of the magnetization. We emphasize
the differences between the effective and probability potentials. We further focus
on the N — oo limit, where it is possible to find exact expressions for both the ef-
fective potential and the probability potential. These expressions are compared and
analyzed in different regimes. Additionally, we discuss how the central limit theorem
is approached, in the regime far from the transition to the ordered phase. In this
regime, the systems effective degrees of freedom are clusters of finite size that are
statistically independent of one another. On the other hand, in the ordered phase,
the effective degrees of freedom are spin waves, whose signature can be observed in
the probability potential. Finally, we provide a brief overview of the Wolff algorithm
as an MC method that can be used to determine the probability potential. Results for

Ny = 3,4 are presented, along with a comparison to the analytical N, — oc.

Keywords: critical systems, statistical field theory, non-perturbative renormaliza-

tion group, phase transitions, magnetization distribution
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1 Uvod

U cilju uvodenja motivacije za racun proveden u ovom radu dati ¢e se pregled os-
novnih pojmova i metoda koje se koriste u analizi statistickih sustava. Kao Sto je u
literaturi uvrijeZeno pojmovi i metode ¢e se predstaviti na primjeru Isingovog modela
te se navedene metode lagano i prirodno poopc¢avaju na opcenite klasi¢ne statisticke
sustave!. Potetno potpoglavlje prati analizu iz [1].

Isingov model je statisticki sustav definiran na resetci koja u svakom svom ¢voru
ima spin kao stupanj slobode. Za danu konfiguraciju {S} svakom ¢voru x pridruzena
je vrijednost S, = +1 te je Hamiltonijan tog modela u vanjskom magnetskom polju

h dan sa:
H[{S},h] = =T Y SxSy — > DSy
(x,y) x

pri ¢emu (x,y) oznacava da se sumira po najblizim susjedima. Navedeni sustav se
moze generalizirati tako da se umjesto vrijednosti +1 svakom ¢voru pridjeljuje nor-
mirani /V,-dimenzionalni vektor te se u Hamiltonijanu produkti zamjene sa skalarnim

produktima, odnosno:
H[{S},h] = —J ) S.-Sy— > hy-Sy
() x

te se ovakav sustav naziva O(N,) model i predstavlja osnovni model koji ¢e se koristi
u ovom radu.
Sva svojstva termostatiranog sustava pri temperaturi 7" sadrzana su u particijskoj

funkciji, koja je definirana kao:

2] = Y e oHlsHA
{5}

gdje je 3 = 1/kgT. Clanovi po kojima se sumira direktno su povezani sa vjerojatno$éu

da se termalizirani sustav inverzne temperature  nade u konfiguraciji {S}. Odnosno

IMetode se lagano poop¢avaju i na kvantne sustave samo $to je u tom slu¢aju potrebno modificirati
prebrojavanje stanja po faznom prostoru



navedena vjerojatnost je dana sa:

¢~ BHI{S}h]

p({S}) = ZT0]

Navedene vjerojatnosti su bitne stoga Sto se svaka statisticka veli¢ina, predstavljena

operatorom O({S}), moZze izra¢unati usrednjavanjem po mikroansamblu:
(0) =) O({shr({s})
{s}
Specifi¢no na primjeru korelacijskih funkcija vrijedi:
(Ssy SsezerS) = D Srey S SseaD({S})
{s}

te slijedi da ¢e se korelatori mo¢i dobiti iz particijske funkcije na nacin:

1 9 9 9
S = 2z
(S, Sxg- S, ) Z[h] Ohy, Ohxy ~ Ohx, [h]

Stoga particijska funkcija vrlo elegantno daje poveznicu sa mjerljivim veli¢inama te
se Cesto uzima kao osnovni objekt u razmatranjima statistickih sustava.

U ovom radu namjera je particijsku funkciju predociti u ovisnosti o magnetizaciji,
a ne u ovisnosti o mikroskopskoj konfiguraciji. To je prirodan nacin zapisa s obzi-
rom na observabilne velic¢ine [2] te se takav pristup naziva Ginzburg-Landau teorija.
U najjednostavnijem takvom pristupu uzima se da je magnetizacija uniformna kroz
sustav te se takav pristup naziva aproksimacija srednjeg polja (mean field approxima-
tion).

Za danu konfiguraciju spinova {S} definira se magnetizacija m kao usrednjenje

svih spinova:
1
m= g Sx =: M[{S}]

pri ¢emu je uveden funkcional M koji svakoj konfiguraciji pridjeljuje pripadnu mag-

netizaciju. U limesu velikog broja ¢vorova magnetizacija postaje kontinuirana veli¢ina



i poprima vrijednosti m € [—1, 1]. MoZe se pisati:

1

1
ZH] = 3 e PHsHh / dm Y e PHS / dme—8F(m)
{5} - M{ESYem -
pri cemu je funkcional F' implicitno definiran kroz navedene jednakosti te se naziva
efektivna slobodna energija. U limesu velikog broja ¢vorova efektivna slobodna ener-
gija postaje termodinamicka slobodna energija te je ekstenzivna veli¢ina, odnosno

moze se definirati konac¢na veli¢ina:

nadalje vrijedi:

1
Z[h) = / dme=PNIm) =8N (mestr) — =B (mea)
—1

pri cemu je koristena metoda najbrzega spusta (Dodatak C). Upravo ova relacija
potvrduje interpretaciju efektivne slobodne energije u termodinamickoj granici te
daje informaciju da u particijskoj funkciji najznacajniji doprinos daju konfiguracije
¢ija magnetizacija odgovara ekstremu efektivne slobodne energije.

Bitan aspekt ovoga pristupa jest Sto uspijeva reproducirati fazne prijelaze. Fazni
prijelazi u O(/NV;) modelima opisani su prelascima iz neuredene faze u uredenu, od-
nosno sustav prelazi iz stanja bez magnetizacije u stanje s kona¢tnom magnetizacijom.
Osnovna ideja pri opisu faznih prijelaza jest da se slobodna energija u blizini prije-
laza moze razviti po maloj magnetizaciji. Da bi se reproducirali fazni prijelazi drugog

reda potrebno je uzeti ¢lanove do cetvrtog reda:

f(m) = —hm + Am?> + Bm*

pri ¢emu se parametri A i B mogu procijeniti uzimanjem u obzir poc¢etni Hamilto-
nijan i definiciju slobodne energije [1]. Magnetizacija danog sustava bit ¢e dana
minimumom slobodne energije te se variranjem parametara A i B moZe posti¢i skok
u magnetizaciji sustava kao i kontinuirani rast magnetizacije (Slika 1.1). Drugim

rijeCima ovakav pristup daje jednostavni opis faznih prijelaza prvog i drugog reda



[3].

f(m)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 1.1: Demonstracija faznog prijelaza drugog reda na f(m) = Am? + 4m?

Ispostavlja de se da navedeni pristup za Isingov model ne daje dobre predikcije
kada je dimenzija reSetke d < 4 odnosno konkretno ne daje dobre kriti¢ne eksponente
o kojima ¢e biti rijeci u idu¢em potpoglavlju. Stoga potrebno je uvesti sofisticiraniji
pristup [4].

Relativni uspjeh dosadasnjeg razmatranja moze se interpretirati na nacin da pri
faznom prijelazu nisu potrebni mikroskopski efekti za kvalitetan opis. Odnosno te-
orija se moze formulirati uzimajuci u obzir samo globalna svojstva sustava, kao Sto
su simetrije parametra reda te dimenzionalnost. Takav ¢e takav opis sustava biti
dovoljan za opis makroskopskih pojava. To je u skladu s opazanjem da se klase mi-
kroskopski razli¢itih sustava u blizini faznog prijelaza ponasaju identi¢no. Navedeni
se zahtjev moze shvatiti analogijom da pri koristenju raznih materijala u svakodne-
vici nije potrebno poznavanje kemijske strukture navedenog materijala ve¢ samo par
parametara kao Sto su elasti¢nost, rastezljivost itd. Stoga teorija ¢e biti formulirana
kroz magnetizaciju, samo sto ¢e biti dopusteno da varira kroz sustav.

Magnetizacija se shvaca kao lokalno usrednjenje po mikroskopskim stupnjevima

slobode te se moze matematicki opisati kao polje. Kao i ranije moZze se pisati:
1
mx) = 1 3 Sk = MUSHX)

te modificirati zapis particijske funkcije:

Zh) =) e PHISI = /Dm ST epHlsh /Dm —BFlml

{5} M{S}H(x)=m(x)



pri cemu Dm naznacava da se sumira po svim moguc¢im konfiguracijama polja. Kao
i ranije ostaje problem naci pravi funkcional F[m| koji ¢e dati dobar opis sustava.
Tu se pribjegava nametanjem raznih zahtjeva ¢ime se znacajno ogranicava struktura

funkcionala:

* Lokalnost: s obzirom na to da mikroskopske interakcije postoje samo medu
prvim susjedima tada se ocekuje da ce i njihovo lokalno usrednjenje - magneti-
zacija interagirati s neposrednom okolinom. Kada se uzme da je magnetizacija

polje tada se to prevodi na zahtjev:

BF(m] = / dx fm(x)

pri cemu funkcional moze sadrzavati derivacije po argumentu.

* 7, simetrija: iz invarijantnosti Hamiltonijana na zamjenu S — —S slijedi da

¢e vrijediti F'[m] = F[—m].

* Rotacijska simetrija u koordinati: efekti rubova ne daju znacajan doprinos
opisu sustava te slijedi da je sustav invarijantan na rotacije u prostoru x —

Rd [X] .

Uzimajudi u obzir sve zahtjeve slijedi da ¢e slobodna energija imati oblik:
BE[m] = /dx Y(Vm)? + agm? + agm®* + ... (1.1)

pri ¢emu se informacija o temperaturi pohranila u konstantama.

Prijelaz u formulaciju preko polja Cesto za cijenu ima pojavu divergencija te je
potrebno uvesti postupak renormalizacije kako bi teorija bila potpuna [4].

Takoder moguce je i formulirati teoriju polja iz mikroskopskog sustava, odnosno
povezati konstante u slobodnoj energiji sa mikroskopskim konstantama. Takav postu-
pak provodi se Hubbard-Stratonovich transformacijom te je postupak dan u (Dodatak

B).

1.1 Kriticni eksponenti i hipoteza o skaliranju

U blizini faznog prijelaza opazeno je da termodinamicke veli¢ine imaju potencijsku

(power law) ovisnost [5]. Ovisnosti se mogu mjeriti te se uz standardne pokrate moze

5



pisati [6]:

C(t,h=0) ~ |t

t<0,h=0)~ ()"
m(t < )~ (=1) (1.2)

X(t,h=0)~ [t[

m(t =0,h) ~ h/?

pri ¢emu je t = (T — T.)/T. dok je h vanjsko polje. Ovakvo ponaSanje termodi-
namickih veli¢ina moguce je objasniti opazanjem da u blizini faznog prijelaza fluktu-
acije postaju jake odnosno doseg interakcija postaje sve veci. Karakteristicna duljina

korelacije i.e. korelacijska duljina tada divergira te takoder podlijeze skaliranju:
&~ [t (1.3)

Formalno je moguce definirati korelacijsku duljinu iz izraza za korelacijsku funkciju.
U bazi¢nom racunu, unutar GL pristupa gdje se uzimaju samo prva dva ¢lana razvoja
(1.1), za korelacijsku funkciju u asimptotskom podrucju moguce je dobiti izraz [7]:

e_x/f
:L.de

G(x,t) ~

Navedeni oblik je zadrzan i za sofisticiranije izracune te se stoga korelacijska du-
ljina definira kao faktor ¢ u eksponentu. Konacno u blizini faznog prijelaza, zbog

divergencije korelacijske duljine, moZe se pisati:
G(z,t =0) ~ =027 (1.4)

pri ¢emu je dodan faktor 7 kojeg navedeni racun ne uspijeva reproducirati, odnosno
potrebno je uzeti viSe ¢lanove pri GL pristupu. Sto je iznenadujuée jest da postoje

relacije izmedu navedenih koeficijenata koje su zadovoljene za ¢itav niz u potpunosti



razli¢itih sustava:

a+28+y=2

+B8(1+0)=2
a+ p(1+9) (15)

y=v(2-n)
a=2—dv

Pojavu ovakvih relacija moguce je objasniti hipotezom o skaliranju, odnosno pretpos-
tavkom invarijantnosti sustava na promjenu skale. Pretpostavka se moze opravdati u
rezimu blizu faznog prijelaza kada doseg meducesti¢nih interakcija, i.e. korelacijska
duljina, znacajno raste i postaje usporediva sa samim sustavom. Stoga hipoteza o
skaliranju je pretpostavka da je korelacijska duljina u blizini faznog prijelaza jedini
parametar o kojem dinamika moze ovisiti. Stoga ako se pri opisu sustava definiranog
parametrima ¢ i 4 napravi skaliranje x/b tada ¢e su u tom opisu korelacijska duljina
transformirati kao 6¢. S obzirom na to da se pretpostavlja da je sustav u potpunosti
opisan korelacijskom duljinom, opis bi bio isti kao i da su se varirali parametri ¢ i 4 na
nacin da se sustav priblizi kriticnoj tocki pri cemu bi se korelacijska duljina povecala
na b¢. Formalno se takva transformacija moze opisati na razini gusto¢e slobodne
energije [8][9]:

f(t,h) = b f(b~vt, b~V h) (1.6)

gdje se zbog ekstenzivnosti slobodne energije njena pripadna gusto¢a skalira kao b,
a parametri y;, y, predstavljaju transformaciju potrebnu da sustav priblizi kriticnoj
tocki. Oblik potencijskog skaliranja moguce je objasniti zahtjevom da navedeni oblici
vrijede i pri kompoziciji skaliranja. Odnosno analiza ne ovisi o tome je li napravljeno
skaliranje faktorom ab ili uzastopnim skaliranjem faktorima a i b.

Relacija (1.6) predstavlja osnovnu relaciju iz koje je moguce izvesti sve zakonitosti
dane u (1.2)(1.3)(1.4)(1.5) pomocu poznatih poveznica izmedu slobodne energije
i termodinamickih observabli. Brzi nacin da se opravda istinitost ove tvrdnje jest
¢injenica da se pomocu dva parametra y,; i y, moze izvesti Sest kriticnih ekspone-
nata. Stoga slijedi da ¢e postajati medusobne ovisnosti izmedu njih, konkretno Cetiri

jednadzbe (1.5).



1.2 Renormalizacija i kriti¢ni sustavi

Renormalizacija se najceSce spominje u kontekstu uklanjanja divergencija u pertur-
bativhom racunu u teoriji polja, no renormalizaciji se moze pridijeliti interpretacija
unutar statisticke mehanike. Naime, ono Sto je bitno za primijetiti jest da se pri
racunima unutar teorije polja pojavljuju doprinosi od skala koje su daleko od rele-
vantnih skala e.g. u QED-u se pojavljuju divergentni doprinosi od fotona velikih ili
malih energija te prouzrokuju poznate UV ili IR divergencije respektivno [10]. Tada
je potrebno nametnuti zahtjev na pripadne konstante u Lagrangianu na nacin da se
zahtjeva da teorija nece generirati takve divergencije, odnosno zahtjeva se da procesi
na odredenoj skali ne ovisi o procesima na dalekim skalama. Analogan postupak
se moze provesti i u statistickoj mehanici gdje se zahtjeva da makroskopske pojave
ne ovise o mikroskopskima Sto je i sugerirano pojavom kriti¢cnih eksponenata. Taj
zahtjev je blisko povezan sa formulacijom GL teorije. Bitnu ulogu u renormaliza-
ciji uvelike igraju simetrije sustava koje daju neperturbativne rezultate. Jedan takav
postupak je ve¢ dan pri izvodu kriticnih eksponenata i medusobnih im relacija pri
cemu se izvod oslanja na invarijantnost promjene skale. Znatno opsirnija diskusija o
renormalizacijskoj grupi u statistickoj fizici i QFT-u je dana u prvom poglavlju u [11].

Jedan od prvih postupaka renormalizacije u statistickoj fizici dan je Wilsonovom
renormalizacijskom grupom. Ucestalo se postupak Wilsonove renormalizacije opi-
suje na Isingovom modelu. Na primjeru 2D Isingova modela [12] osnovni korak u
renormalizaciji konceptualno se moze predstaviti kao transformacija resetke sa bro-
jem ¢vorova 22™ u reSetku sa 2™~2, Transformacija se provodi tako da se usrednji
po nakupinama sacinjenim od 4 najbliza ¢vora tako da oni uz prigodne manipulacije

postaju novi ¢vor. Tada transformacija generira novi Hamiltonijan na nacin:

pri ¢emu 7 oznacava transformaciju. Opcenitiji pristup [13] moguce je dati kroz
particijsku funkciju uzimajuéi u obzir da brzi, odnosno energeti¢ni stupnjevi slobode
fluktuiraju na malim skalama. Tada se transformacija kojom se usrednjuje po maloj

skali provodi kroz integriranje brzih stupnjeva slobode. Dakle za particijsku funkciju



se pise:

z- / Do exp(—H[6, K]) = / D6 Do exp(—Hb<, 6, K])
_ / Do exp(~H[o-, K))

pri ¢emu je Hamiltonijan #[¢, K] definiran konstantama interakcije K te ¢ -~ oznacava
spore ili brze stupnjeve slobode. U zadnjoj jednakosti se prointegriralo po brzim
stupnjevima slobode $to je rezultiralo novim konstantama veze. Ako se pretpostavi
da doprinosi na udaljenim skalama nisu relevantni za opis teorije tada navedena

transformacija ne mijenja opis sustava. Taj zahtjev se formalno pise:
H* =T[H"

te navedena jednadzba daje moguce renormalizirane Hamiltonijane, odnosno daje
moguce konstante veze K*. Navedeni Hamiltonijani odnosno konstante veze nazi-

vaju se fiksne tocke renormalizacijske grupe.



2 Neperturbativna renormalizacijska grupa

Osnovna razmatranja o NPRG su preuzeta iz [13][14][15]. NPRG pristup je me-
toda kojom se postepeno uvode doprinosi od fluktuacija slobodnoj energiji. To se
postize s pomocu regulatora koji u pocetnom uvjetu zamrzava sve fluktuacije te je
slobodna energija efektivno dana mikroskopskim djelovanjem. U rom rezimu aprok-
simacija srednjeg polja je egzaktna [16]. U formalizmu se uvodi efektivno djelovanje
kao analogon slobodne energije. Bitno za uociti jest da mikroskopsko djelovanje nije
nuzno konveksna funkcija dok slobodna energija jest. Stoga potrebno je uzeti pri-
godnu definiciju efektivhog djelovanja tako da se omoguce navedeni zahtjevi. To ce
se postici definiranjem efektivnog djelovanja s pomocu pseudo Legendreovog tran-
sformata koji ¢e za razliku od standardnog Legendreovog transformata omogucavati
nekonveksnost efektivnog djelovanja u rezimu gdje nisu uklju¢eni doprinosi od fluk-
tuacija.

Metoda se koristi u formalizmu teorije polja te omogucuje sistematsko reguliranje
UV i IR divergencija koje se u statistickoj fizici pojavljuju kao artefakti aproksimacija
sustava beskonac¢nim brojem konstituenata i kontinuiranom raspodjelom istih, res-
pektivno. UV divergencija eliminira se postavljanjem cutt off-a u impulsnom pros-
toru dok je IR divergencija uklonjena regulatorom te se pomocu njega moze pratiti
uklju¢ivanje patoloskih doprinosa. Formalizam ¢e u ovom radu biti ograni¢en na
polja cjelobrojnog spina iako to opcenito nije slucaj [14]. Dakle ako definiramo par-

ticijsku funkciju na nacin:

— / D exp [—S[gb] + / de(X)-¢(X)1

pri ¢emu je S[¢] mikroskopsko djelovanje, a ¢ polje koje moze biti i vektorsko, kao

Sto je slucaj u O(N,) modelu. Tada se u eksponent integranda dodaje ¢lan:

/¢> JRulq /<z> ) Ri(x — ¥)6(y)

pri cemu funkcija Ry () predstavlja regulator i uzima se da ima sljedeca svojstva:

k2, k2> q?
Ri(q) =
0, Kk <q?
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Drugim rijecima regulator stupnju slobode ¢(q) daje veliku masu ako mu je impuls
manji od k te zamrzava navedeni mod umanjujuéi relativni utjecaj interakcijskih

¢lanova na njega. Primjer regulatorske funkcije je tzv. Wetterichov regulator [14]:

q2

Ry(q) = PRy

Uvodenjem regulatora particijska funkcija dobiva ovisnost o parametru k:

2ul7) = [ Doesp | =i+ slo] + [ axs-ot)
te se pocetna particijska funkcija dobiva limesom:

Z[J] = lim Z,[J]

k—0

Analogno se uvodi ovisnost o k£ i u ostale termodinamicke veli¢ine te se NPRG pristup
temelji na proucavanju toka navedenih veli¢ina pri promjeni parametra k.

Takoder uvodi se bitna veli¢ina po uzoru na slobodnu energiju:

WilJ] = In Z;,[J] (2.1)

2.1 Efektivno djelovanje i Legendreov transformat

Bitno je za primijetiti da je W} [J] konveksna funkcija u varijabli J. Dokaz ove tvrdnje
[11] se temelji na tome da je funkcija konveksna ako joj je hessian pozitivno defi-
nitna matrica. U ovom slucaju hessian je dan sa W,SQ). Ako se definira produkt dvije

kontinuirane funkcije:

A5 [ AxB(k)

te analogno i djelovanje operatora W,§2) (x,y) tada pozitivna definitnost zahtjeva:

AW A= / AW (x,y)Aly) >0  VAe(C°

x?y
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te se navedena nejednakost lako dokaze s pomocu jednakosti:

2 oW
W) = 5700007 ~ (P09 — (8 (6()

iz Cega slijedi:

AW A=(A-(¢— (o)) >0

te je tvrdnja o konveksnosti dokazana.

oWy [J]
dJ(x)

monotona funkcija u varijabli J te je moguce formulirati funkcional u ovisnosti o

Svojstvo konveksnosti bitno je zbog toga Sto povlaci da je prva derivacija %

prvoj derivaciji koji ¢e sadrzavati sve informacije pocetnog funkcionala [17]. Stoga

definira se konjugirana varijabla:

M(x) = — (6(x)) (2.2)

te se vidi da ona predstavlja statisticko usrednjenje stupnjeva slobode odnosno mag-
netizaciju. Iz ovakve definicije je jasno da ¢e jedna od varijabli, J ili M, imati ovisnost
o parametru k, odnosno ako drzimo vanjsko polje konstantnim tada iz definicije sli-
jedida je to M iobratno. S obzirom na to da ¢e u grani¢nom uvjetu efektivno djelova-
nje biti opisano mikroskopskim djelovanjem tada definicija s pomoc¢u Legendreovog

transformata nije dovoljna. Stoga definira se pseudo Legendreov transformat [13]:

WilJ] + Th[M /M ——/ M(x)Ry(x — y)M(y) (2.3)

te se iz definicije lako pokaze da vrijedi:

gl;\i[[(]\j)] =J(x) — /yRk(x —y)M(y) 2.49)
odnosno:
J(x) = 8Fk M) /Rk x—y)M(y)

Jednostavno se pokaze da dok god regulator daje doprinos, ne postoji zahtjev ko-
nveksnosti na efektivno djelovanje. Kada se uzima limes k¥ — 0 jednostavno se pokaze

da efektivno djelovanje postaje slobodna energija. S druge strane gornji rubni uvjet

12



I'A[M] elegantno se racuna iz definicijskih relacija (2.1)(2.4):

= [ Doy (~sto+ [ T 419 a1

« exp (-% / (60 = M) Bl = y)(0ly) - M<y>>)

te u slucaju kada & — A, pri ¢emu je A cutt-off u impulsnom prostoru, zbog diver-
gencije regulatora slijedi da je jedini doprinos integrandu slucaj kada vrijedi ¢(x) =

M (x). Odnosno efektivno djelovanje jednako je mikroskopskom djelovanju:
LA[M] = S[¢ = M]

kao $to je i zahtijevano.
Takoder mogu se dobiti korisne relacije deriviranjem izraza (2.2)(2.4) po M ¢ime

se dobivaju jednadzbe:

/W,f) (x,y) g]};((};)) =d(x —12) (2.5)
dJ(x)
oM (y) I )(x, y)+ Ri(x—y) (2.6)

Uvrstavanjem jednadzbe (2.5) u (2.6) te uvodenjem Fourierovog transformata [11]

uzimajuci u obzir homogenost:

() d’p ip(x—y)11/(2)
Wk (X7Y): (27T)d€ Wk (p>

te analognim zapisom za I'y i Ry dobiva se:

1
' (p) + Ri(p)

w2 (p) = 2.7)

Odnosno s obzirom vrijedi W®(x,y) = (¢(x)é(y)). korelacijska funkcija se moze

pisati:

ddp eipx
x/c = 2.8
(900 / 2m)I T2 (p) + Ri(p) 28

U racunu treba razlikovati razli¢ite Fourierove transformacije te je korisno napisati
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iducu relaciju koja predstavlja odnos izmedu njih:

92, [J]

@) o (2)
ST 151900, p) = 2 e+ DI

2.2 Jednadzba toka

Da bi se dobila jednadzba toka potrebno je izvrijedniti izraz:

. O2W), oWy, oW,
AWils = =3 /X,y e =y) {W(x)a}(y) "I &f(y)} ’

_ L / b= W6 3) + MO0 )] 1

Ovaj izraz predstavlja jednadzbu toka za slobodnu energiju. Ako se Zeli dobiti jed-
nadzba toka za efektivno djelovanje potrebno je iskoristiti definiciju istog (2.3) te

djelovati na nju operatorom 0| ,:

W) + LM = [ TAMEL — 5 [ MeOR(x—y)M()

* (2.9)
= [ MEORx - )M ),
x?y
Iz lancanog pravila za funkcije vise varijabli dobiva se identitet:
B ol [M]
8ka[M]]J—8ka[M]|M+ . aM(X) 8kM(x)]J (210)
Uvrstavajudi jednadzbe (2.6)(2.10)(2.11) u (2.9) konacno se dobiva:
1 :
0T [M]| s = 5/ Tr [Rk(x — W (x,y) (2.11)

X7y

14



Ili u impulsnom prostoru:

oMl = [0 [R@w @ -a] = O [ [f@w @)

Q

=5 /q Tv {Rk(q) (F,(f)(q) + Rk(q)>1:| @-12)

pri cemu je €2 volumen koordinatnog prostora te je iskoristena relacija (2.7). U nave-
denim jednadzbama Tr oznacava trag po ostalim stupnjevima slobode, e.g. u slucaju
vektorskih polja, te treba paziti na Cinjenicu da je drugi ¢lan u posljednjem inte-
grandu takoder inverz i u ostalim stupnjevima slobode.

Bitna stvar za primijetiti jest da su navedene relacije istinite i kada se integrali
po prostoru zamjene sumama po resetci, i.e. nisu koristene derivacije po x prostoru,

odnosno:

1 .
DD = § ST R 12,

X,y
Za prelazak u diskretni impulsni prostor (Dodatak A) potrebno je prilagoditi norma-

lizacije. Uzima se da za I'yy, Wxy, Rxy = Rx_y vrijedi:
1 iq(x-y)
Xy = D e Xq
q

te se dobiva:

1 . 9 -1
Ol = 53T i (T3 + )|

Kada se uspije izracunati efektivno djelovanje u limesu & — 0 moze se pisati
odnos sa particijskom funkcijom:

or

Z[J] = e MMM a_M|M=Mo =J

odnosno u odsustvu magnetskog polja particijska funkcija ¢e biti opisana ekstremal-
nom vrijednos¢u efektivnog djelovanja, slicno kao sto je u (Poglavlje 1) opisana slo-
bodnom energijom. Treba imati na umu da se pri racunu slobodne energije govori
o magnetizaciji kao prosjeku spinova po resetci dok se pri efektivnom djelovanju o
magnetizaciji govori kao o statistickom prosjeku u svakom ¢voru, odnosno prosjeku

po ansamblu.
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2.3 LPA pristup

Osnova Local Phase Approximation (LPA) jest derivativni razvoj [14] efektivhog dje-
lovanja pod kojim se podrazumijeva lokalnost te se dodatno radi razvoj po derivaci-

jama efektivnog polja:

L) = [ Ualp) + 32 (VMY + 10T+ O(V)

pri ¢emu je koriStena pokrata p = M?(x)/2. Osnovna veli¢ina koju je potrebno
izracunati da bi se dobio propagator jest:

5T (M)
SM(x)oMi(y)

2
LY (x,y) =

Pomoc¢na relacija koja se koristi pri izracunu jest:

4] / VmM”( ) N
IMi(x) GMZ 8VmM” OM?(x)
S obzirom na to da su od interesa iskljuc¢ivo doprinosi koji ne sadrze derivativne

¢lanove tada se mozZze pisati:

2) __ OT(M]
Fk;ij <X7 Y> - OMi (X)@Mﬂ (y)
/ 9°T[M] OV M (1) OV "M 2 (a3) o
Z1,22 OV M™ (Z1)8VM2M7L2 (Zz) aMZ(X) oM (y)
Uz identitete:
aQF[M] _ " ingd / ij
92T [M]

ST M () OV e M) — Ot~ 2 AP0 4 Vi p MM

OVmMn(z) o )
oMi(x)  (2m)d / A4 gne

i pretpostavku da je M koordinatno nezavisna uzima se Fourierov transformat te se

dobiva:

I (p.q) = (2m)%3(p + q)[UF (p) MiM; + Up(p)ds; + 4> Zi(p)3i; + a*Yi(p) M; M;]
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te se iz ovog izraza moze iscitati veli¢ina:
T2).(q) = Uy (p) MiM; + Up(p)di; + a* Zi(p)8i; + o®Yi(p) M M,
Razlika u kojoj se LPA odmice od derivativhog razvoja jest pretpostavka:

Zr(p) =1 Yi(p) =0

Relevantna veli¢ina za ratune jest [['®) + R, ]! te se ona uvijek pojavljuje unutar traga
sto dopusta da se slobodno radi transformacija sustava tako da vrijedi M; = §,0M.

Time se dobiva:

TP (q) + Re(@))iy = [Un(p) + Re(@) + @+ 20Uy (p)80io;

odnosno inverz je dan sa:

1

Ir'® 4 R =
[ i Ui (p) + +2pU} (p)d0ido; + Ri(q) + g2

5 (2.13)

Iz izraza (2.12) konacno se unutar LPA pristupa dobiva:

1
8kUk = =

diq Ri(q) N,—1 [ d%q R(q)
2/ k n / k

(2m)?q? + Ri(q) +2pU"(p) + U'(p) 2 (2m)?q? + Ri(q) + U'(p)
(2.14)

pri ¢emu je N, parametar modela O(Ny). U diskretnom slucaju analogni postupkom

se dobiva:

O, — = Ri(a) A 3 Bi(q)

2N ; o + Ri(q) +2pU0"(p) + U'(p) = 2N 4=’ + Ri(q) + U'(p)

pri ¢emu N = N,N,... oznacava broj ¢vorova reSetke. Prateci literaturu faktor N ¢e
biti zamijenjen s L¢ uz ostale popratne zamjene koje ¢e osigurati konzistentnost.
Nadalje bitna veli¢ina jest korelacijska duljina te je ona definirana kao (Potpo-
glavlje 1.1):
InG(x) In (pgd)e

= — lim —— = — lim —rere
T—r00 xr T—r00 €T

te se moze relativno jednostavno izracunati unutar LPA pristupa. Iz jednakosti (2.13)
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i (2.8) moze se zakljuciti da ¢e povezani dvocesti¢ni korelator biti oblika:

, . diq e v
lim (o). = }L%/qu e d<d

odnosno u svim navedenim dimenzijama d < 4 u asimptotskom podrudju integral

sadrzi ¢lan e~** Sto rezultira time da u svim slucajevima vrijedi:

E=1/a

Konac¢no u neuredenoj fazi O(N,) modela vrijedi:

£ =1/\/pU0"(0) + U(p)l=0 = 1/VT'(0) (215
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3 Vjerojatnost

Pod vjerojatnost podrazumijeva se raspodjela vjerojatnosti ukupne magnetizacije u
sustavu. Van kriticke toCke raspodjela ima priblizno oblik delta funkcije, na nuli ili
u konac¢noj magnetizaciji ovisno je li sustav u uredenoj ili neuredenoj fazi. Cilj ovog
rada jest pronaci raspodjelu u blizini fazne tocke i.e. promatrati tranziciju iz jed-
nog rezima u drugi. U slucaju kada su konstituenti statistickog sustava nezavisni,
odnosno neinteragirajuci tada je raspodjela vjerojatnosti dana gausijanskom raspo-
djelom $to je dana srediSnjim grani¢nim teoremom (Central Limit Theorem - CLT).
Dokaz je moguce dati na razne nacine [12] te je Ce se predstaviti dokaz temeljen na

zbroju slucajnih varijabli.

3.1 Sredisnji grani¢ni teorem

Ako je dvije slucajne varijable imaju vjerojatnosti ishoda dogadaja ¢; i t5 sa py(t1) i

p2(t2) respektivno, tada je vjerojatnost da se za zbroj tih varijabli dobije ¢ dana sa:
praa(t) = [ dspr(s)palt ) (3.1
Zbroj slucajnih varijabli puno lakse se predocava preko Fourierovog transformata:
o) = [ ate (o)
te se tada jednadzba (3.1) svodi na:

pri2(q) = p1(q)p2(q)

Odnosno ako imamo N identi¢nih slucajnih varijabli tada je njihova kumulativna

raspodjela u inverznom prostoru dana sa:

Nadalje potrebno je napraviti razvoj funkcije w(q) = In p(¢) odnosno postavlja se:

[e.9]

wig) =Y %q"



pri ¢emu su a,, koeficijenti u razvoju za koje vrijedi:

on o -
= — N = —1 _
aqnw(qm_o o0 1 p(q)|g=0

an

Iz jednakosti:
o \n n R
S @l = (<07 [ et = (i)
q
moguce je dati interpretaciju koeficijentima u razvoju tako da se uvodi zamjena a,, =

(—1)"w, pri cemu se koeficijenti w, nazivaju n-ti kumulanti i realne su veli¢ine, a za

parne n-ove su i nenegativni. Dakle razvoj se moze pisati kao:

oo

w(Q)ZZ(_Z#q”
wy = (t) wy = (t2) — (1) ws = (t%) — 3(%)(t) + 2(t)*

Dakle za ukupnu raspodjelu vjerojatnosti moze se pisati:

1

. 1 o
5 = 5 /dqe”qu(q) =5 /dq exp (itq — iNw1q — Nwy/2¢* + O(¢*))

Pomocu metode najbrzeg spusta (Dodatak C) u limesu velikog broja Cestica dobiva

se:
(t/N —wy)?

(1) = _N
() exp { 50s

—W }(1 +O(1/N))

Odnosno ako se promatra vjerojatnost prosjeka ¢ = ¢/N u odnosnu na zbroj varijabli

t tada se pripadna raspodjela uz prigodnu promjenu normalizacije svodi na:

X(t) = ;6_(5_”2/202 U= w; o = wy/N
2o
¢ime je upravo potvrden CLT uz jako opcenite pretpostavke.
Kada je sustav daleko od faznog prijelaza tada se moze aproksimirati neinte-
ragirajuéim stupnjevima slobode te pri priblizavanju faznom prijelazu raspodjela
se modificira na nacin da efekti interakcije modificiraju parametre raspodjele no

bez znacajne morfoloske promjene. Prolazak kroz fazni prijelaz upravo oznacava

znacajnu promjenu u sustavu pri ¢emu je u novoj fazi potrebno promijeniti opis sus-
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tava odnosno definirati nove neinteragirajuce slucajne varijable.

3.2 NPRG pristup vjerojatnosti

U statistickim termaliziranim sustavima raspodjela vjerojatnosti moze se izraCunati

iz particijske funkcije, odnosno vjerojatnost nalazenja sustava magnetizacije s =

1

72 J, #(x) dana je sa:

P(s) :N/ng ) (s — %/x(b(x)) oSl — J\/'/ng S (%(g _ /x(b(x))) oSl

gdje je uvedena pokrata § = sL?. Delta funkcija se moZe interpretirati kao grani¢ni

slucaj gausijana, odnosno:

Nadalje u eksponent moze se dodati regulator i ¢lan na koji se veze vanjsko polje,

analogno racunu sa particijskom funkcijom u (Poglavlje 2):

Pus ) = N [ Diesp (=513 + JoaIRe@)dl-a) ~ 55~ S0P + T@)ita) )

te se dodatno definira veli¢ina:
Wils, J] = In Py(s, J) (3.2)

Velitina W, je konveksan funkcional $to se dobiva postupkom identi¢nom postupku
(2.3) te se analogno radi i Legendreov transformat pri ¢emu se prvo modificira re-
gulator na na¢in Ry ;(q) = Ri(q) — A?6(q). Daljnji postupak je identi¢an kao i u
(Poglavlje 2):

uLM] + WAl] = SM(@) Rl M(—a) + VM (a)dla) — 3 + J(@)M (@) (33)
_OWL[J)
M= 5
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pri cemu se u funkcionalima pretpostavlja implicitna ovisnost o varijablama s i \.
Prateci postupak u (Poglavlje 2) jasno je da je izvod jednadzbe toka primjenjiv i

na veli¢inu I';, odnosno moze se pisati:

~ Q
O Le[M]|n = 5/

q

Tr {Rx,k(Q) (fz(f)(Q) + Rm@)) _1}

6szk [JMHM - E II -ZRA k:q (AI( ) ]i)\ k:'q> 1
2 sfve k);(] sy

Bitno je za primijetiti da vrijedi Ry, = R, te da ¢e navedena modifikacija samo
utjecati na ¢lan u sumi koji odgovara q = 0. U tom ¢lanu u nazivniku pojavit ¢e se
dodatni ¢lan \? koji dolazi iz novog regulatora te ¢e u limesu A\ — oo nulti ¢lan iéi u

nulu, odnosno u tom slu¢aju moze se pisati:

lim O e[ M)y = %ZTr {Rk:q (f;j; 4 Rk;q)l}
q7#0

U navedenom rezultatu ogleda se bitnost zadrzavanja diskretnosti s obzirom na to da
bi u kontinuiram slucaju ra¢un ukljucivao delta funkciju u nazivniku Sto nije dobro
definirano dok se u diskretnom slucaju navedeni postupak prirodno provodi. Ako se
i bi delta funkcija ozbiljno shvatila, tada bi se analogno mogla tocka q = 0 ukloniti
iz domene integracije, no to ne bi imalo nikakav utjecaj. Odnosno efektivno vjero-
jatnosno djelovanje se u tom slucaju ne razlikuje od efektivhog djelovanja. To ¢e se i
pokazati na razini potencijala u (Potpoglavlje 4.2) uzimajudi limes L — oc.

Radedi razvoj slobodne energije u T, = > q Vi + ... te koristeci LPA pristup, za

vjerojatnosni potencijal V. dobiva se:

1 R N, —1 R
oV, — - k(q) (o lye k(Q)

q7#0

Bitno za primijetiti je da za razliku od kontinuiranog sustava gdje se vjerojatnosti

potencijal pojavljuje kao T1pa = LV u diskretnom se pojavljuje sa T1pa=NV.Da

bi se zadrzala notacija kao u literaturi te postigla jedinstvenost pri zapisu moze se
1

napraviti zamjena N — L¢iV — 7.V gdje je Veey volumen jedinicne Celije. Time
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se dobiva da se i u diskretnom slu¢aju moze pisati I' = LV Vjerojatnosni potencijal

se tada pise kao:

Ri(q) N, —1 3 Ri(q)

OV = — > +
F 2L @ Ri(a) + 20V (p) V() 207 2@+ Rila) + V'(p)

3.2.1 Konacni izraz za vjerojatnost

Zakljucno potrebno je izraziti vjerojatnost preko efektivnog vjerojatnosnog djelovanja.
U limesu k& — 0 te u slucaju kada vrijedi M (x) = M, J(x) = J iz definicijske relacije

(3.3):

_ ~ A2

WIJ) = ~T(M] = 5 (LM = 8)" + J (L'M - 8) + J3
odnosno:
= A or d D SR 2 .
W1[J] ——F[M}Jra—M(L M —3) +5(L M —3)"+J3

pri ¢emu su varijable M i J povezane izrazom:

o

Potrebno je naci vrijednost M koja zadovoljava jednadzbu (3.4). Navedena jed-

nadzba se rjeSava perturbativno, analogno perturbativhom ra¢unu u kvantnoj me-

hanici. Odnosno radi se razvoj:
—_— ﬁ coe

te se zahtjeva da je jednadzba zadovoljena u svakom redu racuna smetnje. Zbog

podesnog oblika trivijalno se dobije da u konacnici vrijedi:
W[J] = =T[s] + J - s + O(1/)?)

gdje je iskoristen zapis J - s = [ Js = L%Js.
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Usporedbom sa definicijom funkcionala /W[J] (3.2) u konacnici se dobiva:
P[S, J] _ e*f[s}ﬁ’S-J

U O(Ns) modelima s je N;-dimenzionalni vektor te Cesto nije potrebna informacija o
smjeru magnetizacije tek jedino o iznosu. Stoga se definira vijerojatnost P pronalaska

iznosa magnetizacije p = s?/2 kao veli¢ina:

Plp,J] = /ds §(s?/2 — p)Pls, J]

S obzirom da I'; 4 u odsustvu vanjskog polja isklju¢ivo ovisi o élanu p vrijedi da je

vjerojatnost tada rotacijski invarijanta te se u tom sluc¢aju moze pisati:

Ny, —2

Plp,0] = s72P[s,0] ~ exp {—LdV[p] + In(p) (3.5)

Navedena velicina je upravo velic¢ina koja ¢e se numericki izracunavati u (Potpoglav-

lje 5).
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4 Analiticko rjesenje za N — oo

4.1 Efektivni potencijal

Uslucaju N — oo moguce je dobiti egzaktno rjeSenje za potencijal Uy. To je omoguceno
time $to u navedenom limesu LPA postaje egzaktan rezultat [12]. Pocetni korak sas-
toji se od deriviranja relacije (2.14) po magnetizaciji p te uzimanja u obzir da je drugi

¢lan u (2.14) dominantan s obzirom na faktor N:

N, RU!
P =— k 1
U, 57 4d zq: (Ri+ 2+ U.)?2 4.1)

Postupak nalazenja egzaktnog rjeSenje oslanja se na definiciju funkcionala koji je

inverzna funkcija u odnosnu na potencijal [18]:
F(k,U;) :=p (4.2)

Deriviranjem definicijske relacije (4.2) po varijabli toka i po magnetizaciji te koriStenjem

lan¢anoga pravila dobivaju se jednadzbe:
OpF (k, U}) = O F (k)| umuy + 00 F (k) ey UL = 0

DuF (k) ey UY = 1

odnosno:

8kU,’C = —U,’J@kF(k, u)]u:U;g

U navedenu jednadzbu uvrstava se (4.1) iz ¢ega slijedi jednakost:

oL F
g 2Ldz Rk+q + u)?

te je ovakvu jednadzbu moguce egzaktno integrirati po varijabli k:

1 1
F(k,u)|fi=d = —
(ks w)limo 2LdZRA+q2+u 2LdZRo+q +u
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odnosno uzimajudi u obzir definicijsku relaciju:

N, 1 N, 1
—FAU) = -2 ° .
P ( >U) 2Ld;q2+U’+2Ld;R/\+q2+U’ (43)

Prvi ¢lan sa desne strane jednakosti predstavlja osnovni oblik koji se pojavljuje u
sljede¢em racunu te je metoda njegova pribliznog izvrednjavanja preuzeta iz [19].
Metoda se bazira na tome da se suma po konacnoj reSetci prevede u sumu po be-
skonac¢noj reSetci pri ¢emu je dodan regulator koji brzo gusi doprinose van pocetne

reSetke te se dodatno koristi integracijski trik:

1 Z I Z e— /A% QU/A? Z e~ (@®+U")/A?
Td 2 1 Td 2 ;T d 2 /
L qq—i—U Lqequ +U L = qQ’+U
B eU//A2 /oo dser’s Z etiS
- d
Le Jia <

Nadalje definira se funkcija koja zapravo predstavlja specijalan slucaj elipti¢ne theta

funkcije:

¥(z) = Z e

nez
Pomocu diskretnog Fourierovog transformata na beskonacnoj resetci moguce je do-
biti identitet:

I(z) = %19 G) (4.4)

Navedeni identitet predstavlja osnovu za aproksimaciju theta funkcije te se u rezimu
velikih argumenata mogu uzeti samo prvi doprinosi u sumi dok se za male argumente

koristi identitet (4.4) te se dobiva jako dobra aproksimacija [19]:

1/V/x, r<l1

1+2e7™ x>1

I (x) =~

Vrlo bitno u aproksimaciji jest da je divergentni dio egzaktan $to se ponovno lako
vidi iz identiteta (4.4).

Jednostavnosti radi uzeto je da je sustav kubitan te dodatno da je i resetka
kubicna Sto u blizini faznog prijelaza i nije bitno s obzirom na to da je korelacijska

duljina znacajno veca od udaljenosti izmedu ¢vorova.
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Dakle moze se pisati:

1 1 eU'/A? - oo / 47\
— = dse U'sy ( ==
Ldzq: U L /W e (LQ‘S)

U’ /A2 00 ,
e -Us d
= it / e 5 TS

pri ¢emu je uvedena pokrata x> = 47/L? i napravljena supstitucija pri integraciji.
Navedeni integral divergira kako A — oo te se uvodi renormalizacija na nacin:

/ 2
U’ /A

1 1 * —s d_ _—d/2
B T [ el Ee e
q K

pri ¢emu je renormalizacijska ¢lan da sa:

U’ /A2 ()
€ —d/2
ri=— ds s

4 [4-2 /;@2/A2

S obzirom na to da je jednadzba (4.5) dobro definirana kako A — oo moze se defini-

rati funkcional:

d , (4.6)
d d d\ ;e =T
=z r(1-=)-T(1-= 2i
() ()2 )
U izvodu zadnje jednakosti koristen je razvoj nepotpune gamma funkcije:
e (_1)nxn+a
r =1I'(a) — —_— .

n=0

te se vidi da upravo iz nepotpune gama funkcije se pojavljuju divergencije koje su
pokracene regulatorom [19]. Malo je neintuitivno da je nepotpuna gama funkcija
divergentna, ali to se moZe objasniti ¢injenicom da je gama funkcija za nepozi-
tivne argumente definirana kao analiticko produljenje standardne definicije na ravan
C/{0,—-1,—-2,...}. Za pozitivne vrijednosti parametra a vrijedi o¢ekivani razvoj:

lim ['(a,z) = T'(a)

z—0
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Kona¢no radi se modifikacija jednadzbe (4.3) na nacin:

N, 1 N, N, 1 N,
=" —= z FNU) - =22
P 2Ld§q2+U’+2T+2Ld¥RA+q2+U’+ MUY =5 s
4.8
N U'(p)
gdje je uvedena pokrata:
1 N,

N
:: S FA /_ S
T 2Ld¥RA+q2+U’+ AU) =5

Za T se pretpostavlja da ne ovisi o p s obzirom na to da je ta ovisnost ugusena zbog

pretpostavke A — oo. Nadalje moguce je dati izraz za 7 iz jednadzbe (4.8):

T

N, U'(0)

Iz jednadzbe (2.15) poznato je da U’(0) je povezan sa korelacijskom duljinom ¢ te se

dodatno moze pisati:

U0) _ 1 (LY’
k2 Am \ ¢
Drugim rije¢ima 7 nosi informaciju o korelacijskoj duljini.

U termodinamickoj granici radi se razvoj po velikom L te se za funkcional £,

dobiva;

Ne o TUO] L Nerw
N g N /2-1
grL " [ > |7 87TU (p)

Odnosno slijedi da se za 7 moze pisati:

Ny 1

Dakle 7 je negativna veli¢ina te kako tezi nuli tako se sustav priblizava faznom pri-
jelazu (¢ — o0). Jasno se vidi da u slucaju d = 2 navedeni izrazi prestaju imati
smisla. Odnosno u tom slucaju termodinamicka granica ne postoji te je stoga i ne-
moguce opisati fazni prijelaz [18]. Navedeni zakljucak moze se interpretirati kao

potvrda Mermin-Wagner teorema koji tvrdi da nema faznih prijelaza u sustavima sa
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kontinuiranom simetrijom za dimenzije d < 2. Nadalje u d = 4 NPRG formalizam
nije potreban s obzirom na to da aproksimacija srednjeg polja u tom rezimu postaje
egzaktna te se rezultati mogu dobiti trivijalno [20]. Stoga nadalje razmatranja su
ograniCena na d = 3 slucaj.

Pronalazenje efektivnog potencijala svodi se na rjesavanje jednadzbe:

p—T=~—

N U'(p)
F,
8mL Ten[ K2 }

te pronalazenje U’(p) iz kojega se integriranjem dobiva U(p). RjeSenja su karakterizi-
rana parametrom 7 kroz koji se daju informacije o temperaturi odnosno udaljenosti

sustava od faznog prijelaza. Formalno, rjeSenje za potencijal moze se pisati:

3 N, P
E{mﬁ:l/ MJFIP—8“G} (4.10)
0

N, 2

Iz navedenog izraza vidi se da se ¢lanovi ovisni od veli¢ini sustava pojavljuju is-
klju¢ivo u obliku L3U(p), Lp ili LT. To naznacava postojanje univerzalnosti s ob-
zirom na veli¢inu sustava. Drugim rije¢ima ovisnosti izmedu navedenih velic¢ina ¢e
biti jednake za bilo koje dimenzije sustava. 1z toga se moze zakljuciti da ¢e pravilno
uzimanje termodinacke granice podrazumijevati L7 = const. $to se prevodi u zahti-
jev L/ = const. iz jednadzbe (4.9). Kada bi se pri limesu 7 drzao fiksiranim to bi

rezultiralo znacajnim odmakom sustava od faznog prijelaza.

T —1)

Slika 4.1: Prva derivacija potencijala te odabiri dvaju ishodista specificiranih odabi-
rom parametra 7
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Slika 4.2: Potencijali za dva odabira parametra 7

4.2 Vijerojatnosni potencijal

Izvod vjerojatnosnog potencijala provodi se na identican nacin kao i u prethodnom
dijelu poglavlja. Jednadzba za vjerojatnosni potencijal, kao Sto je ve¢ reCeno, se raz-
likuje od jednadzbe za efektivni potencijal 4.3 u tome Sto se su sumama ne pojavljuje

nulti mod, odnosno:

1
F(A,
( V Ldz 2+V/ LdZRA+q _|_V/

Jednadzbu se moze nadopuniti na nacin:

1 N, 1 N, 1

2Ldzq:q2+V/+2Ldzq:RA+q2+Vf+2Ld7 2LAN2 4V

—FA V') = —

pri cemu se zadnji ¢lan zanemaruje zbog velikog nazivnika. Ovaj zapis omogucuje
da se provede jednaka analiza kao i u prethodnom poglavlju za efektivni potencijal.

Usporedbom sa jednadzbom (4.8) zakljucuje se da vrijedi:

Ny V'(p)
p_T:_Sﬂ_Ld2Fren|: 12 :| (411)

gdje se funkcional Eoen izvrednjava na analogan nacin kao i u prethodnom potpo-

glavlju samo sto je iz racuna izuzet nulti mod. Moze se pisati:
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i)

ren [l‘} = lim €$H2/A2/
d .
d d d\ e ™" 1
=2 (1-Z)-T(1-< 27 -
! [( 2) ( 2" +J§ i) wrjr @ (4.12)
d .
d d d\ e ™7 e —1
=z r(1-=)-T(1-= 2
e (o) o) 20

Iako je jednadzba (4.11) slicna jednadzbi (4.8) postoji bitne razlike. Konkretno ana-

lizom funkcionala F,.,(z) vidi se da ¢lan u raspisu (4.6) e */x generira divergenciju
za x = 0 $to na koncu ¢uva konveksnost efektivnhog potencijala U(p). Dodavanjem
¢lana x%/V’ upravo se navedena divergencija ponistava te se omoguc¢uje da V' pro-

mijeni predznak, odnosno funkcija dobiva lokalni ekstrem. Gledajuc¢i razvoj (4.12)

vidi se da ¢e se divergencija u funkcije F,.,(x) pojavljivati u argumentu x = —.
15 7
104 |
5 — 1
o~
=71 — Fren(a)
—10 4 ! Fren($)
| - =7
—15 T T T T T
—4 -2 0 2 4 6 8 10

Slika 4.3: Usporedba dvaju funkcionala pri izracunu vjerojatnosnog i efektivnog po-
tencijala

Zaklju¢no, pretedi izvod za efektivni i vjerojatnosni potencijal vidi se da su jedine
varijabilne veli¢ine o kojima potencijali ovise 7, L i N,. Ovisnosti o L se pojavljuju
isklju¢ivo u obliku LU (p) odnosno LV (p) ili L?~2p. Stoga su navedene veli¢ine
univerzalne odnosno ne ovise o mikroskopskim detaljima sustava izuzev parametra
N,. Navedeni zakljucak u suglasju je sa rezultatima danim u [21]. Usporedbom sa
numerickim rezultatima sugerirat ¢e se da takoder postoji odredena razina univer-
zalnosti s obzirom na parametar N, (Poglavlje 5.3).

Takoder zanimljiv aspekt vjerojatnosnog potencijala predstavlja dubina jame u
blizini kriticnosti. S obzirom na to da se u racunima (3.5) vjerojatnosni potencijal

pojavljuje kao bezdimenzionalna veli¢ina LV (p) promatrat ¢e se minimum bezdi-
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PEPPEFIFIIR INEVPEIITN. S

FE(p—7)

Slika 4.4: Prva derivacija vjerojatnosnog potencijala te odabiri dvaju ishodista speci-
ficiranih odabirom parametra 7

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5

Slika 4.5: Vjerojatnosni potencijali odredeni odabirom parametra 7

menzionalnog potencijala. S obzirom na to da se magnetizacija u kojoj potencijal
poprima minimum skalira sa p,.;, ~ L~%"? slijedi da ¢e u termodinamickoj granici
jama beskonacno smanjivati. Kako jama nestaje tako se vjerojatnosni potencijal sve
manje razlikuje od efektivnog te su u konacnici oba jednaka. To je u skladu sa izvo-
dom vjerojatnosnog potencijala gdje se u kontinuiranoj granici izraz za vjerojatnosni
potencijal ne razlikuje od izraza za efektivni potencijal, sto je razmatrano u (Potpo-
glavlje 3.2). Dodatno moZe se pokazati da vrijedi LYV (pyin) ~ L?2 [20]. Ono $to
je zanimljivo je da se takvo ponasanje moze objasniti pojavom doprinosa energiji od

valova magnetizacije [20].
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5 Numericka analiza za konacan N,

Numericka analiza O(N,) modela provodi se pomo¢u Monte Carlo simulacija. Najces¢i
algoritmi koji se koriste za analizu ovih i sli¢cnih modela su cluster algoritmi medu ko-
jima se izdvajaju Swendsen-Wang algoritam i Wolff algoritam. Wolffov algoritam
[22] je bolji u tome S$to simulacija brze konvergira termaliziranom stanju odnosno
autokorelacija brze trne u odnosu na Swendsen-Wang algoritam.

Za O(N;,) model particijska funkcija dana je sa:
Z:H/ dSyexp |8 ) Sy - Sy
xeA / Sn—1 (x,y)

pri ¢emu (-, -) oznacava da se sumira po prvim susjedima. Takoder uvodi se operator

R(r € S,_1) za koji vrijedi:

tada se Wolffov algoritam definira kroz korake [23]:
* QOdabire se nasumic¢ni vektor r € S,,_; i nasumicni ¢vor resetke x € A
+ Cvor z se dodaje u skup c.

* Pronalaze se najblizi susjedi y od = te se veza (xy) aktivira sa vjerojatnos¢u?

P(Sx,Sy) = 1—exp[min(0, fSx(R(r)—1)Sy)] = 1—exp[min(0, —25(r-Sx)(r-Sy))]

» Ako je veza aktivirana tada se stavlja y € ¢ te se ponavlja postupak za novo-
dodane ¢lanove u ¢ tako da se pretrazuju njihovi susjedi koji nisu ve¢ dodani u

c.
* Postupak se ponavlja do koraka u kojem se ne doda nijedan novi ¢lan u ¢
* Konacno se radi transformacija za svaki = € ¢ na nacin Sy — R(r)Sx

Numericka analiza se provela na nacin da se nakon svakog generiranja klastera
izracuna relevantna veli¢ina (S), pri ¢emu A oznacava da je rije¢ o prosjeku po

reSetci te se izraCunata vrijednost zabiljezava. Oc¢ekivano je da se izracunata veli¢ina

2Navedena vjerojatnost razlikuje se od one navedene u originalnom ¢lanku shodno zamjeni poretka
koraka
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znacajno ne razlikuje nakon jednog koraka odnosno da postoji korelacija te je stoga
potrebno odbaciti vrijednosti koje su u korelaciji. Da bi se odredilo vrijeme termali-
zacije signala \(t), pri cemu ¢ oznacava redni broj koraka, definirao se autokorelator
na sljedec¢i nacina:

T

A(r) = " A[t] - A[(t + 7) mod T

t=1
pri ¢emu se operacija mod 7 koristi iz prakti¢cnih razloga i ne utjece na provedenu
analizu te takoder treba uzeti u obzir da je u ovom slucaju signal vektorska veli¢ina.
Za signale koji sadrze veliki broj podataka autokorelacijska funkcija puno efektivnije

se moze racunati s pomocu identiteta (Dodatak A.1):

¢ijom se primjenom i implementacijom FFT-a vrijeme izracuna autokorelacijske funk-
cije znacajno smanjuje. Navedeni matematicki identitet jest iskaz Wiener-Khnichen
teorema [24].

Autokorelator generi¢no pokazuje snazan vrh oko ishodisSta te pada i prelazi u
rezim koji odgovara bijelom Sumu. Iz grafa vrijeme termalizacije ocitava se kao in-
terval Sirine vrha. Ako je vrijeme termalizacije usporedivo sa ukupnim vremenom
simulacije tada je dobivena distribucija ovisna o pocetnim uvjetima, odnosno ne re-

prezentira termalizirani sustav.

5.1 Primjenjivost Wolffovog algoritma

Prateci korake Wolffovog algoritma moze se zakljuciti da su sve moguce konfiguracije
dostupne odnosno algoritam osigurava ergodi¢nost. To se najbolje vidi iz ¢injenice
da postoji konacna vjerojatnost da se generiraju jednoclani klasteri koji uz pravilno
generirane vektore mogu odraditi transformaciju u bilo koju ciljanu konfiguraciju.
Ergodi¢nost ne garantira da nece postojati autokorelacija izmedu konfiguracija koje
su vremenski® bliske te upravo autokorelacijska funkcija sadrzi informaciju o karak-
teristicnom (termalizacijskom) vremenu koji je potreban da bi sustav zaboravio iz
koje je konfiguracije krenuo. Nadalje iz ergodicnosti slijedi da ¢e distribucija dobi-

venih konfiguracija konvergirati te ¢e se granicna distribucija moc¢i opazati ako je

3Vrijeme se odnosi na redni broj iteracije Wolffovog algoritma
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broj iteracija znatno ve¢i od termalizacijskog vremena. Konacno potrebno je odre-
diti grani¢ni oblik distribucije konfiguracija. Op¢enita jednadzba koja vrijedi i izvan

stanja ravnoteze [25]:

%:Z[ JP(v — 1) — puPp — v)]

v

pri ¢emu p,, oznacava relativno zaposjednuce stanja p u distribuciji te u grani¢nom
odnosno statickom slucaju ima interpretaciju vjerojatnosti nalaska sustava u stanju .
P(u — v) predstavlja vjerojatnost prelaska sustava iz konfiguracije p u konfiguraciju
v po jedinici vremena, odnosno u slucaju Wolffovog algoritma po jednoj iteraciji. Iz
zahtjeva egzistencije grani¢nog oblika distribucije slijedi da ¢e u vremenskom limesu
vrijediti:

Z pP(v— p) = Zp#P(u — V) (5.1)

Poznavanje amplituda P(- — -) omoguce izracunavanje vjerojatnosti zaposjednuca p
te je navedene amplitude moguce ekstrahirati iz koraka Wolffovog algoritma. Ipak
puno jednostavnije je gledati omjer P(v — u)/P(n — v) pri ¢emu se konfiguracije p i
v razlikuju za zrcaljenje jednog klastera operatorom R(r)*. Time se zaobilazi pozna-
vanje vjerojatnosti generiranja klastera koja je identi¢na u oba smjera $to je posljedica
relacije Ra- Rb = a-b. Jedini doprinosi koji se ne krate dolaze od vjerojatnosti da

se klaster zaustavi na rubu [23]:

Piu—=v) Ipyescl =P
Plv—p) H(xy)eacl - P
~ IHayeoe explming
B H(xy)eac exp|min (

—~| —
92]
%
UE
|
<
=

)
H(my)é@c 1 - P(R(I‘)Sx, Sy)

=exp |B Y Su(R(x)—1)Sy| =exp [B Y S,"Sy" —S'Sy*

(zy)€de (zy)€de

=exp | D S."Sy" —S:"Sy"| = exp[-BE, + BE,
(zy)eA

U navedenom racunu uzeto je da vrijedi = € ciy ¢ c. U zadnjem redu suma po rubu
prosirila se na sumu po Citavoj reSetci s obzirom na to da su ¢lanovi van ruba jednaki

iznosom.

4Vjerojatnosti koje se ne mogu tako prikazati nemaju doprinose
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Kombiniranjem navedene relacije sa (5.1) dobiva se da vjerojatnosti u grani¢noj
raspodjeli podlijezu Boltzmannovoj distribuciji odnosno distribuciji karakteristi¢noj

termaliziranom sustavu.

5.2 Analiza O(3) u 3D

U sljede¢im grafovima prezentirani su rezultati simulacije O(3) modela na reSetci di-
menzija 10 x 10 x 10. Generirano je po 10° iteracija Wolffovog algoritma za svaki
od odabira parametara te je simulacija radena na rasponu inverznih temperatura
g =0.5—0.7. Inverzne temperature su odabrane na takav nacin da su blizu kriti¢noj
inverznoj temperaturi . ~ 0.693(1) [26]. U navedenim grafovima je sa lijeve strane
normalizirani histogram odnosno razdioba vjerojatnosti P[p = %, 0] dok je sa desne
pripadni vjerojatnosni potencijal. Kao sto je ve¢ spomenuto u jednadzbi (3.5) vjero-

jatnosni potencijal moze se dobiti na nacin:

~ N, -2
LWV (p) = —In P[p, 0] + 5 Inp (5.2)

Iz grafova se opaza fazni prijelaz u vidu ubrzane promjene polozaja vrha razdi-
obe te se za § = 0.7 ve¢ opaza kvadraticni oblik oblik raspodjele u odnosu na
prijasnje raspodjele koje su imale rep, odnosno CLT pocinje biti ponovno primje-
njiv. Takoder za upotpunjenje analize predstavljene su autokorelacije u grani¢nim
slucajevima 5 = 0.5,0.7. Opaza se snazno smanjenje vremena termalizacije Sto je
posljedica ¢injenice da se porastom inverzne temperature povecavaju klasteri te ¢e se
u grani¢nom slucaju ¢itav sustav ponasati kao jedan klaster odnosno vrijeme terma-

lizacije Ce teziti nuli.

B =0.65 B =0.65

10 4

L3V (p)

T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.00 0.05 0.10 0.15
3 [2. 8] 3 [, 8.7

36



B =0.68 B =0.68

8 -
6 -
- 3
£ 41 >
~_
2 -
0 -
T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
SRR LS )
B =0.693 B =0.693

P(p)

L*V (p)

T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

L3V (p)

3 [2, S.]*
B8=0.7
6 -
4_
3 2
I
0
_2 -
1 T T 1

0.00 005 010 015 020 025 000 005 010 0.5 020 0.5
3 [2. 5] 3 [Z. 5]

37



B8 =0.5 B8 =0.7
12.5 H
0.5
3 10.0 - 3
~ ~
[} ]
‘S 0.3 - 7.5 5
] 8
L <
S 0.2 1 5.0 9
2 2
2 0.1 1 2.5 - \ Z
0.0 0.0
T T T T
0 100 200 300 0 100 200 300
Vrijeme Vrijeme

Slika 5.1: Autokorelacija rezultata za dvije rubne temperature

5.3 Analiza O(4) u 3D

Dani su rezultati simulacije O(4) modela na 10 x 10 x 10 reSetci pri ¢emu je gene-
rirano po 10° iteracija Wolffovog algoritma za svaki odabir parametara. Simulacije
su radene na rasponu inverznih temperatura § = 0.8 — 0.95 odnosno u blizini tocke
faznog prijelaza koji se nalazi u tocki 5, ~ 0.9360(1) [27]. Kao i u O(3) slucaju opaza
se promjena oblika distribucije van faznog prijelaza. Takoder dane su autokorelacije

za rubne simulacije. Oc¢ekivano, ponovno se opaza jako smanjenje vremena termali-

zacije pri ulasku u uredenu fazu.

B=0.9 B =0.9
12 A
10 4
8 -
6 -
4 -
2 -
0 -
1 I I
0.00 0.05 0.10 0.15 0.00 0.05 0.10 0.15
3 [2. 5] 3 [, 8.7

38

L*V (p)



B =091 B =0.91

10 A
8
6 -
2 2
" 4 =
~_
2
0
T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
£ =0.92 £ =0.92
- s
xE: m>
_
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
5[, 8:)° 3 [2. 8]
B =10.95 B =10.95
12 A
4 -
10 +
8 - 21 —
2 2
xEr 6 0 - m>
~_
4 - _g -
2
—4
0 - T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Konac¢no, moguce je dati usporedbu numerickih rezultata za konacan N, sa ana-
litickim rjeSenjem za limes N, — oo. S obzirom na to se polozaji minimuma razlikuju,
grafovi su crtani na skali p/py pri ¢emu py oznacava toc¢ku u kojoj graf sijeCe x-os. Vidi
se znatna sli¢nost $to naznacuje da racun u prijasnjem poglavlju nije samo akadem-
ske prirode ve¢ pokazuje kvalitativno jednako ponasanje kao i sustavi sa kona¢nim
N,. Ono Sto je osobito zanimljivo jest da ako se funkcije skaliraju na takav nacin

da su im i minimumi normalizirani, odnosno ako se nacrta ovisnost V'(p)/V,.:,, linije

39



B8=08 B =0.95

1.50 1 12.5 -

1.25
3 10.0 - 3
~ 1.00 - ~
) 7.5 - )
& 0.75 K
5 5.0 g
5 0 -
§ 0.50 + §
< 0.25 2.5 <

0.00 0.0

T T T T
0 100 200 300 0 100 200 300
Vrijeme Vrijeme

Slika 5.2: Autokorelacija rezultata za dvije rubne temperature

se u potpunosti podudaraju i.e. funkcija je univerzalna u odnosu na N,. Ako se taj
zakljucak prihvati, na osnovu predstavljenih numerickih rezultata, tada je egzaktni
oblik navedene krivulje upravo dan racunom vjerojatnosnog potencijala u N, — oc.

Stoga vjerojatnosni potencijal za svaki kona¢ni N, moZze se pisati:

d ~ , P
LV (p) = Nsa(Ns)Fyuniv {—po(Ns)} (5.3)

gdje funkcije a(Ny) i po(IVs) nose glavne informacije o N, koje sadrzi vjerojatnosni

potencijal u kriticnosti.
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Slika 5.3: Vjerojatnosni potencijali u ovisnosti o skaliranoj varijabli za 5 = f,
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Slika 5.4: Skalirani vjerojatnosni potencijali u ovisnosti o skaliranoj varijabli za g =

Be
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6 Zakljucak

U ovom radu dan je pregled odabranih metoda koje se mogu koristiti za opis sta-
tistiCkih sustava. Posebna pozornost dana je NPRG pristupu koji daje dobar opis
sustava u blizini kriti¢nosti Sto je postignuto postepenim dodavanjem doprinosa koji
dolaze od fluktuacija. Centralni dio rada je pronalazenje distribucije vjerojatnosti
magnetizacije u blizini kriticnosti te NPRG metoda daje nelinearnu diferencijalnu
jednadzbu za navedenu veli¢inu, kroz jednadzbu toka. Navedena jednadzba nije
trivijalna za rijesiti, no u limesu Ny, — oo moguce je nalaZenje egzaktnog rjesSenja.
Za navedeni slucaj dan je analiticki rezultat za relevantnu veli¢inu u ra¢unu dis-
tribucije vjerojatnosti - vjerojatnosni potencijal. U blizini kriti¢nosti vjerojatnosni
potencijal bitno mijenja oblik i.e. pojavljuje se lokalni minimum. Pojava takvog
ponasanja moZe se objasniti time da se u blizini kriti¢nosti generiraju klasteri us-
poredivi s veli¢inom sustava te se unutar njih pojavljuju efektivni stupnjevi slobode
uredene faze, magnetizacijski valovi. Takoder demonstrirana je univerzalnost s ob-
zirom na variranje veli¢ine sustava. Pomoc¢u navedene univerzalnosti pokazano je
da u termodinamickom limesu vjerojatnosni potencijal postaje efektivni potencijal te
gubi minimum. Nadalje dan je kratki osvrt na Monte-Carlo metodu, odnosno Wol-
fftov algoritam, ¢ijom su se implementacijom dali numericki rezultati za N, = 3,4.
Kona¢no dana je usporedba numerickih rezultata sa analitickim te je pokazano da
slu¢aj N, — oo, uz prigodna skaliranja, u kriti¢nosti pokazuje identicno ponasanje
kao i numericki rezultati. To upucuje na odredenu razinu univerzalnosti s obzirom

na parametar N;.
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Dodaci

Dodatak A Diskretni Fourierov razvoj

Svrha sljedece procedure jest generalizacija metoda Foureierovog transformata sa
kontinuiranih funkcija na funkcije definirane na d dimenzionalnoj resetci sa N ¢vorova

¢x. Slican izvod uraden je u [28].

¢x = 1]\/, ; eikxqgk

2

pri ¢emu je N = [[, N; dok su k vektori na jo$ uvijek neodredenoj reSetci koja ima
¢vorova toc¢no toliko koliko i pocetna resetka sto je dano zahtjevom da je navedena

transformacija invertibilna. Dodatno se namec¢u von Karmanovi rubni uvijeti tj.:

¢X+Niai - ¢z

pri ¢emu su a; bazni vektori poCetne reSetke. Navedeni zahtjev za sobom povlaci:

pikaiNi _ |

te se navedena jednadzba moze razrijesiti odabirom baze b; recipro¢ne resetke tako

da vrijedi:

te se takvi vektori uvijek mogu definirati pri ¢emu vrijedi:

b; = j\i/;szlkg...kd H a;(é)
j#i
pri cemu je ay) dano kao j-ta komponenta baznog vektora a;, N; prigodna normali-
zacija te dodatno vrijedi sumacija u ponovljenim indeksima. Da bi se odredila $irina
reciproCne reSetke uzima se u obzir da najmanja valna duljina koja ima smisla je
ona koja je dvostruko veca od udaljenosti susjednih ¢vorova, odnosno u slucaju da je
jednaka razdaljini susjednih ¢vora tada bi svi koeficijenti u razvoju bili identi¢ni od-

nosno ekvivalentni sluc¢aju kada je valna duljina beskonacna. To se prevodi u zahtjev

43



da vrijedi:

k = mibi

N; < < N;
2 2

Nadalje ako se uvede pomoc¢na notacija:

qbniﬁi = ¢n1n2...nd
¢mibi = ¢m1m2...md

tada se transformacija izmedu resetki moze zapisati u tenzorskom obliku:

¢n1n2...nd: HT&ZW@ ¢m1m2...md

7

pri temu vrijedi [7"] = ¢V:"™™ te u matri¢nom zapisu navedena transformacija

ima oblik Vandermondeove matrice. Nadalje moze se pokazati da ¢e determinanta

navedene matrice biti razli¢ita od nule [29] ako i samo ako vrijedi:

/

- 27 - 27
/ 151N 151N
n,#n,=>eNi ' Feli

$to je ocito istina s obzirom na to da vrijedi n; € {0, 1, ..., N; — 1} ¢ime se pokazalo da
je navedena transformacija dobro definirana odnosno ima inverz te se moze pokazati

da je on egzaktno dan (neovisno o veli¢ini resetke) sa:

s

[T(i)_l]mmi =e N

odnosno:
7 1 —ikx
= — e x
v DIl

Analogno se mogu raditi transformacije i na tenzorima definiranim na reSetci pri

cemu Ce od vaznosti biti tenzor invarijantan na translacije:

Kx+i,y+i =K

X7y

te se u tom slucaju transformacija moze definirati kao:

1 .
k
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Uz ovako definirane transformacije i pretpostavku da su varijable realne (¢x = ¢)

slijede identiteti:

Z ¢x¢x - Z lzjkék
X k
Z wax,y¢y = Z szf(k(;k
X,y k

A.1 Wiener-Khinchin teorem

S obzirom na to da je se diskretni FFT u Python-ovoj biblioteci scipy.fft implementira

uz normalizaciju:

Ty = % Z K7y

Kk
Tk = g e~ kg
X

tada slijedi da za DFT izraza:

AT = Z )\X)\X+T

se dobiva:

§ —1iqT

Aq = e d AXAX+T
X,T
1 —iqrti i

_ § { e—tar 2q1x+zq2(x+7—)>\

N2

X,7,d1,92

- E :5q,q25q1,—qz)‘q1)‘qz

q1,92

= AgAq = ‘)‘q|2

A

q17'q2

te upravo slijedi:
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Dodatak B Hubbard-Stratonovich transformacija

Hubbard-Stratonovich transformacija se esencijalno sastoji od primjene identiteta

[5]:
detA ) i
M/_ H dl’z exXp ( szz]l'] + .IzSZ) = exp <§SIA1]15]>

pri cemu je A pozitivno definitna matrica, odnosno simetri¢cna je i sve svojstvene

vrijednosti su joj pozitivne iz ¢ega se moze pokazati da je i invertibilna. Nadalje ako

se uzme particijska funkcija O(/N') modela:
=Y exp (—H[S]) = H/ dS, exp (— Hy[S])
s] x /Sx€Sn-1

pri ¢emu se sumira po svim konfiguracijama spinova tako da vrijedi S.* = 1 pri

¢emu je hamiltonijan dan izrazom:
Hy[S] = =Sy iy Sy — M5y

pri ¢emu je S° i-ta komponenta S, spina. Primjenom Hubbard-Stratonovich transfor-

macije na Boltzmannove tezine dobiva se izraz:

1 i 3 i Ql _ 7 ) 7 7 7
exp (§Sxe7ySy + thx) - \/ 27T NdetJ/ Hdd] exp <__ X XY¢ (wx + hX)SX)

Nadalje radi se transformacija ¢}, = Jy ¢!, — h ¢ime se dobiva:

Z[h] = exp (- hiJ hz>Z[h] (B.1)

QXXy

> detJ [ i 1 i i i i i
T oy e Er—

Nadalje zamjenom redoslijeda integracije te integriranjem po spinovima dobiva

se:

Sn2)" det] [ Z. L
((%)N / [T dekexp (—§¢xe,y¢y + R+ InF, (Ay)>
X ix v
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pri cemu vrijedi:

2
Ay = Z qb; ;’Jx7y‘]x’,y = %Z [Z GikyQSf(Jk]

;. -
x’x 7Z K2

te je funkcija F,,_;(a) dana izrazom:

_ ' 2%71 ar __ m F(%)F(mTH)
Fk>2(a)—/_ldx(1—x) e = Z a 2F(m+1)l“(k+’g“)

m—paran

Dok su Fj ; razli¢itog oblika, no i dalje parne funkcije.
Podesno je prije¢i u k prostor te sve veli¢ine transformirati na nac¢in dan u (Doda-

tak A) i iskoristiti prigodne identitete (Dodatak A) ¢ime se dobiva:
(Sn—2)N detJ [ i L, i i i
sl 1‘1([ Ay exp | —5 okl + hidi + ; In F,_; (Ag)
U aproksimaciji prvih susjeda vrijedi:
d
Jx = Z 2.J; cos (ka;)
i=1

pri cemu je J; integral preskoka na prvog susjeda u smjeru a;.

Komplicirani ¢lan u eksponentu se moze razviti te poprima oblik:
Z ln F (Ay) = C + Cl(ﬁiqﬁi‘( + CQkQ(ﬁiQﬁ( + C35k+k’+k”+k’”,0¢i{¢i{/ (bi//ﬁb{{m + ...
y
Razvojem Citavog eksponenta i prelskom u kontinuiranu granicu moze se pisati

A 2 A
Siohl = [ (V0P + 50+ &P —ho+ .

pri ¢cemu su uvedene konvencionalne pokrate za konstante. Zaklju¢no, uz pokratu za

mjeru, particijska funkcija poprima izraz:

2= 4 / Do exp (— S, h])

Potrebno je imati na umu da momenti distribucije varijable ¢ nisu jednaki momen-
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tima distribucije magnetizacije zbog relacije (B.1). Svejedno u odsustvu vanjskoga

polja vrijedi (S) = (¢).

Dodatak C Metoda najbrZzeg spusta

Metoda najbrzega spusta esencijalno je razvoj integrala

b
Z(N) :/ dz e >/

po malom \.
Metoda se temelji na Taylorovom razvoju funkcije f(x) i uvodenju supstitucije

y = z/+/\. Odnosno vrijedi:

Ry (A L LRIy

Moze se pisati:

(b—zs5)/VX
Z(A) = Ve x/@) / dwe~ 3 TAE OV
(a—zs)/VA

Razvojem eksponencijalne funkcije po v\ uz pretpostavku da ostatak konvergira te

uz pretpostavku da z, € (a, b) dobiva se:
T(A) = V2mre M@ [f7(2,)] V2 4 e 3@ 0 (N)

Navedena metoda se prirodno generalizira i na slucaj kada se u integrandu nalazi
funkcija g te opcenitosti radi se uzima da su funkcije u pitanju funkcije vise varijabli.

Ako se integral definira kao:

tada vrijedi jednakost [12]:

T\ = @A) 292, ..., 2 D) 3@ et H V2 4 O(APD/2)
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pri éemu je H; hessian funkcije f dok su koordinate z(*) definirane na nadin:

0
2l af?) =0

te da bi aproksimacija vrijedila stacionarna tocka se mora nalaziti unutar dome inte-

gracije (x§°>, e x&o)) eD.
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