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Sazetak

Tradicionalno, problemi iz podrudja elektrostatike rjeSavaju se analitiCckim
metodama. Medutim, s porastom sloZenosti sustava, analiticka rjeSenja
postaju nedostupna ili previSe kompleksna za izvodenje. U takvim situ-
acijama, numericke metode postaju neophodan alat za analizu elektri¢nih
polja i potencijala. Ovaj rad prikazuje primjenu numeri¢kih metoda u
rjeSavanju problema iz elektrostatike koriStenjem programskog jezika Ju-
lia. Koristenjem metode momenata (MoM, eng. Method of Moments) i me-
tode konacnih elemenata (FDM, eng. Finite Difference Method) prikazali smo
mogucnost rjeSavanja Laplaceove jednadzbe numeri¢kim metodama koje su
nam omogucile da dobijemo aproksimacije potencijala i raspodjele naboja
tamo gdje analiticka rjeSenja postaju suvise kompleksna. Implementacija u
Juliji pokazala se efikasnom i brzom za izracune te vizualizaciju rezultata, Sto
potvrduje vrijednost Julije kao alata u znanstvenim i tehnickim podru¢jima.

Kljucne rijeci: Elektrostatika, numericke metode, Laplaceova jednadzba, Ju-
lia, metoda momenata, metoda konacnih elemenata



Numerical Problem Solving in Electrostatics
with the Julia Programming Language

Abstract

Traditionally, problems in the field of electrostatics are solved using analyti-
cal methods. However, as the complexity of systems increases, analytical so-
lutions become unavailable or too complex to carry out. In such situations,
numerical methods become an essential tool for the analysis of electric fields
and potentials. This work presents the application of numerical methods
in solving electrostatic problems using the Julia programming language. By
utilizing the Method of Moments (MoM) and the Finite Difference Method
(FDM), we demonstrated the capability to solve Laplace’s equation with nu-
merical methods that allowed us to obtain approximations of potentials and
charge distributions where analytical solutions become too complex. The
implementation in Julia proved to be efficient and fast for computations and
visualization of results, confirming the value of Julia as a tool in scientific
and technical fields.

Keywords: Electrostatics, numerical methods, Laplace’s equation, Julia, met-
hod of moments, finite difference method
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1 Uvod

Tradicionalno, problemi iz podrucja elektrostatike rjesavaju se analitickim metodama.
Medutim, s porastom slozenosti sustava, analiticka rjeSenja postaju ili nedostupna ili
previSe komplicirana za izvodenje. Takve situacije gotovo su neizbjezne zbog kom-
pleksnog matematickog alata koji se koristi u elektrostatici pa numericke metode
postaju neophodan alat za analizu elektri¢nih polja i potencijala. Numericke metode
koje koristimo zamijenit ¢e kompleksne jednadzbe s jednostavnijima ali po cijenu
povecavanja broja samih jednadzbi koje moramo rijesit. Koliko god nam to olaksalo
matematicki alat, zbog same koli¢ine jednadzbi, rjeSenje nam ne postaje dostup-
nije. Na srecu, koli¢ina jednadzbi koja ljudima predstavljaju sate i dane, racunalu
predstavljaju stotinke sekunde. Ovaj rad prikazuje primjenu numeri¢kih metoda u
rjeSavanju problema iz elektrostatike koristenjem programskog jezika Julia.

U prvom dijelu rada predstavljeni su osnovni principi elektrostatike. Elektri¢ni
naboj i njegova svojstva, elektricna sila, elektri¢cno polje i potencijal. Takoder, obradit
¢emo klju¢ne jednadzbe, izvesti ih i diskutirati njihov fizikalni smisao. Uvod u elek-
trostatiku zavrsavamo s Poissonovom i Laplaceovom jednadzbom koje ¢emo dalje u
radu numericki rjeSavati.

Drugi dio rada fokusira se na programski jezik Julia. Relativnho nov, izuzetno
mocan programski jezik, koji je posebno razvijen za visoke performanse u znans-
tvenim i tehnickim podru¢jima. Julia nudi jedinstvenu kombinaciju brzine, koja
je usporediva s tradicionalnim jezicima poput C-a, i jednostavnosti sintakse karak-
teristicne za jezike poput Pythona. Ukratko ¢emo pokazati njegovu povijest, ra-
zvoj i mogucnosti, s posebnim naglaskom na prednosti koje nudi u znanstvenim
izracunima. Pokazat ¢emo na primjerima korisStenje raznih paketa u kojima lezi dio
snaga Julije.

Glavni dio rada detaljno se bavi metodama za numericko rjeSavanje problema
u elektrostatici, pri ¢emu su naglasak dobile metoda momenata (MoM) i metoda
konacnih elemenata (FDM). Ove metode predstavljaju moc¢ne alate za analizu elek-
trostatike, posebice kada se radi o slozenim sustavima koji se ne mogu rijesiti ana-
litickim putem. Cilj je pokazati kako se ove numeritke metode mogu koristiti za
ucinkovitu diskretizaciju prostora i rjesavanje problema koji ukljucuju interakcije
elektricnih naboja i polja. Prvi problem koji ¢emo rjesavati je distribucija naboja
na metalnoj plo¢i na nacin da ¢emo plocu podijeliti na N malih dijelova i na taj
nacin ¢emo problem diskretizirati i svesti na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi.
U drugom problemu trazit ¢emo oblik potencijala u prostoru tako Sto ¢emo pros-
tor podijeliti na N toCaka u kojima ¢emo traziti potencijal. RjeSenje ¢emo takoder
prosiriti na sve tocke prostora i usporediti s analitickim rjeSenjem.



2 Elektrostatika

Generalno govoredi, elektri¢ne i magnetske pojave ne promatramo zasebno jer pro-
mjena jedne pojave uzrokuje drugu i obratno. U sustavima u kojima nema vremen-
skih promjena elektri¢cnog i magnetskog polja, odnosno kada su sve vremenske de-
rivacije jednake nuli, mozemo razdvojiti elektri¢ne i magnetske pojave u dvije neza-
visne kategorije.

Uvjet elektrostatike: V X E=0 2.1)

U tom kontekstu, elektrostatika se bavi proucavanjem svojstava sustava s prostorno
odvojenim, statiCnim pozitivnim i negativnim elektricnim nabojima, pri cemu je cijeli
sustav neutralan u smislu ukupnog naboja. U ovom radu bavit ¢emo se rjesavanjem
upravo takvih sustava.

2.1 Elektri¢ni naboj

Elektri¢ni naboj je fundamentalna fizikalna veli¢ina koja opisuje svojstvo Cestica koje
uzrokuju elektri¢no polje i elektri¢nu silu. Elektri¢ni naboj ima tri osnovna svojstva.

I. Dva tipa naboja
Poznajemo dva tipa naboja, koje nazivamo “pozitivni” i “negativni” jer se njihovi
ucinci medusobno ponistavaju. Naboji zapravo nisu ni pozitivni ni negativni,
oni su izvori i ponori elektricnog polja no mi smo im dodijelili pozitivan i ne-
gativan predznak jer nam to matematicki lako i intuitivno objasnjava da ako u
nekoj tocki prostora imamo pozitivan i negativan naboj to je isto kao da naboja
i nema.

II. Naboj je o¢uvan
Sav naboj koji sada postoji, oduvijek je postojao. Dakle, ukupni naboj u svemiru
je konstantan. Ovo se naziva globalna o¢uvanost naboja. Takoder vrijedi i
lokalna oc¢uvanost naboja koja znaci da naboji ne mogu prije¢i s jednog mjesta
na drugo bez nekog kontinuiranog puta sto globalna o¢uvanost naboja dopusta
jer se ukupni naboj i dalje nije promijenio. Iz ovog svojstva slijedi jednadzba
kontinuiteta

E—FV-J:O (2.2)

III. Naboj je kvantiziran
Naboj dolazi u cjelobrojnim viSekratnicima elementarnog naboja e ~ 1.602 x
10712 C pa je tako naboj elektrona —e, protona +e¢ i nikada nismo nasli ¢esticu
naboja npr. 3¢ ili nesto sli¢cno. S obzirom na to da je elementarni naboj iz-
razito mala jedinica, Cesto je u prakti¢nim sluc¢ajevima prihvatljivo zanemariti
kvantizaciju u potpunosti i tretirati naboj kao kontinuiranu veli¢inu kao $to je
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u prakti¢nim slucajevima prihvatljivo gledati na vodu u cijevi kao kontinuiranu
tekucinu iako znamo da je to zapravo skup diskretnih jedinica (molekula).

2.2 Elektri¢na sila i Coulombov zakon

Elektri¢na sila jedna je od temeljnih sila u prirodi, odgovorna za interakcije izmedu
elektri¢ki nabijenih ¢estica. Cesto ju zovemo i “kulonova” ili u $irom kontekstu ”elek-
tromagnetska” sila. Temeljni zakon koji opisuje elektri¢nu silu izmedu dvije tockaste

Cestice je Coulombov zakon

7 1 4@
F(r)= —
(7) dmey n?

(2.3)

Gdje je 77 vektor koji pokazuje od naboja ¢ koji se nalazi u to¢ki na koju pokazuje r’

FQq

Slika 2.1: Skica dva istoimena naboja s vektorima sile

do testnog naboja () koji se nalazi u tocki na koju pokazuje 7.

iq=7—1 (2.4)
Elektri¢na sila djeluje u smjeru 7 i moze biti privlacna ili odbojna ovisno o predznaku

naboja
2

Konstanta ¢, zove se permitivnost vakuuma i iznosi ¢, = 8.85 x 1072 NC—m2 Za druge
linearne, izotropne i homogena materijale, permitivnost ¢ je dana izrazom e = ke,
gdje je k relativna permitivnost materijala.

Sila kojom testni naboj @) djeluje na naboj ¢ mora biti, po III. Newtonovom zakonu
suprotne orijentacije, ali jednakog iznosa sili kojom naboj ¢ djeluje na testni naboj Q.
Iz definicije vektora 71+ vidimo da ée u tom slu¢aju 7 pokazivati na naboj ¢ jer je to
to¢ka gdje je promatramo silu, a vektor r’ pokazuje na testni naboj Q jer je taj naboj
u ovom slucaju ”izvor” sile.

f=r —F=—q (2.5)
- 1 R -
Ry = —4W€0qn—?n — _F/ (2.6)



2.3 Elektricno polje

Za elektricnu silu vrijedi princip superpozicije pa silu kojom N naboja djeluje na
testni naboj () mozemo zapisati kao sumu sila svakog pojedinog naboja ¢; na testni
naboj Q)

Slika 2.2: Skica N naboja koji djeluju na testni naboj @

N
F=S"F (2.7)
=1
ﬁ:‘9<%m+%m+m+%m) (2.8)
47TGO U 2 U

Definiramo novu veli¢inu koja ¢e ovisiti samo o nabojima ¢ - elektri¢no polje

1 =

E=— (2.9)
Q
1 q;
E(r) = I 2.10
Primjer elektri¢nog polja za jedan naboj ¢ u ishodi$tu r* = 0:
P=0—>7q="r (2.11)
_ 1 g¢q

E(F) = —7 2.12
(7 4Amey 12 " ( )
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Iznos elektri¢nog polja E je obrnuto proporcionalan s kvadratom udaljenosti te je
konstantan na kruznici radijusa r. Orijentaciju odreduje predznak naboja ¢q. Nacr-
tamo li graf za nekoliko veli¢ina » mozemo vidjeti izgled elektri¢nog polja oko jednog
naboja ¢. Uo¢imo da kada je naboj pozitivan tada vektori elektri¢nog polja E poka-
zuju od njega, a kada je naboj negativan tada vektori elektri¢nog polja E pokazuju

prema njemu.

Ovdje uvodimo aproksimaciju da je u nekom volumenu konfiguracija naboja konti-
nuirana i uvodimo gustoéu naboja. To nam omogucuje da iz diskretnog oblika, koji
je operativno neupotrebljiv zbog velikog broja naboja, predemo u integralni oblik.
Ovisno o problemu, nekada mozemo zanemariti neke dimenzije pa definiramo tri
gustoce naboja. Linijska A\, povrSinska ¢ i volumna p gusto¢a naboja. Pomocu gustoca
naboja moZemo napisati infinitezimalni dio naboja dgq i tako prijeéi iz integrala po dq
u integral po dl, da ili dr.

Linijski (1D):

P
7
dl’
L 1 A7)

Povrsinski (2D):



=)

By = //S AGOPFN 2.14)

Volumni (3D):

2o L e
E(F)_MGO///V p 7 dr (2.15)

Iz ovih izraza vidimo stvarnu fizikalnu definiciju vrsta naboja iz svojstva 1. Jedna
vrsta naboja je izvor elektri¢cnog polja i toj vrsti smo podijelili pozitivan predznak, a
druga vrsta ponor elektricnog polja i toj vrsti smo podijelili negativan predznak.

2.4 Gaussov zakon

Gaussov zakon, jedan od temeljnih zakona elektrodinamike, predstavlja klju¢nu kom-
ponentu Maxwellovih jednadzbi i opisuje vezu izmedu toka elektricnog polja i obu-
hvacdeno elektricnog naboja. Krenimo od primjera 2.3 i promotrimo tok elektricnog
polja kroz sferu radijusa R za jedan naboj u ishodi$tu. Tok vektorskog polja! pred-
stavlja ukupnu koli¢inu “protoka” vektorskih veli¢ina kroz danu povrsinu. Definiramo
ga kao integral normalne komponente vektorskog polja kroz zadanu povrsinu

@:/V.dg (2.16)
S

U naSem sludaju radi se o elektricnom polju ali tok i Gaussov teorem, iako su nasli na najveéu
primjenu u elektrodinamici, svakako nisu jedini primjer upotrebe.

6



Trenutno nas ne zanima bilo kakvo vektorsko polje ve¢ elektri¢no polje ¢iji oblik

Znamo
o _]{ 1 q . da (2.17)
A 47T60R2T ¢ '

Uvrstimo standardni izraz za infinitezimalni dio povrsine da u sfernom koordinatnom

sustavu:
Oy = 7{ L9 5) (R sin bdgdor) (2.18)
s \ 4meg R?
$py— 1 ]4 sin 0d0dd — —1—4x (2.19)
Amey Jg 4meq
j{E di=4 (2.20)
S €0

Izraz (2.20) zovemo integralnim oblikom Gaussovog zakona

Ukupni tok elektri¢nog polja kroz zatvorenu povrsSinu S proporcionalan je obuhva¢enom
naboju g.

Primjer: Tok elektricnog polja za N obuhvacenih naboja

Kao na slici 2.3 zamislimo da imamo N naboja koje smo obuhvatili nekom povrSinom
S.

Za elektri¢no polje vrijedi princip superpozicije:

WE
o1

Euk = (2.21)
=1
Tok ukupnog elektri¢nog polja E,;, glasi:
N
f{ By -dd =) f{ E; -da (2.22)
S — Js
N 4
Ey. - dd = = (2.23)
]i ’ ; €o
f By - da — 2ENe (2.24)
s €o

Dosli smo do pune definicije integralnog oblika Gaussovog zakona. Ukupni tok elek-
tricnog polja kroz zatvorenu povrSinu S proporcionalan je ukupnom obuhvaé¢enom
naboju Qgnc.

Ukupni naboj unutar zatvorene povrsine ()gyc predstavlja klju¢nu veli¢inu u Ga-
ussovom zakonu, koji kvantitativno opisuje ponasanje elektricnog polja. Iako ovaj
zakon ne sadrzi nove informacije u odnosu na Coulombov zakon i princip superpo-
zicije, njegova je primjena izrazito moc¢na. Kljutna znacajka Gaussovog zakona lezi
u ponasanju elektri¢cnog polja kao funkcije udaljenosti % jer bez ovog odnosa ne
bi doslo do klju¢nog kracenja radijusa, a sam tok elektricnog polja ovisio bi o spe-
cificnom obliku povrsine, a ne samo o koli¢ini naboja unutar nje. Ovakva analiza ima

7



Siroku primjenu, a sli¢ne zakljucke mozemo donijeti i za zakone kao $to je Newtonov
zakon gravitacije, koji takoder slijedi vlastiti oblik Gaussovog zakona.

Iz integralnog oblika lagano mozemo preci u diferencijalni oblik koristenjem Ga-
ussovog teorema koji kaze da je ukupni tok vektorskog polja kroz zatvorenu povrsinu
S jednak zbroju svih izvora i ponora tog polja u volumenu omedenom povrSinom S.

jéx?-da:///v(v-V)dT (2.25)

Koriste¢i definiciju volumne gustoce naboja p (Qznc mozZemo zapisati kao:

Qenc = ///V p(ﬁ)dT’ (2.26)

Uvrstavanjem u integralni oblik Gaussovog zakona dobijemo izraz:

fosa- L
/// VdT_—/// (P)dr (2.28)

v.v =20 (2.29)

€0

@l

2.5 Elektric¢ni potencijal

Elektri¢no polje E nije bilo kakvo vektorsko polje. U elektrostatici elektri¢no polje je
vektorsko polje kojem je rotacija jednaka nuli?.

VxE=0 (2.30)

Posljedica toga je da vektorski problem pronalaZenja elektri¢nog polja £ moZemo
pojednostaviti na skalarni problem. U tu svrhu koristit ¢emo Helmholtzov teorem
koji kaze da svako vektorsko polje, Cija je rotacija jednaka nuli, mozemo zapisati kao
gradijent neke skalarne funkcije.?

VxE=0aE=-VV (2.31)

Iz tog izraza proizlaze jos nekoliko korisnih izraza:

b
Integral / E-dl je neovisan o putu (2.32)
j[ﬁ dl=0 (2.33)
Skalarna funkcija V' nije jedinstvena. (2.34)

Definiramo elektri¢ni potencijal kao skalarnu funkciju oblika:

V(i) = — / ' E(7) -dl (2.35)

2Rotacija vektorskog polja je vektor pa je preciznije re¢i nulvektor 0 ali jednostavnosti radi kazemo

nula
3Minus predznak ovdje nije definiran matematikom ve¢ ¢injenicom da smo pozitivine naboje defi-

nirali kao izvor elektri¢nog polja



I. Ekvipotencijalna ploha
Mozemo definirati plohu na kojoj je potencijal konstantan. Tu plohu zovemo
ekvipotencijalna ploha ili samo ekvipotencijala

II. Za potencijal vrijedi princip superpozicije

V() = ValP) (2.36)

III. Potencijal je neovisan o ishodistu
Iz definicije potencijala vidimo da je to linijski integral od ishodista do neke
tocke 7 ali ishodiSte moze biti bilo gdje. Matematicki je to vidljivo kada pro-
bamo pomaknuti ishodiste.

VI(F) = — /E cdl (2.37)
O r
V/(;)__/ E.df—/ﬁ-df (2.38)
! o
V() = K + V(F) (2.39)

Zato je potencijal u jednoj tocki "besmislen”.

Ako je potencijal u jednoj tocki "besmislen”, ono $to nije besmisleno je razlika po-
tencijala - napon

b @
V(b) — V(a) :—/ E-df+/ E-dl (2.40)

0 0

b Ja_

:_/ E-dl—/ E-di (2.41)

0 a

— l;—» —
V) — V(@) :—/ Fed (2.42)

Razlika potencijala je linijski integral koji ne ovisi o putu ve¢ samo o pocetnoj i kraj-
njoj tocki.

2.6 Poissonova i Laplaceova jednadzba

Primijenimo li divergenciju na (2.31)* dobit ¢emo jednadzbu koju zovemo Poisso-
nova jednadzba

Vx(-vv)=2 (2.43)

vy = E (2.44)

4Zapravo uvr$tavamo (2.31) u Gaussov zakon



Operator V2 zovemo Laplace operator ili Laplasjan.
Poissonova jednadzba je parcijalna diferencijalna jednadzba ce rjeSenje daje poten-
cijal za zadanu gusto¢u naboja.

1 p() .,
V() = o / / /V ar (2.45)

Ako u podrudju rjesavanja jednadzbe nema gustoce naboja, tada govorimo o Lapla-

ceovoj jednadzbi
V2V =0 (2.46)
82 2 82
@V(m, y,z) + a—yQV(x, y,2) + @V(x, y,2) =0 (2.47)
U 1D slucaju, jednadzba se svodi na:
d2
d—xQV(x) =0 (2.48)

Da bi rijesili ovu jednadZbu potencijal IV moramo integrirati po = dva puta. Funkcija
koju dobijemo bit ¢e oblika:
V(z) = Cix + Cqy (2.49)

(' i Cy su konstante koje su odredene rubnim uvjetima. Za primjer moZemo uzeti
rubne uvijete:

V(z1) =0, V(z2) = Vinae (2.50)
(2.51)

To nam daje sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice Cije rjeSavanje ¢e nam dati
vrijednost C; i Cs

Cll'l + 02 =0 (252)
Cll’z + CQ = Vmam (253)

Medutim, u 2D i 3D sustavima jednadzbe postaju sve slozenije za rjeSavanje do
te mjere da, u odnosu na probleme koji se ne mogu analiticki rijesiti, postoji vrlo
ograniCen broj problema za koje je analiticko rjeSenje moguce pronadi. U takvim
situacijama, preostaje nam primjena razlic¢itih numeric¢kih metoda.
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julia

U ovom radu koristit ¢emo programski jezik Julia. Relativno nov, ali izuzetno moc¢an
programski jezik, koji je posebno razvijen za visoke performanse u znanstvenim i
tehnickim podrucjima. Julia nudi jedinstvenu kombinaciju brzine, koja je usporediva
s tradicionalnim jezicima poput C-a, i jednostavnosti sintakse karakteristicne za je-
zike poput Pythona. Njena glavna prednost lezi u moguénosti pisanja lako ¢itljivog
koda koji se moze izvrSavati s visokim performansama, $to je od presudne vaznosti
za rjeSavanje zahtjevnih numerickih problema.

3.1 Povijest i razvoj

Julia je prvi put predstavljena 2012. godine od strane tima istrazivaca s MIT-a, kojeg
su cinili Jeff Bezanson, Stefan Karpinski, Viral B. Shah i Alan Edelman. Cilj ovog
tima bio je stvoriti jezik koji bi eliminirao potrebu za koristenjem vise razli¢itih pro-
gramskih jezika u jednom projektu, Sto je Cest slucaj u znanstvenim istrazivanjima.
Julia je izvorno razvijena s fokusom na visoke performanse i lako¢u upotrebe, sto ju
je ucinilo pogodnom za matematicke izracune, analizu podataka i algoritme strojnog
ucenja.

3.2 Paketi

U programiranju opcenito, paketi su zbirke funkcija, tipova podataka i drugih re-
sursa organiziranih tako da pruzaju specificne funkcionalnosti korisnicima. U Jeziku
Julia, paketi igraju klju¢nu ulogu jer omogucuju prosirenje osnovnih funkcionalnosti
jezika. Julia dolazi s relativno malom standardnom bibliotekom, ali njena snaga lezi
u bogatom i lako dostupnom ekosustavu paketa koji omogucuju rjeSavanje razlicitih
problema. Od analize podataka preko strojnog ucenja pa sve do optimizacije i vizu-
alizacije. Paketi omogucuju korisnicima da koriste ve¢ napisane i optimizirane alate,
umjesto da svaki put iznova pisu funkcionalnosti za specificne zadatke. Takva praksa
se cak smatra loSom i potiCe se koristenje paketa gdje god je to moguce. Neke od
prednosti paketa su:

I. Modularnost - Umjesto da programski jezik dolazi s velikim brojem ugradenih
funkcionalnosti, koje mozda nisu potrebne svakom korisniku, Julia omogucuje
korisnicima da biraju (ucitaju) samo one funkcionalnosti koje su im potrebne.
To omogucuje brze pokretanje programa i smanjuje opterecenje na sustav.
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II. Recikliranje koda - KoriStenje paketa Stedi vrijeme i resurse. Umjesto da koris-
nici pisu vlastite implementacije za Cesto koristene zadatke (npr. rad s tabli¢cnim
podacima, vizualizacija itd.), mogu koristiti ve¢ napisane, provjerene i optimi-
zirane funkcije.

III. Specijalizacija - Mnogi paketi u Juliji su specijalizirani za odredene zadatke.
Na primjer, DifferentialEquations.jl je specificno dizajniran za rjeSavanje di-
ferencijalnih jednadzbi, dok je Flux.jl usmjeren na modele strojnog ucenja.
Ovakva specijalizacija omogucuje korisnicima da se fokusiraju na svoj problem,
bez potrebe za razumijevanjem svih detalja algoritma koje koriste kao alat u
rjeSavanju problema.

IV. Zajednica i podrska - Julia ima aktivnhu zajednicu koja konstantno razvija
nove pakete. Ovi paketi ¢esto dolaze s bogatom dokumentacijom, primjerima i
podrskom, sto korisnicima olaksava ucenje i implementaciju novih funkcional-
nosti.

3.2.1 Instalacija paketa

Instalacija paketa u Juliji je jednostavna i intuitivna, zahvaljuju¢i ugradenom sustavu
za upravljanje paketima Pkg. Za instalaciju paketa potrebno je otvoriti Julia REPL
(eng. Read-Eval-Print Loop) i upisati sljedec¢e naredbe:

using Pkg
Pkg.add ("NazivPaketa")

3.2.2 LinearAlgebra

Paket LinearAlgebra pruza osnovne alate linearne algebre, kao $to su matrice, vektori
i razne operacije nad njima. Julia ima ugradenu podrsku za vecinu funkcija line-
arne algebre, ali paket LinearAlgebra omogucuje jos jednostavniji rad s matricama,
vektorima i operacijama poput mnozenja, faktorizacije i rjeSavanja sustava linearnih
jednadzbi.

Paket se jednostavno koristi uklju¢ivanjem naredbom:

using LinearAlgebra

Nakon ¢ega je omogucéena upotreba funkcija poput operatora ”\” za rjeSavanje
linearnih sustava jednadzbi. Na primjer, za rjeSavanje sustava Ar = b, gdje je A
matrica koeficijenata, a b vektor slobodnih ¢lanova, mozemo napisati:

A=1[21; 3 4]
b = [5; 6]
=A\D
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Ovaj kod ¢e izracunati vektor z koji zadovoljava sustav jednadzbi.

3.2.3 Plots

Paket Plots je snazan alat za vizualizaciju podataka u programskom jeziku Julia.
Omogucuje korisnicima jednostavno i intuitivno stvaranje grafova i drugih vizuali-
zacija. Uklju¢ujemo ga naredbom:

using Plots

Crtanje funkcije (y = sin(z) na intervalu od 0 do 2

X

y
plot(x, y, label="sin(x)", xlabel="x", ylabel="y",

0:0.01:2pi

sin. (x)

title="Graf funkcije sin(x)")

Ovaj kod ¢e generirati graf sinusne funkcije s oznacenim osima i naslovom.

Graf funkcije sin(x)

1.0 —
- B sinfx)
/ AN
0.5 r /
/ \
> 00}/
\ ;
-0.5 |
=1.0 i i | i i H..----_---.-;x 1
0 1 2 3 4 5 6

Za usporedbu vise funkcija na istom grafu, mozemo ih jednostavno dodavati

x = 0:0.01:2pi

plot(x, sin.(x), label="sin(x)")

plot!(x, cos.(x), label="cos(x)")

plot!(x, tan.(x), label="tan(x)", ylim=(-5, 5))

title! ("Trigonometrijske funkcije")
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xlabel! ("x")
ylabel! ("y")

Ovdje funkcija plot! dodaje nove krivulje na postojeci graf. Takoder smo ogranicili
y-os na interval [—5, 5] kako bi prikaz tan(z) bio pregledniji.

Trigonometrijske funkcije

5.0 .
sinix)
cos(x)
tan{x)

25 F
s Iy
> 00}~ - _—
e T/

_25 L
_51:' 1 1 1 1 'l II 1

0 1 2 3 4 5 L

X

Plots podrzava i crtanje 3D grafova. Na primjer, za prikaz funkcije z = sin(z) -
cos(y):

Xx =y = -pi:0.1:p1
surface(x, y, (x, y) -> sin(x) * cos(y),
xlabel="x", ylabel="y", zlabel="z",

color=:viridis)

Ovdje funkcija surface crta povrSinu. Takoder z-os automatski oznacava bojom.
color argument odereduje mapu boja (end. Color Map). To su unaprijed definirani
nizovi boja koji se koriste za prikazivanje vrijednosti na grafu. Viridis mapa boja je
perceptualno uniformna. Prelazi iz tamno ljubicaste preko plave i zelene do zute
boje. Dizajnirana je tako da bude lako ¢itljiva i u crno-bijelim ispisima te za osobe s
poteskocama u percepciji boja.
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3.3 Specificnosti jezika
3.3.1 \Visestruko distribuiranje (eng. Multiple Dispatch)

Jedna od klju¢nih karakteristika Julije je podrska za multiple dispatch funkcija. To
znaci da izbor funkcije koja ¢e se pozvati ovisi o tipu svih njezinih argumenata, a
ne samo o prvom ili eksplicitnom tipu. Ovo omogucuje pisanje vrlo generi¢nog i
ucinkovitog koda.

Definirajmo funkciju koja zbraja dva argumenta:

function add(a, b)
a+b

end

Julia automatski generira optimalnu verziju funkcije za kombinacije tipova koje se
koriste. Medutim, mozemo definirati razli¢ite implementacije za razlicite tipove:

function add(a::Int, b::Int)
println("Zbrajam dva cijela broja.")
a+b

end
function add(a::Float64, b::Float64)

println("Zbrajam dva realna broja.")

a+b
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end

Poziv funkcije ¢e sada odabrati odgovarajucu verziju ovisno o tipovima argume-
nata.

3.3.2 Dinamicki tipiziran sustav (eng. Dynamic typed system)

Julia je dynamic typed system, Sto znaci da tipovi varijabli mogu biti odredeni u vri-
jeme izvodenja. Medutim, tipovi su strong, sto sprjecava neZeljene konverzije i po-
tencijalne pogreske. Mozemo definirati varijablu bez eksplicitnog navodenja tipa:

x = 10
typeof(x) # Int64

Tip varijable x je automatski odreden na temelju dodijeljene vrijednosti. Ako
pokuSamo zbrojiti nespojive tipove, Julia ¢e generirati pogresku:

x = 10
y = noo"
X +y # Gredka: Metoda nije definirana za tipove Int64 % String

3.3.3 Pokretanje koda iz drugih jezika

Julia nudi jednostavno pokretanje postojeceg koda iz jezika kao $to su C i Python, $to
omogucuje korisStenje postojeceg koda i biblioteka iz tih jezika.

Julia se istice nizom jedinstvenih znacajki koje je ¢ine mo¢nim alatom. U ovom
poglavlju istaknuli smo neke od specifi¢nosti jezika Julia. Medutim, ovo su samo
neke od karakteristika koje Julia nudi. Jezik kontinuirano evoluira uz doprinos ak-
tivne zajednice, donose¢i nove mogucnosti i poboljSanja. Zbog svoje fleksibilnosti,
performansi i Citljivosti koda, Julia predstavlja izuzetno perspektivan izbor za razvoj
visokoucinkovitih aplikacija u razli¢itim podru¢jima znanosti i tehnike.
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4 Numericke metode

Numericke metode predstavljaju kljucni alat za rjesavanje slozenih matematickih i
fizickih problema gdje analiticka rjeSenja nisu izvediva. U kontekstu elektrostatike,
mnogi problemi koji ukljucuju slozene geometrije ili raspodjele naboja zahtijevaju
pristup koji se oslanja na numeri¢ke metode. U ovom poglavlju fokusirat ¢emo se
na primjenu numeric¢kih metoda za rjeSavanje elektrostatickih problema, kao sto su
rjeSavanje Laplaceove jednadzbe. Cilj je demonstrirati kako se pomocu Julije mogu
efikasno implementirati ove metode, te analizirati dobivene rezultate.

4.1 Metoda Momenata

Metoda momenata (MoM, eng. Method of Moments) je numericka metoda rjeSavanja
integralnih jednadzbi pretvaranjem ih u sustav linearnih jednadzbi. Klju¢ ove metode
lezi u diskretizaciji kontinuiranog problema na konacan broj elemenata.

Zamislimo neograniteni prostor® u kojem se nalazi neka povrsina idealnih vodica.
Svaki vodi¢ postavljen je na odredeni potencijal V' u odnosu na neki referentni po-
tencijal V,, Sto znaci da na njima postoji raspodjela elektricnog naboja. U slucaju
tankih vodickih ploca (elektroda), raspodjela naboja je dvodimenzionalna i koncen-
trirana na samoj povrsini tih elektroda. Ako je sustav bio neutralan prije primjene
potencijala, on Ce i ostati neutralan, pri ¢emu se naboj premjesta s jedne elektrode
na drugu kako bi se podrzali primijenjeni potencijali. Na$ zadatak je, uz poznatu
geometriju i napone, odrediti raspodjelu naboja na elektrodama. Za primjer uzeli
dvije paralelne elektrode u X — Y ravnini razmaknute za h kao sto je prikazano na
slici 4.1

Slika 4.1: Dvije paralelne elektrode u razmaknute za h

Elektrode smo podijelili na N ne nuzno jednakih dijelova povrsine A (pod-elektrode).

SU praksi, neograni¢en prostor znac¢i da vodi¢i koji nisu predmet nase analize smatramo da su
dovoljno daleko da njihov utjecaj mozemo zanemariti.
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Ako pretpostavimo da je povrsinska gustoca naboja ¢ na svakom dijelu uniformna
mozemo ju izraziti kao:

Qi

0 = ——

Ay
Gdje je Q; ukupni naboj na i-toj pod-elektrodi.

(4.1)

Potencijal na i-toj pod-elektrodi je suma doprinosa svih pod-elektroda ukljuc¢ujudi i
samu i-tu pod-elektrodu. Primjenjujudi izraz za potencijal uz danu gusto¢u naboja
(2.45) u sredistu pod-elektrode u odnosnu na neki referentni potencijal V,. dobit ¢emo

dx dy
Vi—V, = (4.2)
471'80/4 // \/ :L‘Oz — ZL‘] yOz A)Z + h2

S obzirom na to da smo pretpostavili da je povrsinska gusto¢u naboja o; konstanta,

izraz:

mozemo ju izbaciti iz integracije i zamijeniti s njenom definicijom iz (4.1). Primije-
timo da su sve veli¢ine osim naboja ili fizikalne konstante ili geometrijske varijable.
To nam omogucuje da definiramo koeficijent L, ; i preko njega izrazimo potencijal V;

dx dy
L;; (4.3)
A 471'8014 // \/ :EOZ —ZE] yOZ .)2+h2
Vi= Z Lz’,j@j (4.4)
J

Sada imamo sustav od N jednadzbi koje opisuju potencijal u srediStu svake pod-
elektrode u terminima naboja na pod-elektrodi i koeficijenta L, ;.

Vi—V. Lin Lip -+ Lin| |G
i =
Vn._‘/;‘ L;m L;L,g L;z,n Q.n
Na primjeru dvije jednake elektrode sustavi bi izgledao ovako:
-V, Liy L
wo) -l el

No ovaj sustav nije generalno rjesenje jer ne sadrzava informaciju o neutralnosti sus-
tava. Dodavanjem toga uvjeta i preraspodjelom jednadzbi dolazimo do generalnog
sustava jednadzbi na primjeru dvije elektrode:

Vi Lig Lip 1| |
Vol = L2,1 L2,2 1 Qz (4.7)
0 1 1 0] |V,

Sada kada smo definirali set jednadzbi, moramo za svaku pod-elektrodu izracunati
koeficijent L, ;. Izraz (4.3) nije pogodan za rjeSavanje ovog problema jer, koliko god
numericko integriranje u Juliji bilo brzo i efikasno, nije scalable. Broj izvrednjavanja
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integrala brzo poraste na ~ 103. Trebamo se posluziti nekom aproksimacijom koja ¢e
biti brza i to¢na.

1 1
e e b Q)
r= /@ =) (- )+ (- 2)? (4.9)

Gdje je L,:

1 1 [° 1% daxdy
I @y .10
A dmeg 4ab /_b /_a a4 2 (4.10)
Nakon rjesavanja ovog integrala dobijemo generalni izraz:

1 1. b++va2+0b2 1. —a++a?2+0b?
La(a,b) = sin—————-h 7

(4.11)

-1
dmeg \ a

Gdje su nam «a i b stranice pod-elektroda. Ova jednadzba nema nikakvu fizikalnu
osnovu ve¢ je samo jako dobra aproksimacija za (4.3). Time smo izbjegli izvrednja-
vanje izraza (4.3) mnogo puta ve¢ smo ga koristili samo kako bi dosli do izraza (4.8)
kojeg ¢emo onda zapravo koristiti u stvarnom rjesenju.

4.1.1 Definiranje elektroda i pod-elektroda

Na pocetku je vazno napomenuti da se ovaj dio mogao izvesti jednostavnije, ili ¢ak u
potpunosti izbjeéi. Da smo hardkodirali rezultat ove skripte, elektrode bi bile unapri-
jed definirane. Medutim, ovim pristupom ostavljamo otvorenu moguénost koristenja
CAD® datoteka za definiranje elektroda u buduénosti. U tom sludaju, sve $to bi bilo
potrebno jest izraditi skriptu, odnosno svojevrsni interface, koja bi CAD datoteku
pretvorilo u tablicu za opis elektroda. Ovim pristupom Sirimo spektar primjene, no
izrada tog dijela nadilazi opseg ovog rada. Stoga ¢emo zasad definirati protokol
za definiranje elektroda u obliku tablice, koju ¢emo ruc¢no sastaviti. Tu tablicu smo
definirali na sljedec¢i nacin.

Xo Yo N, N, h V

5Computer-Aided Design
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a Polu-razmak izmedu pod-elektroda

Xo Centar elektrode u x smjeru
Yy Centar elektrode u y smjeru
N, Broj dijelova na koji ¢e se elektroda podijeliti u = smjeru
N, Broj dijelova na koji ¢e se elektroda podijeliti u y smjeru
h Visina elektrode u odnosu na X — Y ravninu
Vv Potencijal na elektrodi

Za nas konkretan primjer dvije elektrode u X — Y ravnini razmaknute za h = 1 od
koje je svaka na potencijalu |VV = 0.5| i podijeljena na 2500 jednakih pod-elektroda
tablica izgleda ovako:

0.01
0 0 5 50 0 05 0
0 0 50 50 1 —-05 0

Funkcija generate_electrode values _from_table prima kao argumente vrijednost a te
listu n-torki, od kojih svaka n-torka predstavlja jedan red u tablici (tj. jednu pod-
elektrodu). Rezultat funkcije su koordinate elektroda te pripadajuéi potencijali u
formatu koji ¢e kasnije biti proslijeden funkciji [ fit. Bududi da je a isti za sve n-torke,
on se prosljeduje funkciji kao zasebna varijabla.
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a = 0.01

electrode_table = [
(0.0, 0.0, 50, 50, 0, 0.5, 0),
(0.0, 0.0, 50, 50, 1, -0.5, 0)

function generate_electrode_values_from_table(a, electrode_table)
sub_electrodes = []
subElectrodes_volts = []

for (x0, y0O, nx, ny, h, V) in electrode_table
x_11 = x0 - a * nx

y_11 = yO - a * ny

for j in 1:mnx
xj =x11 -a+ j*x 2 % a
for k in 1:ny
yj =y.1ll —a+k *x 2 % a
line = [xj, yj, hl
push! (sub_electrodes, line)
push! (subElectrodes_volts, V)
end
end

end

sub_electrodes = hcat(sub_electrodes...) [> permutedims

subElectrodes_volts = vcat(subElectrodes_volts...)

return sub_electrodes, subElectrodes_volts

end

U prvom dijelu funkcije pocetne koordinate svake pod-elektrode se korigiraju
pomocu parametara N,, N, i a. Zatim se racuna poloZaj svake pojedine pod-elektrode
unutar same elektrode te se za svaku generira red s koordinatama (z,y, h) te se do-
daje odgovarajuc¢i potencijal V. Koordinate pod-elektroda i odgovaraju¢i naponi,
organiziraju se u dvodimenzionalno polje za pod-elektrode i vektor’ za potencijale.
Ova funkcija je klju¢na za generiranje diskretizirane mreze pod-elektroda na ravnini,
uzimajudi u obzir geometrijske i elektri¢ne karakteristike pod-elektroda.

7Mislimo na vektor u Juliji. Specifitan podatkovni tip koji predstavlja jednodimenzionalno polje
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4.1.2 Generiranje matrice L

function 1_fit(a, sub_electrodes)
sub_electrodes = Matrix(sub_electrodes)
epsO = 8.854e-12

xi = sub_electrodes[:, 1]

yi = sub_electrodes[:, 2]

zi = sub_electrodes[:, 3]

n = length(xi)

xs = (repeat(xi, 1, n) - repeat(xi’, n, 1)).72
ys = (repeat(yi, 1, n) - repeat(yi’, n, 1)).72
zs = (repeat(zi, 1, n) - repeat(zi’, n, 1)).72

p=1.414 x a
La = (log((a + p) / a) / a - log((-a + p) / a) / a)

r = sqrt.(xs + ys + zs)
L=r +1 ./La ./ (1 .+ / a
L=1.0./L/ (4 * pi* eps0)
return L

end

Funkcija Lfit koristi se za izratunavanje elemenata L;; i generiranje matrice L.
Ona prima dva parametra: sub _electrodes i a. sub _electrodes je matrica s prostornim
koordinatama pod-elektroda dobivena kao rezultat funkcije generate_electrode values_from_table.
Konac¢na matrica L racuna se na temelju aproksimacije (4.8).
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4.1.3 Rijesavanje sustava

epsO = 8.8b4e-12
sub_electrodes, subElectrodes_volts =

electrode.generate_electrode_values_from_table(a, electrode_table)

1 = 1_value.l_fit(a, sub_electrodes)

nr_vars = size(1l, 1)
new_col = fill(1[1, 1], nr_vars)
1 = hcat(l, new_col)

new_row = vcat(new_col, 0)

1 = vcat(l, new_row’)

subElectrodes_volts = vcat(subElectrodes_volts, 0)

Nakon $to smo dobili sub _electrodes, subElectrodes volts i | potrebno je dodati ma-
tricama novi red i stupac kako bi uzeli u obzir referentni potencijal V, i neutralnost
sustava. Na kraju rjeSavamo sustav jednadzbi ¢ = L/V

q = 1 \ subElectrodes_volts

U programskom jeziku Julia, operator ”\” sluzi za rjeSavanje linearnih sustava
jednadzbi. Primjerice, kada Zelimo rijesiti sustav (- ¢ = subFElectrodes_volts s obzirom
na vektor ¢ , ovaj operator nam omogucuje upravo to. Njegova snaga lezi u tome Sto
automatski odabire najprikladniju metodu rjeSavanja ovisno o obliku matrice [, Sto
je Cesto skriveno od korisnika. Julia interno koristi razli¢ite algoritme na temelju
strukture matrice:

* Kvadratna matrica: Julia primjenjuje LU faktorizaciju ili sli¢cne direktne metode
za ucinkovito rjesavanje sustava.

* Predeterminiran sustav (viSe redaka nego stupaca): Kada matrica [ ima viSe
redaka nego stupaca, sustav je predeterminiran. U tom slucaju, Julia koristi
metodu najmanjih kvadrata, ¢esto putem QR dekompozicije ili sli¢nih pristupa,
kako bi minimizirala kvadratnu razliku izmedu [ - ¢ i subElectrodes_volts.

* Nedeterminiran sustav (viSe stupaca nego redaka): Ako matrica [ ima viSe
stupaca nego redaka, sustav je nedeterminiran s beskona¢no mnogo mogucih
rjeSenja. Julia tada odabire ono rjeSenje ¢ koje ima najmanju Euklidsku normu,
odnosno najmanju duljinu medu svim moguéim rjeSenjima.

Ovaj automatizirani pristup omogucuje korisnicima da jednostavno rijeSe slozene li-
nearne sustave bez potrebe za ru¢nim odabirom najprikladnije metode.
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4.1.4 Prikaz rezultata

function plot_charge_distribution(electrode, q)

e = 1.602176634e-19

q_norm = q / e

x = electrodel[:, 1]
y = electrodel[:, 2]

nx

ny

length(unique(x))

length(unique(y))

x_grid = reshape(x, nx, ny)

y_grid = reshape(y, nx, ny)

qg_grid = reshape(q_norm, nx, ny)

surface(x_grid, y_grid, q_grid,
xlabel = "x", ylabel = "y", zlabel = "q / e",
size=(1000,800),
color = :viridis)

end

Za prikaz distribucije naboja koristit ¢emo plot_charge_distribution funkciju koja
koristi podatke o prostornim koordinatama pod-elektroda i normiranu raspodjelu
naboja kako bi generirala trodimenzionalni graficki prikaz raspodjele naboja na elek-
trodi. Koordinate i vrijednosti naboja preoblikuju se u odgovaraju¢e dvodimenzi-
onalne mreze (grids), koje sluze za stvaranje 3D povrSinskog grafa.
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Slika 4.2: Distribucija naboja na elektrodi

Zbog visoke mobilnosti naboja na elektrodi, naboji se koncentriraju na rubovima,
s obzirom da na rubovima nema dovoljno suprotnog naboja koji bi ih balansirao. Ovaj
fenomen je posebno izrazen u vrhovima gdje nedostatak odbojnog naboja djeluje
u dvije dimenzije, za razliku od situacije uzduz ravnog dijela ruba gdje djeluje u
jednoj dimenziji. U ovom primjeru, vrhovi elektroda formiraju pravi kut, sto dodatno
povecava koncentraciju naboja u tim tockama.

4.2 Metoda konacnih elemenata

Metoda konacnih elemenata (FDM, eng. Finite Difference Method) predstavlja jednu
od najmoc¢nijih i najSire primjenjivanih numeric¢kih metoda za rjesavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi. Primjenjuje se u Sirokom rasponu znanstvenih i inzenjerskih
podru¢ja. Osnovni princip metode konacnih elemenata temelji se na diskretiza-
ciji prostora na manja, jednostavnija podrucja, unutar kojih se rjesenje aproksimira
pomocu jednostavnih funkcija. Ova metoda omogucava analizu slozenih geometrija
gdje analiticka rjeSenja nisu dostupna, te pruza visoku fleksibilnost u modeliranju
rubnih i pocetnih uvjeta.
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U ovom primjeru bavit ¢emo se rjesavanjem Laplaceove jednadzbe (2.46) u 2D:

2

0

ox

4.2.1 Definiranje mreze

Zamislimo 2D mrezu.

0
?V(ﬂ%y) =0

T_9 T W) 1 i)
Y2
n
Va
Yo
Vs Vo Wi
Y-
Vi
Y-2
ha

(4.12)

Promatramo sve susjedne tocke u okolini (zg, yy). ToCke su uniformno rasporedene i

razmaknute za h; u x smjerui h; u y smjeru.

he = xi11 — xi
hy = yiy1 — yi

Mozemo pretpostaviti da su tocke razmaknute u = smjeru koliko i u y smjeru.

4.2.2 Potencijal na ¢vorovima

Sada moZemo raspisati potencijale u terminima h te ih razviti u Taylorov red

Vo = Voo = V(20, %)

hy

h

Vi =Vio=V(xo+h,y)
Vo =Vou=V(xo,y0+ h)

Va=V_10="V(xo— h,v)
Vi= V—1,—1 = V(xo — h,yo — h)
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2

2

383

Vi = V(zo, %) + h%‘/(x()u Yo) + EaQ—xV(JEO,yO) + E%V(%’yo) +---(4.21)
2 92 3 a3

Vo = V(zo,90) + ha—yv(ﬂfo, Yo) + ?aTyV(Jioayo) + ga_yp)v(fo, Yo) + -+ (4.22)
2 82 h3 83

Vi = V(xo,1y0) — h%v(iﬂo, Yo) + ?%V(xmyo) — E%V@O’ Yo) + - - - (4.23)
2 2 h3 83

Vi = V(xo,0) — ha—yv(ffo,yo) + EaTyV(l"Ov?/O) - Eg_gﬁv(wanU) +---(4.24)

Zbrojimo li pripadne jednadzbe vidimo da se svi ¢lanovi koji sadrze derivacije nepar-
nog reda ponistavaju

0? ht o
V1+V3:2V0+h2@%+ﬁﬁ%+--- (4.25)

0? ht o
V2+V4=2V0+h26—y2%+ﬁa—y4%+--- (4.26)

Zbrojimo li ove dvije jednadzbe i preuredimo ih dolazimo do aproksimacije Laplace-
ove jednadzbe u tocki (o, yo)

Vo 0PV Vi+ Va2V Va4V, -2V}
= = 2
92 + B 2 + 72 0 4.27)
Vi+Vo+Va+Vy+4V=0 (4.28)
Vi+Vo+ V34V,
Vo = 1+ 21— 3+ Vy (4.29)
4.2.3 Sustav jednadzbi
5o o V50,
16 17 18 19 20
29 ° ——o )
V=1 11 12 13 14 15
1e ° ° ° ®
‘4 6 7 8 9 10
0 1 2 3 4 1 2 3 4 5
—_—

Radi jednostavnosti i bolje preglednosti, mrezu i pripadajuc¢e jednadzbe prika-
zat ¢emo koriste¢i primjer s malim brojem ¢vorova. Ovaj pristup omogucéuje nam
da lakse objasnimo osnovne koncepte bez dodatne slozenosti koju bi veca mreza
donijela. Na slici 4.2.3 prikazana je mreza ¢vorova zajedno s definiranim rubnim
uvjetima. Rubovi mreZe imaju potencijal V' = 0, Sto znaci da su na referentnom
potencijalu. Dodatno, dva unutarnja ¢vora postavljena su na potencijal V' = 1.
Ovi potencijali predstavljaju nase pocetne uvjete i utjecu na raspodjelu potencijala
kroz cijelu mrezu. U ovom primjeru primje¢ujemo da imamo viSe ¢vorova s una-
prijed definiranim potencijalima nego onih ¢&iji su potencijali nepoznati. Cvorove s
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unaprijed definiranim potencijalima nazivamo vezanim ¢vorovima jer su njihova sta-
nja fiksirana i ne mijenjaju se tijekom analize. Oni sluze kao poznate vrijednosti u
nasem sustavu jednadzbi. Nasuprot tome, ¢vorovi €iji su potencijali nepoznati na-
zivamo slobodnim ¢vorovima. To su ¢vorovi za koje trebamo izracunati potencijale
rjeSavajudi sustav jednadzbi koji opisuje ponasanje mreze. Broj slobodnih ¢vorova
odreduje veli¢inu nasSeg sustava jednadzbi i sloZzenost problema. Razlog zbog kojeg
u ovom primjeru imamo viSe vezanih nego slobodnih ¢vorova je taj Sto smo oda-
brali vrlo malu mrezu radi jednostavnosti. U praksi, kada pove¢amo veli¢cinu mreze,
broj slobodnih ¢vorova znacajno raste, a broj vezanih ¢vorova obi¢no ostaje isti ili se
povecava mnogo sporije. To znaci da u veéim mrezama imamo mnogo viSe poten-
cijala koje trebamo izracunati. Na slici 4.2.3 prikazan je nacin na koji pretvaramo
notaciju potencijala s dvostrukim indeksom V;; u jednostruku notaciju V,. U V;
notaciji, potencijali su oznaceni prema svojim pozicijama na mrezi, gdje i i j pred-
stavljaju koordinatne indekse ¢vora. Medutim, prilikom rjeSavanja sustava jednadzbi
Cesto je prakticnije koristiti jednostruku notaciju V,,, gdje je svaki ¢vor oznacen je-
dinstvenim brojem n. KoriStenje jednostruke notacije omogucuje nam da jednadzbe
izrazimo u matricama i vektorima, $to je pogodno za numericke metode. Numericki
algoritmi, poput metoda za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi, ¢esto su optimi-
zirani za rad s vektorima i matricama u jednostrukoj notaciji. Budu¢i da je odabir
numeriranja proizvoljan, mozemo ga prilagoditi tako da optimiziramo performanse
ili da olakSamo implementaciju posebnih rubnih uvjeta. Svaki vezani ¢vor postavit
¢emo na vrijednost pocetnog uvjeta, a na svaki slobodni ¢vor primijenit ¢emo izraz
(4.28). Potencijal na slobodnom ¢voru = 1}, dok su [V}, V] potencijali na ¢vorovima
u njegovoj okolini. Rjesenje sustava jednadzbi dat ¢e nam vrijednost potencijala u
svakom ¢voru. Za na$ konkretan primjer sustav jednadzbi izgleda ovako:
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4.2.4 Rjesavanje sustava

Imin = -20
Imax = 20
Jmin = -20
Jmax = 20

Prije svega, potrebno je definirati mrezu s kojom ¢emo raditi. Na slici 4.2.3, pa-
rametri ¢ i j su uvijek pozitivni cijeli brojevi, $to znaci da se ¢vor s koordinatama
(0,0) nalazi u donjem lijjevom kutu mreze. Ovakav nacin indeksiranja ¢vorova po-
jednostavljuje generiranje indeksa za jednostavne mreze. Medutim, kada radimo s
kompleksnijim ili nepravilnim mrezama, ovaj pristup moze postati ogranicavajudi i
otezati proces generiranja indeksa ¢vorova. Kako bismo nasu Julia skriptu ucinili Sto
univerzalnijom i prilagodljivijom razli¢itim vrstama mreza, redefinirat ¢emo koordi-
natni sustav tako da je ¢vor (0,0) smjeSten u srediStu mreze. Ovo znaci da parametri
i i j viSe nisu nuzno pozitivni.

U naSem primjeru koristit ¢emo mrezu dimenzija 20 x 20.

Icl = -10
Ic2 = 10
Jc =0

Definiramo ¢vorove koji ¢e nam predstavljati krajnje tocke duzine na kojoj je po-
tencijal V' = 1. Ovime smo definirali mrezu u terminima V; ;.
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function get_ijk(Imin, Imax, Jmin, i, j)
return (i - Imin) + (j - Jmin) * (Imax - Imin + 1) + 1

end

Da bi jednostavno prelazili iz notacije s dvostrukim indeksom V; ; u jednostruku
notaciju V,, i obrnuto potrebna nam je funkcija get_ijk.

Kmax = get_ijk(Imin, Imax, Jmin, Imax, Jmax)

)
Il

spzeros (Kmax, Kmax)

lon
I

zeros (Kmax)

Matricu « inicijaliziramo kao rijetku (sparse) matricu jer ¢e vedina njezinih ele-
menata biti nule, Sto znaci da bi pohranjivanje svih tih nula u memoriju bilo neefi-
kasno. Funkcija spzeros ucinkovito koristi memoriju tako $to pohranjuje samo in-
dekse i vrijednosti elemenata koji nisu nula, dok nule implicitno tretira kao zadane
vrijednosti. S druge strane, matrica b je toliko mala u smislu memorijskog prostora
i nije nuzno ispunjena uglavnom nulama, pa koristenje spzeros funkcije za nju ne
bi donijelo znacajne prednosti. Veli¢ine matrica odredene su indeksom posljednjeg
¢vora.

for j in Jmin:Jmax
for i in Imin:Imax
k0 = get_ijk(Imin, Imax, Jmin, i, j)
alk0, k0] = -4
if kO < Kmax

alkO, kO + 1] = 1
end
if kO > 1
alk0, k0 - 1] =1
end
k1 = k0 + (Imax - Imin) + 1
if k1 <= Kmax
alko, k1] =1
end
k2 = k0 - (Imax - Imin) - 1
if k2 > 0
alk0, k2] =1
end
end

end

Na pocetku, sve ¢vorove tretiramo kao slobodne, a zatim naknadno dodjeljujemo
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vrijednosti vezanim ¢vorovima. Iako se to moze Ciniti kao dodatni ili nepotrebni ko-
rak, vazno je istaknuti da ¢e u ovom primjeru (kao i u svim drugim use casevima) broj
vezanih ¢vorova biti zanemarivo mali u usporedbi s brojem slobodnih ¢vorova.

for 1 in Imin:Imax
k = get_ijk(Imin, Imax, Jmin, i, Jmin)
alk, :1 .= 0
alk, k] = 1

end

for j in Jmin + 1:Jmax - 1
k = get_ijk(Imin, Imax, Jmin, Imin, j)
alk, :1] .=0
alk, k] = 1

end

Prolazimo kroz sve ¢vorove na donjem i lijevom rubu mreze gdje je koordinata
j = Jmin odnosno i = I,,,. Redak k£ u matrici a postavlja se na nule, a zatim
se dijagonalni element postavlja na 1. Time efektivno fiksiramo potencijal na tim
¢vorovima na V' = 0. Ovo predstavlja rubni uvjet na donjem i lijevom rubu mreZe.

for i in Icl:Ic2

k = get_ijk(Imin, Imax, Jmin, i, Jc)

alk, :1 .= 0
alk, k] =1
blk] = 1

end

Nakon toga prolazimo kroz odredeni raspon ¢vorova unutar mreze gdje je ko-
ordinata j = J,. i varira od [.; do [.,. Redak k u matrici a postavlja se na nule,
dijagonalni element postavlja se na 1, a odgovarajuéi element u vektoru b postavlja
se na 1. Ovim postupkom fiksiramo potencijal na VV = 1 za ove ¢vorove. To pred-
stavlja unutarnju traku s potencijalom V' = 1, §to je u skladu s na$im prethodnim
definiranjem vezanih ¢vorova.

v=al\b

Ovo je kulminacija naseg prethodnog rada gdje smo definirali mrezu, postavili
rubne uvjete i konstruirali sustav jednadzbi. Rjesavamo sustav linearnih jednadzbi
odnosno, izracunavamo potencijale v na svim slobodnim ¢vorovima mreze.
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4.2.5 Prikaz rezultata

Sx Imax - Imin + 1
Sy

Volts = zeros(Sx, Sy)

Jmax - Jmin + 1

for ii in Imin:Imax
i=141i - Imin + 1
for jj in Jmin:Jmax
j = 3j - Jmin + 1
k
Volts[i, jl = v[k]

get_ijk(Imin, Imax, Jmin, ii, jj)

end

end

surface(Volts, xlabel="i", ylabel="j", color=:viridis)

Nakon $to smo rijesili sustav jednadzbi i dobili potencijal za sve ¢vorove, potrebno
je te vrijednosti prebaciti natrag u jednostruku notaciju kako bismo mogli vizualizirati
raspodjelu potencijala.

1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

0.0

Slika 4.3: Potencijal na ¢vorovima

Primjena metode konacnih elemenata omogudila nam odredivanje potencijala V; ;
na ¢vorovima. Medutim, i dalje ne znamo potencijal u bilo kojoj tocki prostora.
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Kako bismo to dobili primijenit ¢emo aproksimaciju koriste¢i linearnu interpolaciju.
Pretpostavit cemo da se funkcija ponasa linearno izmedu ¢vorova sto nam omogucuje
procjenu vrijednosti funkcije na nepoznatim tockama unutar ¢vorova.

Vazno je napomenuti da je numeric¢ko rjeSenje aproksimacija izvedena iskljucivo za
¢vorove. Sto znadi da radimo aproksimaciju temeljnu na prethodnoj aproksimaciji,
stoga ne bismo trebali imati prevelika o¢ekivanja u pogledu njene preciznosti.

x Yy xry
Vix,y) = Vii+ (WH,;’ — V;,j) E—i‘ (Vz‘,j+1 - Vz',j) E—i‘ (V;+1,j+1 — Vit — Vija + Vi,j) W2
(4.30)

4.2.6 Usporedba analitickog i numerickog rjeSenja

Zamislimo dvije uzemljene paralelne beskonac¢ne metalne plote u X — Z ravnini
razmaknute za a. Na lijevoj strani (x = 0) nalazi se beskonacna izolirana traka na
potencijalu V;, = 1. Zanima nas potencijal u prostoru izmedu ploca.

Y

Vo(y) =1

4 V=0

z

Bududi da u prostoru izmedu plo¢a nema raspodjele naboja, rjeSenje ovog problema
svodi se na rjeSavanje Laplaceove jednadzbe (2.46). No, s obzirom na to da VV nema
ovisnost o z, jednadzba se svodi na dvodimenzionalni oblik:

2 2

0 0

Rjesenje jednadzbe odredeno je rubnim uvijetima:
cy=0—=V=0
cy=a—>V=0
cr=0—=V=V

e V 3 0kadazr —
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Analiticko rijeSenje:

V(z,y) = — tan T (4.32)
sinh (@>
a
Zaa =11V, =1 ono se svodi na:
2 [ sin(my)
_ Ztan-t (22TY) 33
Vi) T <Sinh (7m)> (4.33)

Sada kada imamo analiticko rjesenje problema mozemo ga usporediti s numeric¢kim.

Numericko rjesenje Razlika numeri¢kog i
analitickog rjesenja

0.00 |
—0.01
~0.02
~0.03

V/VO
Razlika

=0.04

—0.05
0.0

0.8 : la "~ 0.8 : fa
1.0 0.0 Y 1.0 0.0 Vi
x/a 0 x/a 0

Analiticko rjeSenje (4.32) ukljucuje Cinjenicu da V' — 0 kada x — oo dok je u nu-
merickom rjeSenju domena ograniena na x € [0, a] i potencijal na x = a je V = 0.
Taj rubni uvjet implicira da je V' = 0 kada je = = « Sto se kosi s analitiCkom rjeSenjem
po kojem je V i dalje neka pozitivna vrijednost. Zbog toga se tamo nalazi najveca
razlika. Takoder, primijetimo da na uglovima lijevog ruba = = 0 gdje je potencijal
definiran rubnim uvjetom V' = 1 imamo skokove u razlici numerickog i analitickog
rjeSenja. Do toga dolazi jer na tim uglovima dolazi do nagle promjene potencijala s
V =1naV = 0 u malom prostoru.
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5 Zakljucak

U ovom radu prikazali smo primjenu numerickih metoda za rjeSavanje slozenih elek-
trostatickih problema metodom momenata (MoM) i metodom konac¢nih razlika (FDM).
Kroz detaljnu analizu i implementaciju u programskom jeziku Julia, demonstrirali
smo kako se kontinuirani problemi mogu diskretizirati i pretvoriti u sustave linearnih
jednadzbi, Sto omogucuje njihovo efikasno numericko rjeSavanje. Primjenom MoM-
a, uspjeli smo odrediti raspodjelu naboja na elektrodama diskretizacijom vodica na
pod-elektrode te formuliranjem sustava jednadzbi koji povezuje potencijale i naboje.
Iskoristili smo aproksimacije za izratun koeficijenata L;; kako bismo optimizirali
racunanje i izbjegli numericki neefikasne integrale. Rezultati su prikazani vizualno,
Sto omogucuje bolje razumijevanje ponasanja naboja na elektrodama. Koristenjem
FDM-a za rjeSavanje Laplaceove jednadzbe u dvodimenzionalnom prostoru, diskre-
tizirali smo prostor na mrezu ¢vorova i formulirali sustav jednadzbi na temelju po-
tencijala na susjednim ¢vorovima. Implementacija u Juliji omogucdila nam je efikasno
rjeSavanje velikih sustava jednadzbi te vizualizaciju raspodjele potencijala u pros-
toru. Ovi primjeri isticu vaznost numerickih metoda u elektrostatici i pokazuju kako
moderni alati poput Julije mogu znacajno olaksati implementaciju i analizu slozenih
fizikalnih problema. Demonstrirali smo da je moguce posti¢i visoku to¢nost i efikas-
nost u rjesavanju problema, Sto otvara vrata za daljnje primjene.
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