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Uvod

Pocetkom i sredinom 20. stoljeta u statistici su prevladavale metode frekven-
tisticke statistike koje su razvili Ronald A. Fisher, Jerzy Neyman i Egon Pearson, a
uvelike se koriste i danas. Medutim, nakon 1950. godine javlja se i grupa tzv. bayesov-
skih statisticara koja zastupa drugaciji pristup u statistici. Zasniva se na Bayesovom
teoremu za koji su zasluzni Thomas Bayes i Pierre-Simon Laplace koji su zivjeli u 18.
stolje¢u. Osnovna je ideja bayesovske statistike parametrima od interesa pridruziti
vjerojatnosnu razdiobu koja predstavlja nase znanje o tome parametru, a zatim na
temelju podataka i nasih uvjerenja izraziti novo znanje o parametrima u obliku nove
vjerojatnosne razdiobe. Tu dobivenu vjerojatnosnu razdiobu zovemo aposteriori raz-
dioba ili distribucija. Problem kod bayesovske statistike u to vrijeme bio je §to je
vrlo tesko bilo izra¢unati aposteriori razdiobu. Da bi se to¢no izracunala, bilo je po-
trebno izracunati viSedimenzionalni integral vrlo komplicirane funkcije. Umjesto da
se egzaktno izracuna aposteriori distribucija, ovaj problem rjesava se uzimanjem ve-
likog uzorka iz aposteriori distribucije, a to je omogucéeno algoritmima Monte Carlo
Markovljevih lanaca (eng. Markov Chain Monte Carlo), u daljnjem tekstu MCMC.

Opéenito, MCMC algoritmi sluze za simuliranje uzorka iz komplicirane distribu-
cije koju znamo samo do na konstantu. Njihovo razvijanje i istrazivanje krajem 20.
stoljec¢a, uz razvoj racunala, dovelo je do sve ve¢e primjene bayesovske statistike jer
je omogucilo primjenu na slozenije modele koji su mogli bolje opisati podatke iz real-
nog svijeta. Jedan od prvih algoritama tog tipa bio je Metropolis algoritam iz 1953.
godine koji je dobio ime po Nicholasu Metropolisu. Njegovu generalizaciju dao je W.
K. Hastings 1970. godine, a algoritam je dobio ime Metropolis-Hastings. To je glavni
algoritam koji ¢emo obraditi u ovome radu. MCMC algoritmi Siroko su primjenjivi,
a osim u bayesovskoj statistici koriste se i u racunalnoj fizici, racunalnoj biologiji i
racunalnoj lingvistici. Kako bismo precizno definirali MCMC algoritme, navodimo
sljedec¢u definiciju ¢iji ¢e potpun smisao biti jasan nakon ¢itanja prvog poglavlja.
Definicija 0.1. MCMC algoritam za simuliranje uzorka iz distribucije dane gustoé¢om
f je svaka metoda koja generira ergodski Markovljev lanac (X,,) ¢ija je stacionarna
distribucija f.

Ilako MCMC algoritmi mogu biti vrlo jednostavni za implementaciju, u njihovoj
pozadini je teorija Markovljevih lanaca na opéenitom skupu stanja. Zato u prvom
poglavlju ovog rada uvodimo pojmove iz te teorije, te navodimo neke bitne rezultate
koji ¢e nam biti potrebni kako bismo dokazali svojstva Metropolis-Hastings algoritma.

U drugom poglavlju bavimo se Metropolis-Hastings algoritmom. Objasnjavamo
algoritam i uz pomo¢ pojmova iz prvog poglavlja dokazujemo njegova svojstva i va-
ljanost. Zatim prelazimo na neke njegove varijante kao sto su Nezavisni Metropolis-
Hastings algoritam i Metropolis-Hastings algoritam sa slu¢ajnom Setnjom te na pri-
mjeru ilustriramo njihovo koristenje. Zatim se kratko doticemo i Gibbsovog uzorko-
vanja koji je jedan od najvaznijih MCMC algoritama.

U tre¢em poglavlju objasnjavamo osnovne ideje bayesovske statistike kako bismo
objasnili vaznost primjene MCMC algoritama u bayesovskoj statistici. Zatim ukratko



objasnjavamo generalizirane linearne modele kako bismo mogli napraviti kompleksan
model iz perspektive bayesovske statistike. Napravili smo model linearne regresije s
teskim repovima i pomoé¢u MCMC algoritama dobili rezultate. Doti¢emo se i raznih
tema kojima se treba posvetiti prilikom koristenja bayesovske statistike i MCMC
algoritama. U dodatku opisujemo tehnicke detalje o tome kako smo izveli primjer u
programskom jeziku R i programu JAGS.



Poglavlje 1

Markovljevi lanci na opéenitom skupu stanja

Kako bismo precizno razumjeli MCMC algoritme, u ovom poglavlju ukratko ¢emo
objasniti Markovljeve lance na opc¢enitom skupu stanja. Skup stanja oznacimo sa X,
a sa B(X) oznacimo o-algebru na X. lako veéina rezultata u ovom poglavlju vrijedi
opcenito, mi ¢emo pretpostavljati da je X = R™ za neki m € N, a B(X) je Borelova
o-algebra B(R™). Prisjetimo se da je B(R™) o-algebra generirana svim otvorenim
skupovima u R™. Intuitivno Markovljev lanac mozemo zamisljati kao niz sluc¢ajnih
skokova iz jednog stanja u drugo pri ¢emu skok u stanje ne ovisi o tome gdje smo
prije bili, ve¢ samo o trenutnom stanju u kojem se nalazimo. Dakle, za svako stanje u
kojem se nalazimo, trebamo znati vjerojatnosnu distribuciju iduceg skoka. U skladu
s time imamo sljede¢u definiciju.

Definicija 1.2. Prijelazna jezgra (eng. transition kernel) K je funkcija definirana
na X X B(X) takva da vrijeds

(i) za svaki x € X, K(x,-) je vjerojatnosna mjera,
(i1) za svaki A € B(X), K(-,A) je izmjeriva funkcija na X.

Ako je za svaki x € X mjera K(x,-) apsolutno neprekidna u odnosu na Lebesgueovu
mjeru A", onda ¢emo sa k(z,-) : X — [0, 00) oznacavati uvjetnu gustoéu s obzirom
na mjeru K(z,-), tj.

Ko, A) = [ ko) X7 (dy).

Znamo da takva funkcija postoji prema Radon-Nikodymovom teoremu za mjere. Ovaj
slucaj ¢emo zvati neprekidan slucaj. Sada definiramo Markovljev lanac na skupu
stanja X.

Definicija 1.3. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces X = (X, :
n>0):Q — [[Z,Xi izmjeriv u odnosu na (F,[[2,B(X;)) zovemo vremenski
homogen Markovljev lanac s priyjelaznom jezgrom K i pocetnom distribucijom p
ako za svaki n € Ny vrijedi

P(XQ GAo,Xl €A1,...,Xn EAn) =

/A .. ./A K(Yn—1, An) K (Yn—2, dyn—1) - . . K(yo, dy1) pu(dyo), (1)

za sve Ag, Aq,..., A, C X.

Moze se pokazati da za svaku prijelaznu jezrgu K i pocetnu distribuciju p postoji
vjerojatnosni prostor i na njemu slucajan proces tako da vrijedi (1). Detaljnije o tome
moze se na¢i u Meyn i Tweedie [5] i u Lisicar [4].



Izraz [[72, B(X;) zovemo produkt o-algebri B(X;) pri ¢emu je X; = X za i € Ny.
Njezinu definiciju moze se pronaci u Sarapa [7] (str. 356).

Ukoliko je X : Q — X izmjeriva funkcija u odnosu na (F,B(X)) te u vjerojat-
nosna mjera na (X, B(X')), tada ¢emo sa X ~ p oznacavati da je zakon razdiobe od
X jednak p, tj. da vrijedi

P(X € A) = Px(A) = p(A),

za svaki A € F.

Iz definicije vidimo da vaznu ulogu pri konstruiranju Markovljevog lanca osim
prijelazne jezgre igra i pocetna mjera (pocetna distribucija). Ukoliko je X ~ u, gdje
je p vjerojatnosna mjera na (X, B(X)), tada kazemo da je u pocetna distribucija
lanca, a vjerojatnost P iz definicije 1.3 oznacavat ¢emo sa IP,. Ukoliko lanac krece iz
stanja oy € X, Sto odgovara mjeri koncentriranoj u o (oznaka mjere d,,), onda ¢emo
pisati Pz, umjesto Ps, .

Kada bismo rijecima isli opisati Markovljev lanac, rekli bismo da je distribucija
buduceg stanja X, 11 uz dano sadasnje stanje x,, i prijasnja stanja x,_1,..., 2o ista
kao i distribucija od X, 1 uz dano sadasnje stanje x,. Kada kazemo 'uz dano stanje
x;’, mislimo na to da u integralu (1) umjesto K (y;, -) koristimo mjeru K (z;, -). Razlika
je u tome Sto integriramo po varijabli y;, a mi ju zamijenimo s konkretnom vrijednosti
x;. Analogno ako je zadano vise stanja.

Vremenska homogenost znaci da je distribucija od (X,,, Xp,,...,X,,) uz dano
Tn, ista kao i distribucija od (X, —ngs Xng—ngs - - - s Xny—no) Uz dano xg za svaki k € N
ing < n; < ... < n, prirodne brojeve. Vremenska homogenost znaci da se lanac
jednako ponasa kroz vrijeme. Na primjer, ako znamo da se nalazimo u stanju x, za
buduée kretanje nam nije bitno nalazimo li se u trenutku n = 0 u tom stanju ili
u trenutku n = 100; buduce kretanje lanca je jednako. To je jasno i iz toga Sto je
vjerojatnosna mjera buduéeg skoka u tom slu¢aju dana sa K(z,-), a vidimo da to ne
ovisi o n. Kako ¢emo razmatrati samo vremenski homogene Markovljeve lance, izraz
vremenski homogen ¢emo izostavljati.

Primjer 1.4. AR(1) proces
Jednostavan primjer Markovljevog lanca na R mozemo definirati na sljede¢i nacin:

X, =0X, 1 +e, OCR,

pri ¢emu su €, ~ N(0,0%) medusobno nezavisne za svaki n € N. Za pocetno stanje
uzmimo na primjer Xy = 0. Pocetna distribucija je u = dy. Jasno je da ako se nalazimo
u stanju z, distribucija idu¢eg koraka je N(fz,c?), ¢ime smo dobili prijelaznu jezgru
K. Dokaz da je AR(1) uistinu Markovljev lanac, moze se na¢i u Lisicar [4].

Promotrimo jos malo jednadzbu (1) koja nam govori kako racunamo konacno
dimenzionalne distribucije Markovljevog lanca, u specijalnom slucaju. Pogledajmo za



neki z € X i A € B(X) izraze
P.(X; € A) = K(z,A),

P.(Xy € A) = /Ky, K(z,dy),

P.(X, € A) = / /Kyn 1, A) K(x,dy1) K (y1,dy2) - .. K(Yn—2, dyn_1)-

n— 1 puta

Prokomentirajmo drugu jednakost. Primijetimo da je zbog zahtjeva (i) u definiciji
prijelazne jezgre 1.2 K (-, A) izmjeriva funkcija, tj. slucajna varijabla. Integriramo po
mjeri K(z,-). Intuitivno zamisljamo da ako u drugom koraku zelimo biti u skupu A,
tada u prvom koraku moramo skociti bilo gdje (zato je integral po cijelom skupu X')
i zatim iz tog stanja skociti u skup A.

Sada moZemo definirati prijelaznu jezgru u n koraka. Prvo oznac¢imo K'(x, A) =
K(z,A). Definiramo za n > 1:

K"z, A) — /X K™Yy, A) K (z, dy).

Odmah vidimo da je P,(X,, € A) = K"(z, A). Sada smo spremni definirati ireduci-
bilnost Markovljevog lanca.

Definicija 1.5. Neka je dana mjera ¢ na B(X). Markovljev lanac (X,,) s prijelaznom
jezgrom K je ¢-ireducibilan ako

Ve e X iAeBX) td ¢(A) >0 = IneN t.d K"(z,A) > 0.

Lanac je jako ¢-ireducibilan ukoliko je n =1 za svaki x € X i svaki A € B(X).

Ireducibilnost u odnosu na mjeru ¢ znaci da za svaki skup koji nije mjere nula postoji
pozitivna vjerojatnost dolaska u taj skup u konacno mnogo koraka. Ireducibilnost je
bitna jer govori da lanac nije osjetljiv na pocetne uvjete jer ima pozitivnu vjerojatnost
da posjeti sve skupove koji nisu mjere nula, u odnosu na ¢, bez obzira iz kojeg stanja
lanac krenuo. To ¢e nam biti bitno kod MCMC algoritama jer ne¢emo morati brinuti
o pogodnim pocetnim pozicijama iz kojeg ¢e nas lanac krenuti.
U teoriji je zanimljivo promatrati i broj dolazaka u skup A (broj prolazaka kroz

skup A). Zato definiramo

[e.e]

T] A — Z ]l A(X
n=1

Za ireducibilne lance znamo da imaju pozitivnu vjerojatnost dolaska u izmjerive
skupove ne-nul mjere. Sada nas zanima koliki je o¢ekivani broj dolazaka u te skupove.
U skladu s time imamo sljede¢u definiciju.

Definicija 1.6. Markovljev lanac (X,,) je povratan ako

5



(i) postoji mjera ¢ takva da je (X,,) V-ireducibilan i

(i1) za svaki skup A € B(X) takav da je (A) > 0 vrijedi E,[na] = oo za svaki
x € A

Za povratne lance vrijedi da ukoliko kreé¢u iz izmjerivog skupa A ne-nul mjere, tada
je ocekivani broj povrataka u to stanje beskonacan. Postoji i jaci oblik povratnosti
koji zahtjeva cak i to da za svaku putanju lanca beskonacno puta posjetimo skup A.
Tu vrstu povratnosti uveo je Harris 1956. godine.

Definicija 1.7. Markovljev lanac (X,,) je Harris povratan ako
(i) postoji mjera 1 takva da je (X,,) v-ireducibilan i

(i1) za svaki izmjerivi skup A takav da je ¥(A) > 0 vrijedi Pp(na = 00) =1 za sve
r e A

Primijetimo da zbog -ireducibilnosti u prethodnoj definiciji znamo da ¢emo za svaki
x € X dodi u skup A u konacno mnogo koraka, a nakon toga, zbog toga sto se radi
o Markovljevom lancu i zbog drugog svojstva u definiciji 1.7, posjetit ¢emo skup A
beskona¢no mnogo puta. Dakle, svaki skup ne-nul mjere posjetit ¢emo beskonac¢no
mnogo puta bez obzira iz kojeg stanja x € X krenuli.

U teoriji Markovljevih lanaca na diskretnom skupu stanja D definira se pojam
aperiodicnosti. Za stanje ¢ € D period stanja i definira se kao najveéi zajednicki
djelitelj skupa

{n>1:P(X, =1) > 0}.

Intuitivno, ako je period stanja iz kojeg kre¢emo 2, tada ne¢emo moci biti u tom stanju
u neparnim koracima. Pokazuje se da je kod ireducibilnih lanaca period jednak za
svako stanje. Ukoliko on iznosi 1, tada lanac zovemo aperiodi¢nim. Jasno je da je
dovoljan uvjet da ireducibilan lanac bude aperiodi¢an taj da je P;(X; = 7) > 0, tj. da
lanac moze ostati u istom stanju. Za lance na opcenitom skupu stanja X komplicira
se definicija ovog pojma pa ga ne¢emo definirati. Zainteresiranog citatelja upucujemo
na Robert i Castella [6]. Umjesto definicije dat ¢emo dovoljan uvjet koji vrijedi i u
diskretnom slucaju.

Napomena 1.8. Ukoliko je Markovljev lanac ¢-ireducibilan i vjerojatnost da ostane u
istom stanju strogo je veca od 0, onda je lanac aperiodican.

Pod marginalnom distribucijom lanca (X,) mislimo na distribuciju od X, za
n € N. Sada nam je cilj uvesti definiciju koje opisuje svojstvo da marginalne distri-
bucije lanca ne ovise o vremenu n. Pretpostavimo da znamo X, ~ 7 pri cemu je w
vjerojatnosna mjera. Tada je

Py (Xos1 € A) =Py (Xps1 € A, X, € X) = / K(z, A) n(dz).
X



Definicija 1.9. Za o-konacnu mjeru m kaZemo da je invarijantna mjera za prije-
laznu jezgru K (i pridruZeni lanac) ako vrijedi

(A) = /)(K(x, A)n(dz), za svaki A € B(X).

Definicija nam kaze ukoliko X, ~ 7, onda jei X, 11 ~ 7, tj. neovisno o vremenu mar-
ginalna distribucija lanca ostala je ista. Ukoliko je 7 vjerojatnosna mjera, invarijantnu
mjeru Cesto nazivamo stacionarna mjera ili distribucija.

Uoc¢imo da ukoliko je 7 stacionarna distribucija lanca i uspijemo posti¢i da je u
nekom trenutku X, ~ m, tada svaka iduca vrijednost lanca dolazi iz 7w distribucije
Sto nam omogucuje da uzorkujemo iz te distribucije, iako uzorak nece nuzno biti
nezavisan. Jasno je da zelimo da ovo svojstvo ima nas lanac konstruiran MCMC
algoritmom. Ponekad ¢e biti tesko provjeriti direktno to svojstvo, no zato u nastavku
definiramo dovoljan uvjet da bi lanac imao invarijantnu mjeru.

Definicija 1.10. Neka je K prijelazna jezgra u neprekidnom slucaju, s uvjetnom
gustocom k. Markovljev lanac s prijelaznom jezgrom K zadovoljava uvjet detaljne
ravnoteze ukoliko postoji funkcija f: X — R takva da vrijedi

k(y. ) f(y) = k(z,y) f(x), zasve (z,y) € X x X.

Ovaj uvjet nije nuzan da f bude stacionarna distribucija lanca s jezgrom prijelaza
K, no daje dovoljne uvjete koje nije tesko provjeriti. Upravo preko ovoga uvjeta
dokazat ¢emo da lanac konstruiran MCMC algoritmima ima stacionarnu distribuciju
f. U idué¢em teoremu dokazujemo da je uvjet detaljne ravnoteze uistinu dovoljan za
postojanje stacionarne distribucije.

Teorem 1.11. Pretpostavimo da Markovljev lanac s prijelaznom jezgrom K zadovo-
ljava wvjet detaljne ravnoteze s vjerojatnosnom funkcijom gustoce w. Tada je gustoca
m invarijantna gustoca lanca.

Dokaz. Napomenimo da kada kazemo da je gustoc¢a invarijantna za Markovljev lanac,
mislimo na mjeru v generiranu tom gustoc¢om, t;j.

V(B) = /B (@) A\ (dz), B e B(X).
Za izmjerivi skup B racunamo
[ K Byt = [ KByt A7)
= [ [ Moantp X @) = [ [ k) XA )
= [ 7o) [ M X ) N ) = [ ) X ) = ()

J/

K(z,X)=1



pri cemu smo iskoristili uvjet detaljne ravnoteze u trec¢oj jednakosti te Fubinijev
teorem u cetvrtoj jednakosti, Sto je opravdano jer su podintegralne funkcije nenega-
tivne. L]

U praksi nije lako posti¢i da X,, ~ 7 za fiksni n, pri ¢emu je 7 stacionarna
distribucija lanca. Zato nas zanima grani¢na distribucija od X, , tj. prema ¢emu lanac
konvergira. U nastavku iskazujemo teorem koji daje dovoljne uvjete na lanac (X,,)
kako bi njegova granicna distribucija bila 7, ¢ime dobivamo da za velike n realizacije
lanca mozemo smatrati dobivenim iz distribucije .

Norma u kojoj ¢emo gledati konvergenciju je totalna varijacijska norma definirana
izrazom

[ = pallrv = sup |pi(A) — p2(A4)].
AeB(X)

Teorem 1.12. Ako je Markovljev lanac (X,,) Harris povratan i aperiodican sa sta-
cionarnom mjerom m, onda vrijeds

=0,
TV

/X K"(z, ) p(dx) — 7

lim
n—oo

za svaku pocetnu distribuciju fu.

Raspisimo tvrdnju teorema. Prema definiciji totalne varijacijske norme imamo

sup
AeB(X)

/ K™z, A) u(d) — W(A)‘ 50, oo,
X
iz Cega slijedi
VA € B(X), / K™(z, A) p(dz) —> 7(A), n — oo,
X

tj.
VAe B(X), P, X,€A) —7(A), n— oo

Dakle, ovaj teorem govori nam da marginalne distribucije lanca, neovisno o pocetnoj
distribuciji ili tocki iz koje nas lanac krece, konvergiraju prema stacionarnoj distribu-
ciji. Za velike n marginalna distribucija od X,, aproksimira stacionarnu distribuciju
TT.

Kako bismo realizaciju lanca mogli koristiti kao uzorak dobiven iz distribucije 7,
potreban nam je Ergodski teorem. Uz dane opservacije X1, Xs, ..., X,, Markovljevog
lanca, zanimat ¢e nas ponasanje parcijalnih suma

Sull) =+ D" R(X),

pri ¢cemu je h integrabilna funkcija s obzirom na odgovarajuéi prostor mjere.



Teorem 1.13 (Ergodski teorem). Ako Markovljev lanac (X,,) ima o-konacnu inva-
rijantnu mjeru 7, ekvivalentno je:

(i) ako su f,g € L*(m) takve da [, g(x) w(dx) # 0, tada

lim Sn(f) _ fx f(z) m(dx)
n—o0 Sn(g) f)( g(x) W(d:ﬂ) )

(i) Markovljev lanac (X,,) je Harris povratan.

Ergodski teorem koristit ¢emo tako da dokazemo pretpostavke i tvrdnju (i) te ¢e tada
vrijediti tvrdnja (7). Markovljev lanac koji je aperiodi¢an i Harris povratan, zovemo
ergodski Markovljev lanac. Ukoliko ergodski Markovljev lanac ima stacionarnu dis-
tribuciju 7, onda na njega mozemo primijeniti ergodski teorem 1.13 i teorem 1.12, a
to ¢e nam biti klju¢no kod dokazivanja valjanosti MCMC algoritama.

Uocimo da ukoliko je 7 vjerojatnosna mjera, ona je o-konac¢na. Takoder, ukoliko
uzmemo g = 1, imamo [, g(z)w(dz) =1 pa slijedi

n—o0

lim 5,(f) = /X f(z) m(dz) = BL[f(X)].

Oznaka 7 kod ocekivanja znaci da je slucajna varijabla X distribuirana prema mjeri
m, tj. zakon razdiobe od X je Px = m. Ovaj teorem nam omogucuje da realizaciju
lanca koristimo za izra¢unavanje raznih statistika vezanih uz distribuciju =, iako re-
alizacija lanca ne daje nezavisan uzorak. Zbog toga je on kljucan za primjenu MCMC
algoritama.

Teorem 1.12 govori nam o asimptotskoj konvergenciji marginalnih distribucija
lanca prema stacionarnoj distribuciji, ali ne govori nista o brzini te konvergencije.
Kako bismo opisali brzinu konvergencije, uvodimo sljedeca svojstva.

Definicija 1.14. Ergodski Markovljev lanac sa stacionarnom distribucijom 7 je uni-
formno ergodski Markovljev lanac ako postoje p < 1 @ M < oo takvi da za svaki
x € X vrigedi

K" (@, ) = w()]lrv < Mp",
za svaki n € N.

Iz definicije odmah slijedi
lim sup ||[K"(z,:) — 7(:)||rv < lim Mp" = 0.
n—oo

n—oo zeX
Slabije svojstvo od uniformne ergodic¢nosti lanca je geometrijska ergodic¢nost lanca.

Definicija 1.15. Ergodski Markovljev lanac sa stacionarnom distribucijom m je ge-
ometrijski ergodski Markovljev lanac ako postoji p < 1 takav da

1K™ (z,) =7 ()lev < M(2)p",

za svakin € N, pri cemu je M(z) < 0o za m gotovo sve x € X.
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Razlika je u tome Sto sada konstanta M ovisi o pocetnom stanju x. Ovo svojstvo
govori nam da [|[K"(zx,-) — 7(+)||7v opada barem geometrijski brzo. Ova ¢e nam svoj-
stva biti bitna jer pruzaju dovoljne uvjete za primjenu centralnog grani¢nog teorema
za Markovljeve lance.
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Poglavlje 2

Metropolis-Hastings algoritam

2.1 Uvod

U ovom poglavlju objasnit ¢emo najopcenitiji algoritam za simuliranje uzorka
iz distribucije zadane vjerojatnosnom funkcijom gustoce f pomoéu Markovljevih la-
naca - Metropolis-Hastings algoritam. Mozda zvuci neobi¢no krenuti najopcenitijim
algoritmom, ali ovaj je algoritam zapravo najjednostavniji i za objasniti i za direk-
tnu implementaciju, a zbog svoje opcenitosti nudi mnogo mogucénosti. Prisjetimo se,
problem je simulirati uzorak iz distribucije zadane gusto¢om f koju znamo do na
normalizirajucu konstantu kako bismo mogli aproksimirati integrale oblika

= /X h(z) f(2)A™(dy) = By [h(X)). 2)

Kako bismo to napravili, konstruirat ¢emo ergodski Markovljev lanac cija je staci-
onarna distribucija f. Da bismo konstruirali takav Markovljev lanac, trebamo kons-
truirati prijelaznu jezgru kojoj je f stacionarna distribucija i osigurati konvergenciju
marginalnih distribucija lanca (X,,) prema f te osigurati da mozemo primijeniti Er-
godski teorem 1.13. Na kraju ¢emo dobiti aproksimaciju integrala (2) oblika

. 1 &
In=+ ; h(X,). (3)

2.2 Algoritam

Distribuciju f iz koje zelimo simulirati uzorak, zvat ¢emo ciljna (eng. target)
distribucija. Kako bismo konstruirali Markovljev lanac, za svako stanje z € X u
kojem se lanac moze naé¢i, moramo definirati vjerojatnosnu mjeru K (z,-). Nju ¢emo
zadati preko funkcije gustoc¢e. Dakle, za svaki x zadajemo uvjetnu funkciju gustoce
q(y|z) koju zovemo prijedlozna distribucija ili gustoca (eng. proposal). Tada vrijedi

K(x, A) = / A(le) X (dy), A € B(X).

Na primjer, za q(y|x) mozemo uzeti funkciju gustoée normalne slu¢ajne varijable s
ocekivanjem x i standardnom devijacijom o. Za algoritam je nuzno da znamo simu-
lirati iz tih distribucija te da znamo izracunati omjer

do na konstantu. Algoritam ide ovako:
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Algoritam 1 Metropolis-Hastings algoritam
1: Uz dano X,, = x,
2: Generiraj Y, ~ q(-|z,)
3: Generiraj U ~ U([0,1])
4: Izracunaj p(z,,Y,), pri ¢emu je

T,y) =min{ ——=
o) = min { 1
5: Definiraj

T, inace

Y, ako U < p(x,,Y,
Xn+1 = { B p( )

6: Ponavljajzan=mn+1

Algoritam krece iz stanja z, koje biramo proizvoljno, ali tako da vrijedi f(xg) > 0.
Zatim generiramo vrijednost iz proposal distribucije. Izraz p(x,y) je vjerojatnost da
¢emo prihvatiti vrijednost iz proposal distribucije i skociti u to stanje. Ukoliko ne
prihvatimo novo stanje, ostajemo u trenutnom stanju i u idu¢em koraku. Algoritam
zaustavljamo kada smatramo da je lanac napravio dovoljno koraka za nase potrebe.
O tome ¢emo vise govoriti kasnije. Uo¢imo da je zbog omjera % gustoc¢u f dovoljno

znati samo do na konstantu. Takoder, zbog omjera Zg:g; i q(-|z) je potrebno znati

samo do na konstantu koja ne ovisi o x. Ukoliko bi ona ovisila o x, imali bismo razlicite
konstante pa se one ne bi skratile u omjeru. Ipak, uvjetne gusto¢e sami zadajemo pa
njih najcesée u potpunosti znamo, no to Sto nam u algoritmu treba samo njihov omjer,
moze biti prednost pri implementaciji. Primijetimo da ukoliko krenemo iz stanja g
tako da vrijedi f(zg) > 0, onda nam se nikad nece dogoditi da je f(x,) = 01i da
p(x,, yn) nije definiran jer ¢ée vjerojatnost skoka u x,, u koraku prije biti 0.

2.3 Svojstva Metropolis-Hastings algoritma

U ovom dijelu cilj nam je za Markovljev lanac konstruiran algoritmom 1 pokazati
da vrijedi:

e f je njegova stacionarna distribucija,
e lanac konvergira prema stacionarnoj distribuciji,
e izraz (3) je aproksimacija integrala (2).

lako ovaj algoritam daje veliku slobodu pri izboru uvjetne gustoce ¢, ipak neki mini-
malni uvjeti moraju biti zadovoljeni kako bi f bila stacionarna distribucija konstru-
iranog lanca. Ukoliko nosa¢ gustoce f, supp f = {x € X : f(z) > 0}, nije povezan,
bitno je da ¢ omogucuje povezivanje svih komponenti, tj. omoguéuje lancu skok iz
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jedne komponente u drugu. Ne smije se dogoditi da postoji skup A C supp f takav

da
/ f()AN™(dz) >0 i / q(ylz) \™(dy) =0, zasvaki x € supp f
A A

jer tada lanac nikada nece posjetiti skup A, a uzorak iz f moze sadrzavati vrijednost
iz skupa A. Dovoljan uvjet je da nosac¢ od ¢ sadrzi nosac od f tj.

|J suppq(-|z) > supp f.
rEsupp f

Uz pomo¢ tog uvjeta u sljede¢em teoremu dokazujemo da je f stacionarna distribucija
konstruiranog lanca.

Teorem 2.16. Neka je (X,,) lanac dobiven Metropolis-Hastings algoritmom 1. Ako
nosac od q sadrzi nosac od f, tada vrijedi:

(i) prijelazna jezgra K lanca (X,,) zadovoljava uvjet detaljne ravnoteze sa f,
(i1) f je stacionarna distribucija lanca.

Dokaz. Za dokaz tvrdnje (i) trebamo pokazati

k(y,x)f(y) = k(z,y)f(z), zasve xz,y€X.

Prisjetimo se da je k(x,y) uvjetna gustoca prijelaza K (x,-) ukoliko se radi o nepre-
kidnom sluc¢aju. Za proizvoljan A € B(X) i x € X racunamo

K(x,A)=P,(X, € A) =

P,(X; € A, prihvatimo V') + P,(X; € A, odbijemo Y) =

Elp(z,Y)1{yeay] + La(z) Py(odbijemo V) =

| e atule) X ) + 5:04) (1~ [ sl g)atule) X () )
A W—/

\A >
anx D

r(z)

pri cemu je Y ~ ¢(-|x) ponudena vrijednost, d, Diracova mjera koncentrirana u tocki
x, a mjeru skupa smo zamijenili integralom jedinic¢ne funkcije po tom skupu. Dakle,
imamo

Ko, A) = [ pleatolo) X7 dn) + [ (0= r(@)buldy) =
| e iatule) X ay) + [ (1= @) ) A ),
pri ¢emu je sada d, Diracova delta ”funkcija” koju shva¢amo kao:
) 400 akoy=a . .. . (m) .
0.(y) = { 0 akoy Lz | vrijedi /Xéx(y) A (dy) = 1.
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Ovo treba shvatiti samo kao notaciju jer Diracova mjera nije apsolutno neprekidna
u odnosu na Lebesgueovu mjeru pa ne postoji funkcija koja bi zadovoljavala gornju
jednakost kod integrala.

Na kraju dobivamo uvjetnu gustoc¢u prijelaza:

k(z,y) = p(z,y)q(ylz) + (1 —r(x))d(y).

Provjerimo sada uvjet detaljne ravnoteze:

k(x,y)f(z) = p(z,y)qylz) f(x) + (1 —r(z))d(y) f ().

Uoc¢imo da vrijedi p(z,y) <1 = p(y,z) = 1 pa u tom slu¢aju imamo

% Zg‘%q(y’x)f(x) = fW)qlzly) = fFW)a(zly)ply, z).
Ako je p(z,y) = 1, onda je p(y,z) = % chl\f/; pa imamo
Iy) alzly)

p(z,y)q(ylz) f(z) = qylz) f(x) = q(yl|z) f(x) = p(y, 2)q(x|y) f ().

f(y) q(zly)

Jasno je da vrijedi:

(1 =r(2))0a(y) f(x) = (1 = 7(y))dy(2) f (),
jer je 0,(y) = 0 ako je x # y.

Dakle, vrijedi uvjet detaljne ravnoteze ¢ime smo dokazali (7). Dio (i) slijedi iz te-
orema 1.11. ]

To da je f stacionarna distribucija povlaci da ukoliko je X,, ~ f, tada je X, 11 ~ f,
no hoce li ikad doci do toga da u nekom koraku bude X,, ~ f 7 Iduéi korak je pokazati
da Markovljev lanac generiran Metropolis-Hastings algoritmom 1 uistinu konvergira
prema stacionarnoj distribuciji f. Prvi korak prema tome je osigurati da je lanac
f-ireducibilan. Trebamo osigurati da

vz e X, VAEBX) / F@)A™ () >0 — TneN, Kz, A) > 0.
A

Drugim rijecima, za svaki skup mjere vec¢e od 0, u odnosu na mjeru definiranu preko
gustoce f, vijerojatnost dolaska u taj skup u konacno mnogo koraka mora biti veca
od 0. Ukoliko ¢ izaberemo tako da vrijedi

q(ylx) >0, zasve (z,y) € supp f x supp f,

tada ¢emo moci u jednom koraku doc¢i u svaki skup mjere ve¢e od 0 u odnosu na
mjeru definiranu preko gustoce f, tj. nas lanac ¢e biti f-ireducibilan. Uz ovu spoznaju
sljedeca lema nam govori da je nas lanac i Harris povratan. Nju navodimo bez dokaza.
Za dokaz pogledati Robert i Castella [?] (lema 7.3).
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Lema 2.17. Ako je lanac dobiven Metropolis-Hastings algoritmom 1
f-ireducibilan, onda je © Harris povratan.

Takoder, zbog toga sto lanac dobiven Metropolis-Hastings algoritmom omogucuje
ostanak u istom stanju, on je aperiodican. Sada imamo sve uvjete zadovoljene da
primijenimo teoreme iz proslog poglavlja. Dobivene rezultate spojit ¢emo u jedan
teorem.

Teorem 2.18. Ukoliko je lanac (X,) dobiven Metropolis-Hastings algoritmom 1 f-
wreducibilan, tada vrijedi:

(i) [ je stacionarna distribucija lanca (X,),

(11) za svaki A € B(X) i svaku pocetnu distribuciju

P,(X, €A — / f(x)/\(m)(dx), n — 0o,
A

(iii) ako je h € LY(m), pri ¢emu je m mjera generirana sa f, tada

iy = %Z bX) = [ BN ). 0 oo,

tj. (3) je aproksimacija integrala (2).

Dokaz. Teorem 2.16 povlaci tvrdnju (i). Zbog leme 2.17, aperiodi¢nosti i tvrdnje (i)
mozemo primijeniti teorem 1.12. Iz njega i raspisa navedenog iza iskaza tog teorema
slijedi tvrdnja (ii). Mjera generirana funkcijom f je konacna pa je i o-kona¢na zbog
¢ega iz Ergodskog teorema 1.13 i raspisa iza njega slijedi tvrdnja (iii). O

2.4 Primjeri

U nastavku ovog poglavlja pokazat ¢emo dva primjera Metropolis-Hastings al-
goritma: Nezavisni Metropolis-Hastings i Metropolis-Hastings sa sluc¢ajnom Setnjom.
Komentirat ¢emo kako odabir proposal distribucije utje¢e na dobivene procjene in-
tegrala (2) na konkretnom primjeru na kojem znamo njegovu vrijednost. No, kako
bismo mogli usporedivati dobivene procjene i kada ne znamo pravu vrijednost inte-
grala, prvo ¢emo uvesti dvije numericke mjere koje ¢e nam pomoci da usporedimo
dobivene rezultate.

Efektivna veli¢ina uzorka - ESS

Neka je (X,, n > 0) Markovljev lanac dobiven Metropolis-Hastings algoritmom.
Slucajne varijable (X,,) nisu nezavisne, $to znaci da X, i X,,41 daju djelomiéno redun-
dantnu informaciju prilikom racunanja integrala (2). Drugim rije¢ima, lanac duljine
10000 ne daje toliko mnogo informacija o stacionarnoj distribuciji f kao sto to daje
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nezavisan uzorak iz te distribucije duljine 10 000. Zeljeli bismo imati neku mjeru koja
nam govori koliko je nezavisne informacije prisutno u lancu. Mozemo se pitati kolika
je veli¢ina sasvim nekoreliranog lanca koji bi nam dao istu tu informaciju. Odgovor
na to pitanje daje nam efektivna veli¢ina uzorka (eng. effective sample size, ESS).

Definira se izrazom
ESS =N/ <1 +2) acf(k)) :

k=1

pri cemu je N velicina lanca, a acf(k) je autokorelacija lanca s pomakom £k, tj. ko-
relacija izmedu lanca i lanca pomaknutog za k koraka. Od dva lanca, bolji je onaj s
veéim ESS-om. Efektivnu veli¢inu lanca uveli su Neal, Carlin i Gelman u radu [2], a
dobro objasnjenje moze se naéi i u Kruschke [3].

Monte Carlo standardna pogreska - MCSE

Monte Carlo standardna pogreska (eng. Monte Carlo standard error, MCSE)
je standardna devijacija Monte Carlo procjenitelja Iy (3). Sto je standardna devija-
cija manja, mozemo biti sigurniji da imamo dobru procjenu. Monte Carlo standardnu
pogresku dobivamo preko centralnog grani¢nog teorema za Markovljeve lance. Cen-
tralni granicni teorem kaze da

VN %gmxn)—xafwxm — N(0,03),

kada N — oo, pri cemu je
o = Varp[h(Xo)] +2 ) _ Cov[h(Xo), h(X;)].
i=1

Indeks f znac¢i da se ocekivanja racunaju uz pretpostavku Xy, ~ f. Za primjenu
centralnog grani¢nog teorema nuzno moramo imati ergodski Markovljev lanac sa
stacionarnom distribucijom f, Sto zahtjeva i Metropolis-Hastings algoritam. Postoji
mnogo dovoljnih uvjeta, a mi navodimo sljedeca dva (treba vrijediti barem jedan):

e lanac je geometrijski ergodski i E;[|h(X)|?*°] < oo za neki § > 0,
e lanac je uniformno ergodski i Ef[h(X)?] < oc.

Ukoliko su zadovoljeni uvjeti centralnog granicnog teorema, za procjenu Monte Carlo
standardne pogreske trebamo procijeniti 7. Postoji vise nacina kako se to moze
napraviti, no u to ne¢emo ulaziti. Za detalje pogledati [1].
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2.4.1 Nezavisni Metropolis-Hastings algoritam

Kod nezavisnog Metropolis-Hastings algoritma (eng. the Independent Metropolis-
Hastings algorithm) proposal distribucija ¢ ne ovisi o trenutnom stanju u kojem se
lanac (X,,) nalazi, tj. q(y|x) = q(y). Dakle, cijelo vrijeme generiramo uzorak iz iste
vjerojatnosne distribucije dane gustoc¢om ¢(y). Nuzan uvjet kako bi vrijedili rezultati
iz prethodnog potpoglavlja je da

supp f C suppq.

Algoritam glasi ovako:

Algoritam 2 Nezavisni Metropolis-Hastings algoritam
1: Uz dano X,, = x,
2: Generiraj Y,, ~ ¢
3: Generiraj U ~ U([0,1])
4: Izracunaj p(z,,Y,), pri ¢emu je

| fy) q(z)
p(z,y) = min {— —,1
(x) q(y)
5: Definiraj
{ Y, ako U < p(x,,Y,)
Xn+1 - . -
T, Inace
6: Ponavljajzan=n+1

Tako su u algoritmu Y,, generirani nezavisno (od tu i dolazi ime algoritma), dobi-
veni uzorak nije nezavisan jer vjerojatnost prihvacanja p ovisi o prijasnjem stanju. U
nastavku navodimo dovoljan uvjet kako bi dobiveni Markovljev lanac bio uniformno
ergodski.

Teorem 2.19. Algoritam 2 generira uniformno ergodski Markovljev lanac ukoliko
postoji konstanta M takva da je

f(z) < Mq(x), za svaki x € supp f.

U tom slucaju je
1 n
157 = vy Olly <2 (1= 37)

pri cemu je vy mjera generirana vjerojatnosnom funkcijom gustoce f.

Iako u praksi, ukoliko f znamo samo do na konstantu, ne¢emo modci izracunati M
i dobiti toénu procjenu greske, ovaj teorem nam govori kakvu proposal distribuciju
q izabrati ukoliko koristimo nezavisni Metropolis-Hastings. Zelimo da konstanta M
bude $to manja, bliza broju 1, pa je najbolje uzeti gusto¢u ¢ sto sli¢niju gustoéi f.
Samim time zelimo Sto veéi broj prihvacenih koraka (eng. acceptance rate), tj. broj
koraka kada Metropolis-Hastings algoritam prihvati vrijednost iz proposal distribucije.
U idealnom bi slucaju gustoca q bila jednaka gustoéi f i svaki korak bismo prihvatili.
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Slika 1: Nenormalizirana beta(3, 3) gustoca

Primger 2.20. beta(3,3)
Sada ¢emo primijeniti Nezavisni Metropolis-Hastings algoritam za simuliranje uzorka
iz beta(3, 3) razdiobe. Napomenimo najprije da ovaj primjer nije realan primjer gdje
se koristi Metropolis-Hastings algoritam, no posluzit ¢e kao vrlo jednostavan primjer
za ilustraciju teorijskih rezultata dobivenih gore. Gustoca beta(a, §) distribucije dana
je izrazom ) .

(1 —x)P~

f([L') - B(Oé,ﬁ) ]]'[0,1]7

pri ¢emu je B(a,f) = fol u® (1 — u)?~! du normalizacijska konstanta. Ovdje veé
mozemo naslutiti kako ¢e za neke visedimenzionalne razdiobe ovu normalizacijsku
konstantu biti tesko izracunati. Kod Metropolis-Hastings algoritma takve integrale
ne moramo znati izracunati te upravo zbog toga on dobiva na vaznosti. Ako je X ~
beta(a, ), tada vrijedi

ala+1)
(a+B)a++1)

i E[X? =
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proposal U([0,1]) | N(0.5,0.24°2) | N(0,1)
ESS 586.3 777.5 137.6
acceptance rate | 62.26% | 89.99% 21.92%
ocekivanje 0.49177 | 0.50416 0.5217
MCSE 0.00869 | 0.00506 0.01493
greska 0.00823 | 0.00416 0.021696
drugi moment | 0.27769 | 0.29209 030229
MCSE 0.00871 | 0.00546 0.01555
greska 0.00802 | 0.00637 0.01658

Tablica 1: Rezultati simulacija za razlicite proposal distribucije

Beta razdioba cesto se pojavljuje kao osnovni primjer u bayesovskoj statistici i njome
se Cesto modelira vjerojatnost uspjeha, npr. dobivanja glave kod bacanja novcic¢a. Mi
¢emo simulirati uzorak iz beta(3, 3) razdiobe ¢ija je nenormalizirana gusto¢a dana na
slici 1. Njezino ocekivanje je 0.5 dok je drugi moment 0.2857143.

Za proposal distribuciju mozemo uzeti bilo koju razdiobu kojoj je nosa¢ nadskup
od segmenta [0,1]. Usporedit ¢emo rezultate kada koristimo tri razlic¢ite proposal
distribucije:

e uniformna razdioba na [0, 1] - U([0, 1]),
e normalna razdioba s oc¢ekivanjem 0.5 i varijancom 0.242 - N (0.5, 0.24?),
e jedini¢na normalna razdioba - N(0,1).

Simulacije ¢emo napraviti u programskom jeziku R, pri ¢emu ¢emo se praviti da
ne znamo normalizacijsku konstantu B(3,3). Lanci ¢e biti duljine 1000, a za svaku
proposal distribuciju izracunat ¢emo efektivnu veli¢inu uzorka, acceptance rate, Monte
Carlo procjenu ocekivanja i drugog momenta te Monte Carlo standardnu pogresku za
te procjenitelje. Takoder, poSto u ovom umjetnom primjeru znamo prave vrijednosti
ocekivanja i varijance, usporedit ¢emo dobivene procjene s pravim vrijednostima.
Rezultati se mogu vidjeti u tablici 1.

Iz tablice vidimo da najto¢niju procjenu dobivamo kada za proposal distribu-
ciju uzmemo N (0.5,0.24%). Efektivna velicina uzorka je najveca, a procjene stan-
dardne greske su najmanje. Uniformna razdioba takoder daje dosta dobre procjene i
male greske, dok su kod jedini¢ne normalne razdiobe greske nesto vece. Razlog tomu
mozemo vidjeti na slici 2.

Vidimo da najbolje rezultate daje ona proposal gustoc¢a koja je mnajslicnija
beta(3,3) gustodi. Sto su te gustoce sliénije, konstanta M iz teorema 2.19 je manja
kao sto mozemo vidjeti u tablici 2. Tada imamo brzu konvergenciju pa su i rezultati
tocniji. U primjeni nije realno da ¢emo znati na¢i tako dobro odgovarajuéu proposal
gustocu kao ovdje, no to nas ne treba previse zabrinjavati. Glavo je imati na umu
da ukoliko mozemo izabrati proposal gustocu slicnu ciljnoj gustodi, to i napravimo.
Ukoliko to ne mozemo, preciznije rezultate dobit ¢emo povecavanjem duljine lanca.
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Slika 2: Graf ciljne gustoce i proposal gustoca

Duljina lanca u ovom primjeru bila je 1 000 sto je zapravo vrlo malo. Ukoliko uzmemo
duljinu lanca 10000, dobit ¢emo puno bolje procjene cak i s losim izborom proposal
gustoce.

2.4.2 Metropolis-Hastings sa slucajnom Setnjom

Vjerojatno prirodniji odabir prilikom konstrukcije Metropolis-Hastings algoritma
je prilikom predlaganja novog stanja uzeti u obzir trenutno stanje. Na taj nacin
lokalno pretrazujemo skup stanja. Dakle, novo stanje Y,, biramo prema

Yn = Xn+€n>

pri cemu je €, slucajna varijabla s distribucijom ¢ koja ne ovisi o X,,. Na primjer,
mozemo uzeti €, ~ N(0,0%) i tada ukoliko se u trenutku n nalazimo u stanju x,,
nova predloZena vrijednost bit ¢e distribuirana prema N(z,,0?). Tada ¢e proposal
gustoca biti oblika ¢(y|x) = ¢(y — z), a Markovljev lanac pridruzen toj prijelaz-
noj jezgri nazivamo slucajna Setnja. Takvu modifikaciju Metropolis-Hastings algo-
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M
U([0,1]) 1.87
N(0.5,0.24°2) | 1.14
N(0,1) 5.37

Tablica 2: Dobivene konstante M za razlicite proposal distribucije

rimta zovemo Metropolis-Hastings sa slu¢ajnom Setnjom (eng. Random walk
Metropolis-Hastings). Za distribuciju od €, najcesée se koriste simetricne razdiobe
poput uniformne, normalne ili studentove t-distribucije s ocekivanjima 0. Ukoliko
bas izaberemo simetricnu distribuciju, tada dobivamo orginalan algoritam koji je
predlozio Metropolis (1953).

Algoritam 3 Metropolis-Hastings algoritam sa slucajnom Setnjom
1: Uz dano X,, = z,
2: Generiraj Y, ~ q(|ly — zx|)
3: Generiraj U ~ U([0, 1])

4: Izracunaj p(z,,Y,) pri ¢emu je

[ fy) }
plz,y) =min< —=, 1
(o) = min{ 75
5: Definiraj
{ Y, ako U < p(x,,Y,)
Xn+1 = . ~
T, inace

6: Ponavljajzan=n+1

Vidimo da se izraz p pojednostavio. Sada u predlozeno stanje sigurno prelazimo
ukoliko je gustoca u tom stanju veca, a ukoliko je manja, prelazimo s vjerojatnosti
koja ovisi o tome koliko je gusto¢a u predlozenom stanju manja.

Nazalost, Metropolis-Hastings algoritam sa slucajnom Senjom ne mora generirati
lanac koji je uniformno ergodski. Mengersen i Tweedie pokazali su da ukoliko je
nosac ciljne gustoce skup svih realnih brojeva, tada ni ne moze generirati lanac koji
je uniformno ergodski. Ipak, mogu se izvesti nuzni i dovoljni uvjeti kako bi generirani
lanac bio geometrijski ergodski. Za detalje pogledati Robert, Casella [6] (poglavlje
7.5).

Za precizne rezultate kod primjene ovog algoritma cesto je potrebno skalirati
proposal gustocu, Sto ¢emo ilustrirati sljede¢im primjerom.

Primgjer 2.21. beta(3,3)

Ciljna distribucija bit ¢e nam beta(3,3) kao i u prethodnom primjeru, no ovoga
puta koristit cemo Metropolis-Hastings algoritam sa slucajnom setnjom. Ukoliko se u
trenutku n nalazimo u stanju z,,, tada ¢e nam Y, biti distribuiran prema N (z,,, 0%), pri
¢emu ¢emo promatrati razlicit izbor standardne devijacije o. Mijenjanje standardne

21



devijacije odgovara skaliranju skokova. Promatrat ¢emo vrijednosti o = 0.04, 0.4, 2.
Za svaku od tih vrijednosti nacrtat ¢emo histogram relativnih frekvencija dobivenog
uzorka i usporediti ga s gusto¢om beta(3, 3) razdiobe. Takoder, nacrtat ¢emo prvih
100 koraka dobivenog lanca kao i posljednjih 100. Lanci ¢e biti duljine 10 000 koraka.
Lance pokre¢emo iz pocetnog stanja zy = 0.95. Rezultate mozemo vidjeti na slici 3.

sigma = 0.04 Acc rate = 0.9451 ESS =114.9

Density

00 05 10 15 20

Density

o
o
0
o
0
=]
o
o

Acc rate = 0.1228 ESS=7771

980
L

Density
a40
1

Slika 3: Histogram relativnih frekvencija, pocetak i kraj lanaca za razli¢it izbor stan-
dardne devijacije

Ako je standardna devijacija premala (slucaj o = 0.04), tada proposal distribucija
predlaze jako male pomake. Tada je ;gzg blizu 1 pa jako cesto prihva¢amo predlozene
korake. No, kako su koraci jako blizu, treba nam puno vremena da se maknemo iz
dijela prostora stanja gdje ciljna gustot¢a nema veliku masu. To mozemo vidjeti na
slici 3 u prvom retku i drugom stupcu. Trebalo nam je 100 koraka da dodemo do
dijela gdje ciljna gustoca ima veliku masu. Samim time pretrazivanje prostora stanja
vrlo je sporo, a informacije koje dobivamo su redundantne. Zato je efektivna veli¢ina
uzorka vrlo mala. Dakle, zakljucujemo da kod slucajne Setnje visok acceptance rate

nije dobar, kao sto je to bio kod Nezavisnog Metropolis-Hastings algoritma.
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Ako je standardna devijacija prevelika (slucaj o = 2), tada proposal distribucija
cesto predlaze vrlo velike skokove koji izlaze iz nosaca ciljne gustoce pa su automatski
odbijeni. To znac¢i da lanac ostaje u istom stanju dugo vremena te samim time do-
nosi redundantne informacije. Zato histogram ima puno stupaca koji su iznad ciljne
gustoce. U ovom slucaju acceptance rate vrlo je malen.

U slucaju kada je ¢ = 0.4, vidimo da se histogram dosta dobro slaze s ciljnom
gusto¢om. Lanac uspijeva dosta dobro pretraziti prostor stanja, a acceptance rate je
oko 50%. Vidimo da su ESS i acceptance rate dobri numericki pokazatelji koliko smo
uspjesno skalirali nasu proposal distribuciju.

Spomenuli smo da lancu ¢esto treba dosta koraka da dode iz podrucja male mase
u podruéje velike mase ciljne gustoce. Cesto se zbog toga odbacuje pocetni dio lanca.
Taj dio lanca zovemo burn-in period. Ideja je da informacije poénemo uzimati tek
kad lanac dode u podrucje vec¢e mase kako ne bismo imali previse tocaka iz podrucja
gdje ciljna gusto¢a nema veliku masu.

2.5 Gibbsovo uzorkovanje

Metropolis-Hastings algoritam vrlo je opcenit i Siroko primjenjiv. Problem je sto
proposal distribucija mora biti dobro uskladena s ciljnom distribucijom kako bi algo-
ritam bio efikasan. No, postoje i druge metode kao sto je Gibbsovo uzorkovanje
(eng. Gibbs sampler). Gibbsovo uzorkovanje uveli su Geman i Geman 1984. godine,
a metoda je dobila ime po fizicaru Josiahu Willardu Gibbsu. Algoritam Gibbsovog
uzorkovanja zasniva se na sluc¢ajnoj Setnji kroz prostor parametara, kao i Metropolis-
Hastings algoritam. Pretpostavimo da zelimo simulirati uzorak iz viSedimenzionalne
razdiobe s gustoom f(x1, o, ..., Tpn).

Algoritam 4 Gibbsovo uzorkovanje

1: Inicijaliziraj lanac pocetnim stanjem (xgo), e ,xﬂg)); pretpostavimo da smo u n-
tom koraku dosli u stanje (xg"), e ,x&?’)

2: Simuliraj x§”+” iz f(xﬂxén), . ,:cﬁ,’f)), xénﬂ) iz f(:172|17§n+1), xén), e ,xﬁﬁ)) i tako
sve do 20 iz f(zp |2, 20D

3: Ponavljajzan=n-+1

Setnja kreée iz neke proizvoljne tocke, a svaki korak ovisi samo o trenutnom
stanju u kojem se nalazimo. U svakom koraku izabiremo jedan parametar iz ciljne
gustoce. Tipi¢no se ide kruzno od x; pa sve do x,, i tako dalje. Razlog tomu je sto
bi kod velikih modela s mnogo parametara previse koraka bilo potrebno da bi se svi
parametri izabrali dovoljan broj puta ako bismo ih birali slu¢ajno. Nakon sto smo
izabrali x;, tada novu tocku biramo tako da sve ostale tocke drzimo fiksirane, dok -tu
koordinatu simuliramo iz uvietne gustoce f(z;|a{""", ... 2", xgi)l, .,z ciljne
distribucije. Zato su koraci uvijek u smjeru koordinatnih osi. Glavna pretpostavka
Gibbsovog uzorkovanja je da znamo simulirati iz uvjetne ciljne distribucije $to je u
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mnogo statistickih problema moguce. Detaljnije o Gibbsovom uzorkovanju moze se
nac¢i u Casella [6].
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Poglavlje 3

Primjene u bayesovskoj statistici

3.1 Osnovne bayesovske statistike

U klasi¢noj statistici dane podatke pokusavamo opisati statistickim modelom koji
se sastoji od vjerojatnosnih funkcija distribucija s pripadnim parametrima. Te para-
metre smatramo unaprijed odredenima i fiksiranima, a iz podataka ih pokusavamo
procijeniti. Cesto se parametri procjenjuju metodom maksimalne vierodostojnosti
(eng. mazimum likelihood estimator, MLE). Na taj nacin nikakva prijasnja znanja o
parametrima od interesa nisu ugradena u nas model. Kod bayesovske statistike
(eng. Bayesian statistics) osnovna je ideja gledati parametre kao slu¢ajne varijable.
Dakle, oni nisu fiksirani ve¢ imaju svoju vjerojatnosnu razdiobu. Tocnije, uz njih
vezemo dvije bitne razdiobe. Prva je apriori distribucija (eng. prior distribution)
koja predstavlja nase znanje o parametru prije nego sto smo vidjeli podatke, a druga
je aposteriori distribucija (eng. posterior distribution) koja predstavlja nase znanje
o parametru nakon sto smo vidjeli podatke. Apriori i aposteriori distribucija povezane
su preko Bayesovog pravila:

p(D[6)p(0)

p(0ID) = "=

x p(D[0)p(0), (4)
pri c¢emu D predstavlja podatke, § parametar koji promatramo, p() apriori distribu-
ciju parametra, p(6|D) aposteriori distribuciju parametra, a p(D|f) vjerodostojnost
(eng. likelihood) podataka uz dani model. Oznaka o znaci da su izrazi proporcionalni,
tj. da vrijedi
p(0|D) = cp(D|0)p(0),

za neki ¢ € R i vrlo je Cesta u literaturi o bayesovskoj statistici. Normalizacijska
konstanta p(D) moze se izraziti kao

p(D) = / p(DI6)p(6) do,

no u praksi ju moze biti vrlo tesko izracunati. Iz (4) vidimo da u zakljucivanju o
parametru kojeg promatramo sudjeluju i prijasnje znanje (kroz apriori distribuciju)
i podaci koje smo prikupili (kroz vjerodostojnost). lako je korisno u model ukljuciti
prijasnje znanje o parametru, bayesovska statistika je Cesto i kritizirana zbog toga jer
razne osobe mogu koristiti razlicite apriori distribucije i time dobiti razli¢ite rezul-
tate i zakljucke. Time dolazi do problema konzistentnosti ovog pristupa. No, postoje
mnoge metode i upute kako izabrati prikladnu apriori distribuciju te nacini kako
se moze promatrati utjecaj izbora apriori distribucije na krajnje rezultate. Prilikom
provodenja istrazivanja vrlo je bitno ukljuciti strucnjake iz dane domene te javno
raspravljati o izboru apriori distribucije. Tek nakon Sto se postigne dogovor oko apri-
ori distribucije, ima smisla provoditi bayesovsku statistiku. U nastavku donosimo
jednostavan primjer kako bismo ilustrirali uvedene pojmove.
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Primger 3.22. Bacanje novcica

Zamislimo da se Se¢emo ulicom i nademo nov¢i¢. Zanima nas vjerojatnost dobi-
vanja glave na tom novci¢u. Oznac¢imo tu vjerojatnost sa 6. Prvo trebamo odrediti
apriori distribuciju za 6. Kako je vjerojatnost dobivanja glave broj u segmentu [0, 1],
trebamo zadati neku gustocu koja ima nosac na [0, 1]. Zamislit ¢emo tri moguce situ-
acije. U prvoj prepoznajemo da je novcic¢ zapravo kovanica od 5 kuna. Takvih novéica
ve¢ smo puno vidjeli u svome zivotu i smatramo da je vjerojatnost dobivanja glave
oko 50% pa ¢emo za apriori distribuciju izabrati beta(5, 5) razdiobu. U drugom sce-
nariju zamislimo da smo nasli novci¢ na kojem pise "trik novci¢”. Za takav novcic
bismo mogli znati da preferira jednu stranu (glavu ili pismo), tj. da je neposten, ali
ne znamo koju. U tom slucaju mogli bismo pretpostaviti beta(0.9,0.9) apriori dis-
tribuciju. U tre¢em slucaju zamislimo da smo nasli novéi¢ bez nekih natpisa i ne
znamo nikakve informacije o tom novéci¢u. Tada zelimo neku neinformativnu apriori
distribuciju (eng. noninformaive prior) pa mozemo uzeti uniformnu distribuciju na
(0,1). Primijetimo da je U(0,1) = beta(1,1).

Nakon sto smo odredili apriori distribucije kre¢emo s eksperimentom. Pretposta-
vimo da smo bacili novc¢i¢ i da smo od N = 24 bacanja dobili z = 8 glava. Izvedimo
aposteriori distribuciju pomoc¢u Bayesovog pravila. Kako su sve tri apriori distribucije
beta razdiobe, ra¢un ¢emo provesti opéenito za beta(c, 5) distribuciju:

p(D16) p(6)

p(0|D) = (D)

o 07 (1 — )N 9> (1 — 9)°
iz cega slijedi
p(0]D) oc 94713 (1 — )TN,

Kako bismo dobili to¢nu aposteriori distribuciju, moramo izra¢unati
1
p(D) — / 9a71+z<1 . 9)671+N7Z do.
0

Tako opc¢enito ovaj izraz moze biti tesko izracunati, u ovom primjeru primje¢ujemo da
je to upravo beta funkcija izracunata u tockama a+z 1 5+ N —z, tj. B(a+z, B+N—2z)
pa je nasa aposteriori distribucija p(f|D) jednaka gustoéi beta(a + z,5 + N — 2)
razdiobe, tj.

0|D ~ beta(a+ z, 8+ N — z).

Kada se dogodi da apriori i aposteriori distribucija pripadaju istoj familiji distribu-
cija, tada kazemo da su one konjugirane distribucije za dani model. To svojstvo
zapravo ovisi o tome slazu li se vjerodostojnost i apriori distribucija. Cesto se moze
naci popis funkcija vjerodostojnosti i odgovarajuéih apriori distribucija tako da apri-
ori i aposteriori distribucija budu konjugirane. U nasem slucaju bacanje novcic¢a prati
Bernoullijevu razdiobu s parametrom 6, tj. uzastopna bacanja su binomno distribu-
irana s vjerojatnosti uspjeha 6 i brojem ponavljanja N. Dakle, binomna funkcija
vjerodostojnosti i beta apriori distribucija rezultiraju beta aposteriori distribucijom.
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Vratimo se sada na primjer. U eksperimentu smo u N = 24 bacanja dobili z = 8 glava
u sva tri scenarija. Rezultate eksperimenta mozemo vidjeti na slici 4. Za aposteriori
distribuciju nacrtali smo i 95% interval najvece gustoce (eng. highest density interval,

HDI).

Apriori distribucija Vjerodostojnost Aposteriori distribucija
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4 - -
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Slika 4: Rezultati eksperimenta za tri razli¢ite apriorne distribucije; plavom bojom
oznacene su vjerojatnosne funkcije gustoce, a crvenom bojom vjerodostojnost

Interval najvece gustoée (HDI) sadrzi 95% mase gustoce i za svaku tocku u njemu
vrijedi da je gustoca veca nego za svaku tocku koja nije u njemu. Na taj nacin
dobivamo najmanji pouzdani interval. Za razliku od klasi¢ne statistike, interpretacija
pouzdanih intervala u bayesovskoj statistici je direktna: vjerojatnost da je parametar
u 95% pouzdanom intervalu je 95%. Iz slike vidimo da je u prvom primjeru (kada
smo nasli kovanicu od 5 kuna) HDI uzi nego u ostala dva primjera. To je rezultat
toga §to vjerujemo da je prava vjerojatnost padanja glave negdje oko 50% pa jako
male vrijednosti za 6 nisu jako vjerojatne, kao Sto su u situacijama dva i tri. U njima
vidimo da aposteriori distribucija jako sli¢i na vjerodostojnost, Sto znac¢i da apriori
distribucije nisu imale prevelik utjecaj. Takoder, ocekivanje ili sredina parametra
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jako je blizu MLE procjene parametra koja iznosi % = 28#4 ~ 0.33. Cilj ovog primjera
bio je ilustrirati osnovne pojmove bayesovske statistike pa nec¢emo ulaziti u to kako
testirati vrijednosti parametra 6 i donositi binarne odluke. Zainteresiranog citatelja
upucujemo na Kruschke [3].

Opcenito, ako nemamo konjugirane distribucije, Sto je ¢esto slu¢aj, da bismo dobili
rezultate eksperimenta, morali bismo izracunati

p(D) = / p(D[6)p(6) do. (5)

Integral u (5) moze biti jako tesko izrac¢unati zbog oblika funkcije vjerodostojnosti i
apriori distribucije. Takoder, model moze sadrzavati puno parametara pa je integral
(5) u visokodimenzionalnom prostoru i tesko se moze izracunati, ¢ak i aproksimi-
rati numerickim metodama. Zato se odustaje od ideje racunanja p(D) te se trazi
drugacije rjesenje. Jedno rjeSenje moglo bi biti uzeti gustu mrezu na nosacu aposte-
riori distribucije, izra¢unati gustoc¢u u tim tockama i zatim normirati sumom gustoca
u tim tockama. Na taj nacin zapravo diskretiziramo aposteriori distribuciju i aprok-
simiramo vrijednosti parametara. Ovaj pristup nije dobar jer nosa¢ nekog parametra
moze biti neogranicen. Osim toga, ¢ak i da su nosaci svih parametara ograniceni, uko-
liko imamo recimo 20 parametara ($to i nije puno u nekim primjenama) i uzmemo
samo 50 tocaka za svaki parametar, dobivamo 103? tocaka §to je iznimno zahtjevna
zadaca za racunalo, a aproksimacija bi bila prilicno gruba.

Postoji i bolje rjesenje problema. Zamislimo da znamo uzorkovati iz aposteri-
ori distribucije. Tada bismo uzimanjem dovoljno velikog uzorka mogli procijeniti
ocekivanje, varijancu distribucije, pouzdane intervale i sve druge karakteristike dis-
tribucije. Drugim rije¢ima, ukoliko imamo jako velik uzorak iz distribucije, to je kao
da znamo i samu distribuciju. Na sre¢cu, MCMC algoritmi omoguc¢uju nam upravo
to - da simuliramo uzorak iz p(0|D), pri ¢emu je p(6|D) dovoljno znati samo do na
konstantu, tj. ne trebamo ra¢unati p(D). Zbog toga se oni primjenjuju u bayesovskoj
statistici. Ideja bayesovske statistike nije nova i moderna (Thomas Bayes zivio je u
18. stoljecu), no upravo je razvoj racunala i MCMC algoritama ucinio bayesovsku
statistiku popularnom. Omogucio je njezinu primjenu na kompliciranije, hijerarhijske
modele koji mogu dobro opisivati podatke iz stvarnosti. U nastavku rada pokazat
¢emo primjer kompliciranijeg modela ¢ije rezultate ne bismo mogli dobiti bez pri-
mjene MCMC algoritama.

3.2 GGeneralizirani linearni modeli

Generalizirani linearni modeli su klasa modela koja ne pripada direktno u bayesov-
sku statistiku, ve¢ je izvorno nastala u frekventistickoj statistici. Razlika je u nacinu
procjene parametara. U ovom potpoglavlju ukratko ¢emo objasniti generalizirane li-
nearne modele i procjenu parametara iz perspektive bayesovske statistike.

Glavni je cilj mnogih istrazivanja utvrditi postoji li veza izmedu neke odabrane
varijable i ostalih varijabli te ju odrediti. Takva veza rijetko je deterministicka pa
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ju najcesée modeliramo koristeci vjerojatnosne modele. Odabranu varijablu zovemo
ovisnom varijablom ili odzivom (eng. response), a ostale varijable zovemo neo-
visnim varijablama, predviditeljima ili kovarijatama (eng. predictors, features).
Podatke zapisujemo u obliku

(Xi7yi)7 1=1,2,....n

pri cemu su y; realizacije ovisne varijable Y; za ¢iju razdiobu pretpostavljamo da
ovisi o vrijednostima neovisnih varijabli x;. Neovisnih varijabli moze biti proizvoljno
mnogo, a mogu biti numerickog ili kategorijalnog tipa. Cesto neovisne varijable zapi-
sujemo matri¢no pri cemu svaki redak predstavlja jednu opservaciju, a stupci neovisne
varijable. Neka je n broj opservacija, a m broj neovisnih varijabli. Tada je X € R™*™
matrica neovisnih varijabli ili kovarijata. Zapis x;; predstavlja vrijednost j-te neovisne
varijable kod i-te opservacije.

Kod linearnih modela osnovna pretpostavka je da postoji linearna veza izmedu
ocekivanja ovisne varijable i neovisnih varijabli, tj.

EY; = Z Bjxija
j=1

pri ¢cemu su f; parametri modela. Kod generaliziranih linearnih modela pretpostav-
ljena veza ne mora biti linearna, ve¢ je neka funkcija od linearne kombinacije zavisnih
varijabli. Preciznije, generalizirani linearni model definiran je u tri koraka:

1. Linearni predviditelj: Z;nzl BT

2. Funkcija veze (eng. link function) g koja bijektivno povezuje linearni prediktor
s oc¢ekivanjem ovisne varijable Y;,

EY; =g~ (Z ﬂj%’j) :
j=1

3. Za zadano ocekivanje ovisna varijabla Y; ima unaprijed odredenu razdiobu iz
eksponencijalne familije.

Napomenimo da je funkcija ¢! inverz funkcije veze g. Tradicionalno funkcija veze ¢
je zamisljena da transformira vrijednosti ovisne varijable u oblik koji se moze povezati
s linearnim modelom, t;j.

m
g (BY)) = By
j=1
Od tu dolazi i njezin naziv. Iz ova tri koraka vidimo i otkuda su generalizirani linearni

modeli dobili svoje ime. Oni generaliziraju direktnu linearnu vezu izmedu ocekivanja
ovisne varijable i neovisnih varijabli, ali u sebi i dalje sadrze linearni prediktor.
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Primger 3.23. Linearna regresija

Ukoliko pretpostavimo vezu izmedu ovisne varijable i neovisnih varijabli na sljedeci
nacin

Yi=Bo+ bizin + .- + BnTim + €,
pri ¢emu su ¢; ~ N(0,0?) i medusobno nezavisne, tada smo dobili model vigestruke
linearne regresije. Primijetimo da imamo linearnu kombinaciju neovisnih varijabli
(korak 1.). Vrijedi
EY; = Bo + Biza + - -« + BinTim,

pa je link funkcija identiteta (korak 2.). Iz dane veze slijedi da je

Y,~ N (iﬁjxij702) ;

j=0

uz dogovor x;0 = 1 pa je i razdioba od Y; odredena (korak 3.).
Primger 3.24. Logisticka regresija

Ukoliko je ovisna varijabla binarna (Y; € {0,1}), mozemo ju modelirati kao Ber-
noullijevu slu¢ajnu varijablu s o¢ekivanjem p; = ¢g~! Z;n:1 Bjxi; ). Za inverznu link

funkciju mozemo uzeti sigmoidu o : R — [0, 1] definiranu izrazom

1

:m, tER

o(t)
Za procjenu parametara generaliziranih linearnih modela standardno se koristi
procedura maksimalne vjerodostojnosti. Podsjetimo se, vjerodostojnost je funkcija
koja za dane parametre daje vjerojatnost skupljenih podataka. Kao procjena para-
metara uzimaju se oni parametri koji maksimiziraju vjerodostojnost. Dakle, procjena
parametara vodi na optimizacijski problem. U praksi to moze biti vrlo tezak optimi-
zacijski problem koji se ¢esto rjesava numerickim algoritmima kao Sto su gradijentna
metoda (eng. gradient descend) ili Newton-Rapshon metoda. Takoder, treba voditi i
racuna da ne dode do prenaucenosti (eng. overfitting) modela pri ¢emu model jako
dobro opisuje dane podatke, ali jako loSe radi na nevidenim podacima.

3.3 Primjer: Linearna regresija s teskim repovima

Sada ¢emo primijeniti sve o ¢emu smo do sada pricali na primjeru odredivanja
potrosnje goriva automobila prema tezini automobila i broju konjskih snaga. Sagradit
¢emo model linearne regresije s teskim repovima na bayesovski nacin te ¢emo komen-
tirati bitne stvari na koje se treba paziti prilikom gradnje ovakvog modela. Glavna je
poanta primjera ilustrirati metode o kojima smo govorili u prethodnim poglavljima,
a ne na samim dobivenim rezultatima. Cijeli postupak provest ¢emo pomoéu pro-
gramskih jezika R i JAGS. Kratak uvod u JAGS i o tome kako smo dobili rezultate
moze se na¢i u Dodatku.
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Podaci

Podaci koje ¢emo koristiti izvuceni su iz automobilskog magazina Motor Trend US
iz 1974. godine. Sastoje se od 32 modela automobila iz 1973. i 1974. godine, a sadrze
karakteristike poput prijedenih milja po galonu, broja cilindara, konjskih snaga, tezine
i slicno. Mi ¢emo koristiti samo broj prijedenih milja po galonu, broj konjskih snaga
i tezine automobila radi jednostavnosti. Kako su americke mjerne jedinice razlicite
od europskih, pretvorili smo ih u nama poznatije mjerne jedinice kako bismo imali
bolji osjec¢aj za dobivene brojeve. Toc¢nije, tezinu automobila preracunali smo u tone,
dok smo broj prijedenih milja po galonu pretvorili u broj litara potrosenih na 100
kilometara prijedenih. Prikaz podataka mozemo vidjeti na slici 5.
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Slika 5: Prikaz podataka u koordinatnom sustavu i korelacije, hp - broj konjskih
snaga, wt - tezina, lperl00km - potrosnja goriva na 100 km

31



0.4

03

0.1

Slika 6: Graf gustoce t-distribucije za razli¢ite parametre normalnosti v i usporedba
s jedinicnom normalnom distribucijom

Generalizirana studentova ¢-distribucija

Jedna od distribucija koju ¢emo koristiti u nasem modelu je i generalizirana t¢-
distribucija. Standardna t-distribucija zadana je brojem stupnjeva slobode, parame-
trom koji ¢emo oznacavati sa v. Da bi postojalo ocekivanje t-distribucije, v mora biti
vedi ili jednak 1. U tom slucaju ocekivanje je 0. Sto je parametar v manji, repovi
t-distribucije su tezi, tj. veca je vjerojatnost veceg odstupanja od ocekivanja. Zato
se t-distribucija ¢esto koristi kod simuliranja rijetkih dogadaja. Sto je parametar v
veci, to t-distribucija vise sli¢i normalnoj. Zato parametar v mozemo zvati i para-
metar normalnosti. To mozemo vidjeti na slici 6. Osim toga, t-distribucija koristi se
i kod podataka s puno tzv. outliera jer je zbog teskih repova procjena ocekivanja
manje osjetljiva u odnosu na normalnu razdiobu. Zbog toga sto ¢emo odstupanje od
ocekivanja modelirati generaliziranom t-distribucijom, a ne normalnom distribucijom
kao u obi¢noj linearnoj regresiji, ovakav model zovemo linearna regresija s teskim
repovima. Generalizirana t-distribucija ima jos dva parametra.

Neka je X ~ t(v). Tada se generalizirana studentova t-distribucija definira kao
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razdioba slucajne varijable
T=p+0oX, uoznaci T ~t(v;u,o).

Parametar p zove se lokacijski parametar (eng. location parameter), a u nasem slucaju
on je ujedno i ocekivanje. Parametar o zove se parametar skaliranja (eng. scale
parameter) i odmah naglasavamo da o nije standardna devijacija generalizirane ¢-
distribucije. Detaljnije razmatranje znacenja parametara v, g i ¢ moze se naéi u
Krushke [3], poglavlje 16.2.

Definiranje modela i apriori distribucija

U ovom primjeru modeliramo ovisnost ovisne varijable Y; koja predstavlja po-
trosnju automobila na prijedenih 100 kilometara. Zavisne varijable su broj konj-
skih snaga i tezina automobila. Konstruiramo generalizirani linearni model tako da
ocekivanje ovisne varijable procjenjujemo direktno linearnom kombinacijom nezavis-
nih varijabli (link funkcija ¢ je identiteta), dok za zadano ocekivanje Y; ima genera-
liziranu studentovu t-distribuciju s parametrima v i o. Dakle,

Y ~ t(v; Bo + frxa + Paxiz, 0).

U bayesovskoj statistici parametre distribucija smatramo slucajnim varijablama pa
je idudi korak odrediti apriori distribucije na parametre v, o, 5y, 51 1 Po.

Za parametar normalnosti ili broj stupnjeva slobode v rekli smo da utjece na
repove t-distribucije. Sto je vedi, to t-distribucija vise sli¢i normalnoj razdiobi. Pravilo
desne ruke kaze da je za v > 30 t-distribucija poprilicno slicna normalnoj razdiobi
(velike varijacije u izgledu t-distribucije dogadaju se za male vrijednosti parametra
v) kao §to mozemo vidjeti na slici 6. Zato zelimo uzeti apriori distribuciju koja daje
mogucnost parametru v da poprima male vrijednosti kao i velike. Kako mora vrijediti
v > 1, prvo ¢emo napraviti transformaciju v/ = v — 1. Zatim ¢emo za apriori razdiobu
od 1/ koristiti eksponencijalnu razdiobu s parametrom =, tj.

297
1

'~ E — .

v Xp (29>

Ocekivanje te razdiobe je 29 pa je ocekivana vrijednost za v upravo 30. Iako je puno
mase stavljeno na vrijednosti manje od 30 (za v), zastupljene su i velike vrijednosti
jer je ocekivanje 30. Ukoliko u aposteriori distribuciji ¥ poprima male vrijednosti,
onda u podacima mozemo ocekivati dosta outliera i koristimo svojstvo t-distribucije
da ima teske repove, dok ukoliko v bude veci od 30, onda smo blizu konteksta obi¢ne
linearne regresije s normalnim Sumom. To¢na vrijednost parametra v nije nam previse
bitna. Vaznije nam je da smo dali modelu fleksibilnost da koristi teske repove ukoliko
podaci tako nalazu.

Za parametar skaliranja o uzet ¢emo uniformnu distribuciju na sirokom segmentu:

o~ U([107°,10%)).
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To je primjer tzv. neinformativne apriori distribucija i prilikom mnozenja funkcijom
vjerodostojnosti, aposteriori distribucija bit ¢e vrlo slicna vjerodostojnosti. Kako bi-
smo potvrdili da je to uistinu neinformativna apriori distribucija, za apriori distribu-
ciju od o koristit ¢emo i gamma distribuciju s ocekivanjem 1 i standardnom devijaci-
jom 1000 te ¢emo usporediti aposteriori distribuciju za o u ovisnosti te dvije apriori
distribucije.

Prije nego sto odredimo apriori distribuciju za parametre (g, 81, F2, zamislimo
da pravcem pokusavamo opisati dvodimenzionalne podatke koji se nalaze daleko od
sredista koordinatnog sustava (mozemo zamisljati da se nalaze recimo u kvadratu
[50, 51] x [50,51]). Tada imamo parametre odsjecak na osi y (y) 1 nagib praveca ().
Ukoliko malo promijenimo nagib, tada se i odsjecak na osi y jako mijenja jer se podaci
nalaze daleko od sredista koordinatnog sustava. Drugim rijeCima, parametri su jako
korelirani. Tada ¢e MCMC algoritmi tesko pretraziti skup stanja. Na primjer, Gibbsov
¢e algoritam stalno praviti jako male korake jer on radi samo vodoravne ili okomite
korake, a masa aposteriori distribucije je koncentrirana oko dijagonale kod koreli-
ranih parametara. Taj problem mozemo rijeSiti standardizacijom podataka. Ukoliko
se podaci nalaze blizu ishodista koordinatnog sustava, tada mala promjena nagiba
nec¢e jako utjecati na promjenu odsjecka na osi y. Dakle, podatke moramo standar-
dizirati. Kada ih standardiziramo, moze se pokazati da koeficijenti regresije moraju
pasti u segment [—1, 1] u regresiji najmanjih kvadrata. Zato ¢emo za apriori distribu-
ciju od parametara [y, 1, B2 uzeti normalnu razdiobu s o¢ekivanjem 0 i standardnom
devijacijom 2, tj.

B ~N(0,2), j=1,2,3.

Gusto¢ ove razdiobe je prilicno fiksna na vrijednostima izmedu —1 i 1. Nakon S§to
standardiziramo podatke i odredimo standardizirane parametre, njih ¢emo pretvoriti
u nestandardizirane parametre kako bismo ih mogli koristiti na nestandardiziranim
podacima i radi lakSe interpretacije.

Vidimo da izmedu parametara imamo hijerarhijsku strukturu. U bayesovskoj sta-
tistici cesti su hijerarhijski modeli, a ovo je jedan primjer. Vrlo ih je jednostavno i
korisno prikazivati slikom. Prikaz gore opisanog modela moze se vidjeti na slici 7.
Slika je preuzeta iz knjige [3]. Ovakve slike su posebno korisne i kod implementacije
modela u JAGS-u jer svaka strelica predstavlja jednu liniju koda u JAGS-u, no o
tome vise u Dodatku.

Nakon sto smo definirali model i apriori distribucije, trebamo primijeniti Bayesovo
pravilo i izracunati aposteriori distribuciju. Ukoliko sa D oznacimo podatke, tada
trebamo izracunati:

p(l/, 0-7/80761752|D) -
p(Dlv, o, By, b1, B2) p(v, 7, Bo, B1, P2) (6)
fffffp(D|V7 g, 50751,52)27(’/7 0750,61,52)dl/d0d50 dp dﬁz'

Zbog nezavisnosti parametara u odnosu na apriori razdobu vrijedi:

p(v, 0, Bo, B, B2) = p(v)p(a)p(Bo)p(B1)p(B2).
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Slika 7: Hijerarhijski model robusne linearne regresije s pripadnim apriori distribuci-
jama parametara

Dakle, integral u nazivniku je umnozak funkcije vjerodostojnosti, koja je umnozak
funkcija gustoca t-razdiobe, i apriori gustoce, koja je umnozak gustoc¢a eksponenci-
jalne distribucije, normalne distribucije i uniformne distribucije. Takav integral vrlo je
tesko izracunati ili aproksimirati numerickim metodama. Upravo ovdje su nam korisni
MCMC algoritmi koji ¢e nam omoguciti da dodemo do velikog uzorka iz aposteriori
distribucije. Bez njih bi ovakva analiza stala na ovom mjestu. Upravo zato je baye-
sovska statistika dozivjela porast upravo kada su racunala postala dovoljno jaka da
uz pomo¢ MCMC algoritama mozemo dobiti vjerodostojnu reprezentaciju aposteriori
distribucije. Nakon sto dobijemo uzorak, preostalo nam je samo provjeriti predstavlja
li dobiveni uzorak aposteriori distribuciju i, ako da, prouciti ju.

Dijagnostika

Nakon $to smo generirali uzorak uz pomo¢ MCMC algoritama, moramo provje-
riti reprezentira li taj uzorak aposteriori distribuciju. Lanac mora pretraziti cijeli
prostor stanja, a rezultati ne smiju ovisiti o pocetnom stanju iz kojeg lanac krece.
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Osim reprezentativnosti, treba obratiti paznju i na preciznost i stabilnost procjena
te efikasnost.
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Slika 8: Dijagnostika za parametar j;

Jednostavan nacin provjeravanja reprezentativnosti je pokrenuti vise lanaca i na-
crtati njihova kretanja za svaki parametar. Ako lanci dobro reprezentiraju aposteriori
distribuciju, onda ¢e cesto posjecivati priblizno iste vrijednosti. Takoder, za svaki la-
nac mozemo nacrtati izgladen histogram, tj. procjenjenu gustocu ( eng. density plot).
Te gustoce trebale bi biti sto sli¢nije jer svaki lanac treba predstavljati istu aposteriori
distribuciju. Postoje i numericki pokazatelji kao Sto je Gelman-Rubinova statistika
koja se Cesto na engleskom zove i shrink factor. Ona mjeri varijabilnost izmedu lanaca
i varijabilnost unutar lanca. Ukoliko lanci vjerno reprezentiraju aposteriori distribu-
ciju, onda ¢e te varijabilnosti biti jednake, tj. Gelman-Rubinova statistika bit ¢e blizu
1. Ako je neki lanac zapeo i ne reprezentira aposteriori distribuciju vjerno, onda e
se varijabilnost izmedu lanaca povecati u odnosu na varijabilnost unutar lanca. He-
uristika kaze da ukoliko je Gelman-Rubinova statistika iznad 1.1, onda se trebamo
zabrinuti da lanci mozda nisu dovoljno iskonvergirali.

Mjere kojima provjeravamo preciznost ve¢ smo spomenuli u poglavlju 2.4. To su
efektivna veli¢ina uzorka (ESS) i Monte Carlo standardna pogreska.

Sto se tice efikasnosti, napomenimo samo da pokretanje vise lanaca na ra¢unalu
mozemo izvrsiti paralelno jer oni ne ovise jedni o drugima. Sve njihove putanje tre-
bamo koristiti kao uzorak iz aposteriori distribucije ukoliko su reprezentativni.

U naSem primjeru pokrenuli smo 3 lanca s 1000 (burn-in) koraka i 10 000 koraka
nakon toga. Za svaki parametar izracunali smo gore navedene statistike. Rezultate
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smo prikazali na slikama 8 i 9 za parametre 5y i v.
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Slika 9: Dijagnostika za parametar v

Na slici 8 gore lijevo vidimo putanje tri pokrenuta lanca. Putanje idu od 2000 do
12000 iteracija jer smo 1000 koraka koristili kao adaptacijske korake (u kojima JAGS
prilagodava MCMC algoritam, npr. skalira skokove u Metropolis-Hastings algoritmu),
a drugih 1000 kao burn-in period. Vidimo da lanci cesto posjecuju priblizno iste
vrijednosti. Na slici gore desno vidimo da je efektivna veli¢ina uzorka dosta velika i
da autokorelacija lanaca brzo pada povecanjem odmaka. Na slici dolje lijevo vidimo
da je Gelman-Rubinova statistika cijelo vrijeme ispod 1.1. Na slici dolje desno vidimo
da su dobivene aposteriori distribucije jako sli¢ne te smo izracunali MCSE. Iz svega
ovoga zakljucujemo da lanci dobro i precizno reprezentiraju dobivenu aposteriori
distribuciju i da mozemo koristiti dobiveni uzorak za daljnju analizu. Sli¢ne su slike
i za sve ostale parametre, a kao primjer dajemo jos i sliku 9 za parametar v.

Napomenimo jos da postoje autori koji zagovaraju drugacije pristupe za dijag-
nostiku MCMC algoritama. Na primjer, govore da nije potrebno izbacivati pocetne
korake lanca (burn-in period) i da je bolje imati jedan dugacak lanac nego vise kraéih.

Proucavanje aposteriori distribucije

Nakon $to smo provjerili da generirani MCMC uzorak vjerno reprezentira aposte-
riori distribuciju, prelazimo na proucavanje dobivenih rezultata. Za svaki parametar
crtamo histogram marginalne aposteriori distribucije, 95% HDI i neku mjeru cen-
tralne tendencije. Mi smo nacrtali prosjek. Cesto je od znacaja i mod distribucija kao
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Slika 10: Histogrami aposteriori distribucije za svaki parametar

tocka s najvecom gusto¢om. Rezultate mozemo vidjeti na slici 10. Najvise nas zani-
maju parametri 5, i (B jer oni predstavljaju informacije o tome kako broj konjskih
snaga i tezina automobila utjecu na njegovu potrosnju. Ukoliko kao procijene vrijed-
nosti parametara uzmemo ocekivanje marginalne distribucije, mozemo zakljuciti da
automobil koji ima 100 konjskih snaga vise, u prosjeku trosi 1.8 vise litara na 100
kilometara. Automobil koji je 100 kila tezi, trosi prosjecno 0.59 litara vise na 100
kilometara. Uocimo da to Sto parametar [3; poprima vrlo male vrijednosti, ne znaci
da broj konjskih snaga malo utjece na potrosnju. Velicine parametara f; i 55 ovise
o skali. Broj konjskih snaga uglavnom je troznamenkasti broj dok je tezina jednoz-
namenkasti broj. Iz ove analize zakljucujemo da obje varijable svojim povecanjem
povecavaju potrosnju goriva automobila.

Jos jedna posljedica koriStenja bayesovske statistike je ta Sto ukoliko za neku
konkretnu kombinaciju zavisnih varijabli zelimo dobiti procjenu vrijednosti ovisne
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varijable, mozemo dobiti cijelu distribuciju ovisne varijable. Samim time imamo vise
informacija od obi¢ne tockovne procjene i lagano mozemo izrac¢unati pouzdane inter-
vale. Da bismo to izracunali, u svakom koraku MCMC algoritma za trenutnu kom-
binaciju parametara generiramo sluc¢ajnu vrijednost iz razdiobe Y;. U nasem slucaju,
u svakom koraku za trenutne vrijednosti parametara v, o, By, £ i P2 generiramo
vrijednost iz t(v; By + B1xi1 + oo, 0).

Mazda RX4 Novi automobil
meanl= 10.5 mean= 10.2
95% HDI 95% HDI
711 13.9 6.63 13.4
| | T | | | T |
5 10 15 20 5 10 15 20

Slika 11: Razdioba potrosnje goriva za automobil sa 110 konjskih snaga i tezinom
1.18 tona (Mazda RX4, lijevo) i za automobil s 90 konjskih snaga i tezinom 1.2 tone
(desno)

Na slici 11 mozemo vidjeti distribuciju vrijednosti potrosnje goriva za Mazdu RX4,
automobil iz nasih podataka ¢ija je izmjerena potrosnja 11.2 litara na 100 kilometara.
Takoder, mozemo zamisliti situaciju gdje proizvodimo automobil i zanima nas njegova
potrosnja, a znamo koliko ¢e imati konjskih snaga i kolika ¢e mu biti tezina. Na slici
smo nacrtali 1 95% interval najvece gustoce.
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Dodatak
Uvod u JAGS

U ovom dodatku dat ¢emo kratki uvod u program JAGS. Prvo ¢emo objasniti
kako se koristi kroz programski jezik R na jednostavnom primjeru gdje imamo jed-
nodimenzionalne podatke iz normalne distribucije. Zatim ¢emo pokazati kako smo
koristili JAGS na primjeru potrosnje automobila. Podrazumijeva se osnovno pozna-
vanje programskog jezika R.

JAGS je program koji automatski gradi MCMC algoritme za kompleksne hijerar-
hijske modele. Prva verzija napravljena je krajem 2007. godine dok je zadnja stabilna
verzija izasla u sije¢nju 2016. godine. Autor programa je Martyn Plummer. Program
je besplatan. JAGS je skracenica engleskog naziva Just another Gibbs sampler. On je
jedan od programa kao Sto su Stan ili BUGS koji se koriste za primjenu bayesovske
statistike i gradnju hijerarhijskih modela. Koristenje JAGS-a moze se lagano objas-
niti: on uzima korisnikov opis hijerarhijskog modela podataka i vraéa MCMC uzorak
iz aposteriori distribucije. Mi ¢emo JAGS koristiti kroz jezik R uz pomo¢ R-ovih
paketa rjags i runjags.

Prvo ¢emo ucitati potrebne pakete za komunikaciju R-a i JAGS-a te generirati
podatke iz normalne razdiobe s ocekivanjem 50 i standardnom devijacijom 11. Te
podatke trebamo poslati JAGS-u kroz listu u R-u.

library(runjags)
library(rjags)

set.seed(1912)
N = 100
y = rnorm(N,mean = 50,sd = 11)

datalist = list( y =y, N =N )

Pridruzivanje y = y u listi moze izgledati neobic¢no, no zapravo desni y predstavlja
varijablu u R-u koja sadrzi vektor nasih podataka, a y s lijeve strane naziv te varijable
u listi. Nakon $to smo pripremili podatke, moramo definirati model. Pretpostavljamo
da nasi podaci dolaze iz normalne razdiobe s oc¢ekivanjem p i standardnom devijaci-
jom o koje zelimo procijeniti, tj.

Y; ~ N(p, 0%).

Zatim moramo odabrati apriori razdiobe za parametre p i 0. Uzmimo sljedece apriori
distribucije:

p~ N(0,1000%) i o~ U(107°10).
Imamo tri pridruzivanja sto ¢e odgovarati trima linijama koda u JAGS-u. Model ¢emo
prvo zapisati u string.
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modelString =
model

{
for( i in 1:N )

{
}

mu - dnorm (0, 1/1000°2) #apriori razdioba
sigma ~ dunif( 10"(=5), 10000) #apriori razdioba

y[i] 7 dnorm(mu, 1/sigma”2) #vjerodostojnost

}

writeLines (modelString , con = "TEMPmodel. txt”)

7

Unutar dvostrukih navodnika poc¢inje JAGS kod. Model definiramo kljuénom rijeci
model i otvaramo viticaste zagrade. U JAGS modelu mozemo koristiti samo varijable
koje smo poslali u listi i to tocno tim nazivom. Dakle, smijemo koristiti N koji pred-
stavlja veli¢inu uzorka i y koji predstavlja vektor podataka. Prvo ¢emo re¢i da svaki
podatak dolazi iz normalne razdiobe s o¢ekivanjem p i varijancom o2. To radimo
pomocu for petlje za svaki podatak koja ima sintaksu kao u R-u. Zatim simbolom ~
govorimo kako je distribuirana ta slucajna varijabla, a s dnorm govorimo da se radi o
gusto¢i normalne distribucije. Kod americkih oznaka za normalnu distribuciju koristi
se ocekivanje i preciznost 7. Preciznost i varijanca povezani su preko formule:

=5
Zato kao drugi argument od dnorm stavljamo 1/0%. Nakon toga, na isti nacin pri-
druzujemo apriori razdiobe parametrima g i 0. To¢an poredak svih tih pridruzivanja
JAGS-u nije bitan. Nakon §to smo u string spremili opis modela, taj string zapisujemo
u datoteku pomocu naredbe writeLines. Do sada zapravo jos nismo nista radili unu-
tar JAGS-a. Sada ¢emo poslati podatke i model JAGS-u te ¢e nam on vratiti objekt
koji predstavlja sagradeni model.

jagsModel = jags.model( file = "TEMPmodel. txt” ,
data = datalList, n.chains = 3, n.adapt = 500)

Funkcija jags.model prima dokument u kojem se nalazi opis modela i podatke
spremljene u listu. Zatim mozemo zadati koliko lanaca zelimo pokretati i koliko adap-
tacijskih koraka koristimo. Adaptacijski koraci sluze JAGS-u da odabere najbolji
algoritam i da ga Sto bolje prilagodi - na primjer, da skalira Metropolis-Hastings
algoritam kako bi dao najbolje rezultate. Nakon toga naredbom update govorimo
koliko koraka zelimo da svaki lanac prode kao burn-in period. Kao argumente prima
objekt koji predstavlja JAGS model i broj koraka ili iteracija.

update (jagsModel , n.iter = 1000)
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Na kraju pomocu funkcije coda.samples dobivamo uzorak iz aposteriori distribu-
cije. U funkciju saljemo JAGS model i imena varijabli koje zelimo zapamtiti te broj
koraka koje ¢e svaki lanac prijedi.
codaSamples = coda.samples(jagsModel,

variable .names = c¢("mu”,” sigma”)
n.iter = 3333)

Sada ukoliko izvr§simo naredbu
uzorak = as.matrix(codaSamples)

imamo matricu u R-u od 9999 redaka i 2 stupca koja predstavlja uzorak iz aposte-
riori distribucije. Sada lagano mozemo nacrtati histogram marginalnih distribucija,
izracunati medijan, prosjek i sve Sto nas zanima o marginalnim aposteriori distri-
bucijama. No, kako se ne bismo mucili s time, koristit ¢emo gotove funkcije koje
je napravio J. Kruschke i podijelio sa svim zainteresiranima, a nalaze se u datoteci
DBDA2E-utilities.R i moramo ih ucitati u R. Mi smo tu datoteku stavili u radni
direktorij i ucitali je pomocu naredbe source.

source ("DBDA2E-utilities .R”)

diagMCMC( codaObject = codaSamples, parName = "mu” )
diagMCMC( codaObject = codaSamples, parName = ”sigma” )

par (mfrow = ¢(1,2))
plotPost ( codaSamples|[,”mu”]|, main = "mu”,
xlab = bquote (mu), cenTend = "mean”, ROPE = c¢(47,48))

plotPost ( codaSamples[,” sigma”], main = "sigma”,
xlab = bquote (mu), cenTend = "mode” ,
credMass = 0.9, compVal = 10)

Naredba diagMCMC radi dijagnostiku lanaca za parametar kako bismo provjerili repre-
zentativnost i preciznost dobivenog uzorka. Naredba plotPost crta histogram apos-
teriori distribucije i interval najvece gustoc¢e (HDI). Mozemo izabrati koju mjeru cen-
tralne tendencije zelimo nacrtati (mode, median, mean) i koliki HDI interval zelimo
(credMass = 0.9). Postoje i opcije za usporedivanje s nekom vrijednosti ili nekim
intervalom koje se koriste kod donosenja binarnih odluka o vrijednosti parametra, a
mi smo ih naveli radi ilustracije. Dobivene slike mogu se vidjeti na slici 12.

Primjer: Linearna regresija s teSkim repovima

Podaci o potrosnji automobila i njihovih karakteristika ugradeni su u R-ovu bi-
blioteku datasets pod varijablom mtcars. Svatko tko ima programski jezik R, moze
lagano instalirati tu biblioteku i do¢i do podataka. Podaci su izvuceni iz automobil-
skog magazina Motor Trend US iz 1974. godine.

Cijeli proces provodimo u R-u kao i u prethodnom primjeru.
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mu sigma

mean = 50.3 modet 11.7

1.3% €110 < 98.7%
| 0.2% <47 <2.4% < 48 < 97.4% :

:95% HDI :90% HDI

148 52.6 10.2 1219
[ I I I | [ I I T I I I ]
46 48 50 52 54 9 10 11 12 13 14 15 16

Slika 12: Marginalna aposteriori distribucija za parametre p i o

library (datasets)

library (rjags)

library (runjags)

library (metRology)

source ("DBDA2E-utilities .R”)

dataList = list (y=y, x=x, n = n, m = m)

Paket metRology koristimo radi generalizirane ¢-distribucije. U varijablu y spre-
mili smo vektor potrosnje automobila na 100 kilometara dok smo u varijablu x spre-
mili dataframe koji sadrzi konjske snage i tezinu za svaki automobil. Varijabla m
predstavlja broj automobila, a varijabla n broj neovisnih varijabli.

> head (x)

hp wt
Mazda RX4 110 1.188406
Mazda RX4 Wag 110 1.304071
Datsun 710 93 1.052329

Hornet 4 Drive 110 1.458292
Hornet Sportabout 175 1.560350
Valiant 105 1.569421

Model smo definirali i objasnili u poglavlju 3.3, a sada dajemo kod tog modela
u JAGS-u. Rekli smo da ¢emo podatke prvo standardizirati. To radimo tako da
svakoj varijabli oduzimamo aritmeticku sredinu i dijelimo standardnom devijacijom.
Taj proces ¢emo takoder napraviti u JAGS-u pomoéu data bloka. Zatim slijedi opis
modela koji izgleda kompliciranije jer radimo sa standardiziranim podacima koje na
kraju vracamo u nestandardizirani oblik. Kada je neka varijabla standardizirana,
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ispred nje u kodu pisemo slovo z.

modelString =

2

data

{

ym = mean(y)
ysd = sd(y)
for( i in 1l:n )

model

{

for( i in 1:n )
{
zy[i] 7 dt( zbetal + sum( zbeta[l:m] % zx[i,l:m] ),
1/zsigma "2, nu ) #vjerodostojnost
}
zbetaOl ~ dnorm (0, 1/2°2) #apriori distribucija
for( j in 1l:m )

{

}

zsigma = dunif( 10°(—=5), 10000) #apriori distribucija
nu = nuMinusOne + 1

nuMinusOne ~ dexp(1/29.0) #apriori distribucija

zbetalj] ~ dnorm (0, 1/2°2) #apriori distribucija

beta[l:m] = ( zbeta[l:m] / xsd[l:m])x ysd
beta0 = zbetaOxysd + ym —

sum( zbeta[l:m] x xm[1l:m] / xsd[l:m] ) x ysd
sigma = zsigmaxysd
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Nakon data bloka koji ima sintaksu kao R-ov kod, implementiramo hijerarhijski model
linearne regresije s teskim repovima. Nakon toga vrijednosti vra¢amo u nestandardi-
zirani oblik. Daljnji postupak jednak je kao u pocetnom primjeru. Spremamo string
u datoteku, radimo objekt koji sadrzi JAGS model i dobivamo uzorak iz aposteriori
distribucije.

writeLines (modelString , con = "TEMPmodel. txt”)

jagsModel = jags.model(file = "TEMPmodel. txt” ,
data = dataList , n.chains = 3,
n.adapt = 1000)

update (jagsModel , n.iter = 1000)

codaSamples = coda.samples(jagsModel,
variable .names = c¢(” beta0” ,” beta” ,”nu”,” sigma” ),

n.iter = 10000)

Na kraju smo opet koristili funkcije diagMCMC i plotPost kako bismo provijerili i
interpretirali dobivene rezultate.
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Sazetak

U ovom radu govorimo o MCMC algoritmima i ilustriramo njihovu primjenu u
bayesovskoj statistici. MCMC algoritmi sluze za simuliranje uzorka iz distribucije s
gustocom [ koju moramo znati samo do na konstantu. Oni konstruiraju Markov-
ljev lanac ¢ija se putanja uzima kao uzorak iz distribucije s gusto¢om f, Sto nam
omogucuje ergodski teorem.

Nakon motivacijskog uvoda, u prvom poglavlju obradujemo nuznu teoriju koja
je u pozadini MCMC algoritama, a to je teorija Markovljevih lanaca na opéenitom
skupu stanja. Prvo definiramo osnovne pojmove poput prijelazne jezgre i Markovlje-
vog lanca, a zatim neka svojstva Markovljevih lanaca poput ireducibilnosti, povrat-
nosti, Harrisove povratnosti i stacionarnu distribuciju Markovljevog lanca. Iskazujemo
teorem koji nam daje dovoljne uvjete da marginalne distribucije lanca konvergiraju
prema stacionarnoj distribuciji f i ergodski teorem koji nam omogucuje da putanju
lanca koristimo kao uzorak dobiven iz stacionarne distribucije f.

Nakon toga obradujemo Metropolis-Hastings algoritam, jedan od najvaznijih
MCMC algoritama. Dokazujemo da putanju lanca dobivenog ovim algoritmom
mozemo Koristiti kao uzorak iz zadane ciljne distribucije f. Uzorak iz distribucije
f sluzi nam kako bismo procijenili karakteristike distribucije f pa smo uveli efek-
tivnu velicinu uzorka i Monte Carlo standardnu gresku kao mjere preciznosti dobi-
venih procjena. Kao primjere Metropolis-Hastings algoritma obradili smo Nezavisni
Metropolis-Hastings algoritam i Metropolis-Hastings algoritam sa slu¢ajnom Setnjom.
Na primjeru smo vidjeli da je kod Nezavisnog Metropolis-Hastings algoritma najbo-
lje odabrati proposal distribuciju sto sli¢niju ciljnoj distribuciji, ukoliko je to moguce.
Kod Metropolis-Hastings algoritma sa slucajnom Setnjom uocili smo da za efikas-
nost algoritma moramo odgovarajuce skalirati proposal distribuciju. Na kraju smo
spomenuli i Gibbsovo uzorkovanje koji je vrlo vazan i u primjenama cest algoritam.

U zadnjem dijelu ovoga rada objasnjavamo glave ideje bayesovske statistike -
pojmove poput apriori i aposteriori distribucije. Na primjeru bacanja novcica ilustri-
ramo kako se aposteriori distribucija ponekad moze izracunati egzaktno, no uo¢avamo
i da se to ponekad neée moci zbog cega onda koristimo MCMC algoritme. Nakon
toga ukratko objasnjavamo generalizirane linearne modele kako bismo mogli napra-
viti model linearne regresije s teskim repovima na bayesovski nac¢in. Kao primjer uzeli
smo odredivanje potrosnje goriva automobila. Nakon definiranja modela komentiramo
izbor apriori distribucija te koristimo MCMC algoritme kako bismo dobili uzorak
iz aposteriori distribucije. Prije nego sto analiziramo rezultate, radimo dijagnostiku
kako bismo provjerili da dobiveni uzorak doista predstavlja uzorak iz aposteriori dis-
tribucije. U dodatku objasnjavamo kako smo tehnicki proveli ranije opisan postupak
pomocu programskog jezika R i programa JAGS.



Summary

In this paper we talk about Markov chains Monte Carlo (MCMC) algorithms, and
we ilustrate their application in Bayesian statistics. MCMC algorithms are used to
generate sample from distribution with density f, which is known up to a normalising
constant only. They produce Markov chains whose trajectory represents a sample from
distribution with the density f, which is justified by Ergodic theorem.

After motivational introduction, in chapter one, we introduce necessary backgro-
und theory of MCMC algorithms; that is the theory of Markov chains on general
state spaces. First, we define basic terms such as transition kernels and Markov cha-
ins, and after that we define some properties of Markov chains such as irreducibility,
recurrence, Harris recurrence and stationary distribution of Markov chain. We state
a theorem which gives us necessary conditions on the chain, so that its marginal
distributions converge to its stationary distribution f, and Ergodic theorem.

Secondly, we define Metropolis-Hastings algorithm, one of the most important
MCMC algorithms. We prove that we can use a trajectory generated with Metropolis-
Hastings algorithm as sample from target distribution f. Sample from distribution f
is used to approximate distribution f and its characteristics, so we introduced effective
sample size and Monte Carlo standard error as measures of accuracy. Furthermore,
we give examples of Metropolis-Hastings algorithm: the Independent Metropolis-
Hastings and Random walk Metropolis-Hastings. On a simple example we demons-
trate that in the Independent Metropolis-Hastings algorithm optimal proposal dis-
tribution should be as much proportional to target distribution as possible. In the
Random walk Metropolis-Hastings algorithm we noticed that we need to scale pro-
posal distribution for effectiveness. Finally, we mention Gibbs sampler which is very
important and widely used algorithm.

In the last part of this paper, we explain the main ideas of Bayesian statistics.
We introduce terms like prior and posterior distribution. On a simple coin tossing
example we illustrate that sometimes one can exactly calculate posterior distribution,
but we notice that in cases when that is not possible, one can use MCMC algorithms.
After that, we briefly explain generalised linear models, so that we can introduce
heavy-tailed linear regression model from Bayesian perspective. As an example we
are estimating car fuel consumption. After defining the model, we comment on cho-
osing prior distributions, and we use MCMC algorithms to get sample from posterior
distribution. Before we analize posterior distribution, we check if our sample is re-
presentative of prior distribution and accurate enough. In the appendix, we explain
how we used programming language R and JAGS to give bayesian analysis of the
heavy-tailed linear regression model.
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